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ausgegeben von  E.  Scboenfeld  in  Bonn,  H.  Seeliger.  Leipzig.  W.  Eo- 
gelmann.    8^     XXII. 

Aui  d.  Acc.  Pont.:    Atti  deir  Accademia  Pontaniana.  Roma.  XVII,  XVIII. 
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italiane  pubblicato  per  cura  del  Prof.  6.  Battaglini.  Napoli.  gr.  8* 
XXVI. 

Belg.  Bull.:  Bulletios  de  l'Acad^mie  Royale  des  sciences,  des  lettxes  et 
des  beaux-arts  de  Belgique.    Bruxelles.   8*-   (3)   XV,  XVI. 

Belg.  Mim.  C:  M4moires  couronn^s  et  autres  M6moires  publice  par  TAca- 
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publies  par  rAcad6mie  Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux- 
arts  de  Belgique.    Bruxelles.    F.  Hayez.   4*.    XLIX. 

Beri  Abk.:  Abhandlungen  der  Kgl.  Preussischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.    Berlin.   4*. 

Berl.  Ber.:  Sitzungsberichte  der  Kgl.  Preussischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.    Berlin.  8^   1888. 

Berl.  phys.  Ges.  Verh.:  Verhandlungen  der  physikalischen  Gesellschaft  zu 
Berlin.    Berlin.    G.  Reimer.  Ö».  VII. 

Bern  Mitt.:  Mitteilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus 
dem  Jahre  1888.    Bern.  Huber  u.  Co.  8^ 

Besso  Per.  maU:  Periodico  di  matematica  per  Tinsegnamento  secondario 
diretto  da  D.  Besso.     Roma.   8^.    III. 

Bihl.  Math,:  Bibliotheca  Matheroatica,  herausgegeben  von  G.  Eneström. 
Stockholm.  (2)  II. 

Böklen  Mitt.:  Mathematisch  •  naturwisseDBchaftliche  Mitteilungen  heraus- 
gegeben von  Dr.  0.  Böklen.     Tübingen.  Fr.  Fues.  8<*.  I,  II. 

Bologna  Mem.:  Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  dell*  Istituto 
di  Bologna.    Bologna.  4*.  (4)  VIMX. 

Bologna  Rend.:  Rendiconto  delle  sessioni  dell'  Accademia  delle  scienze 
deir  Istituto  di  Bologna.     Bologna.     8^     1887-b8. 

Bonc.  Bull.:  Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matema- 
tiche e  fisiche  pubblicato  da  B.  Boncompagni.    Roma.  4*.  XX. 

Bord.  M4m.:  Memoires  de  la  Societe  des  sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux.    Bordeaux.   Paris.   8*.    (3)  IV. 

Brit.  Ass.  Rep.:  Report  of  the  meeting  of  the  British  Association  for  the 
advancement  of  scieoce.     London,     gr.    8®. 

Brux.  Ann,:  Annales  de  TObservatoire  Royal  de  Bruxelles,  publikes  aux 
frais  de  r£tat.     Bruxelles.    F.  Hayez.  4*. 

Brux.  S.  sc:  Annales  de  la  Soci6t6  scientifique  de  Bruxelles.  Bruxelles. 
F.  Hayez.  (Doppelt  paginirt,  unterschieden  durch  A  und  B.).    XII,  XIII. 

Cambr,  Proc:  Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Cam- 
bridge.   VI. 

Cambr,  Trans.:  Transactions  of  the  Philosophical  Society  of  Cambridge. 
Cambridge. 
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K.  Schäfer.    Berlin.    Ernst  u.  Korn.  4^  VIII. 

Ckark.  Ges..  Sammlung  der  Mitteilungen  und  Protokolle  der  mathematischen 
Gesellschaft  in  Charkow.    (Russisch.)    XVIII  u.  (2)  I. 

Civüinp.:  Der  Civilingenieur.  Organ  des  sächsischen  Ingenieur-  und  Archi- 
tekten-Vereins. Unter  Mitwirkung  etc.  herausgegeben  von  Dr.  E.  Hartig. 
Leipzig.  Arthur  Felix.  4».  (2)  XXXIV. 

C.  R,:  Comptes  Bendus  hebdomadaires  des  s^ances  de  l'Acad^mie  des 
Sciences.    Paris.  ^\   CVI,  CVII. 
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Erster  Abschnitt. 

Geschichte  und  Philosophie. 

Capitel  1. 

Geschichte. 

A.    Biographisch  -  Literarisches. 
W.  W.  RoüSE  Ball.      A   short  account  of  the  historj 

of   Mathematics.      London.  Macmillan  and  Co.  XXIII +  464  8. 

Nach  der  Absicht  des  Verfassers  soll  diese  Geschichte  ftir 
alle  Leser  verstftDdlich  sein,  welche  nur  die  Elemente  der  Mathe- 
matik kennen,  und  bei  der  Anführung  der  Resultate  ist  meistens 
die  neuere  Bezeichnungsweise  benutzt  worden.  Wie  die  Vorrede 
ausdrücklich  hervorhebt,  ist  daher  das  Buch  vornehmlich  eine 
Compilation  aus  vorhandenen  Werken,  und  der  Entwickelung 
der  Mathematik  neuerer  Zeit  ist  eine  nur  dürftige  Behandlung 
zugefallen.  So  weit  es  indes  reicht,  scheint  es  uns  sorgfältig  zu 
sein  und. ist  ohne  Frage  sehr  interessant.  Die  erste  Periode,  zu 
welcher  das  Capitel  I  über  die  egyptische  und  phönizische  Ma- 
thematik die  Einleitung  bildet,  umfasst  die  Mathematik  unter 
griechischer  Führung  vom  Auftreten  des  Thaies  um  600  v.  Gh. 
bis  zur  Einnahme  von  Alexandrien  durch  die  Muhamedaner  641 
D.  Gh.  In  dieser  Periode  werden  die  ionischen  und  pythagorei- 
schen Schulen  besprochen,  die  Schulen  von  Athen  und  Gyzicus, 
die  erste   und  die  zweite  Alexandrinische  Schule,    endlich  die 

ForUchr.  d.  Math.  XX.  1.  1 
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Byzantinische  Schule  (v.  641-1453)  als  die  Hflterin  der  Werke 
der  griechischen  Mathematiker.  In  einem  besonderen  Gapitel 
am  Ende  dieser  Periode  werden  auch  die  verschiedenen  Systeme 
der  Zahlzeichen  betrachtet,  welche  durch  die  sogenannten  arabi- 
schen verdrängt  wurden.  Die  *zweite  Periode  ist  die  Mathematik 
im  Mittelalter  und  während  der  Renaissance.  Nach  einem  Ca- 
pitel  Aber  das  Erstarken  der  Bildung  im  westlichen  Europa  folgen 
andere  über  die  Mathematik  der  Araber,  Qber  die  Einftkhrung 
arabischer  mathematischer  Werke  in  Europa,  Über  die  Entwicke- 
lung  der  Arithmetik  bis  zum  Jahre  1637,  über  die  Mathematik 
der  Renaissance  und  beim  Ende  derselben.  Die  dritte  Periode 
behandelt  die  neuere  Mathematik  unter  den  Capitel-Ueberschriften : 
Charakter  'der  neueren  Mathematik,  Geschichte  der  Mathematik 
von  Descartes  bis  Huygens,  Leben  und  Werke  Newton's,  Leibniz 
und  die  Mathematiker  der  ersten  Hälfte  des  achtzehnten  Jahr- 
hunderts, Lagrange,  Laplace  und  ihre  Zeitgenossen,  endlich  die 
jüngste  Zeit.  Obgleich  dieses  letzte  Capitel  kaum  etwas  anderes 
als  ein  Verzeichnis  von  Namen  ist,  so  bildet  das  Buch  als  Ganzes 
eine  anerkennungswerte  Einführung  in  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik.   Sein  Wert  wird  erhöht  durch  ein  Inhaltsverzeichnis  und 

eine  Liste  von  Werken  über  die  allgemeine  Geschichte  der  Mathe- 

• 

matik  oder  über  lange  Perioden  in  jener  Geschichte.  (Ausführ- 
liche Anzeige  in  Nature  XXXIX.  265-268).  Gbs.  (Lp.) 


V.  ßoBYNiN.     De  r£tude  sur  Thistoire  des  matbdmatiques 

en    Russie.      Bibl.  Math.  (2)  II.  103-110. 

Der  Verfasser  berichtet  hier  über  die  Entwickelung  des 
mathematisch-historischen  Studiums  in  Russland.  Die  ersten  hier- 
auf bezüglichen  Schriften  wurden  in  der  ersten  Hälfte  des  XVIII. 
Jahrhunderts  publicirt.  Aber  bis  auf  das  letzte  Decennium  un- 
seres Jahrhunderts  waren  die  Arbeiten  über  Geschichte  der 
Mathematik  in  Russland  qualitativ  und  quantitativ  unbedeutend; 
es  finden  sich  darunter  fast  nur  Uebersetzungen  deutscher  und 
französischer  Werke  oder  Compilationen  ohne  Benutzung  der 
Quellen.      Während  der  letzten   Jahre   hat  jedoch  in  Russland 
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ein  eingehendes  Studium  der  Geschichte  der  Mathematik  begonnen, 
und  eine  besondere  Zeitschrift  für  dies  Studium  ist  im  Jahre 
1885  gegrfindj^t.  Zwar  ist  die  Anzahl  der  russischen  Forscher 
auf  diesem  Gebiete  noch  sehr  klein,  aber  man  darf  die  Hoffnung 
hegen,  dass  sie  allmählich  grösser  werden  wird.  E. 


J.  H.  Graf.  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Natur- 
wissenschaften in  bernischen  Landen  vom  Wiederauf- 
blühen der  Wissenschaften  bis  in  die  neuere  Zeit. 
Erstes  Heft:  XVI.  Jahrhundert.  Bern.  K.J.  Wysa.  iö88.  8«. 
82  s.     Zweites  Heft:    XVII.  Jahrhundert.      Bern  u.  Basel. 

K.  J.  WysB   1889.  8o.  102  8. 

Aus  dem  genaueren  Studium  der  Leistungen  der  Naturfor- 
schenden Gesellschaft  zu  Bern  während  der  ersten  hundert  Jahre 
ihres  Bestehens  (1786-1886)  erwuchs  dem  Verfasser  allmählich 
Absicht  und  Stoff  zu  einer  ausführlichen  Darstellung  des  oben 
genannten  Gegenstandes  für  das  eine  der  vier  culturellen  Haupt- 
centren der  Schweiz.  Freilich  würde  man  eine  „Geschichte"  ver- 
geblich suchen;  die  zwei  Hefte  enthalten  wesentlich  dankenswerte 
Beiträge  zur  Geschichte  des  bernischen  Schulwesens,  zur  Bio- 
graphie und  Würdigung  einzelner  um  mathematische  Lehrweise 
und  Schriftstellerei,  sowie  um  bernische  Topographie  und  Ealen- 
derfabrikation,  um  Landwirthschaft  und  Natur-,  besonders  Pflan- 
zen- und  Alpenkunde  verdiente  Männer  (Braufels,  Aretius,  Schöpf, 
V.  Graffenried,  Rosius,  Rhagor  u.  a.).  Rückblicke  auf  die  Ge- 
schichte der  Akademie  zu  Lausanne  beenden  jedes  der  Hefte. 

Den  zwei  vorliegenden  Heften  sollen  je  zwei  weitere,  das 
18.  und  19.  Jahrhundert  behandelnde  folgen.  Tn. 


Chambkrs's    Ency clopaedia :    a    dictionary    of    universal 

knoV?)edge.      London.    William  and  Robert  Chambers. 

« 

Anzeige  in  Nature  XXXVII.  604.  Als  Verfasser  der  Ar- 
tikel Atomtheorie  und  Atom  werden  bzw.  Crum-Brown  und  Tait 
genannt.  _     _    _  Lp. 
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G.  Enbström.  Questions  19,  22.  Dänische  Gesell- 
schaft DER  Wissenschaften.»  Question  20.  P.  Man- 
siON.      Question  21.      W.   W.  Beman.      Questton  23. 

Bibl.  Math.  (2)  IL  32,  63-64,  96,  120. 

Anfragen  über  verschiedene  Punkte  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik.   (Vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  23). 

19)  Es  wird  gefragt,  ob  irgend  ein  arabischer  oder  jüdischer 
Mathematiker  des  Mittelalters  über  den  baculus  geometricus  ge- 
schrieben hat. 

20)  Preisfrage  über  das  Verhältnis  zwischen  der  griechischen 
und  der  arabischen  Mathematik. 

21)  Ueber  die  Anwendung  von  Buchstaben  vor  Newton  (ohne 
4-  oder  — ),  um  sowohl  positive  als  negative  Grössen  zu  be- 
zeichnen. 

22)  Ueber  die  Formel,  welche  die  Fläche  eines  sphärischen 
Dreicks  ausdrückt. 

23)  Ueber  die  erste  Anwendung  des  Buchstabens  e  für  2,7 18. . . 

E. 

P.  RiccARDi.      Saggio    di    iina   Bibliografia   Euclidea  I. 

Bologna  Mem.  (4)  124  S.  4*. 


J.  L.  Heiberg.     Euclidis  elementa,  vol.  V  der  Ausgabe: 
Euclidis  opera  oinnia  ed.  Heiberg  et  Menge.     Bibl.  Script. 

Qrnec.  et  Romao.  TeubDeriaoa.    Leipzig  1888.  CXIII -h  738  S. 

Nachdem  Heiberg  1880  und  81  in  drei  Bänden  der  Teubner'- 
sohen  Sammlung  die  sämtlichen  Werke  Archimeds  kritisch  gesichtet 
herausgegeben  und  mit  lateinischer  Uebersetzung  begleitet  hatte, 
machte  er  sich  in  unermüdlicher  und  gleich  dankenswerter  treuer 
Arbeit  daran,  seit  1883  auch,  im  Verein  mit  Menge,  die  Gesamt- 
werke Euklids  in  gleicher  Gestalt  zu  veröflfentlichen.  In  den 
früheren  Bänden  dieses  Jahrbuches  (XV,  2;  Xyi,  6;  XVIII,  4) 
wurde  über  die  vier  ersten  Bände  dieser  Ausgabe  berichtet;  jetzt 
liegt  der  ebenfalls  von  Heiberg  allein  bearbeitete  fünfte  Band 
vor.     Derselbe  enthält  das  sog.  14.  und  15.  Buch  der  Elemente 
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und  (S.  69-677)  bloss  griechisch  die  aus  12  Handschriften  ent- 
nommenen, aber  von  Ober  50  vesschiedenen  Händen  geschriebenen 
Scholien  za  den  13  ^ttcherji,  dann  (S.  679 ff.)  in  vier  Anhängen 
weitere  neuere  Scholien  zum  14.  und  15.  Buch  und  LesefrQchte 
zu  den  früheren  Büchern.  Einen  wichtigen  Bestandtteil  des 
Buches  bilden  die  schon  zum  3.  und  4.  Band  versprochen  gewe- 
senen ^Prolegomena  critica",  welche  in  vier  Capiteln  auf  bezw. 
28,  25,  22,  16  Seiten  davon  handeln:  1)  Quibus  auctoribus  de 
editione  Theonis  judicari  possit,  2)  De  recensione  Theonis,  3)  De 
interpolationibus  erroribusque  ante  Theonem  ortis,  4)  De  Elemen- 
torum  apud  occidentales  fatis.  Benützung,  Ursprung  und  Alter 
der  Scholien^  sowie  teilweise  frühere  Veröffentlichungen  derselben 
zu  besprechen  behält  sich  der  Verfasser  für  eine  andere  Gelegen- 
heit vor.  Tn. 

S.  A.  Christknsen.     Om  Ligninger  i  10^®  Bog  af  Eiiclids 

Elementer.      Zeuthen  T.  (5)  vi.  161-192.     • 

Der  Verfasser  bat  über  das  zehnte  Buch  der  Elemente  eine 
Abhandlung  geschrieben,  welche  von  der  Eopenhagener  Univer- 
sität preisgekrönt  ist.  Die  in  der  Zeitschrift  veröffentlichte  Ar- 
beit ist  ein  Auszug  aus  derselben. 

Es  wird  nachgewiesen,  dass  Euclid  im  zehnten  Buch  nur 
solche  Irrationalitäten  discutirt  hat,  die  bei  der  Lösung  von  Glei- 
chungen zweiter  und  vierter  Ordnung  vorkommen.  V. 


R.  T.     Gr.eek  Geometry.    Natare  xxxvii.  78-79. 

Im  Anschluss  an  eine  Notiz  in  Nature  XXXIV.  548  über 
Dr.  AUman's  „Greek  geometry  from  Thaies  to  Euclid^  wird  der 
Anteil  erörtert,  welcher  dem  Theaetetus  an  den  Elementen  des 
Euclid  zukommt.  In  den  Büchern  X  und  XII  hauptsächlich  wird 
sein  Einfluss  nachgewiesen.  Lp. 


H.  Narducci.     Sur  Toptique  de  Claude  Ptolöm^e. 

Bibl.  Math.  (2)  U.  98-102. 
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Eine  lateinische  Uebersetzung  der  Optik  des  Ptolem&us  ist 
bekanntlich  im  Jahre  1885  von  Govi  herausgegeben,  worin  der 
Herausgeber  als  Einleitung  viele  bibliographische  Notizen  aber 
die  Arbeit  gegeben  hat.  Zu  diesen  fügt  Herr  Narducci  in  der 
oben  genannten  Kote  die  BemerkuDg,  dass  in  Krakau  ein  bisher 
unbekanntes  Manuscript  der  lateinischen  Uebersetzung  befindlich 
ist,  das  aus  dem  XIV.  Jahrhundert  herstammt,  und  teilt  einen 
unedirten  Abschnitt  aus  Baidi's  „Vite  de  Matematici*^  mit,  der 
über .  die  Optik  des  Ptolemäus  handelt.  Hieraus  geht  hervor, 
dass  schon  im  XVI.  Jahrhundert  eine  Ausgabe  der  Optik  von 
der  Akademie  „della  Fama^  in  Venedig  in  Aussicht  gestellt  war. 
Herr  Narducci  commentirt  dann  n&her  das  abgedruckte  Brach- 
stttck  von  Baldi.  -  £. 


P.  Tannbry.    fitudes  sur  Diophante.    IV.   Bibl.  Math.  (2)  ii. 

3-6. 

Fortsetzung  der  im  vorigen  Jahrgangs  der  Biblioth.  Math. 
(Vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  6)  begonnenen  Studien  über  Dio- 
phant.  Herr  Tannery  behandelt  hier  die  unbestimmten  algebrai- 
schen Aufgaben  der  drei  letzten  Bücher  von  Diophant's  Arith- 
metik, in  denen  aber  keine  eigentlich  neuen  Substitutionsmethoden 
enthalten  sind.  Nur  das  sechste  Buch  bietet  etwas  von  grösserem 
Interesse;  es  handelt  sich  bekanntlich  darum,  rationale  rechtwink- 
lige Dreiecke  zu  bestimmen,  deren  Seiten  gewissen  Bedingungen 
genügen.  Herr  Tannery  zeigt,  dass  die  Aufgaben  wesentlich 
dahin  reducirt  werden  können,  entweder  die  Form  oder  die  Scala 
(icheile)  des  Dreiecks  zu  finden.  *         E. 


J.  8.  Mackay.     Pappus  on  the  progressions.    Bdiob.  M.  s. 

Proc.  VI.  48-58. 

Eine  Uebersetzung  des  zweiten  Teiles  des  dritten  Buches 
von  Pappus'  „Mathematischer  Sammlung".  Progression  ist  als 
Uebersetzung  von  fisaoTijg  gebraucht.  Gbs.  (Lp.) 
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E.  Sachau.  Al-Blrünt  An  account  of  the  religion, 
pbilosophy,  literatare,  chronology,  astronomy,  customs, 
law,    and    astrology    of    India    about    A.    D.     1030. 

London.  Trubner  and  Co.  (1867). 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  97-98.  Lp. 


M.  Steinschneider.      Jnsuf   ben   Ibrahim    und    Ahmed 

ben    Jusuf.      Bibl.  Math.  (2)  li   49-52,  UM  17. 

Als  Einleitung  zur  Notiz  über  den 'Mathematiker  Ahmed  ben« 
Jusuf  giebt  Herr  Steinschneider  Auskunft  über  den  Vater  des 
Ahmed  Jusuf  ben  Ibrahim.  Dieser  lebte  im  IX.  Jahrhundert  in 
Bagdad,  Damaskus  und  Eahira;  unter  seinen  Schriften  werden 
auch  „Erzählungen  von  den  Astronomen^  genannt,  aber  Herr  Stein- 
schneider hält  es  für  möglich,  dass  hier  der  Vater  mit  dem  Sohne 
verwechselt  ist. 

Was  den  Sohn,  Ahmed  ben  Jusuf,  betrifft,  so  lebte  er  in 
Aegypten  in  der  ersten  Hälfte  des  X.  Jahrhunderts;  als  sein 
Todesjahr  giebt  Hagi  Ehalfa  945  an.  Herr  Steinschneider  yer- 
zeichnet  9  Schriften  von  ihm;  die  erste  ist  der  „Liber  de  pro- 
portionibus*^,  der  in  einer  Handschrift  fälschlich  dem  Ahmed  ben 
Musa  zugeschrieben  wird.  Unter  den  übrigen  Schriften  Ahmed's 
finden  sich  ein  Commentar  zum  „Gentiioquium^  des  Ptolomäus  und 
ein  Aufsatz  „De  arcubus  similibus''.  E. 


M.  Cantor.     Ahmed  und  sein   Buch   über   die  Propor- 
tionen.    Bibl.  Math.  (2)  II.  7-9. 

Der  Verfasser  lenkt  die  Aufmerksamkeit  auf  ein  von  Leo- 
nardo Pisano  citirtes  Buch  des  „Ametus  filius*'  über  die  Propor- 
tionen, worin  die  sogenannte  „figura  cata''  (d.  i.  der  Satz  des 
Menelaus  von  den  sechs  Abschnitten  der  Dreiecksseiten,  die  durch 
eine  Transversale  geschnitten  sind)  behandelt  ist.  Ob  dieser 
„Ametus  filius^  mit  Ahmed  ben  Musa  oder  Ahmed  ben  Jusuf 
identisch  ist,  lässt  Herr  Gantor  unbestimmt.    Dagegen  erklärt  er 
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die  Notiz  Leonardo's,  dass  Ahmed  18  verschiedene  AnordnaDg'en 
der  „figara  cata^  aufgestellt  hatte,  für  richtig,  indem  er  bemerkt, 
dasB  sie  eine  Proportion  zwischen  sechs  Grössen  angiebt,  und 
zeigt,  dass  diese  Proportion  auf  18  verschiedene  Weisen  geschrie- 
ben werden  kann.  £. 

M.  Steinschneider.      Etudes   sur   Zarkali   (Appendice). 

Bonc.  Ball.  XX.  575-604. 

Giebt  auf  Grund  neu  aufgefundener  Handschriften  Ver- 
besserungen und  Zufügungen  zu  den  Aufsätzen,  welche  in  Bonc. 
JBull.  XIV,  XVI,  XVII,  XVIII  (seit  1881)  Ober  den  gleichen 
Gegenstand  veröffentlicht  sind.  Tn. 


P.  RiccARDi.     Ancora  del  trattato    „De   quadratura  cir- 
culi^  di  Giovanni  Battista  della  Porta.    BoDc.BalLXX.605r. 

Bezieht  sich  auf  eine  Meinungsverschiedenheit  zwischen  dem 
Verfasser  und  Favaro,  Bibliographisches  betreffend.        Tn. 


H.  Weissenborn.     Gerbert.     Beiträge  zur  Kenntnis  der 
Mathematik  des  Mittelalters.      Mit  6  Figuren  -  Tafeln. 

Berlin.  Mayer  u.  Malier.  1888.  VI  n.  251  S. 

Auf  die  Kritik  der  „Geometrie  des  Boetius'  (1879)  folgt 
hier  von  demselben  Verfasser  die  der  „Geometrie  Gerberts*: 
diese  rühre  gar  nicht  her  von  Gerbert,  sondern  bestehe  aus  „drei 
weder  ein  zusammenhängendes  und  zusammengehöriges  Ganzes 
bildenden  noch  von  einem  und  demselben  Verfasser  herrfihren- 
den  Stücken''  —  dies  ist  das  Hauptergebnis  der  Untersuchung, 
und  hiermit  geht  der  Verfasser  weit  über  Olleris  und  Friedlein 
hinaus,  von  welchen  jener  (1867)  die  Echtheit  der  Geometrie 
bezweifelt,  dieser  (1867)  in  ihr  drei  Teile  unterschieden  hatte, 
deren  mittlerer  noch  am  ehesten  auf  Gerbert  zurOckfÜhrbar  sei. 
An  diese  Hauptuntersuchung  reihen  sich  an,  wesentlich  um  jene 
zu  stützen,  drei  wesentliche  Teiluntersuchungen,  die  alten  Mess- 
methoden und  Messinstrumente  (S.  96—168),   die   sog.  comple- 


Capitel  1.    Geschichte.  •  9 

meotftre   Maltiplication  (S.  169 — 208)  und  endlich   das  Rechen- 
brett und  das  Bechnen  bei  Gerbert  (S.  209—239)  behandelnd. 

Tn. 


G.  Eneström.      Sur    trois   petits    trait^s  math^matiques 
attribuds  au  savant  su^dois  Peder  Mansson.   Bibl.  Math. 

(2)  IL  17-18. 

Der  schwedische  Bischoff  Peter  Mänsson  (f  1534)  hat  ein 
eigenhändiges  Manuscript  nachgelassen,  worin  u.  a.  drei  kleine 
mathematische  Aufsätze  sich  finden.  Man  hat  bisher  geglaubt; 
dass  diese  von  Mänsson  verfasst  sind,  aber  Herr  Eneström  weist 
nach,  dass  sie  nur  Excerpte  aus  der  ^Margarita  philosophica'' 
von  Beisch  sind.  £. 


A.  Favaro.      Di   alcuni    nuovi   materiali    per  lo  studio 
dd  carteggio   (li  Ticona  Brahe   e  delle  sue  relazione 

« 

COn    Galileo.      Ven.  ist.  Attl  03)  VII.  199-215. 

Tycho  Brahe  wollte  seinen  Briefwechsel  selbst  herausgeben 
in  mehreren  Bänden;  aber  nur  einer  derselben  erschien  im  Jahre 
1596.  Später  wurden  dann  Briefe  von  und  an  Brahe  veröffent- 
licht durch  Hansch  (1728),  Alberi  (1851),  Frisch  (1858-68), 
Friis  (1875  ff.)  und  Favaro  (1886).  Neuerdings  (1887)  hat  nun 
Barckhardt  von  den  in  Basel  aufbewahrten  40  Briefen  an  und 
90  Briefen  von  Brahe  eine  Auswahl  herausgegeben;  einen  der 
letzteren,  an  Pinelli  am  3.  Januar  1600  geschrieben,  behandelt  nun 
Favaro  genauer  ob  der  darin  zu  Tage  tretenden  Beziehungen  zu 
Galilei.  Ein  Anhang  stellt  tabellarisch  Absender  und  Adressen, 
sowie  Datum  der  genannten  40'f  90  Briefe  zusammen.      Tn. 


Ph.  Gilbert.     Les  manuscrits  de  Galiläa  et  leur  histoire. 

Rey.  des  qo.  sc.  XXIV.  353-378! 

Uebersicht   Über   die   bezüglichen   neueren  Untersuchungen 
von  Berti  und  A.  Favaro.  Mn.  (Lp.) 
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L.  Schuster.     Johann    Kepler   und  die  grossen    kirch- 
lichen Streitfragen  seiner  Zeit    Gras.  250  s.  gr.  s«. 


C.  Le  Paige.      Sur  une   traduction    neerlandaise   de    la 
m^thode  de   perspective  de   Girard  Desargues   et  sur 

les  ^Le^ons  de  t^n^bres.*'    Bibl  Math.  (2)  IL  10-12. 

Der  VerfasBer  beschreibt  eine  niederländische  Uebersetzung 
der  Arbeit  yon  Bosse:  „Maniere  universelle  de  Mr.  Desargues 
pour  pratiquer  la  perspective^  und  giebt  aus  dem  Briefwechsel 
zwischen  Oldenburg  und  Leibniz  einige  wenig  bekannte  Notizen 
über  die  „Le^ons  de  tänebres"  von  Desargues.  E. 


Ch.  Huygens.  Oeuvres  compl^tes  de  Christiaan  Huygens, 
publikes  par  la  Soci^tö  hollandaise  des  sciences.  Tome 
premier.     Correspondance  1638—1656.    laHaye.  Martenus 

Nyhoff.  XIV  und  621  8. 

Der  erste  Teil  des  grossen  Unternehmens  der  Ausgabe 
sämmtlicher  Werke  von  Ch.  Huygens  ist  nunmehr  erschienen, 
und  es  soll  hier  eine  kurze  Uebersicht  seines  Inhalts  gegeben 
werden.  Den  ersten  Vorbericht  erstattet  der  Vorstand  des  Ver- 
eins, welcher  die  Herausgabe  übernommen  hat.  Wir  erfahren 
daraus,  was  den  Anstoss  zu  dem  Unternehmen  gab,  und  werden 
auf  verschiedene  Ausgaben  von  Werken  und  Briefen  von  Huygens 
hingewiesen,  die  bereits  vorhanden  sind ;  hierbei  ist  jedoch  über- 
sehen die  Ausgabe  von  Huygens  Correspondenz  mit  Leibniz  in: 
Leibnizens  mathematische  Schriften  (herausgegeben  von  Gerhardt, 
III.  Folge,  Bd.  II.  Berlin  1850),  und  mit  Papin  in:  Leibnizens 
und  Huygens*  Briefwechsel  mit  Papin  u.  s.  w.  von  E.  Gerland 
(Berlin  1881).  In  einem  zweiten  Vorwort  bespricht  Hr.  Bierens 
de  Haan,  der  Präsident  der  Commission  für  die  Herausgabe, 
die  Art  und  Weise,  wie  sie  ihre  Thätigkeit  eingerichtet  hat  und 
zu  beendigen  hofft.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  in  erster  Linie 
die  selbständige  Correspondenz   in   acht  Teilen   herausgegeben 
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werden  soll,  und  zwar  in  chronologischer  Ordnung,  als  der  einzig 
möglichen  bei  einer  Sammlung,  in  der  viele  Gegenstände  sehr 
zerstreut  behandelt  werden.  Die  Originale  der  meisten  Briefe 
befinden  sich  in  der  Universitätsbibliothek  zu  Leiden,  welcher 
Huygens  seine  hinterlassenen  Papiere  vermachte.  Diese  umfassen 
alle  Briefe  an  Huygens  und  viele  Notizen  über  die  von  ihm 
an  andere  Gelehrten  gerichteten;  zum  grossen  Teil  befinden  sich 
diese  Briefe  in  andern  Sammlungen  und  sind  mit  den  Concepten 
verglichen  worden.  Mit  grösster  Sorgfalt  hat  die  Commission 
die  fehlenden  Adressen  und  Daten  vieler  Briefe  aufgesucht  und 
meist  auch  festgestellt,  lieber  alle  in  der  Correspondenz  ge- 
nannten Personen  werden  biographische  Einzelnheiten  mitgeteilt, 
ebenso  ist  mit  aHen  angeführten  wissenschaftlichen  Werken  ver- 
fahren. 

Den  Briefen  geht  eine  Gruppe  von  Bildnissen  aus  der  Fa- 
milie Huygens  voran :  der  Vater,  der  Dichter  €onstantin  Huygens, 
seine  vier  Söhne  und  eine  Tochter  nach  einem  Gemälde  im 
„Mauritshuis'^  im  Haag.  Aus  dem  angegebenen  Zeitraum  wer^ 
den  365  Briefe  mitgeteilt.  Ein  Supplement  enthält  noch  18 
Briefe  aus  derselben  Zeit,  welche  erst* während  des  Druckes  des 
ersten  Teils  gefunden  worden  sind.  Sodann  sind  verschiedene 
Tabellen  beigegeben.  In  der  ersten  sind  die  Briefe  nach  dem 
Datum  geordnet,  die  zweite  führt  die  Verfasser  alphabetisch  auf; 
die  dritte  alle  Personen,  die  in  den  Briefen  genannt  werden 
unter  Hinweis  auf  die  Briefe,  in  denen  sie  vorkommen;  mehr 
als  600  Gelehrte  aus  allen  Culturi  ändern  sind  darin  aufgenommen. 
In  der  vierten  Tabelle  sind  in  alphabetischer  Ordnung  die  Titel 
aller  wissenschaftlichen  Werke,  deren  in  den  Briefen  Erwähnung 
geschieht,  unter  Hinweis  auf  dieselben  zusammengestellt;  in  der 
fünften  endlich  finden  sich  die  Gegenstände,  tlber  welche  sich 
die'  Briefe  verbreiten,  zu  grösseren  Gruppen  vereinigt.  Das 
Ganze  schliesst  mit  einer  langen  Liste  von  Zusätzen  und  Ver- 
besserungen ab. 

Druck  und  sonstige  Ausführung  lassen  nichts  zu  wünschen 
übrig.  G, 
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G.  J.  Gray.      Bibliography   of  the   works  of  Sir  Isaac 
Newton;   together    with   a    list  of  books  illustrating 

bis   life   and    works.     Cambridge.  40  S.  8». 

FQr  Subscribenten  sind  120  Exemplare  gedruckt.      Lp. 


D.  WiERZBiCKi.      Leben    und    Wirken    des    polnischen 

Ästronomen  Johann    tievelius.      Erakau  1888.  A^.  57  S.  (Pol- 
nisch.) 

L  Biographie  des  Hevelius.  IL  Seine  astronomischen  Beob- 
achtungen und  Instrumente.  III.  Seine  wissenschaftliche  und 
literarische  Thätigkeit.    IV.  Verzeichnis  seiner  Schriften. 

Dn. 


D^Alembert.       Oeuvres     et     correspondances     in^dites. 
Publikes    avec    introduetiön,    notes  et  appendice    par 

Ch.   Henry.      AbbeWlle.  XX4-356S.  8o. 


Lagrange.  Oeuvres  eompl^tes  de  Lagrange,  publikes 
par  les  soins  de  J.-A.  Serret  et  G.  Darboux,  etc. 
Tome  XL  M^canique  analytique,  ^avec  Notes  de 
J.  Bertrand  et  G.  Darboüx.     V^  Partie.   1888.  XIL 

2®.  Partie.    1889.     Paris.  Gaothier- Villars. 

Beide  Bände  der  M^canique  analytique  sind  auch  mit  be- 
sonderem Titel  selbständig  verkäuflich.  Lp. 


FoüRiER.  Oeuvres  de  Fourier,  publikes  par  les  soins 
de  Gaston  Darboüx,  Membre  de  Tlnstitut,  sous  les 
auspices  du  Ministre  de  llnstruction  publique.  Tome  I. 
Theorie  analytique  de  la  chaleur.     Paris.  Gauthier-Villars 

et  Fils.  4*. 
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Ph.  Gilbert.     Notice  sur  le  tpme  premier  des  Oeuvres 

de   Fourier.      Rey.  des  qu.  sc.  XXIV.  24Ö-254. 

Enthält   eine   vortreffliche   historische   Betrachtung   zu  den 
Fourier'schen  Reihen.  Mn.  (Lp.) 


H.  GÖRIN6.     Sophie  Germain  und  Clotilde*  de  Vaux,  ihr 

Leben   und   Denken.     ZOnch.  Schroter  u.  Meyer.  1888  S^.  270  S. 

Dieser  „Beitrag  zur  Geschichte  der  Philosophie  und  der 
Frauenwelt**  bringt  ausser  der  Uebersefzung  einer  philosophischen 
Schrift  von  S.  Germain  (S.  53— 183)  und  einer  Lebensskizze  der 
oben  genanfaten  Freundin  von  A.  Comte  (S.  183—227)  als  hier 
einzig  Interessirendes  eine  nach  schon  gedruckten  Quellen  ge- 
arbeitete Biographie  von  Sophie  Germain  (1776—1831),  dieser 
berOhmten  Mitstrebenden  eines  Lagrange,  Freundin  eines  Gauss, 
Vorläuferin  eines  Eirchhoff;  ihre  Bestrebungen  und  Leistungen 
auf  dem  Gebiete  der  reinen  Mathematik  und  der  theoretischen 
Physik  werden  des  Genaueren  populär  dargelegt.  Dass  und  in 
wiefern  Wilhelm  Jordan  durch  seine  „Nibelungen**  gewisse 
ästhetische  Forderungen  der  Mathematikerin  und  Philosophin  er- 
fllllt  habe,  sucht  ein  Anhang  (S.  227—270)  zu  beweisen. 

Tn.   • 

J.  F.  Enckb.  Gesammelte  mathematische  und  astrono- 
mische Abhandlungen.  Bd.  L  Allgemeines  betreflFend 
Rechnungsmethoden.  211  s.  8°.  Bd.  IL  Methode  der 
kleinsten  Quadrate.  Fehlertheoretische  Untersuchungen. 

VI  -i-  248  S.  8^.  BerliD.  Dämmler. 

Inhalt  von  Band  I:  Ueber  Interpolation  (1830).  üeber 
mechanische  Quadratur  (1837).  Ueber  eine  andere  Methode,  zu 
den  Formeln  der  mechanischen  Quadratur  zu  gelangen  (1862). 
Ueber  die  Cotesischen  Integrationsfactoren  (1863).  Allgemeine 
Auflösiing  der  numerischen  Gleichungen  (1841).  Ueber  die  Ent- 
wiekelung  einer  Function  in  eine  periodische  Reihe  (1860). 

Lp.     . 
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A.  Caüchy.  Oeuvres  complfetes  d' Augustin  Cauchy, 
Publikes  sous  la  direction  scientifique  de  l'Acadämie 
des  Sciences  et  sous  les  auspices  de  M.  le  Ministre 
de  l'instruction  publique.     I^*  sörie,     Tome  VI.      Pari«. 

Oaathior-Villars  et  Fils.    IV-h474S.  4«. 

Fortsetzung  zu  Bd.  V  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  16);  den.  In- 
halt bilden  die  Noten  und  Artikel,  welche  Cauchy  in  den  C.  R. 
vom  21.  December  1840  bis  zam  27.  Jani  1842  veröffentlicht  hat 
(No.  112—168)  und  in  welchen  sehr  verschiedenartige  Gegen- 
stände behandelt  werden.  Eine  grössere  Anzahl  beschäftigt  sich 
mit  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  und  mit  der  Integra- 
tion partieller  Differentialgleichungen ;  andere  sind  der  Mechanik 
des  Himmels,  der  mathematischen  Physik,  der  Kahlentheorie 
u.  s.  w.  gewidmet.  Lp. 

Ij.  Kroneckbr.      Bemerkungen    Ober    Dirichlet's    letzte 

Arbeiten.      Berl.  Ber.  439-442. 

Erläuterung  der  betreffenden  Stellen  in  Hrn.  Kummer's  Ge- 
dächtnisrede (Berl.  Abh.  1860)  (Stabilität  des  Weltsystems  und 
eine  ganz  neue,  allgemeine  Methode  der  Behandlung  und  Auf- 
lösung der  Probleme  der  Mechanik)  unter  Bezugnahme  auf  eine 
in  Acta.  Math.  VII  veröffentlichte  Preisaufgabe.  Lp. 

C.  Segrb.     C.  G.  C.   V.  Staudt  ed  i  suoi  lavori.    Tonno. 

Fratelli  Bocca.  1888.  8<>.  17  S. 

Giebt  kurz  den  Lebensgang,  ausfuhrlicher  die  Leistungen 
Staudt's  und  deren  Würdigung.  Tn. 


C.  Bricarelli.      Della  vita  e  delle  opere  del  F.  Angelo 
Secctii  della  Compagnia  di  Gesü.     Rom.  acc.  p.  d.  N.  L. 

Mem.  IV.  4M0e. 

Eine   liebevolle   Würdigung  der   Verdienste  von  A.  Secchi 
(geb.  zu  Reggio  d'Emilia  28.  Juni  1818,  gest.  26.  Februar  1878 
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ZU  Rom).     Auf  S.  74 — 106   findet  man  das  Verzeichnis  seiner 
Schriften.  Lp. 

C.  W.  BoRCHARDTS  Gesammelte  Werke.  Auf  Veran- 
lassung der  Königlich  Preussischen  Akademie  der 
Wissenschaften  herausgegeben  von  G.  Hettner.     Mit 

dem    Bildnisse    ßorchardt's.      Berlib.  G.  Reimer.  X  +  öUS.  4*. 

So  wie  die  Werke  Steiner's,  Jacobi's  und  Dirichlet's  hat  die 
Akademie  der  Wissenschaften  auch  Borchardt's  gesammelte 
Werke,  die  einen  Quartband  fttllen,  herausgegeben  und  damit 
dem  Andenken  ihres  vor  zehn  Jahren  verschiedenen  Mitgliedes 
(geb.  22.  Februar  1817,  gest.  27.  Juni  1880)  ein  Denkmai  ge- 
setzt Hr.  Hettner  hat  die  ihm  übertragene  Arbeit  mit  peinlicher 
und  rQhmenswerter  Sorgfalt  durchgeführt,  woflir  ihm  alle  Mathe- 
matiker und  Freunde  Borchardt's  Dank  wissen  werden. 

Der  vorliegende  Band  enthält  nur  Abhandlungen  und  kür- 
zere Mitteilungen,  welche  bereits  gedruckt  vorlagen.  In  dem 
Nachlässe  fand  sich  keine  in  wesentlichen  Punkten  abgeschlossene 
Arbeit  vor;  auch  die  Doc(ordis8ertation,  sowie  die  meisten  Ab- 
handlungen, welche  B.  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  ge- 
lesen, aber  nicht  veröffentlicht  hat,  waren  nicht  mehr  vorhanden. 
Die  Abhandlungen  (No.  1—25)  sind  chronologisch  geordnet,  ihnen 
folgen  (No.  26—38)  kurze  Notizen  mathematischen  und  biogra- 
phischen Inhalts.  Den  kurzen  Lebenslauf  (S.  502—503),  welcher 
der  13.  Auflage  des  Brockhaus'sehen  Conversationslexikons  en^ 
Dommen  ist,  hat  ein  Freund  Borchardt's  verfasst.  Einige  Vor- 
reden, kurze  Anmerkungen  zu  Abhandlungen  anderer  Autoren 
und  Anzeigen  des  Ablebens  einiger  Mathematiker  sind  nicht  auf- 
genommen worden.  In  den  vom  Herausgeber  (S.  506—511)  hin- 
zageftlgten  Anmerkungen  sind  nur  solche  Stellen  erwähnt  wor- 
den, die  einer  eingehenderen  Besprechung  bedurften. 

Die  Ausstattung  ist  dieselbe  wie  in  Jacobi's  Gesammelten 
Werken,  würdig  der  Veranstalterin,  das  beigegebene  Bildnis  ist 
wohl  gelungen  und  giebt  die  feinen  Züge  des  der  Wissenschaft 
EU  früh  Entrissenen  getreu  wieder;   der   Ausdruck   spiegelt  die 
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freundliche  Milde  und  den  klaren  Blick  wieder,    welcher   allen 
bekannt  ist,  die  mit  ihm  Verkehr  gehabt  haben. 

Wie  eine  Lapidarinschrift  erscheinen  die  kurzen,  sonst  aber 
trefflichen  Worte  des  Lebenslaufs.  Sef.  möchte  hinzufügen,  dass 
vor  allem  die  selbstlose  Hingabe  an  die  Wissenschaft  den  edlen 
Charakter  Borchardt's  so  liebenswQrdig  machte.  Neidlos  und 
freudig  anerkannte  er  jede  bedeutendere  Leistung  und  förderte 
gern  jedes  aufkeimende  Talent.  Durch  diese  Eigenschaft,  durch 
seine  grosse  Belesenheit  und  seinen  ehrlichen  und  gerechten 
Sinn,  der  mit  feinem  Urteile  sich  paartej  war  er  in  heryorragen- 
der  Weise  zum  Leiter  des  Journals  befähigt,  für  dessen  Gedeihen 
er  stets  sann  und  sorgte,  bis  er  auf  das  Todesbett  geworfen 
wurde.  Klagte  doch  ein  Altmeister  unserer  Wissenschaft  bei 
seinem  Begräbnisse  um  ihn:  %Der  Mann  ist  unersetzlich;  dieser 
eine  Mann  war  eine  Bibliothek  der  Mathematik,  die  nun  verloren 
ist".  Lp. 

Ettore  Caporali.     Memorie  di  Geometria.    Napoii.  Pelle- 

raoo.     VII -h  378  S. 

Das  Erscheinen  dieses  Buches  haj[)en  wir  bereits  im  vorigen 
Bande  der  F.  d.  M.  S.  23  angekündigt.  Nach  dem  von  uns 
a.  a.  0.  angezeigten  Nekrolog  von  Hrn.  Padelletti  enthält  es  die 
folgenden  Arbeiten  Caporalfs: 

L  Sulla  superficie  del  quinto  ordine  dotata  di  una  curve  doppia 
del  quinto  ordine.  , 

IL  Teoremi  sulle  curve  del  terz'  ordine  e  sui  fasci  di  curve 
del  terzo  ordine. 

IIL  Sui  complessi  e  sulle  congruenze  di  secondo  grado. 

IV.  Sopra  i  piani  e  i  punti  singolari  della  superficie  di 
Kummer. 

V.  Sulle  trasformazioni  univoche  piane  involutorie. 

VI.  Sopra  alcuni  sistemi  di  rette. 
VIL  Suir  esaedro  completo 

VIII.  Teoremi  sulle  superficie  del  terzo  ordine. 

IX.  Sulle  tangenti  condotte  ad  una  curva  abgebrica  piana 
da  un  suo  punto  multiplo. 
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X.  Sopra  i  sistemi  linear!  triplamente  infiniti  di  curye  alge- 
briohe  piane. 

XI.  Sopra  una  certa  curva  del  quinto  ordine. 

XII.  Sul  sistema  di  due  forme  binarie  cubiche. 

XIII.  Reiazione  sul  concorso  pel  premio  accademico  nelF  anno 
1882. 

XIV.  Studio  suir  esagrammo  di  Pascal. 

XV.  Frammenti  sulF  esagrammo  di  Pascal. 

XVI.  Sulla  teoria  delle  configurazioni.. 

XVII.  Introduzione  alla  teoria  dello  spazio  rigato. 

XVIII.  Sulio  spazio  di  quattro  jina^i^Bioni. 

XIX.  Sulla  teoria  degli  spazi  k  piü  dimensioni. 

XX.  Alcuni  teoremi  sui  fasci  sizi^getici  di  curve  del  terzo 
ordine. 

XXL  Sulla  figura  costituita  dai  punti  di  contatto  delle  tan- 
genti  eondotte  ad  una  cubica  di  tre  suoi  punti  in  linea  retta. 

XXII.  Sulla  teoria  delle  curve  piahe  del  quarto  ordine. 

Die  Abbandlungen  unter  den  Nummern  I,  II,  V,  VI,  VII, 
VIII,  IX,  X,  XII,  XIII  sind  im  Jahrbuche  besprochen  worden 
(F.  d.  M.  VII.  1875.  518;  IX.  1877.  488;  XI.  1879.  598,  590; 
XIII.  1881.  619,  531,  514;  XVI.  1884.  96;  XV.  1883.  746). 
No.  III  enthält  eine  geometrische  Untersuchung  der  Abbildung 
des  Complexes  zweiten  Grades  auf  den  Punktraum  und  erfreut 
sich  mit  Recht  eines  Ansehens.  In  IV  werden  die  Eigenschaften 
des  Hexagrammum  mysticum .  bewiesen  und  mittels  geometrischer 
Betrachtungen  auf  drei  Dimensionen  ausgedehnt.  No.  XI  ist 
eine  kurze  Mitteilung  Qber  eine  besondere  Curve  vierter  Ordnung. 
No.  XVII  ist  eine  unter  Mitwirkung  des  Hrn.  Del  Pezzo  ent- 
standene längere  Arbeit  Caporali's,  in  welcher  die  Geometrie 
der  Graden  in  origineller  synthetischer  Art  untersucht  wird, «und 
welche  sehr  viele  interessante  und  neue  Ergebnisse  enthält.  Der 
Leser  findet  Genaueres  hiertiber  in  dem  Aufsatze  des  Bericht- 
erstatters: nL'opera  scientifica  di  Ettore  Caporali^  (Batt.G.  XXVII. 
1889).  Auf  diesen  Aufsatz  verweisen  wir  auch  betreffs  der 
Notizen  Qber  die  abgedruckten  und  noch  nicht  veröffcQtlichten 
Fragmente  des  Nachlasses.  La.  (Lp.) 

Fortwhr.  d.  Math.  XX.   1.  2 
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W.  Voigt,     Zum  Gedächtnis  von  G.  KirchhoflF.      Göttin- 

geo.    Dietrieh'sche  VerlagsbuchbandlaDg.    10  S.  4^ 

Rede,  gehalten  in  der  öffentlichen  Sitzung  der  K.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  am  5.  December  1887.  Sie  schildert 
in  markigen  ZHgen  die  wissenschaftliche  Lebensarbeit  des  Ver- 
blichenen. ,|Seine  Gabe  war  nicht  das  Anfangen,*  sondern  das 
Vollenden.  Es  ist  gewiss  bezeichnend  ftir  seine  Arbeiten,  fOr 
seine  Neigung,  nur  von  den  sichergestelltesten  Grundlagen  und 
nur  in  völlig  mathematischer  Strenge  die  Entwickelung  fortzu- 
ftlhren,  dass  er  wolil  fast  niemals  gezwungen  gewesen  ist,  auch 
nur  in  Kleinigkeiten  sich  gelbst  zu  berichtigen  oder  berichtigen 
zu  lassen  **.    .  Lp. 

G.  Brunbl.  Notice  sur  Tinfluence  scientifique  de  Gail-' 
laume-JuIes  Houel,  professeur  honoraire  k  la  Facult^ 
des  Sciences  de  Bordeaux.  Bordeaux  M6m.  (3)  iv.  i-78. 
Der  Verf.  hat  die  Einzelheiten  (S.  1—4)  über  die  äusseren 
Lebensumstände  des  verstorbenen  Mathematikers  einem  Artikel 
von  6.  Lespiault  entnommen,  der  im  Memorial  des  anciens 
älöves  de  FEcoIe  Normale  Sup^rieure  fdr  1887  erschienen  ist. 
[Honel  ist  geb.  7.  April  1823  zu  Thaon  (Calvados),  gest.  zu  Periers 
bei  Caen  14.  Juni  1886].  Auf  S.  5—17  werden  unter  131  Nummern 
die  Titel  seiner  schriftstellerischen  Arbeiten  aufgeführt,  unter 
ihnen  viele  Uebersetzungen  und  literarische  Anzeigen.  Die. Wirk- 
samkeit des  liebenswürdigen  und  vielseitigen  Gelehrten  wird 
danach  in  ftlnf  Capiteln  bäsprocheif:  1)  Unterricht  der  Geometrie 
und  der  Trigonometrie.  2)  Tabellen.  3)  Analysis.  4)  Mechanik 
des  Himmels  und  Astronomie.  5)  Literarische  Anzeigen  und 
Uebersetzungen.  Lp. 

R.  Schräm.      Nekrolog.     Theodor  von  Oppolzer.       Aetr. 

Viertschr.  XXII,.  177-192. 

R.  Schräm.  Notice  sur  les  travaux  de  Theodore  d'Op- 
polzer  avec  la  liste  compl^te  de  ses  publications,  tra- 
duite  de  Tallemand  par  E.  Pasqnier.       Bodc.  Ball    xx. 

439-480. 
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Eine  Schilderung  des  Lebensganges  und  der  wissenschaft- 
lichen- Leistungen  des  plötzlich  seiner  reichen  Thätigkeit  ent- 
rissenen Astronomen  (geb.  zu  Prag  26.  October  1841,  gest.  zu 
Wien  26.  December  1886).  Die  Liste  Jer  Schriften  umfasst  320 
Nummern.  Lp. 

E.  d'Ovidio.     Francesco  Fak  di  Bruno.     Annuario  deiia  r. 

UDiTefBitä  di  Torioo  .1888-1889. 

F.  Faä  di  Bruno  wurde  in  Alessandria  den  29.  März  1825 
geboren  und  starb  den  27.  März  1888  als  Professor  der  höheren 
Aualysis  an  der  Universität  Turin.'  Sehr  zahlreich  sind  seine 
wissenschaftlichen  Veröffentlichungen.  Zuerst  ist  er  als  Verfasser 
dreier  Lehrbücher  zu  nennen,  nämlich:  Theorie  g6närale  de 
r^iimination  (Paris  1859),  Cenni  elementari  sopra  il  calcolo  degli 
errori(Torino  1867)  und  Theorie  des  formes  binaires  (Turin  1876) 
[Vgl.  F.  d.  M.  VIII,  1876,  56];  von  ihnen  ist  das  zweite  auch 
französisch  gedruckt  (Theorie  ölömentaire  du  calcul  des  erreurs, 
Paris  1869)  und  das  dritte  in  das  Deutsche  übersetzt  worden 
[vgl.  F.  d.  M.  XIII,  1881,  86].  Ferner  hat  er  viele  Aufsätze 
yerfasst,  welche  in  den  besten  wissenschaftlichen  Sammlungen 
erschienen  und  grösstenteils  in  diesem  Jahrbuch  schon  besprochen 
worden  sind;  die  meisten  derselben  behandeln  Fragen  aus  der 
Theorie  der  Gleichungen  und  der  binären  Formen.  Die  beiden 
letzten  beweisen  jedoch,  dass  er  später  seine  Aufmerksamkeit 
den  elliptischen  Functionen. zugewandt  hatte;  und  in  der  That  be- 
reitete er  eine  neue  Darstellung  dieser  Lehre  vor,  welche-  für 
.ihn  viele  Jahre  hindurch  Gegenstand  seiner  Universitäts  -  V-or- 
lesungen  war.  La. 

A.  Pankk.     Leben  und  Wirken  des  böhmischen  liilathe- 
matikers  F.  Wenzel  Simerka.    Casop.  <vn.  253.  (Böhmisch.) 

Geboren  am  20.  December  1819  in  Hoch-Weseli,  erhielt  er 
1845  die  Priesterweihe,  studirte  dann  Mathematik  und  Physik 
an  der  Universität  in  Prag,  lehrte  9  Jahre  am  Obergymnasium 
zu  B.  Budweis,    ward   1862  Pfarrer  in  Slatina  bei  Senftenberg 
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und  starb  am  26.  December  1887«  Die  Akademie  der  Wissen- 
Schäften  zu  Wien  veröffeDtlichte  von  ihm:  1858  ^ Die  Perioden  der 
quadratischen  Zahlformen  bei  negativen  Determinanten".  1859 
„Lösung  zweier  Arten  von  Gleichungen^.  „Die  trinftren  Zahl- 
formen  und  Zahlwerte".  1883  „Die  Kraft  der  Ueberzeugung, 
ein  mathematisch -philosophischer  Versuch";  die  Prager  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften:  „Beitr&ge  zur  unbestimmten  Analytik'' 
(Böhmisch).  Ausserdem  gab  er  eine  für  die  höheren  Klassen 
der  Mittelschulen  bestimmte  „Algebra"  nebst  Einleitung  in  die 
Differential-  und  Integral-Rechnung  heraus  und  lieferte  5  Ab- 
handlungen in  den  „Casopis",  wortlber  in  diesem  Jahrbuch  an 
betreffender  Stelle  roferirt  ist.  Std. 


E.  RrECKB.      Rudolf   Clausius    (1822-1888).      Red«   ge- 
halten in  der  öffentlichen  8itzang  der  K.  Ges.  d.  Wisa. 

Göttiogen.  Dieterich.  1888.  4^.  39  S. 

Als  eines  der  jüngeren  von  18  Kindern  ist  Clausius  bald 
auf  sich  selbst  angewiesen;  mit  28  Jahren  erst  habilitirt  er  sich 
zu  Berlin,  wird  1855  in  Zürich  Ordinarius  am  Polytechnicutn, 
1857  auch  an  der  Universität,  kommt  1867  nach  Würzburg  und 
1869  nach  Bonn,  dem  er  bei  Itets  wachsendem  Wirkungskreis 
treu  blieb.  Die  vorliegende  Darstellung  der  Arbeit  seines  Lebens 
knüpft  an  an  seine  Umdeutung  (1850)  der  Garnot'sehen  Auf- 
fassung von  der  bewegenden  Kraft  der  Wärme  (aus  1824),  er- 
läutert Geschichte  und  Tragweite  seines  Satzes  von  der  Aequi- 
valenz  der  Verwandeinngen  (1854),  zeigt,  wie  er  dann  auch  die 
nicht  umkehrbaren  Vorgänge  untersucht  und  wie  er  seine  Sätze 
mehrfach  (1862,  64,  65)  umformt  und  gar  mannigfaltig  anwendet, 
insbesondere  auch  auf  elektrische  Erscheinungen,  wie  er  der 
Begründung  einer  wirklichen  Molecularmechanik  der  Wärme 
zustrebt,  wie  er  die  kinetische  Theorie  der  Gase  fördert  Die 
Erzählung  von  Clausius'  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Elektro* 
dynamik  (von  1875  ab)  bildet  den  zweiten,  die  Schilderung  seiner 
Persönlichkeit,  seines  Wesens  den  dritten  Teil  dieser  anregenden 
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gehaltreichea   Rede.     Ein  Anbang   bringt   das  Verzeicbnis   der 
wissenscbaftlicben  Veröfifentlicbungen  von  Glausius.         Tn. 


G.  W.  DE  TüNZELMANN.     Professor  Rudolf  Julius  Erna- 

nuel    Glausius.       Natare  XXXVIII.  438-439. 

G.    F.    Fitzgerald.      The    death    of    Glausius.      Nature 

XXXVIII.  491. 

G.  Basso.      In    commeinörazione    di    Rodolfo  Glausius. 

Torino  Atti  XXIV.  3-4. 

Nekrologe  (geb.  2.  Jan.  1822  zu  Cöslin,  gest.  24.  Aug.  1888 
zu  Bonn).  Lp. 

Rev.    John    Herwitt    Jellett,    D.    D.,    D.    G.    L.      Nature 

.     XXXVII.  396-397. 

Nachruf  an  Jellet,  geb.  den  25.  Dezember  1817  zu  Cashel 
in  der  Grafschaft  Tipperary,  gestorben  als  Provost  of  Trimity 
College  zu  Dublin  am  19.  Februar  1888.  Von  seinen  Werken 
werden  in  dem  Artikel  angeführt:  „Treatise  on  the  calculus  of 
variatioDs^  (1850),  „Treatise  on  the  theorie  of  friction"  (1872), 
femer  aus  Liouville's  Journal:  „Equilibrium  and  motion  of  an 
elastic  solid'',  „On  researches  in  Chemical  optics''.  Er  war  auch 
ein  beliebter  Kanzelredner.  Lp. 


A.  Voss.     Zur  Erinnerung  an  Axel  Harnack.    Math.  Ado. 

XXXII.  161-174. 

M.  NoBTHBR.     Garl  Gustav  Axel  Harnack.     Sohlömiich  z. 

XXXIIL  ei.  A.  121-124. 

Geben  die  LebenszQge  und  wissenschaftliche  Würdigung  des 
1888  im  Alter  von  noch  nicht  37  Jahren  verstorbenen  Dresdener 
Professors,  in  dessen  mathematischem  Schaffen  zwei  verschieden- 
artige Perioden  unterschieden  und  gekennzeichnet  werden.  Er- 
stere  Schrift  zählt  im  Anhang  die  Liste  von  Harnack's  Arbeiten 
auf;  die  zweite  fügt  diesen  noch  zwei  weitere  hinzu.  Tn. 


t«**'****^!!.  Alte»  ^ 
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i^^D^v  f^%     '''"  ^"''*"^   •»""^   ^"^  Verzeichnis   der 
•«enschafthchen  Veröffentlichungen  von  Clausius.         Tn. 

•    ^^ ',  ^f,   '^»ZELMANN.     Professor  Rudolf  Julius  Erna- 

j  nuel    OlausiUS.       Nsture  XXXVIII.  438-439. 

'"toHo?!;«  ^'^"^^^^^^'"«'•«''ione    di    Rodolfo  Clausius. 

Lp. 

äXXVIL  396-397. 

l?s«hruf  an  Jellet,  geb.  den  25.  Dezember  1817  zu  Cashel 
«n  der  Grafschaft  Tipperary,  gestorben  als  Provost  of  Trimity 
College  zu  Dublin  am  19.  Februar  1888.  Von  seinen  Werken 
werden  m^  dem  Artikel  angeftihrt:  „Treatise  on  the  calculus  of 
^anattoos«  (1850),  „Treatise  on  the  theorie  of  friction«  (1872), 
t^mer  aoa  Lionville's  Journal:  „Equilibrium  and  motion  of  an 
««bc  sohd«,  „On  researcbes  in  Chemical  optics«.  Er  war  auch 
«a  beUebter  Eanzelredner.  Lp. 


A.  Voss.    Zur  Erinnerung  an  Axel  Harnack.    Math.  Ann. 

XXXII,  161-174. 

M.  NoBTHBB.     Carl  Gustav   Axel    Harnack.     Schldmilch  z. 

iXIlII.  Hl.  A.  121-124. 

Geben  die  Lebenszflge  und  wisBenachaftUche  WOrdigung  des 

^  im  Alter  von  noch  nicht  37  Jahren  verstorbenen  Dresdener 

ro'enors,  in  dessen  matfaeniatischem  Schaffen  zwei  verschieden- 

aitige  Perioden  unterschieden  und  gekennzeichnet  werden.    Er- 

^re  Schrift  zfthlt  im  Anhang  die  Liste  von  Harnack's  Arbeiten 

*^\  die  zweite  fügt  diesen  noch  zwei  weitere  hinzu.         Tn. 
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W.  CuDWORTB.      Life   and  correspondence  of  Abraham 
Sharp,  the  Yorksbire  Mathematician  and  Ästrpnomer. 

London. 


O.  M.  MiTCH£L.      Astronomer    and    General.      ßiogra- 
pbical   narrative   by   his   son,    F.    A.  Mitchel.      Boston 

(1887).  80. 

Franz.     Gedächtnisrede   auf  den   am    17.  Oktober   ver- 
storbenen   Königsberger   Astronomen    Eduard  Luther. 

Königsberg.  Koch. 

J.    L.   E.    Dreybr.      H.    C.    f.    C.  Schjellerup.        Nature 

XXXVII.  154-155. 

Nekrolog  fttr  den  verstorbenen  dänischen  Astronomen  Han^ 
Carl  Frederick  Chri^rtian  Schjellerup,   (geb.  zu  Odense  8.  Febr. 
1827,  gest.  zu  Kopenhagen  13.  Novbr.  1887).  Lp. 


P.  G.  Tait.     Dr.  Balfour  Stewart,  F.  R.  S.    Natorexxxvii 

202-203. 

Nekrolog  für  den  verstorbenen  englischen  Physiker  (geb. 
zu  Edinburgh  1.  Novbr.  1828,  gest.  zu  Manchester  den  18.  Decbr. 
1887). *      Lp. 

J.  LiAGRE.     Discours  pronohcd  aux  fun^railles  de  J.  C. 

Houzeau.      Belg.  Ball.  (3)  XVI.  14M47. 

Der  den  Astronomen  durch  seine  Bibliographie  gönörale  de 
TAstronomie  wohl  bekannte  Gelehrte  (7.  Oct.  1820  —  12.  Juli 
1888)  hat  auch  über  physikalische  Geographie  und  tlber  die 
seelischen  Eigenschaften  der  Tiere  im  Vergleich  mit  denen  des 
Menschen  geschrieben.  Mn.  (Lp.) 


J.  J.  Sylvester.      The    late    Arthur    Buchheim.     Natnre 

XXXVIII,  515-516. 
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Nekrolog  (gest.  9.  Septbr.  1888  im  Alter  von  29  Jähren). 
Ein  anderer  Nächruf  von  B.  Tueker  steht  in  Lond.  M.  S.  Proc. 
XIX.  592-594^  an  dieser  Stelle  befindet  sich  auch  ein  Verzeich- 
nis seiner  mathematischen  Schriften.  Lp. 


R.    TüCKKR.      John    BrOüksmith   f.       Lond.   M.  S.  Proc.    XIX. 
501-592. 

John  Brooksmitb  (geb.  17.  Juli  1824  zu  Huddersfield,  gest. 
5.  Mai  1888)  war  Verfasser  von  Aritfametic  in  theory  and  practice, 
einem  beliebten  Lehrbuche,  das  7  Auflagen  erlebte,  und  von 
einigen  anderen  mathematischen  Schriften.  Lp. 


Übituarj.     Monthly  Not.  XLVIII.  157-174. 

Kurze  Nachrichten  fiber  die  im  Jahre  1887  verstorbenen 
Mitglieder  .der  Royal  Astronomical  Society: 

Joseph  Baxendell  (19.  April  1815  —  7.  Ocf.  1887). 

John  Benjamin  Dancer  (8.  Oct.  1812  -  24.  Novbr.  1887). 

Peter  Gray  (1807  -  17.  Jan.  1887). 

Balfour  Stewart  (1.  Novbr.  1828—18.  Decbr.  1887). 

Samuel  Wilkes  Wand  (26    Aug.  1801  —  24.  Febr.  1887). 

Eduard  Luther  (24.  f^'ebr.  1816  -  17.  Oct.  1887). 

Hans  Karl  Frederik  Christian  SchjeHerup  (8.  Febr.  1827 
bis  13.  Novbr.  1887). Lp. 

Koloman  v.  Szily.     Uiigarische  Naturforscher  vor  hun- 
dert  Jahren.     Math,  natnrw.  Ber.  üngaro.  VI.  211-223. 

Der  Verf.  will  in  der  Literaturgeschichte  auch  die  wissen- 
schaftlichen Schriften  berttcksichtigt  haben  und  weist  in  der  vor- 
liegenden Bede  (vom  6.  Mai  1888)  auf  eine  Anzahl  ungarischer 
Naturforscher  des  vorigen  Jahrhunderts  hin;  unter  ihnen  sind 
für  das  Jahrbuch  zu  nennen  Max  Hell,  Astronom,  (1720-1792) 
zuletzt  in  Wien;  Wolfgang  Kempelen,  Mechaniker  (1734-1804) 
ebenfalls  zuletzt  in  Wien;  Paul  Mako  von  Kerekgede,  Philosoph 
und  Mathematiker,  (1724-1793)  thätig  in  Wien,   gest.  in  Ofen; 
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Ladislaus  Csernak  (1742-1816),  Verfasser  des  Scribrum  arith- 
meticum,  Professor  in  Deventer;  Johann  Horvith  (1732-1800) 
Physiker  und  Mathematiker,  zuletzt  in  Ofen;  Josef  Pap  y.  Fogaras 
(1744-1783),  Mathematiker  und  Philosoph.  Lp« 


Nekrologe  in  Hoffmann  Z.  XIX.  72-74,  74,  75,  76-77,  394-896,  896-397, 
476-476. 

J.  F.  W.  Gronau  (geb.  11.  Oct.  1803  zu  Danzig,  gest. 
14.  Aug.  1887  zu  Oels). 

Heinrich  Ide  (geb.  9.  Jan.  1851  zu  Trusen,  gest  14.  Oct« 
1887  zu  Kassel). 

Karl  Heinrich  Buderus  (geb.  13.  April  1835  zu  Rauschen- 
berg, gest.  27.  Oct.  1887  zu  Kassel). 

Eduard  Luther,  Astronom  (geb.  24.  Febr.  1816  zu  Ham- 
burg, gest.  17.  Oct.  1887  zu  Königsberg  i.  Pr.). 

Richard  Bjltzer  (geb.  27.  Jan.  1818  zu  Meissen,  gest. 
7.  Novbr.  1887  zu  Giessen). 

Karl  Snell  (geb.  19.  Jan.  1806  zu  Dachsenhausen,  gest. 
12.  Aug.  1886  zu  Jena). 

F.  J.  Pisko  (geb.  10.  Juni  1827  zu  Neu-Rausnitz  bei  BrQnn, 
gest.  26.  Juni  1888  zu  Aussee).  .  Lp. 


A.  Catlbt.  The  colleoted  mathematical  papers  of  Ar- 
thur Cayley,  Sc.  D.,  F.  R.  S.,  Sadlerian  Professor  of 
Pure    Mathematics    in    the    University   of  Cambridge. 

Cambridge:    at  the    university   Press     Vol.  I:    XVI -4- 589 S     (1889), 
Vol.  H:  XII -4-606  8.  (1889).    4». 

Die  mathematische  Welt  wird  freudig  die  Kunde  vernehmen, 
dass  die  Anwälte  der  Cambridge  University  Press  Hrn.  Cayley 
um  die  Erlaubnis  gebeten  haben,  einen  Neudruck  seiner  mathe- 
matischen Abhandlupgen  veranstalten  zu  dürfen,  und  dass  zwei 
Bände  bereits  ausgegeben  sind.  Hr.  Cayley  selbst  Überwacht 
den  Druck  und  fügt  solche  Noten  und  Verweisungen  hinzu, 
welche  ihm  wünschenswert  scheinen. 
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Bd.  I  enthält  100  (von  1  bis  100  numerirte)  Abhandlungen, 
die  ursprfinglich  in  den  Jahren  1841  bis  1853  veröffentficht  sind. 
Bd.  II  amfasst  58  Arbeiten  (No.  101-158),  welche  alle  mit  Aus- 
nahme von  zweien  zuerst  in  den  Jahren  1851  bis  1860  erschienen. 
Die  Aufsätze  werden  ungefähr,  obschon  nicht  genau,  in  chrono- 
logischer Folge  abgedruckt  und  nahezu  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestalt. 

Der  Druclp,  das  Papier  und  die  allgemeine  Ausstattung  sind 
ausgezeichnet  und  in  jeder  Beziehung  würdig  sowohl  des  In- 
haltes der  Bände  als  auch  des  Ansehens  der  Anstalt,  wo  sie  er- 
s(;beinen.  Gbs.  (Lp.) 

• 

E.  Catalan.    M^langes  niath^matiques.    Tome  troisi^me. 

Liege  M^m.  XV.  1-275. 

84  vereinigte  Noten  grösseren  oder  geringeren  Umfanges, 
mehr  oder  weniger  wichtig,  über  fast  alle  Teile  der  Mathematik 
(vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  23),  '     Mn.  (Lp.) 


B.  Geschichte  einzelner  Disciplinen. 
R.  A.  Roberts.     Modern  Mathematics.      DabUa  Proo.  (3)  i. 

161-156. 

Eine  kurze  Skizze  der  Principien,  welche  der  Entwickelung 
der  Mathematik  im  gegenwärtigen  Jahrhundert  zu  Grunde  liegen. 
„Der  noodeme  mathematische  Gedanke  wurzelt  hauptsächlich  in 
der  mit  dem  Principe  der  Continuität  verbundenen  Theorie  der 
Projection  und  in  der  Erkenntnis  der  Thatsache,  dass  Winkel 
und  Längen  in  der  euklidischen  Erfahrungsgeometrie  von  einer 
gewissen  absoluten  Curve  zweiter  Ordnung  abhängen.  Auf  der 
algebraischen  Seite  hat  er  die  Theorie  der  linearen  Transforma- 
tionen und  Invarianten  gezeitigt,  zu  denen  wir  die  Erkenntnis 
des  Wertes  der  Homogenei'tät  und  der  aus  ihr  hergeleiteten 
Symmetrie  rechnen  können **.    Neben  diesem  Auszuge  dürfte  der 
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folgende  zur  Kennzeichnung  der  Hauptansichten  der  Skizze  ge- 
nügen: „Es  erscheint  jetzt  die  Theorie  der  lavarianten  and  der 
Übrigen  Erzeugnisse  des  modernen  mathematischen  Gedankens 
als  ein  ebenso  notwendiger  Teil  des  mathematischen  Wissens 
wie  die  Differential-  und  Integral-Rechnung.  Wir  haben  manche 
andere  neuen  Gedanken  in  die  Mathematik  'einfahren  sehen,  wie 
z.  B.  Hamilton*s  Quaternionen  und  die  Grassmann'schen  Metho- 
den; allein  wir  haben  nicht  die  Ueberzeugung,  dass  sie  einen 
notwendigen  Teil  unseres  Wissens  bilden.  In  der  That  hat  sich 
neuerdings  ein  zu  grosses  Bestreben  geltend  gemacht,  solche 
Rechnungen  einzubürgern;  doch  scheinen  sie  in  blosse  Spielereien 
auszuarten,  und  ich  glaube  auch,  dass  sie  nicht  dazu  genützt 
haben,  irgend  welche  neuen  Resultate  zu  erlangen,  sondern  dass 
sie  sich  dem  Streben  danach  als  nachteilig  erweisen.^ 

-  Gbs.  (Lp.) 

F.  Ungbr.  Die  Methodik  der  praktischen  Arithmetik 
in  historischer  Entwickelung  vom  Ausgange  des  Mittel- 
alters bis  auf  die  Gegenwart  nach  den  Originalquellen 

bearbeitet.      Leipzig.  Tenboer.  1888.  XII -i- 240  S. 

Der  Verfasser  verteilt  den  Stoif  in  drei  Perioden,  welche  er 
mit  den  Stichwörtern:  „Einseitige  Gedächtniskultur  oder  Mecha- 
nismus, Betonung  der  beweisführenden  Lehrart,  Verfechtung  von 
Principien^  kurz  kennzeichnet  und  bezw.  von  ca.  1450-1700, 
17004800,  1800  bis  heute  reichen  lässt. 

In  einem  einleitenden  Abschnitt  wird  von  den  Schulverhält- 
nissen des  15..  und  16.  Jahrhunderts,  dann  (S.  35-112)  von  den 
fiber  Arithmetik  handelnden  Schriftstellern  und  dem  Betrieb  dieses 
Wissens-  und  Kunstzweiges  in  jenen  Zeiten  gebandelt,  und  hier 
ist  des  Berichterstatters  „Rechnen  im  16.  Jahrhundert''  als  Vor- 
arbeit und  Modell  deutlich  erkennbar;,  kflrzer  (S.  112-136)  wird 
das  17.  Jahrhundert  abgemacht,  etwas  ausführlicher  (S.  137-173) 
das  18.  und  hier  insbesondere  die  Reform  der  Methode  und  die 
Einführung  des  sog.  Kopfrechnens  berücksichtigt.  Betreffs  der 
dritten    Periode   finden    die   nacheinander  als  Grundlagen  alles 
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Bechenunterrichtes  verfocbtenen  Principien  ihre  geschichtliche 
DarstelluDg,  Bämlich  die  Anschauung  (Pestalozzi),  die  allseitige 
Zablbehandlung  (Grube),  das  Zählen  (Knilling),  sowie  bezQglich 
des  angewandten  Rechnens  das  Princip  der  konzentrischen'  Er- 
weiterung und.  der  Einfluss  der  mehr  und  mehr  sich  einbtlrgern- 
den  Zehnteiiung  der  Maasse.  Tn. 


Fr.  Ungkr.     Dhs  älteste  deutsche  Rechenbuch.     Heraus- 
gegeben  und  tibersetzt  von  Fr.  Ungar.       Schiomiich    z. 

XXXIII.  Hl.  A.  125-145. 

Bei  seinen  geschichtlichen  Studien,  deren  Ergebnis  in  der 
oben  besprochenen  Schrift  vorliegt,  stiess  der  Verfasser  auf  die 
seit  1851  wiederholt  gedruckte  Erwähnung  eines  alten,  wohl  in 
oder  kurz  vor  dem  Jahre  1445  in  niederdeutscher  Sprache  abge- 
fassten  „Algorismus'',  d.  h.  einer  Anweisung  f&rs  Ziffernrechnen, 
welche  handschriftlich  erhalten  ist  in  dem  Sammelbande  F.  VII, 
12  der  Baseler  Universitätsbibliothek.  Diese  Anweisung  wird 
hier  abgedruckt,  in  heutiges  Deutsch  übersetzt  und  mit  wenigen 
kurzen  erklärenden  Anmerkungen  begleitet.  Tn. 


P.  D21WIN8KI.     ^Algoritmus*  von  Thomas  Klos.   Lemberg. 

8«.  24  8.  (Polnlacb.) 

Eine  Beschreibung  des  ältesten  in  polnischer  Sprache  ver- 
fassten  Rechenbücbleins  aus  dem  Jahre  1538.  Dn. 


w 

K.  HuNRATH.     Zur  Geschichte  der  annähernden  Berech- 
nung  quadratischer  Irrationah'täten.    Scblömilch  z.  xxxrii. 

Hl.  A.  1-12. 

Der  Verfasser  giebt  hier  als  Nachträge  zu  seiner  1884  unter 
dem  fast  wörtlich  gleichen  Titel  erschienenen  Brochüre  eine  An- 
zahl von  Zahlenbeispielen,  welche  Schriftstellern  wesentlich  des 

16.  und  17.  Jahrhunderts  entnommen  sind  und  ya'4- 6.  entweder 
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als  =  a  +  -^ — TT-  oder  als  =  o  +  7^—  behandeln,  aber  auch  Bei- 
2a +1  2a  ' 

spiele  fttr  ^n  =  Yna^  :a.  Tn. 


J.  L.  Heiberg.       Kleine    Anecdota    zur    byzantinischen 
Mathematik.    Schiömiich  z.  xxxiii.  Hl.  a.  16M70. 

Bei  seinem  zur  Herausgabe  von  Archimeds  und  Euklids 
Werken  nötigen  Studium  altgriechischer  .Handschriften  fand 
Heiberg  in  diesen  manche  vereinzelten  Stellen,  welche  der  so 
vernachlässigten  Geschichte  byzantiniacher  Mathematik  dienen 
können  und  "wu  welchen  er  hier  deren  fftnf  im  Urtext  mitteilt 
Die  erste  bezieht  sich  auf  die  platonische  Art  der  Constmction 
zweier  geometrischen  Mittel,  die  zweite  und  dritte  auf  die  ange- 
näherte Quadratwurzelausziehung  und  deren  Durchführung  mittels 
sechzigteiliger  Brüche,  die  vierte  auf  pythagoreische  Deutung 
und  Benennung  der  sieben  ersten  ganzen  Zahlen;  die  f&nfte, 
freilich  spätbyzantinische,  giebt  —  bei  der  Seltenheit  solcher  Dinge 
doppelt  dankenswert  —  einen  griechischen  Rechenknecht  in 
Tabellenform,  nämlich  Addiren,  Subtrahiren  und  Multipliciren  je 
der  Einer,  Zehner,  Hunderter  und  Tausender,  sowie  die  ^,  ^,  j^, 
ii  '"y  ^fachen  der  Zahlen  von  1  bis  10000  bezw.  bis  1000, 
wobei  die  Ergebnisse  durch  Stammbrttche  angegeben  sind. 

Tn. 


E.  Trbgear.     The  natural  history  of  the  Roman  nume- 

rals.        Nature  XXXVIII.  Ö6ö. 

Nachtrag^  zu  einem  Artikel  des  Hrn.  Lymburn  in  Nature 
XXXVI.  555.  Lp. 

P.  Mansion.     Note  historique  sur  Ja  rhg\e  de  m^diation. 

Bibl.  Math.  (2)  II.  36. 

I 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  von  Nicolas  Chuquet  ange- 
gebene Approximationsmethode  (Mediationsregel),  von.  welcher 
bisher  keine  Anwendung  später  als  1563  bekannt  war,  auch  von 


Capitel  1.    Geschichte.  29 

Adrian  Anthonisz   um  das  Jahr   1589  benutzt,   und  von  seinem 
Sohne  Adrian  Metius  1611  beschrieben  worden  ist.  E. 


P.  Mansion.     Sur  une  table  du  papyrus  Rbind.    Broz.  s. 

8C.  XII.  A.  44-46. 

Der  Papyrus  Rbind  enthält  eine  Tabelle  zur  Zerlegung  der 

2 
Brflche  von  der  Form  ,^        ^   (von  p  =  2  bis  p  =  49)  in  Teil- 

brtlche.  Unter  allen  möglichen  Zerlegungen  scheint  der  egyp- 
tische  Verfasser  diejenige  gewählt  zu  haben,  welche  zu  einem 
letzten  Bruche  mit  kleinstem  Nenner  führt,  mit  Ausnahme  einiger 
besonderer  Fälle,  in  denen  er  einen  etwas  grösseren,  aber  durch 
&  teilbaren  Kenner  vorgezogen  hat.  Mn.  (Lp.) 


S.  Günther.     Ueber  eine  merkwürdige  Beziehung  zwi- 
schen   PappUS    Unfl    Kepler.     Bibl.  Math.  (2)  ll.  81-87. 

Herr  Günther  berichtet  hier   tlber  einen  Satz  von   Kepler, 
der,  in  moderne  Sprache  übersetzt,  die  Formel 


/ 


sinqpdfjp  =  1 — cos  9) 


0 
enthält.    Ueber  diesen  Gegenstand  hat  Kepler  zweimal  gebandelt. 
An  der  ersten  Stelle  begnügt  er  sich  mit  einem  empirischen  Be- 
weis; er  zeigt  nämlich,  indem  er  seine  trigonometrischen  Tafeln 
benutzt,  dass 

sinr  +  8in2*  +  8in3*+  .••  +8in89'  +  sin90'* 
nicht  allzuviel  von  sin  vers  90^  =  100,000  verschieden  ist,  und 
dass  der  Satz  sich  auch  in  einem  andern  Falle  annähernd  veri- 
ficiren  lässt.  An  der  zweiten  Stelle  aber  giebt  er,  mit  Anwen- 
dung eines  Lemma  von  Pappus,  die  Gründe  an,  warum  die 
Summa  aller  Sinus,  wenn  die  DilQfereuz  der  Bogen  unendlich 
klein  wird;  dem  Sinusversus  in  aller  Strenge  gleich  sei,  also 


r=5« 


lim  2  sin-^  =  sinversqp. 

Was   die  eigentliche   Herleitung    dieses   Satzes    betrifft,   so    hat 
Kepler  sie  nur  andeutungsweise  gegeben;  zwar  hat  Frisch  ver- 
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sucht,  den  wahrscheinlichen  Weg  Kepler's  zu  ermitteln,  aber 
Herr  Gttnther  weist  nach,  dass  dieser  Versuch  eine  entschiedene 
Schwäche  hat,  und  begnügt  sich  mit  der  Thatsache,  dass  Kepler 
wirklich  eine  Summation  vollzogen  hat,  die  einer  modernen 
Integration  genau  entspricht.  E. 


K.  MiWA.      Ueber    die   Einführung    einer    neuen    unab- 
hängigen Variablen  in  Differentialgleichungen.      Tokio 

math.  Ges.  III.  245-248.  (Japanisch.) 

Einige  Beispiele  der  Integration  von  Differentialgleichungen 
durch  Einführung  einer  neuen,  unabhängigen  Variablen. 

_  *        E. 

C.  A.  Bjerknes.     La  tentative  de  Degen  de  g^n^raliser 
le  thöorfeme  d'addition  d'Euler.    Bibi.  Math.  (2)  II.  1-2. 

In  seiner  Biographie  über  Abel  erwähnt  Bjerknes,  dass  der 
dänisch^  Mathematiker  Degen  (f  1825)  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Functionen  zu  verallgemeinern  versucht  hat  In 
dieser  Note  giebt  er  nähere  Auskunft  über  dies  Theorem,  das 
freilich  nur  in  einem  sehr  speciellen  FaÜQ  wahr  ist.  E. 

G.  Enrström.     Sur  un   point  de  rinstoire  du  problfeme 
des  isopörim^tres.     Bibi.  Math.  (2)  IL  38. 

Die  Note  bezieht  sich  auf  die  vou  Johann  BernouUi  der 
Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  im  Jahre  1701  übersandte 
Lösung  des  isoperimetrischen  Problems,  die  erst  1706  von  der 
Akademie  veröffentlicht  wurde.  Man  hat  bisher  angenommen, 
dass  die  Lösung  während  der  Zwischenzeit  von  der  Akademie 
aufbewahrt  wurde,  aber  aus  dem  in .  Stockholm  befindlichen 
BernouUi'schen  Briefwechel  geht  hervor,  dass  dies  Manuscript 
schon  den  23.  März  1701  an  Johann  Bernoulli  zurückgesandt 
und  erst  nach  dem  Tode  seines  Bruders  der  Akademie  wieder 
überreicht  wurde.  E. 
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L.  Anton.  Geschichte  des  isoperimetrischen  Problems, 
eine  geschichtliche  Darstellung  der  Variationsreohnung 
von  Berhoiilli  bis  Lagrange.    Dies.  Leipzig.  77  s.  8^ 


R.  Klimpert.      Geschichte  der   Geometrie  für    Freunde 
der  Mathematik   gemeinverständlich, dargestellt.      Mit 

100    Figuren.      Stattgart.  J.  Maier.  1888.  160  8. 

Als  Bestandteil  von  Kleyer's  Encyklopädie  der  gesamten 
mathematischen,  technischen  und  exakten  Naturwissenschaften 
will  das  vorliegende  Btiehlein,  wie  es  sagt,  Nichtakademikern 
in  einem  das  Gebiet  der  höheren  Geometrie  nicht  vernachlässigen- 
den, aber  wesentlich  die  Elementargeometrie  berücksichtigenden 
Ueberblick  die  allmählige  Entwickelung  der  Geometrie  vorführen 
und  sucht  dieses  Ziel  zu  erreichen  durch  einen  gedrängten  Aus- 
zug  im  wesentlichen  aus  den  bekannten  Werken  von  Ghasles, 
Arneth,  Cantor,  Hankel  und  Suter,  wobei  viele  Stellen  dieser 
Werke  wörtlich  zur  Anführung  kommen.  Tn. 


G.  LoRiA.  Die  hauptsächlichsten  Theorien  der  Geometrie 
in  ihrer  früheren  und  heutigen  Entwickelung.  Ins 
Deutsche  Übertragen   von  F.  Schütte.     Leipzig.    Tenboer. 

1888.  8<>.  132  8. 

Das  italienische  Original  ward  im  vorigen  Jahrgange  8.  29 
besprochen.  Die  von  Herrn  Sturm  bevorwortete  deutsche  Ueber- 
setzung  bringt  vom  Verfasser  eine  viel  eingehendere  Besprechung 
der  Differentialgeometrie  und  eine  Umarbeitung  der  auf  die  Ge- 
stalt der  Curven  und  Oberflächen  und  auf  die  abzählende  Geo- 
metrie bezüglichen  Teil&,  sowie  eine  reichliche  Vermehrung  der 
Literaturnachweise.  Das  Buch  giebt  so  eine  treffliche  anschau- 
liche Uebersicht  der  hauptsächlichsten  Untersuchungsricbtungen 
der  Geometrie  unserer  Zeit.  Tn. 
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H.-G.  Zkuthbn.     Note  sur  Vusage  des  coordonn^es  dans 
l'antiquitä     et     sur    l'iiivention     de     cet    instrament. 

Kopenb.  Overs.  127-144. 

In  seiDem  Buche  „Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im 
^  Altertum"  (1886)  hatte  der  Verfasser  den  alten  Griechen  Yer- 
ständnis  und  steten  Gebrauch  von  recht-  wie  schiefwinkeligen 
Coordinaten  bei  ihren  geometrischen  Untersuchungen  zugeschrie- 
ben, während  Günther  (1877)  Fermat  als  den  ersten  bezeichnet, 
der  solche  Kenntnis  und  Einsicht  in- deren  Nutzen  gehabt  habe. 
Gegen  diese  Auffassung,  zur  Verteidigung  seiner  eigenen,  ist  der 
angeführte  Aufsatz  geschrieben:  die  Priorität  Fermat's  Tor  Des- 
cartes  stehe  ja  gar  nicht  fest,  übrigens,  wenn  sie  auch  gesichert 
wäre,  so  sei  Fermat  gerade  durch  sein  eifriges  Studium  des 
ApoUonius  auf  die  Coordinaten  gekommen,  und  die  Art,  wie  er 
sie  verwende,  zeige  deutlich,  dass  er  sie  bei  den  Alten  geschöpft 
habe.  Somit  sei  und  bleibe  wahr,  dass  .,, diese  letzteren  volles 
Bewusstsein  vom  Nutzen  dieses  Hülfsmittels  gehabt,  haben''-, 
Astronomie  und  Geographie  bewiesen  dies  ebenfalls.      Tn. 


E.  Lehmann.     De  la  Hire  und  seine  Sectipnes  conicae.. 

I.    Teil.      Pr.  GymD.  Leipzig  für  1887/88.  Leipiig.  4».  28  S. 

In  dem  Bestreben  die  sog.  neuere  Geometrie  mit  den  Me- 
thoden der  Alten  in  organische.  Verbindung  zu  setzen,  zugleich 
in  Ausführung  des  Gedankens,  diese  Verbindung  für  die  Wende- 
zeit eines  Desargues  und  Pascal  möglichst  augenfällig  nachzu- 
weisen, giebt  der  Verfasser,  da  ja  der  Genannten  Werke  ver- 
loren gegangen,  eine  Bearbeitung  eines  Teiles  des  Hauptwerkes 
von  de  la  Hire  (1640-1718),  welcher  jenen  zeitlich  und  geistig 
nahe  genug  steht.  Lehmann  entnimmt  den  ersten  flinf  und  dem 
siebenten  unter  den  9  Büchern  der  Sectiones  conicae  (aus  dem 
Jahre  1685)  die  wichtigsten  Lehrsätze'  und  Aufgaben  derart, 
dass  so  Grundlage  und  Hauptpfeiler  des  Lehrgebäudes  der  Kegel- 
schnitte deutlich  vor  Augen  treten  und  der  Zusammenhang  mit 
altgriechischen  Ergebnissen  und  mit  heutiger  elementarer  Be- 
handlungsweise    sich    klar   herausstellt.     Auf  wenigen    Blättern 
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sucht  er  so  die  Grundgedanken  von  120  enggedruckten  Folio- 
Seiten  vorzufahren,  veröffentlicht  davon  freilich  in  der  vorliegen- 
den Programmbeilage  zunächst  nur  das  auf  die  beiden  ersten 
Bücher  Bezügliche,  die  Fortsetzung  für  das  nächste  Jahr  ver- 
sparend;  Geschichte,  Methodik  und  Pädagogik  werden  ihm  Dank 
wissen  für  seine  Arbeit.  Tn. 


M.  CuRTZB.     üeber  einen  De  La  Hire  zugeschriebenen 

Lehrsatz.      Bibl.  Math.  (2)  II.  65-66. 

Diese  Note  ist  veranlasst  durch  einen  Aufsatz  von  Herrn 
Le  Paige  im  vorigen  Jahrgang  der  „Bibliotheca  Mathematica^ 
(vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  31).  Herr  Curtze  bemerkt,  dass  der 
fragliche  Satz  schon  von  Copernicus  aufgestellt  worden  ist. 

E. 

H.  Schubert.  Die  Quadratur  des  Zirkels  in  berufenen 
und  unberufenen  Köpfen.  Eine  kulturgeschichtliche 
Studie.  [Neue  Folge,  dritte  Serie,  Heft  67  der  Samm- 
lung gemeinverständlicher  wissenschaftlicher  Vorträge, 
herausgegeben    von    Virchow    und    v.   HoltzendorflF.] 

Hamburg.  1888.  8^  40  S. 

Nach  einer  Schilderung  des  hohen  Alters,  des  steten  Reizes 
and  des  Wesens  der  Aufgabe  werden  die  Bemühungen  der  Alten 
und  des  Mittelalters  um  wahre  und  scheinbare  Lösung  derselben 
dargelegt,  es  wird  die  durch  Erfindung  der  Differentialrechnung 
gebrachte  Förderung  der  bezüglichen  Zahlenrechnungen  erläutert 
und  endlich  wird  Über  den  durch  Lambert  (1761)  begonnenen, 
durch  Lindemann  (1882)  vollendeten  Nachweis  der  Unmöglichkeit 
einer  Lösung  berichtet.  Tn. 


H.  Weissenborn.     üeber  die  verschiedenen  Namen  des 
sogenannten  geometrischen  Quadrates.  Bibl. Math. (2)  ii.  37. 

Herr  Weissenborn  stellt  die  yerschiedenen  Namen  zusammen, 
die  im  Mittelalter  dem  geometrischen  Quadrate  gegeben  worden 

FortMbr.  d.  Math.  XX.  1.  3 
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Bind;   anter  diesen  finden  sich  z.  B.  „Astrolabium^,   ^Gnomon' 
und  sogar  ganz  allgemein  „Instrumentum^.  E. 


G.  LoRiA.     Notizie  storicbe  sulla  geometria  numerativa. 

Bibl.  Math.  (2)  II.  39-48,  67-80. 

Enthält  eine  kurze  Uebersicht  über  die  Geschichte  der  ab- 
zählenden Geometrie.  Als  Vorbereitungen  zur  Entwickelung  der 
abzählenden  Geometrie  rechnet  der  Verfasser  gewisse  Abband- 
lungen und  Sätze  von  Steiner,  sowie  einige  Untersuchungen  über 
ebene  Curven  von  Jonquiöres.  Die  eigentliche  Geschichte  der 
abzählenden  Geometrie  beginnt  erst  mit  Chasles,  dem  Schöpfer 
der  Theorie  der  Charakteristiken  der  Systeme  von  Curven 
oder  Flächen,  welche  Theorie  später  von  ihm  selbst  und  vielen 
anderen  Forschern  ausgebildet  und  auf  neue  geometrische  Ge- 
bilde (z.  B.  Dreiecke)  ausgedehnt  wurde.  Chasles  hat  auch  das 
Verdienst  das  Correspondenzprincip  entdeckt  zu  haben,  eine 
Entdeckung,  durch  deren  Verallgemeinerung  und  Anwendung 
auf  verschiedene  Gebilde  eine  Menge  von  interessanten  Resul- 
taten gewonnen  worden  ist.  Einen  wichtigen  Beitrag  zur  ab- 
zählenden Geometrie  enthalten  die  Abhandlungen  von  Clebsch 
und  Fouret  über  den  Zusammenhang  zwischen  Systemen  von 
ebenen  Curven  und  gewissen  Differential  -  Gleichungen  erster 
Ordnung.  Ferner  ist  die  abzählende  Geometrie  durch  viele  Ge- 
lehrte, unter  welchen  besonders  Halphen  und  Schubert  zu  nennen 
sind,  weiter  entwickelt,  und  durch  die  bekannte  Arbeit  des 
Letzteren:  ^Kalkül  der  abzählenden  Geometrie*^  (1879)  zu  einem 
selbständigen  Zweige  der  Mathematik  erhoben  worden. 

E. 

E.  Gklcich.     Entwurf  einer  Geschichte  der  Gesetze  des 

StOSSes.      Schlomilch  Z.  XXXIII.  HI.  A.  41-58,  81-89. 

Nach  kurzer  Erwähnung  der  Ansichten  von  Aristoteles, 
Galilei  und  Mersenne  Über  den  Stoss  werden  der  Reihe  nach  die 
Anschauungen  und  Schlussfolgerungen  folgender  Autoren  ein- 
zeln besprochen:  Descartes  (Princip.  philos.  Pars  II,  Prop.  46  sq.) 
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and  seine  Schaler,  Marc  Marei,  Wallis,  Wren,  Huygens,  Kästner, 
Lambert,  Euler,  Karsten,  Mariotte  und  NoUet,  Musschenbroek, 
Maupertuis  u.  a.  Das  neunzehnte  Jahrhundert  ist  also  gar  nicht 
berQcksichtigt  worden;  für  die  behandelte  Zeit  nimmt  der  Verf. 
auf  scBon  vorhandene  Darstellungen  nicht  Bezug,  z.  B.  auf 
PoggendorfTs  Geschichte  der  Physik,  Mach's  Mechanik  in  ihrer 
Entwickelung  u.  s.  w.  Das  Gitat  des  Werkes  von  Marc  Marci 
giebt  den  Titel  der  Fortsetzung  vom  Jahre  1648,  nicht  den  der 
ersten  Veröffentlichung  von  1639;  dadurch  erst  wird  die  Angabe 
des  Textes  verständlich,  dass  M.  die  Gesetze  des  Stoffes  dreissig 
Jahre  vor  Wallis,  Wren  und  Huygens  (1669)  veröffentlicht  habe. 

Lp. 

E.  Wohlwill.     Hat  Leonardo  da  Vinci  das  Beharrungs- 
gesetz gekannt?     BibL  Math.  (2)  IL  19-26. 

Durch  Venturi's  Untersuchungen  über  das  Verhältnis  des 
Leonardo  da  Vinci  zum  Beharrungsgesetz  war  man  bisher  anzu- 
nehmen geneigt,  dass  Leonardo  dies  Gesetz  gekannt,  wenngleich 
nicht  ganz  klar  formulirt  habe.  Da  aber  einige  Aussprüche  der 
neuerdings  publicirten  Manuscripte  Leonardo's  sich  mit  dieser 
Auffassung  nicht  in  Einklang  bringen  Hessen,  so  hat  Herr 
Wohlwill  diese  Frage  näher  untersucht,  und  nach  sorgfältiger 
Prüfung  des  zugänglichen  Materials  ist  er  zu  dem  ßesultate  ge- 
langt, dass  Leonardo  das  Beharrungsgesetz  nicht  gekannt  hat. 
Vielmehr  hat  Leornardo  deutlich  angegeben,  dass  auch  da,  wo 
kein  Widerstand  vorhanden  ist,  die  Bewegung  aufhören  wird, 
wenn  ein  gewisser,  von  der  Natur  der  Kraft  abhängiger,  Weg 
zurückgelegt  ist.  Doch  bemerkt  Herr  Wohlwill,  dass  dieses  Re- 
sultat insofern  nur  als  ein  vorläufiges  betrachtet  werden  kann, 
als  viele  Handschriften  noch  unvollständig  durchforscht  sind, 
und  es  also  mOglich  ist,  dass  der  angegebene  Standpunkt 
Leonardo's  in  späteren  Jahren  von  ihm  überwunden  worden 
ist.  E. 

P.  Vbdel.      Prineipet    af    den    mindste    MadestAnd. 

Zeuthea  Tidss.  (5)  VI.  13-22. 

3* 
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Das  PriBoip  des  geringsten  Widerstandes.  Es  werden  die 
verschiedenen  Auffassungen  und  Beweise  von  Moseley's  „principle 
of  least  resistance^  kritisirt,  und  es  wird  versucht,  das  Princip 
aus  Gauss'  ^Princip  des  kleinsten  Zwanges''  herzuleiten.  Zuletzt 
wird  das  Princip  durch  ein  Beispiel  erläutert.  *V. 


F.  Grubk.     Zur  Geschiebte  des  Problems  der  Anziehung 
der   Ellipsoide.      I[.  Teil.     (Laplace    und    Legendre.) 

Schleswig.  Pr.  Königl.  Domschale.  (Nr.  273)  28  S.  4^ 

Der  erste  Teil  der  vorliegenden  Arbeit  ist  1883  ebenfalls 
als  Programmbeilage  erschienen  und  in  F.  d.  M.  XV.  861  ange- 
zeigt worden.  Der  Verfasser  führt  im  Auszuge  folgende  Ab- 
handlungen vor:  1)  Legendre:  Recherches  sur  Fattraction  des 
spheroides  homogenes  (M6m.  des  Sav.  ätr.  X.  1785,  gedruckt 
1783).  2)  Laplace:  o)  Theorie  du  mouvement  et  de  la  figure 
elliptique  des  planetes  (1784).  ß)  Theorie  des  attractions  des 
sph6roides  (Bist,  de  TAc.  Roy.  des  Sc.  1782,  gedruckt  1785). 
y)  M6canique  Celeste.  T.  II,  Livre  VII,  Chap.  I  (1799).  3)  Legendre: 
Memoire  sur  les  integrales  doubles  (Eist,  de  TAc.  Roy.  des  Sc. 
1788).    4)  Laplace:  M^canique  Celeste.  Livre  III,  chap.  II. 

In  der  ersten  Arbeit  findet  sich  die  Anziehung  för  innere 
Punkte  zum  ersten  Male  durch  das  heute  als  Endergebnis  be- 
kannte elliptische  Integral  dargestellt;  für  einen  beliebigen 
äusseren  Punkt  hat  Legendre  ebenda  die  Lösung  nur  beim  Ro- 
tationsellipsoid zum  Abschluss  gebracht.  Die  Verallgemeinerung 
des  Resultates  auf  das  dreiaxige  Ellipsoid,  die  Legendre  in  dieser 
Arbeit  vermutete,  hat  er  erst  in  Nr.  3)  ausgeführt  Zwischen 
beide  Legendre'sche  Arbeiten  fallen  die  unter  2)  von  Laplace 
genannten,  „in  welchen  die  Untersuchungen  über  unser  Problem 
ihren  Höhepunkt   erreicht   haben.     Hier  finden  wir  nämlich  den 

;  ersten  Beweis    von    der   allgemeinen  Gültigkeit  des  Maclaurin'- 

schen  Satzes'^.    Für  das  dreiaxige  Ellipsoid  hat  demnach  Laplace 

I  zuerst  die  Anziehung  bestimmt,  die  ein  äusserer  Punkt  erleidet. 

(Vgl.  Heine,  Handbuch  der  Eugelfunctionen.     Vorrede  zur  ersten 
Auflage.)  Lp. 
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A.  Hbllbr.      Die  bewegenden  Ideen   in  der  physikali- 
schen  Forschung    des    XIX.   Jahrhunderts.      Math,  na- 

tarw.  Ber.  ÜDgaro.  VI.  200-210. 

In  dieser  Antrittsrede  (Akademiesitzung  yom  16.  April  1888) 
schildert  der  Verfasser  zunächst  kurz  die  wissenschaftlichen  An- 
sichten und  Theorien  vom  sechzehnten  Jahrhundert  an,  und  ftthrt 
dann  näher  aus,  wie  fttr  unser  Jahrhundert  die  Ideen  der  Er- 
haltung und  äquivalenten  Transformation  der  Energie,  ergänzt 
durch  die  Idee  der  Entropie  und  durch  die  Potentialtheorie,  und 
als  zweite  Art  der  Abstraction  die  Theorie  der  Materie  die  Angel- 
punkte des  physikalischen  Denkens  bilden.  Lp. 


Helb  Shaw.     Perpetual  motion.     Natare  xxxvii.  254-256. 

Eine  kurze   Ueber^icht   Ober   die   verfehlten  Versuche,  ein 
Perpetuum  mobile  zu  construiren.  Lp. 


T.  Bbrtklli.     Di  alcune  teorie  e  richerche  elettro-sismiche 
antiche  'e  moderne.    Bodo.  Ball.  XX.  481-542. 

Erstattet  Bericht  Über  ein,  wie  es  scheint,  seltenes  Buch  von 
Sarti  (1783)  und  wiederholt,  diesem  folgend,  alle  die  bis  dahin 
aufgestellten  Vermutungen  Ober  die  Ursache  der  Erdbeben  und 
prOft  sodann  unter  wortlicher  Anführung  vieler  Belegstellen  die 
seitdem  über  den  gleichen  Gegenstand  vorgebrachten  Hypothesen 
und  Theorien.  Das  Verzeichnis  der  behandelten  102  bezüglichen 
Schriftsteller  steht  S.  537-542;  ein  interessantes  Verzeichnis  von 
155  bis  zum  Jahre  1783  stattgehabten  Erdbeben  und  vulkanischen 
ÄasbrQchen  steht  S.  531-535.  Tn. 


A,  M.  Clerke.  Geschichte  der  Astronomie  während  des 
19.  Jahrhunderts.  Gemeinfasslich  dargestellt  von 
A.    M.    Clerke.      Autorisirte    deutsche    Ausgabe    von 

H.    Maser.     Berlin.  Springer.  1889.  XV -1-540  8. 

Uebersetzt  nach  der  zweiten  Auflage  des  1885  erstmals  von 
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der  Verfasserin  herausgegebenen  Originals,  führt  dieses  anf  einen 
grösseren  Leserkreis  berechnete  Buch  die  seit  des  älteren  Her- 
schel's  Zeiten  gemachten  Fortschritte  der  Wissenschaft  des  Himmels 
vor  Augen,  ausserdem  die  Fortschritte  in*  den  HOlfsmitteln  wie  in 
den  Ergebnissen  der  Himmelsforschung,  und  giebt  zugleich  reich- 
liche Hinweise  auf  die  literarischen  Quellen.  Die  Mitte  des  Jahr- 
hunderts als  ungefähre  Grenzseheide  benutzend,  zerlegt  die  Ver- 
fasserin den  überreichen  Stoff  in  zwei  Abschnitte  von  64+13 
Gapitiln  (auf  153  +  341  Seiten)  derart,  dass  in  jedem  Abschnitt 
zuerst  die  Gesamtauffassung,  dann  die  Lehre  von  der  Sonne, 
hierauf  die  von  den  Planeten  und  Satelliten,  yon  den  Kometen, 
endlich  von  den  Instrumenten  und  von  der  Entwickelung  der 
Forschungshülfsmittel  überhaupt  zur  Besprechung  gelangt  Her- 
schel's  Untersuchungen  über  den  Bau  des  Himmels  bilden  den 
Hauptgehalt  des  ersten  Abschnittes,  die.  Entdeckung  der  Sonnen - 
flecken,  der  Erdmagnetismusperiode  und  der  Spektralanalje  be- 
stimmen den  Charakter  des  zweiteu.  Eine  der  Zeitfolge  nach 
geordnete  Tabelle  von  245  der  wichtigsten  Forschungsergebnisse 
aus  den  Jahren  1774  bis  1887,  sowie  ein  besonderes  Namen- 
und  ein  Sachregister  bilden  den  Schluss.  Tn. 


G,  BiLFiNGER.       Die    babylonische    Doppelstunde;    eine 
chronologische  Untersuchung.    Stuttgart.  1888.  Wildt. 

Während  man  gewöhnlich  auch  die  Sexagesimalteilung  der 
Zeit  auf  die  Bewohner  des  Zweistromlandes  zurQckzufÜhren  unter- 
nimmt, fehlt  es  doch  dafür  an  thatsächlichen  Belegen,  denn  wirk- 
lich nachweisen  lässt  sich  die  Minutenteilung  erst  bei  dem  Araber 
Albiruni  (um  1000  n.  Chr.).  Aus  griechischen  Angaben  sowol 
wie  aus  den  Ergebnissen  der  Keilschriftforschung  scheint  zu 
folgen,  dass  die  Babylonier  als  Normalzeitmass  einen  Zeitraum 
von  zwei  gewöhnlichen  Stunden  betrachteten,  welcher  haspu  oder 
asla  genannt  wird.  Dieser  Haspu  scheint  auch  nach  Griechenland 
übertragen  worden  zu  sein,  denn  es  mangelt  nicht  an  Andeu- 
tungen dafür,  dass  wga  als  Doppelstunde  gebraucht  wurde.  Zu- 
erst kommt  hiefür  der  sogenannte  Papyrus  des  Eudoxus  in  Be- 
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tracht,  dann  aber  vermochte  der  Verrasser  auch  bei  dem  Bischöfe 
Epipbanius  (IV.  Jahrhundert  n.  Chr.)  an  fünf  verschiedenen 
Orten  einen  Hinweis  auf  die  den  zwölften  Teil  der  scheinbaren 
Umdrebungsdauer  des  Himmels  umfassende  ^Stunde^  zu  erkennen. 
Unsicherer  sind  gewisse  Stellen  bei  Hyginus  und  Ausonius,  be- 
stimmter spricht  sich  wieder  Beda  Venerabilis  aus,  und  ganz 
unzweideutig  sagt  das  Ghronicon  paschale,  das  tropische  Jahr 
betrage  365  Tage  „und  drei  Stunden^.  Beim  Begriffe  „Tag*' 
bemerken  wir  einen  ganz  ähnlichen  Vorgang:  bald  denkt  man, 
wenn  man  dieses  Wort  ausspricht,  an  den  „Lichttag",  bald  an 
die  Zeitdauer,  welche  durch  die  Acbsendrehung  der  Erde  be- 
stimmt ist.  In  Europa  hat  sich  anscheinend  die  Rechnung  nach 
Doppelstunden  niemals  heimisch  gemacht,  sondern  nur  in  Aegypten, 
Vorderasien  und  Mesopotamien,  auf  welch'  letzteres  Land  eine 
an  sieh  schwer  verständliche  Erzählung  des  Achilles  Tatius  von 
der  bei  den  Chaldäern  bestehenden  Identität  zwischen  einem 
Längen-  und  einem  Zeitmasse  hinweist.  Bezeugt  wird  ferner, 
dass  wenigstens  in  früherer  Zeit  auch  der  chinesische  Volltag  in 
zwGlf  gleiche  Teile  zerfiel ;  man  kann  dem  Verfasser  beipflichten 
in  der  Annahme,  dass  diese  Zählweise  aus  Westasien  nach  dem 
fernen  Osten  gelangte,  ohne  deswegen  doch  mit  ihm  der  ge- 
samten Mathematik  und  Astronomie  der  Chinesen  einen  griechi- 
schen (alexandrini sehen)  Ursprung  zuzuschreiben.  Dafür  tragen 
diese  Disciplinen  ein  viel  zu  eigenartiges,  den  Charakter  des 
Volkes  zum  Ausdruck  bringendes  Gepräge.  —  Von  Epping  ist 
neuerdings  die  Existenz  der  Doppelstunde,  deren  Namen  er  jedoch 
kasba  schreibt,  gleichfalls  zugestanden  worden,  indem  nämlich 
gewisse  Keilschrifttexte  Ober  Mondfinsternisse,  deren  Dauer  man 
ja  durch  Nachrechnung  zu  controlliren  im  Stande  ist,  nur  dann 
verständlich  werden,  wenn  man  die  Stunde  zweimal  so  lang 
nimmt,  als  es  heutigen  Tages  gebräuchlich  ist.  6r. 


P.  Tannsrt.     La  grande  ann^e  d'Aristarque  de  Samos. 

Bordeaux  M6m.  (3)  IV.  79-96. 

* 

Der  Verf.  hat  bei   seiner   ersten   Studie  über  Aristarch  aus 
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SamoB  (Bordeaux  Möm.  (2)  V.  237)  vom  Jahre  1883  eine  ▼on 
GensorinuB  (De  die  natali,  18,  19)  gelieferte  Nachricht  nicht 
beachtet,  weil  die  betreflfenden  Stellen  verderbt  sind.  Sein  grosses 
Jahr,  d.  i.  die  Zeit,  nach  welcher  alle  Gestirne  wieder  zu  ihren 
Anfangsstellungen  am  Himmel  zurflekkehren,  wird  dort  zu  2484 
Jahren  angegeben,  die  Jahresdauer  zu  365|^  Tag  plus  ^^  Tag*. 
Hr.  Tannery  zeigt,  dass  die  Gorrectur  2434  fttr  2484  beide 
Zahlen  völlig  in  Uebereinstimmung  unter  sich  und  mit  der 
chaldäischen  Periode  bringt.  Letztere  Periode  (bei  Geminus  und 
Ptolemaeus)  umfasst  6585^  Tage,  ihr  Dreifaches  oder  der  Exe- 
ligmos  19756,  endlich  der  45  fache  Exeligmos  889020  Tage 
=  2434  siderische  Sonnenjahre  mit  32539  siderischen  Mondum- 
laufen,  274  Umläufen  des  Perigäums,  131  der  Knoten  (32266 
anomalistische,  32670  drakonitische  Umläufe).  Im  weiteren  Ver- 
laufe werden  die  verschiedenen  grossen  Gyklen  des  Altertums 
besprochen,  besonders  auch  die  Frage,  in  wie  weit  bei  ihnen 
wohl  die  Umläufe  der  Planeten  berttcksichtigt  worden  seien ;  der 
Verf.  meint,  eine  verneinende  Antwort  sei  einzig  möglich. 

.  Lp. 

A.  Wittstein.    Historische  Miscellen.   SchiömiichZ.xxxiiL 

Hl.  A.  96-97. 

Enthält  zwei  Richtigstellungen:  die  erste,  gegen  R.  Wolf  ge- 
richtet, weist  dessen  Behauptung  eines  Gebrauches  von  Wasser- 
uhren durch  die  altgriechischen  Astronomen  als  nicht  durch  die 
Ueberlieferung  begrQndet  zurück,  die  zweite  stellt  ein  unrichtiges 
Citat  des  jüngeren  Sädillot  zurecht,  nach  der  A.  Jaubert  eine  eigene 
Abhandlung  über  den  Eompass  zugeschrieben  hatte.  Tn. 


M.  Steinschneider,      üeber    das    Wort    Almanach. 

Bibl.  Math.  (2)  11.  13-16. 

Anschliessend  an  einen  1884  erschienenen  Aufsatz  vom 
Fürsten  Boncompagni  giebt  Herr  Steinschneider  einige  Notizen 
über  das  Wort  Almanach.  Was  die  Herleitung  des,  Wortes  be- 
trifft, muss  er  diese  Frage  ungelöst  lassen,  da  es  sich  weder  im 
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Arabischen  noch  im  Hebräischen  findet;  dagegen  weist  er  das 
arabische  Synonymen  „Takwim^  (Tabelle)  in  verschiedenen  la- 
teinischen Arbeiten  ans  dem  Mittelalter  nach.  Betreffs  der  Ein- 
fQbrang  des  Wortes  Almanach  in  die  europäischen  Sprachen  hat 
es  Fürst  Boncompagni  bekanntlich  wahrscheinlich  gemacht,  dass 
dasselbe  durch  den  Titel  der  astronomischen  Tabellen  des 
Prophatius  Judaeus  (1300)  in  Gebrauch  gekommen  sei\  Um  einige 
Beiträge  zur  Entscheidung  dieser  Frage  zu  geben,  führt  Herr 
Steinschneider  16  lateinische  Manuscripte  aus  dem  Mittelalter  an, 
wo  das  Wort  vorkommt.  Leider  unterliegen  die  Datirungen  der 
ältesten  dieser  Handschriften  chronologischen  Zweifeln;  sonst 
wäre  das  Vorkommen  des  Wortes  schon  im  Jahre  1231  bewiesen. 

E. 

Terzo    centenario    dalla    promiilgazione    dal  Calendario 

Gregoriano.     Rom.  Acc  Pont.  d.  N.  L.  Mem.  I.  1-68. 

6.  Alimonda.    L'aureola  della  scienza  alla  chiesa  nella 
riforma  del  calendario.    Ibid.  7-43. 

St.  Fbrrabi.      La   riforma   Gregoriana   del    calendario. 

Ibid.  45-58. 

Die  Accademia  Pontificia  dei  Nuovi  Lincei  hat  am  7.  Juni 
1883  ant^r  dem  Vorsitz  des  Gonte  Ab.  Francesco  Castracane  im 
Verein  mit  den  päpstlichen  Akademien  d'Arcadia  und  Tiberina 
die  dritte  Säcularfeier  der  Einführung  des  gregorianischen  Ka- 
lenders in  der  Basilica  dei  SS.  Lorenzo  in  Damaso  begangen. 
Gegenwärtig  werden  genauere  Mitteilungen  über  die  Feier  ge- 
macht, nämlich: 

1)  Die  zum  Andenken  an  diese  Feier  gestifteten  Inschriften 
(S.  3-6). 

2)  Die  Festrede  des  Kardinals  Gaetano  Alimonda. 

3)  Die  Rede  über  die  historischen  Vorgänge  bei  der  Ein- 
f&hrang  des  gregorianischen  Kalenders  von  Stanislao  Ferrari. 

4)  Verschiedene  Festgedichte.  A.  Qregorio  XIII  perturbatam 
tempornm  rationem  restituenti  gratulatur  Urania.  Lateinische 
Ode  Ton  Hilarius  Alibrandi.    B.  Nella  commemorazione  del  UV 
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centenario  del  Calendario  Gregoriano.  Italienische  Ode  Ton 
Giov.  Batt  Comm.  Aw.  De  Dominicis  TostL  C.  Vera  lue  ao 
III"«  centenaire  du  calendrier  gr^gorieo.  Fraozösisehe  Ode  von 
Anieet  Digard.  Lp. 


G.  Govi.  ,  Della  invenzione  del  micrometro  per  gli  stru- 
menti  astronomici.    Bonc.  BqU.  XX.  607-622. 

Weist  durch  Nachbildung  einer  Vollmondkarte  und  der 
darauf  enthaltenen  Inschrift  nach,  dass  der  als  Teleskopen-  und 
Mikroskopen- Verfertiger  berühmte  Eustachio  Oivini  (1610-1695) 
im  Jahre  1649  erstmals  das  Okularmikrometer  erfand  und  zur 
Herstellung  seiner  Vollmondkarte,  sowie  zur  Anfertigung  anderer 
astronomischer  Aufnahmen  dasselbe  verwendete.  Tn. 


A.  Pahdb.     Die  theoretischen  Ansichten  über  die  Eni* 
stehung  der  Meeresströmungen.     Pr.  Crefeld.  R-Gymn. 

Hippalus  soll  bereits  die  Meerströmungen  im  indischen 
Ocean  und  deren  Zusammenhang  mit  den  Monsunen  richtig  er- 
kannt haben.  Erst  im  Entdeckungszeitalter  aber  erhielt  man 
eine  ausgebreitetere  empirische  Kenntnis  von  den  progressiven 
Bewegungen  des  Meerwassers,  Eircher  entwarf  die  freilich  noch 
unvollkommene  erste  Stromungskarte,  Franklin  und  Blagden  for- 
derten die  Erkenntnis  durch  Temperaturmessungen  im  Strome 
und  ausserhalb  des  Stromes.  Der  Verfasser  bespricht  sodann, 
hauptsächlich  nach  Z&ppritz,  die  neueren  Ansichten  ttber  Circu- 
lation  des  Meerwassers  im  allgemeinen  und  erörtert  dann  die 
einzelnen  Hypothesen,  welche  hinsichtlich  der  Entstehung  der 
Strömungen  zu  verschiedenen  Zeiten  eine  gewisse  Bolle  gespielt 
haben.  Schilling  vertrat  seine  eigentümliche  Gravitationshypothese, 
Kepler,  Varenius,  Kant,  Reclus  betrachteten  die  Erdrotation  als 
den  hauptsächlichsten  Factor,  wobei  freilich  viel  zu  wenig  daran 
gedacht  wurde,  dass  die  Bewegung  der  Erde  zwar  bereits  im 
Gange  befindliche  Bewegungen  zu  beeinflussen,  nicht  jedoch  eine 


Capitel  1.    Oeflcbichte.  43. 

Bewegung  hervorzurufen  rermag.  Auch  Witte  hat  neuerdings 
bei  seinen  Untersuchungen  Über  den  Golfstrom  der  Achsendrehung 
eine  nach  der  Ansicht  Vieler  zu  einflussreiche  Thätigkeit  zuge- 
schrieben. Maury  nahm  an,  dass  Unterschiede  in  der  Verteilung 
des  specifischen  Gewichtes  resp.  der  Salinitätsstufe  die  eigent- 
liche Ursache  seien,  allein  wenn  schon  hierdurch  der  Anstos  zur 
Bildung  schwächerer  localer  Ausgleichströme  gegeben  werden 
kann,  so  doch  gewiss  nicht  zu  der  der  Strömungen  im  gewöhn- 
lichen Sinne;  Reclus  hat  freilich  einen  rechnungsmässigen  Beleg 
fQr  die  Richtigkeit  dieser  Anschauung  beizubringen  versucht, 
allein  es  fand  sich,  dass  er  den  Betrag  der  jährlichen  Ver- 
dunstung in  den  Tropen  viel  zu  hoch  angeschlagen  hatte.  Die 
Wärmedifferenzen  verschiedener  Stellen  der  Oceane  wollten  als 
Hauptfactor  anerkannt  wissen  Lionardo  da  Vinci,  Buff,  Mtthrj, 
Carpenter,  welch'  letzterer  sein  bekanntes  Wannenexperiment  als 
Analogie  des  Vorganges  in  der  Natur  erdachte.  Dass  die  Winde 
das  Wasser  mit  sich  fortreissen  und  eine  „Driftströmung"  her- 
vorrufen könnten,  daran  war  schon  früher  (Kant,  Rennell,  Mtthiy, 
Groll)  gedacht  worden,  allein  erst  Zöppritz  lieferte  den  über- 
zeugenden Beweis  dafür,  dass  die  Luftadhäsion  und  die  innere 
FlQssigkeitsreibung,  wenn  die  Winde  constant  im  nämlichen 
Sinne  wehen,  bis  in  die  grössten  Meerestiefen  hinab  das  Wasser 
in  translatorische  Bewegung  zu  versetzen  im  Stande  sind.  End- 
lich wird  noch  der  Aspirationsströme  von  Ekman  und  der  Ein- 
wirkungen gedacht,  welche  die  Konfiguration  der  Küsten,  sowie 
das  ungleichförmige  Relief  des  Meeresbodens  auf  die  Gestaltung 
der  Strömungen  ausüben.  Den  Einflus  der  Erdumdrehung  darf 
man,  wie  der  Berichterstatter  meint,  nach  den  Arbeiten  von  P. 
Hoffmann  nicht  mehr  mit  dem  Verfasser  als  fast  unwesentlich 
betrachten.  —  Die  Zusammenstellung  und  Kritik  der  einzelnen 
Anschauungsweisen  erfüllt  den  vom  Verf.  angestrebten  Zweck; 
ein  ganz  vollständiges  Bild  jedoch  gewährt  sie  nicht,  indem 
z.  B.  die  von  Vossius,  Baader,  Blazek  ausgegangenen,  des  ge- 
schichtlichen Interesses  keineswegs  entbehrenden  Erklärungs- 
Tersuche  eine  Stelle  nicht  gefunden  haben.  Gr. 
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D.  Mannheimer.      Die  Kosmogonie    bei    den  jüdischen 
Philosophen    des   Mittelalters    von   6aadjah    bis    Mai- 

tnonides.      Dies.  Halle.  35  S.  B^ 
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Philosophie  und  Pädagogik. 

A.  Philosophie. 
DooRMANN.      Ueber    Gesetz    und    Gesetzmässigkeit. 

Prog.  GyiDD.  Brieg. 
Doormann  erörtert  eingehend  den  Begriff  der  Gesetzmässig- 
keit und  des  Gesetzes  historisch  und  kritisch  auf  allen  Gebieten 
der  Wissenschaft,  wo  er,  vom  Rechte  aus  ttbertragen,  Anwendung 
gefunden  hat.  Er  deckt  die  gefährlichen  anthropomorphistischen 
Nebengedanken  auf,  die  leicht  mit  dem  Ausdruck  auf  dem  Ge- 
biete der  Naturwissenschaft  yerbunden  werden,  bespricht  die 
engere  und  weitere  Fassung  des  Begriffes  namentlich  im  An- 
schluss  an  RQmelin  und  Mill,  verzichtet  aber  seinerseits  darauf, 
den  Begriff  in  eine  Definition  einzuzwängen.  Der  Begriffsbe- 
stimmung wohnt  eine  eigene  Schwierigkeit  inne,  die  in  der  Ver- 
schwommenheit der  Grenzen  der  Anwendbarkeit  und  in  der  un- 
klaren Vielseitigkeit  liegt,  die  keine  scharfen  Gruppierungen  ge- 
stattet. Was  die  mathematischen  Sätze  betrifft,  so  entscheidet 
sich  Doormann  nicht  recht  zwischen  den  Ansichten  Mills,  der  sie 
als  Gesetze  betrachtet  wissen  will,  und  RQmelins,  der  für  die 
Mathematik  den  Terminus  entschieden  ablehnt.  Der  Sprach- 
gebrauch fordert  die  von  Mill  geforderte  Verallgemeinerung 
nicht,  sondern  beguQgt  sich  mit  den  Ausdrtlcken :  Theoreme  und 
Lehrsätze.  Wo  von  mathematischen  Gesetzen  gesprochen  wird, 
scheint  mehr  eine  Regel  oder  eine  imperativische  Aufforderung 
als  ein  Gesetz  zum  Ausdruck  zu  kommen.  Mi. 
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DiBCKBRT.      lieber    das    Verhältnis    des    Berkeley'schen 
Idealismus  zur    Kantischen  Vernunftkritik.      Pr.  Oymn. 

CODltS. 

Dieckert  giebt  in  seiner  Abhandlung  eine  Darlegung  des 
Berkeley'schen  Idealismus  und  der  Eantischen  Vernunftkritik,  an 
die  sich  eine  Vergleichung  und  Kritik  beider  Systeme  anscbliesst 
Bei  der  Darstellung  der  Kantischen  Vernunftkritik  fällt  auf,  dass 
nicht  der  Gedankengang  der  ersten  Auflage  der  Kritik  der 
reinen  Vernunft,  sondern  die  Fragestellung  der  Prolegomena  zu 
Grunde  gelegt  ist^  und  bei  der  Vergleichung  beider  Systeme  ver- 
misst  Referent  die  Hervorhebung  des  Hauptunterschiedes  der- 
selben, dass  Kant  eine  logische,  Berkeley  eine  psychologische 
Untersuchung  führt,  beide  also  von  einem  ganz  verschiedenen 
Ich- Begriff  ausgehen,  jener  von  der  transcendentalen  Einheit  des. 
Bewosstseins,  dieser  vom  persönlichen  Ich.  Die  Ansichten  Dieckerts 
über  die  vollkommene  Uebereinstimmung  Kant's  und  Berkeley's 
in  den  materiellen  Principien  und  die  zur  Kritik  der  Systeme 
im  AnschluB  an  Ueberweg  und  Lange  gegebenen,  sich  gegen  den 
Idealismus  wendenden  Ideen  dürften  jedenfalls  nur  bei  einem  Teil 
der  Leser  Beistimmung  finden.  Mi. 


F.  Claussen.  Kritische  Darstellung  der  Lehren  Berkeley'« 

Über  Mathematik  und  Naturwissenschaften.    Dias.  Halle. 
36  8.  8^ 


BöHRiNGER.      Kant's  erkenntnistheoretischer  Idealismus. 

Freiburg. 

Böhringer  entwickelt  in  sorgfältiger  Analyse  Kant's  Er- 
kenntnistheorie ohne  Rücksicht  auf  die  etwa  in  praktischer  Be- 
ziehung sich  daraus  ergebenden  Consequenzen.  Der  leitende, 
unbedingt  richtige,  tlbrigens  schon  von  Riehl  scharf  betonte  Ge- 
sichtspunkt der  Darlegung  ist  die  Fernhaltung  des  psychologischen 
Vorurteils.  Kant's  Erkenntnistheorie  giebt  keine  Genesis  der 
Vorstellungen  im  einzelnen  Subjekte,  sondern  seine  auf  der 
Analyse  des  Denkobjektes  beruhende  Lehre  muss  als  ein  grund- 
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legender  Teil  aller  Philosophie  betrachtet  werden.  Von  diesem 
Gesichtspunkt  aas  widerlegt  Böhringer,  dessen  Schrift  allerdings 
nur  wenig  Neues  bringen  kann,  die  Hissverständnisse  in  der 
Beurteilung  des  Kanti«chen  Apriori,  in  der  Lehre  von  den 
synthetischen  Urteilen^  in  der  Deduktion  der  Kategorien,  in  der 
Auffassung  des  empirischen  Realismus  Kant's  und  in  der  Lehre 
vom  Ding  an  sich.  Die  sich  in  den  Zusammenbang  der  Eantiseboi 
Erkenntnistheorie  vortrefflich  hineinfindende  Darlegung  Höh- 
ringer's,  die  in  der  Polemik  überall  massvoll  bleibt,  ist  eine 
empfehlenswerte  Orientierung  über  den  Eriticismus,  die  jedem 
gefallen  wird,  der  in  der  Philosophie  etwas  ausser  der  englischen 
Psychologie  anerkennt  Mi. 


-O.  Riedel.     Die   Bedeutung  des   Dings  an  sich  in   der 
Kan tischen  Ethik.     Pr.  Oymn.  Stolp. 

Riedel  verfolgt  den  Begriff  des  Dinges  an  sich  durch  die 
gesamte  theoretische  und  praktische  Philosophie  Kanl's  in  der 
kritischen  Epoche.  Das  Ding  an  sich  tritt  bereits  in  der  trans- 
cendentalen  Aesthetik  auf  und  wird  hier  durch  den  Begriff  des 
Gegebenseins  bestimmt;  es  ist  steter  Begleiter  auf  dem  ver- 
schlungenen Pfade  der  transcendentalen  Untersuchung  und  wird 
bei  der  Unterscheidung  aller  Gegenstände  in  Phaenomena  und 
Noumena  zum  Grenzbegriff.  In  der  Vorbereitung  und  Ausführung 
der  praktischen  Philosophie  tritt  es  in  den  Vordergrund  der  Er- 
örterung und  verlangt  schliesslich  einen  Platz  in  dem  kritischen 
Systeme  unter  dem  Begriffe  eines  Reichs  der  Zwecke.         Mi. 


H.  Frerichs.      Das    Vorstellen    und    das    Wirkliche. 

Pr.  Realgymn.  Eiseoach. 

Das  Vorsteflen  ist  uns  unmittelbar  gewiss,  aber  das  Wesen 
des  Vorstellens  entzieht  sich  allen  Erklärungsversuchen,  und 
seine  Beziehung  auf  ein  Wirkliches  ist  ungewiss.  Wir  treten 
nie  aus  dem  Kreise  unserer  Vorstellungen  heraus,  und  die  Ur- 
sache der  Vorstellungen  kann  auch  in  etwas  anderem,  als  einer 
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Wirklichkeit,  möglicberweise  in  dem  Vorstellen  selbst  enthalten 
sein.  Das  Sein  eines  Wirklichen  lässt  sich  also  nicht  beweisen, 
und  es  ist  denkbar,  dass  nichts  als  unser  Vorstellen  ist.  Aber 
die  Leagnung  der  Wirklichkeit  und  die  Conception  des  reinen 
Idealismus,  nach  dem  die  Welt  nichts  als  meine  Vorstellung  ist, 
lässt  sich  ebensowenig  beweisen,  wenn  auch  nicht  widerlegen, 
und  die  Welt  erscheint  in  dieser  Annahme  keineswegs  einfacher 
erklärt,  als  in  der  naiven  Weltauffassung.  Vielmehr  führt  die 
Unwillkörliehkeit  der  Wahrnehmungen  und  die  relative  lieber- 
einstiromung  der  Urteile  der  Menschen  viel  natürlicher  zur  hypo- 
thetischen Annahine  einer  Wirklichkeit,  und  zwar  eines  Dualis- 
mas, nach  dem  mein  Ich  wirklich  ist  und  ausser  meinem  Ich  ein 
Wirkliebes  ist,  zwischen  denen  eine  Verknüpfung  besteht.  Be- 
greiflichkeit ist  freilich  nicht  Notwendigkeit.  Will  ich  nicht  be- 
greifen, 80  kann  ich  bei  der  idealistischen  Weltanschauung  ver- 
bleiben. Aber  die  Hypothese  einer  .wirklichen  Welt  stammt  aus 
einem  inneren  Bedürfnis  des  Menschen  und  in  der  Praxis  kommt 
man  stets  zur  ursprünglichen  Auffassung  zurück.  So  die  gewiss 
correcten,  aber  keineswegs  neuen  Ausführungen  von  Frerichs. 

Mi. 


S.  ToLVKR  Prbston.      On   some  apparent  contradictions 
at  the  foundations  of  knowledge.   Natarexxxvil.  221-222. 

F.  H.  CoLLiNS.      On  some  unapparent  contradictions  at 
the  foundations  of  knowledge.     Nature  xxxvil.  294. 

Erörterungen  über  Raum  und  Zeit,  ob  Ding  oder  Nichtding 
(entity  or  non-entity)  mit  Bezug  auf  Herbert  Spencer's  „First 
prineiples''.  Nach  Hrn.  T.  P.  ist  Kaum  ein  Nichtding,  das  bloss 
im  Contrast  zur  raumerfüllenden  Materie  empfunden  wird.  Hr. 
C.  bestreitet  dies.  Lp. 

F.Max  Mollbr.    Language-reasou.    NatQreXXXVii. 324-325, 

412-414. 

St.  G.  MiVART.      Reason  and   language.     Nature  xxxvil. 

364-365,  462-463. 
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In  Folge  der  Angriffe,  welche  Hr.  St.  6.  Mivart  gegen  den 
ersten  Aufsatz  auf  S.  323  desselben  Bandes  gerichtet  hatte,  recht- 
fertigt Hr.  Max  Müller  seine  dort  ausgesprochenen  Ansichten, 
indem  er  auf  die  nftheren  Ausführungen  derselben  in  seinem 
Buche  „Science  of  Thoughf*  verweist.  Der  Zusammenhang  die- 
ser sprachphilosophischen  Studien  mit  dem  Jahrbuche  erhellt  aus 
den  fundamentalen  Betrachtungen,  dass  ratio  =  reason,  reasoning  = 
reckoning,  dass  ferner  unser  ganzes  Denken  nach  einem  Citate 
aus  Hobbes  in  Addition  und  Subtraction  bestehe,  indem  die 
affirmativen  Sätze  ein  Addiren,  die  negativen  ein  Subtrabiren 
einer  Vorstellung  von  einem  Begriffe  anzeigen.  Lp. 


J.  E.  Olivkr.     Elementary  uotes.     Ano.  of  Math.  IV.  186-193. 

Der  Gebrauch  der  mathematischen  Zeichen  wird  besprochen, 
und  der  Verf.  macht  Vorschläge  zu  ausgedehnterer  Benutzung 
einer  allgemeinen  und  logisch-mathematischen  Bezeichnung.  So 
soll  das  Gleichheitszeichen  =  mit  einem  Punkte  darüber  =  den 
Sinn  haben  „nähert  sich  dem  Werte  nach  als  Grenze^  wobei 
die  Variable  dem  Gleichheitszeichen  als  Index  angehängt  wird. 
Das  Gleichheitszeichen  mit  einer  Ziffer  als  Index  soll  einen  Ver- 
weis auf  die  Begründung  durch  eine  vorangehende  Gleichung 
bedeuten,  ein  Komma  vor  einem  Gleichheitszeichen  soll  eine 
neue  Gleichungsfolge  einleiten,  z.B.  P  =  ^Q  =^  xR^  =  „S  ist 
zu  lesen:  P  =  Q  auf  Grund  von  Gleichung  (1)  und  P  =  S  wegen 
Gl.  (2)  und  (3),  Q—R  nähert  sich  der  Grenze  Null  (oder  Q/R 
der  Einheit),  wenn  x  seiner  Grenze  zustrebt;  mithin  R  t^  S. 
Ohne  Komma  würde  P  a^  S  sein  und  A  =  S.  Andere  Vorschläge 
übergehen  wir.  Die  so  zu  schaffende  universale  mathematische 
Zeichensprache,  gewissermassen  eine  Pasilingua  mathematica, 
ist  ja  bei  den  englisch  schreibenden  Mathematikern  beliebt;  ob- 
schon  sie  aussichtsvoUer  ist  als  die  gleichartigen  Bewegungen 
auf  dem  allgemein  sprachlichen  Gebiete,  kann  Ref.  sich  doch 
mit  dieser  Einführung  der  Begriffsschrift  in  die  Mathematik  nicht 
befreunden.  Lp. 
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PiGTKIBWICZ.      Algebra   in   der   Logik.      Pr.    Gymn.   Lemberg. 
(PolDisch.) 

Inhalt:  Earze  historische  Einleitung  in  die  formale  Logik, 
Grundsätze  und  Operationen  des  Logikcalculs,  Anwendung  auf 
die  Formen  des  Syllogismus,  logische  Gleichungen,  Beispiele. 

Du. 

E.  Garat.      Los    Matematicas    fuero    de    la    Lögica. 

Madrid.  (1887.)  106  S.  4». 


H.  RiCKERT.     Zur  Lehre  von  der  Definition.   Diee.  Strasa- 

burg.  66  S.  8°.  

Michaelis.     Stuart  Miirs  ZahlbegrifF.      Pr.  ChariotteDschaie 

Berlin. 

St  Mill,  der  empiristische  Psychologe  xar'  i^oxtjv,  dehnt 
seine  skeptische  Auffassung  der  logischen  Grundbegriffe  auch 
auf  die  Grundwahrheiten  der  Arithmetik  aus.  Auch  diese 
Wissenschaft  soll  ausschliesslich  aus  der  Erfahrung  hervorgehen, 
der  Weg  der  Induction  der  einzig  zulässige  sein.  Im  besondern 
wird  also  auch  das  Dasein  reiner  Zahlenbegriffe  geleugnet.  „Zehn 
muss  zehn  Erfahrungsobjecte,  zehn  Körper,  zehn  Töne  oder  zehn 
Pulsschläge  oder  Aehnliches  bedeuten.^  Ueberhaupt  soll  ein  den 
Definitionen  entsprechender  Gegenstand  nicht  existiren.  Diese 
Ansicht  yom  Wesen  der  Arithmetik,  die  übrigens  gegenwärtig 
wohl  nur  wenig  Anhänger  zählen  dürfte,  widerlegt  der  Verf.  im 
Einzelneu  durch  philosophische  Speculationen,  indem  er  nachweist, 
wie  der  ursprünglich  gesunde  Subjectivismus  bei  Mill  durch 
Uebertreibung  zu  Widersprüchen  führt.  My. 


R.  Dbdrkind.     Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen? 

BraQDSchweig.  Vieweg  &  Sohn. 

In  der  neueren  Zeit  tritt  das  Bestreben  mehrfach  hervor, 
der  Arithmetik  eine  festere  Grundlage  zu  geben.  Auch  die  vor- 
liegende Schrift  verfolgt   diesen   Zweck    in    einer    eigenartigen 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  1.  4 


50  I-  Abschnitt    Geschichte  ood  Philosophie. 

Weise,  sie  geht  von  yornherein  von  dem  Prineip  aas,  dass  die 
Lehre  von  den  ganzen  Zahlen  und  ihren  Verknüpfungen  einen 
Teil  der  reinen  Logik  zu  bilden  habe,  fahrt  aber  dasselbe  weit 
eingehender  und  präciser  durch,  als  dies  bisher  je  geschehen 
sein  darfte.  Der  Standpunkt  des  Verfassers  wird  am  besten 
mit  seinen  eigenen  Worten  gekennzeichnet:  „Die  Zahlen  sind 
freie  Schöpfungen  des  menschlichen  Geistes,  sie  dienen  als  ein 
Mittel,  um  die  Verschiedenheit  der  Dinge  leichter  und  schärfer 
aufzufassen.  Durch  den  rein  logischen  Aufbau  der  Zahlenwissen- 
schaft und  durch  das  in  ihr  gewonnene  stetige  Zahlenreicb  sind 
wir  erst  in  den  Stand  gesetzt,  unsere  Vorstellungen  von  Raum 
und  Zeit  genau  zu  untersuchen,  indem  wir  dieselben  auf  dieses 
in  unserem  Geiste  geschaffene  Zahlenreich  beziehen^. 

Der  Verfasser  sieht  bei  seinen  Darlegungen  von  specifisch 
mathematischen  Kenntnissen  völlig  ab,  er  wendet  sich  demge- 
mäss  an  jeden  Gebildeten.  Trotzdem  lässt  sich  wohl  nicht 
leugnen,  dass  er  der  Abstractionskraft  des  Lesers  im  Ganzen 
mehr  zumutet,  als  irgend  eine  rein  mathematische  Schrift.  Zum 
Teil  liegt  die  Schwierigkeit  des  Verständnisses  in  der  Form  der 
Darstellung,  die  nach  dem  classischen  Muster  der  Alten  den 
ganzen  Stoff  in  einer  grossen  Anzahl  ganz  allmählich  fortschrei- 
tender Sätze  bewältigen  will.  So  gross  daher  die  Deutlichkeit  im 
Einzelnen  ist,  so  ist  doch  andererseits,  da  hier  jede  geometrische 
Anschauung  fehlt,  eine  grosse  Ausdauer  nöthig,  um  die  Fort- 
schritte der  leitenden  Gedanken  im  Ganzen  übersehen  zu  können. 
Zum  Teil  aber  ist  es  auch  die  grosse  Allgemeinheit  der  Grund- 
auffassung des  Autors.  Dieselben  Grundlagen  reichen,  wie  dem 
Eeferenten  scheint,  auch  hin,  um  auch  weit  höhere  Mannigfaltig- 
keiten, als  die  der  Zahlen,  geeignet  zu  ordnen.  Naturgemäss 
wQrden  sich  dadurch,  bei  ausdrücklicher  Beschränkung  auf  die 
gewöhnlichen  Zahlen,  manche  Vereinfachungen  ergeben. 

Es  kann  demnach  auch  der  Zweck  dieser  Zeilen  nur  sein, 
einige  Grundzüge  der  Schrift  deutlich  hervorzuheben.  Unter 
einem  „Ding"  soll  irgend  ein  Gegenstand  unseres  Denkens  ver- 
standen sein.  Fasst  man  eine  Reihe  von  Dingen  unter  irgend 
einem  gemeinsamen  Gesiciitspuukt  zusammen,  so  erscheinen  sie 
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als  die  „Elemente"  eines  „Ganzen^.  Nach  Aussonderung  irgend 
welcher  dieser  Elemente  verbleibt  noch  ein  „TeiP  des  Ganzen. 
Zwei  derartige  Inbegriffe  an  Dingen  werden  auf  einander  „be- 
zogen", indem  ihre  beiderseitigen  Elemente  ein-  eindeutig  ein- 
ander zugeordnet  werden;  ist  das  ausnahmslos  möglich,  so  be- 
sitzen beide  Inbegriffe  (Mengen)  „gleiche  Mächtigkeit''. 

Ehe  nun  an  die  Aufgabe  herangetreten  wird,  die  Elemente 
eines  Ganzen  zu  ordnen  und  die  verschiedenen  unter  ihnen 
möglichen  VerknQpfungsgesetze  aufzusuchen,  wird  die  Unter- 
scheidung zwischen  „unendlichen'^  und  „endlichen '^  Mengen  ge- 
lehrt. „Ein  Inbegriff  von  Dingen  ist  unendlich,  wenn  er  mit 
einem  Teile  seiner  selbst  gleiche  Mächtigkeit  besitzt,  im  andern 
Falle  dagegen  endlich^.  Hier  erscheint  also  der  Begriff  des  Un- 
endlichen als  das  Ursprflngliche,  Unmittelbare,  der  des  Endlichen 
als  das  Abgeleitete,  die  Beschränkung,  der  Gegensatz  zum  Un- 
endlichen. Es  erweist  sich  als  nicht  schwer,  diese  Auffassung 
einer  endlichen  Menge  mit  den  üblichen,  empirischen  in  Einklang 
zu  bringen.  Freilich  ist  jetzt  Nichts  mehr  anschauliche  Selbst- 
verständlichkeit, sondern  jede  scheinbar  triviale  Aussage  bedarf 
eines  stricten  Beweises.  • 

Andererseits  wird  nunmehr  die  Definition  des  Unendlichen 
auf  die  Menge  der  natürlichen  ganzen  Zahlen  angewandt.  Dazu 
hat  man  nur  die  ganze  Zahlenreihe  um  eine  Einheit  vorwärts  zu 
schieben,  so  dass  der  Eins  die  Zwei,  der  Zwei  die  Drei  etc.  zu- 
geordnet wird.  Beide  Reihen  besitzen  offenbar  gleiche  Mächtig- 
keit, trotzdem  sie  sich  um  das  Element  Eins  unterscheiden.  Das 
System  der  ganzen  Zahlen  ist  also  ein  unendliches,  da  es  mit 
einem  Teile  seiner  selbst  gleiche  Mächtigkeit  besitzt. 

Umgekehrt  lässt  sich  nur  in  diesem  Sinne  das  Reich  der 
ganzen  Zahlen  von  untenauf  begründen:  man  hat  von  einem  un- 
endlichen Inbegriff  von  Dingen  auszugehen  mit  der  besonderen 
Eigenschaft,  dass  Element  für  Element  einem  solchen  Teile 
seiner  selbst  zugeordnet  werden  kann,  der  sich  von  dem  ursprüng- 
lichen Ganzen  nur  durch  Fehlen  eines  einzigen  Elements  unter- 
scheidet. Dieses  ausgezeichnete  Element,  die  „Einheit^,  geht 
durch  die  vorausgesetzte  Zuordnung    über   in    ein   anderes,    die 
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„Zwei",  dieses  in  die  „Drei"  u.  s.  f.  Um  von  dem  dabei  zu 
Grunde  liegenden  Begriff  einer  „kettenförmigen  Anordnung^  za 
den  weiteren  Verknüpfungen  zwischen  den  Elementen  übergehen 
zu  können,  wird  jener  Kettenbegriff  zuvor  einer  Verallgemeine- 
rung unterworfen,  die  immer  da  eintritt,  wo  ein  ursprOngliches 
System  auf  einen  Teil  von  sich  u.  s.  w.  „bezogen^  wird. 

Fdr  unsere  Vorstellung  allerdings  sinken  die  gemeinhin 
Zahlen  genannten  Dinge  vermöge  der  erwähnten  Abstractionen 
zu  blossen  Schatten  herab,  dafQr  sind  sie  aber  auch  aller  sub- 
jectiven  Willkür  entzogen,  und,  strengen  rein  logischen  Segeln 
unterworfen,  bieten  sie  für  den  Arithmetiker  völligen  Ersatz  für 
jene  populären  Zahlen.  Inwiefern  freilich  rückwärts  die  Ueber- 
tragung  der  durch  blosse  Denknotwendigkeit  erzielten  Resultate 
auf  die  empirische  Welt  möglich  wird  —  auf  diese,  in  die 
Psychologie  hinübergreifende  Frage  lässt  sich  der  Verfasser  mit 
Absicht  nicht  ein.  My. 

Manlky  Hopkins.      The    cardinal    iiumbers,     with    an 
introdiictory   chapter   on  numbers  generally.       LoodoD. 

Sampson  Low.  1887. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  27-28;  hiernach  offenbar  das 
Werk  eines  Dilettanten.  Lp. 

R.  RüHLMANN.     Philosophische  Arbeit  ^üeber  die  Zahl^. 

Diss.  Kiel.  38  S.  8^. 


L.  DE  LA  RiVE.     Sur   la  composition  des  sentiments  et 
la  formation  de  la  notion  de  Tespace.    Gen^ve.  99  S.  4^. 


R.   BocKSCH.     Zur  Rauintheorie  Hermann  Lotze's. 

Dias.  Greifswald.  62  S.  &<>. 


P.  DU  Bois-Reymond.     üeber  die  Unbegreiflichkeit  der 

Ferntraft.     Naturwiss.  Randschaa.  III.  Nr.  14. 
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P.  da  BoisReymond  will  nachweisen,  dass  in  der  Fernkraft 
etwas  mechanisch  Unbegreifliches  liegt,  dass  sie  ein  untrügliches 
Zeugnis  ablege  von  einer  Wirklichkeit,  die  unserer  Erkenntnis 
entzogen  ist.  Zug  und  Druck  sind  zu  Constructionsversuchen  der 
Fernkraft  nicht  benutzt  worden  und  scheinen  auch  dazu  ganz 
ungeeignet.  Die  yerschiedenen  Versuche,  die  Fernkraft  durch 
den  Stoss  der  Aetherteilchen  zu  construiren,  sind  misslungen. 
Alle  Versuche,  unelastischen  oder  nicht  vollkommen  elastischen 
Stoss  zu  benutzen,  würden  zur  Hypothese  eines  beständigen  Ver- 
lustes an  lebendiger  Kraft  führen.  Suchen  wir  uns  mit  dem 
Yollkommen  elastischen  Stoss  zu  behelfen,  so  kommt  bei  ma- 
thematischer  Fassung  des  Problems  gar  keine  Kraft  heraus, 
und  falls  dennoch  eine  Construction  gelingen  sollte,  müsste  doch 
noch  der  elastische  Stoss  selbst  erklärt  werden,  was  wieder  nur 
durch  Fernkräfte  gelingen  könnte.  Im  günstigsten  Falle  würde 
also  die  Construction  der  Fernkraft  nur  durch  Zurückfuhrung 
auf  andere  Fernkräfte  gelingen,  womit  nur  eine  Verschiebung 
des  Problems  erreicht  wäre.  Eine  ausführlichere  Darlegung  des 
Problems  verspricht  der  inzwischen  verstorbene  Verfasser  in  einem 
Buch  über  die  Grundlagen  der  Erkenntnis  in  den  exacten  Wissen- 
schaften zu  geben.  Mi. 


Ostwald.      Die  Energie   und    ihre  Wandlungen.  Leipzig. 

EngelmaDD. 

Ostwald  bespricht  das  Problem  von  der  Natur  und  den  Ge- 
setzen der  chemischen  Verwandtschaft.  Er  constatirt,  dass  sich 
schon  jetzt  eine  grosse  Anzahl  von  guten  Bestätigungen  der  auf 
Grundlage  der  Berthollet'schen  Gedanken  von  Guldberg  und 
Waage  zu  präcis  mathematischer  Form  entwickelten  Theorie  ver- 
zeichnen lässt.  Diesen  Erfolg  verdanken  wir  dem  Verzicht  auf 
die  Fiction  chemischer  Kräfte.  Mit  der  Einsicht,  dass  die 
chemischen  Vorgänge  durch  Umwandelungen  der  persistirenden 
Energie  bedingt  sind,  kam  die  rechte  Erkenntnis  der  chemischen 
Verwandtschaft.  Mi. 
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Wronsky.     Das  lutensitätsgesetz  und  die  Gleichartigkeit 
der  analytischen  Formen  in  der  Lehre  von  der  Energie. 

Frankfurt  a.  0.  Harnecker. 

WroDsky  giebt  eine  leicht  verständliche  und  sehr  einfache 
Darlegung  des  Heimischen  Intensitätsgesetzes  in  fünf  Abschnitteu, 
die  Ausdehnungsarbeit,  die  kinetische  Energie,  die  potenzielle 
Energie,  die  Wärme,  Allgemeines.  Für  eine  beliebige  Energie- 
form gelten,  falls  die  Intensität  mit  J,  die  Quantität  mit  M  und 
die  Capacitätsconstante  mit  c  bezeichnet  wird,  die  Gleichungen 

1)    M  =  cJ',       2)    E  =  i«J;       3)    E  =  ^cJ';      4)    E  =  ^; 

b)  dE=^^dM{J  +  n)\  6)  dE— dE,  ^  A  =  \dU{J ^  J^ 
5')  dE  =  JdM\  &)  dE-dE^  ^  A  =  dM  (J—J,).  Die  Gfll- 
tigkeit  dieser  Gleichungen  reicht  nicht  weiter  als  die  Voraus- 
setzungen, dass  entweder  J  konstant  ist,  oder  dass  zwischen  J 
und  M  eine  durch  die  lineare  Gleichung  M  =^  cJ  ausdrOckbare 
Beziehung  besteht.  Diese  Fälle,  ftlr  welche  die  Helm'sche 
Gleichung  dE  =  JdM  auch  auf  endliche  Grössenänderungen  aus- 
gedehnt werden  darf,  sind  für  die  elementare  Einführung  die 
geeignetsten  und  auch  für  die  Wärmeenergie  anwendbar.  Wronsky's 
Zweck,  das  Studium  der  Heimischen  Schrift:  „Die  Lehre  von 
der  Energie  etc.  Leipzig  1887"  zu  erleichtern  und  zu  fördern, 
ist  vollständig  erreicht.  Mi, 


Frertchs.       Zur    modernen    Naturbetrachtung.      Norden 

H.  Fischer  Nachf. 

Frerichs  bekämpft  in  seiner  Schrift  einen  einseitigen  Mate- 
rialismus als  letzte  befriedigende  Weltanschauung.  Er  stellt  sich 
ganz  auf  den  Boden  der  modernen  Naturwissenschaft,  aber  er 
ergänzt  die  naturwissenschaftlichen  durch  pantheistische  Ideen. 
Die  Schrift  umfasst  vier  Abhandlungen.  In  der  ersten,  „Zur 
monistischen  Naturerklärung",  verneint  Frerichs  die  Frage,  ob 
eine  einheitliche  Weltanschauung  im  Sinne  der  naturwissenschaft- 
lichen Principien  möglich  sei.  Die  Naturwissenschaft  hat  aus 
dem    Princip   der   Materie   mit  Hilfe  der  Atomistik,   der  Kant- 
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Lapiace'schen  Hypothese,  der  Descendenzlehre,  der  Physiologie 
u.  8.  w.  eine  monistische  Weltanschauung  zu  gewinnen  versucht, 
aber  diese  Anschauung  leidet  an  den  Thatsachen  des  geistigen 
Lebens  Schiffbruch.  Wie  aus  dem  Nervenreiz  Empfindung  wird, 
weiss  sie  nicht  zu  erklären,  und  zur  Materie  muss  das  ßewust- 
sein  hinzugefügt  werden.  Auch  muss  zu  der  materiellen  Welt 
ein  schaffendes  und  erhaltendes  Princip  hinzugedacht  werden. 
Aber  die  ganze  Welt  der  Wahrnehmung  ist  nur  ein  subjectives 
Abbild  einer  vollkommneren  Wirklichkeit  und  es  mag,  wo  wir 
bei  den  Schranken  unserer  Erkenntnis  mit  einem  Doppelten  ab- 
schliessend in  Wirklichkeit  eine  Einheit  bestehen,  die  wenigstens 
unser  Gefühl  fordert.  In  der  zweiten  Abhandlung,  „Mechanis- 
mus und  Zweckmässigkeit  in  der  Natur^,  bekennt  sich  Frerichs 
zur  Zahl  derjenigen,  die  eine  teleologische  Naturanschauung 
nicht  für  völlig  verwerflich  halten.  Mit  dem  Darwinismus  ist 
bisher  die  höchste  Stufe  der  mechanischen  Naturerklärung  er- 
reicht, aber  die  mechanische  Naturerklärung  hat  sich,  indem  sie 
die  Teleologie  völlig  verdrängen  wollte,  eine  unzulässige  Verall- 
gemeinerung zu  Schulden  kommen  lassen.  Sie  hat  in  Wahrheit 
nur  das  Wie  und  nicht  das  Weshalb,  nur  das  Einzelne  und  nicht 
das  Oanze  erklärt.  Die  Spanne  Zeit,  die  wir  zurückblickend 
verfolgen  können,  ist  hierzu  nicht  ausreichend,  und  die  wenigen 
Körper,  die  wir  beobachten  können,  sind  nichts  gegen  das  Ganze 
der  Materie.  Ein  inneres  Bedürfnis  treibt  aber  den  Menschen 
dazu,  die  Natur  als  Ganzes  aufzufassen,  das  Ganze  als  einen 
Plan  anzusehen,  nach  dem  sich  das  Geschehen  entwickelt.  Wir 
kommen  freilich  mit  teleologischer  Naturerklärung  nicht  weiter 
als  Kant.  Wir  nehmen  subjectiv  eine  Zweckmässigkeit  an,  aber 
wir  können  sie  nicht  unmittelbar  aus  der  Natur  schöpfen  oder 
das  objective  Correlat  für  unsern  Begriff  nachweisen.  Aber  wie 
der  Mensch,  der  sich  an  einen  Stein  stösst,  an  eine  Wirklichkeit 
glaubt,  so  mag  er  auch,  wenn  er  im  Geiste  immer  wieder  auf 
den  Begriff  des  Zweckes  stösst,  glauben,  dass  auch  diesem  ein 
Wirkliches  zugehöre.  In  der  dritten  Abhandlung:  „Kampf  und 
Entwickelung^  sucht  Frerichs  zu  beweisen,  dass  der  nach  Darwin 
im  Reiche  der  Organismen  überall  bestehende   Kampf   und  die 
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durch  ihn  bewirkte  Entwickelung  uns  Dicht  zu  einer  pesfiimiBti- 
sehen  Weltanschauung  nötigt.  Der  Kampf,  der  in  seinen  niederen 
Stadien  rücksichtlos  und  brutal  ist,  mildert  sich  auf  höheren 
Stufen  und  zeitigt  schliesslich  Früchte,  aus  denen  ihm  seine  eigenen 
Gegner  erwachsen.  Es  ist  nur  ein  Mittel  für  die  Zwecke  der 
Natur,  und  nicht  nach  dem  Mittel,  «sondern  nach  dem  Ziele  der 
Entwickelung  müssen  wir  unsere  Weltanschauung  bemessen.  Die 
Entwickelung  deutet  nicht  auf  eine  bloss  zufällige  Vereinigang 
toter  Elemente,  sondern  auf  ein  höheres  lebendiges  Princip  hin. 
Der  ganze  Nachdruck  der  Entwickelung  liegt  nicht  auf  dem  In- 
dividuum, sondern  auf  der  Gesamtheit  Man  mag  das  letzte 
Ziel  in  einer  alles  beherrschenden  Weltintelligenz  sehen,  und 
angesichts  dieses  Zieles  kann  eine  pessimistische,  durch  die 
Forderungen  des  Individuums  veranlasste,  Auffassung  nicht  Stand 
halten.  Wohinaus  aber  überhaupt  das  Ganze  will,  das  bleibt 
uns  freilich  ein  Räthsel.  In  der  vierten  Abhandlung  „zur  Ethik*' 
bespricht  Frerichs  die  aufgestellten  ethischen  Principien.  Er 
verwirft  den  Egoismus  als  Moralprincip,  kritisirt  die  ethischen 
Ansichten  Kant's,  Scbopenhauer's,  Darwin's,  und  findet  zuletzt,  in 
dem  auch  diese  Abhandlung  pantheistisch  ausklingt,  durch  einen 
Uebergang  vom  Wissen  zum  Glauben,  in  dem  All-Einen,  in  Gott, 
den  wahren  metaphysischen  Grund  aller  Moral.  In  der  Liebe 
zu  Gott  wird  die  höchste  Stufe  der  Sittlichkeit  erreicht. 

Mi. 


Frerichs.     Die  Hypothesen  der  Physik     Norden.  H.Fischer 

Nachf. 

Frerichs  giebt  in  seiner  in  zweiter  Auflage  erscheinenden 
Schrift  ein  klares  Bild  von  der  Entwickelung  und  dem  gegen- 
wärtigen Stande  der  Hypothesen,  ohne  die  Grenzen  unserer  Er- 
kenntnis zu  verkennen  und  ohne  die  Möglichkeit  weiterer  Fort- 
schritte zur  einheitlichen  Zusammenfassung  der  Hypothesen  und 
zur  Bildung  einer  Weltanschauung  auf  atomistischer  Grundlage 
zu  leugnen.  Mi. 
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V.  A.  Julius.     Wetten  en  hypothesen  op  het  gebied  der 

natuurkunde.      Utrecht.  Byleveld.  32  S. 

Rede  beim  Antritt  der  Professur  für  Physik  an  der  Uni- 
versität zu  Utrecht.  Redner  handelt  über  die  Gesetze  und  Hypo- 
thesen auf  dem  Gebiet  der  Physik  und  bespricht  dabei  die  wich- 
tigsten Gesetze  (von  der  Erhaltung  der  Energie)  und  Hypothesen 
(die  von  Newton  und  Huygens  über  das  Licht,  welchen  die  Max- 
weirschc  gefolgt  ist).  Mittels  dieser  Beispiele  beabsichtigt  er 
die  Bedeutung  der  Gesetze  und  Hypothesen  in  das  richtige  Licht 
zu  stellen.  Er  kommt  zu  dem  Schluss,  dass  kein  einziges  Ge- 
setz aus  sich  selbst  im  Stande  ist,  Ober  den  Mechanismus  der 
Erscheinung  aufzuklären,  dass  dies  allein  die  Hypothesen  thun 
können,  jedoch  nicht  die,  welche  der  Phantasie  entspringen,  son- 
dern nur  die,  welche  sich  dem  ernsten  Forscher  durch  gründ- 
liches Studium  der  Thatsachen  aufdrängen.  G. 

F.  Kkrz.    Weitere  Ausbildung  der  Laplace'schen  Nebular- 

bypotbese.      Ein    Nacbtrag.       Leipzig   a.    Berlin.     0.  Spamer. 
VIII  u.  127  8.  gr.  8«  nebst  3  Taf. 

Die  Hypothesen  des  Verfassers,  welche  nach  seiner  Meinung 
eine  consequente  Ergänzung  der  Laplace'schen  Idee  bilden,  sind 
im  Jahrbuche  XVIIL  1886.  38  und  XIX.  1887.  51  besprochen 
worden.  Als  Veranlassung  zur  gegenwärtigen  Schrift  giebt  Hr. 
E.  die  Berichtigung  eines  Versehens  seiner  früheren  Entwicke- 
luDgen  an,  das  kein  Referent  bemerkt  habe;  im  übrigen  wieder- 
holt er  aber  dieselben  Betrachtungen  wie  früher,  also  auch  mit 
denselben  Fehlern.  Da  er  den  Wunsch  äussert,  dass  solche 
Fehler  bezeichnet  werden  möchten,  so  seien  drei  fundamentale 
hier  angezeigt: 

1)  Die  Gesetze  des  Stosses  und  die  der  Erhaltung  der 
Energie  sind  nicht  beachtet  worden.  Auf  S.  22  wird  ganz  ausser- 
lieh  aas  der  Dimension  der  lebendigen  Kraft  imv*  und  der- 
jenigen der  Bewegungsgrösse  mv  vor  dem  Stosse  geschlossen, 
dass  nach  dem  Stosse  die  Geschwindigkeit  ^mv' :  mo  =  |o  übrig 
bleibe,  und  dass  diese  übrig  bleibende  Bewegung  als  Bewegungs* 
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grosse  ^tnü  sich  in  Wfirme  verwandle.  Bei  der  auf  dieses  falsche 
Resaltat  sich  gründenden  Rechnung  sind  dann  die  Gesetze  der 
mechanischen  Wärmetheorie  über  Temperaturänderung  bei  Aus- 
dehnung von  Gasen  garnicht  berücksichtigt.  (Vergl.  A.  Ritter. 
Anwendungen  der  Mecianischen  Wärmetheorie  auf  kosmologiscbe 
Probleme.     Hannover,   1879). 

2)  Unzulässig  ist  die  Behauptung,  dass  die  feste  Masse  (von 
beiläufig  einer  Grosse  von  500  Erdmassen)  bei  ihrem  Zusammen- 
stosse  mit  der  davon  unversehrt  gebliebenen  Sonnenmaase  sich 
unabhängig  von  dieser  zu  einem  Nebel  auflöse,  dass  dieser  Nebel 
die  Gestalt  eines  nahezu  homogenen  Gaseliipsoids  annehmen  und 
mit  derselben  Geschwindigkeit  wie  die  durch  den  Stoss  erst  in 
Umdrehung  gesetzte  Sonne  rotiren  müsse.  Dies  kann  offenbar 
nur  geschehen,  wenn  man  sich  die  schon  geformte  Gasmasse  als 
starren  Körper  mit  der  Sonne  fest  verbunden  denkt.  Abgesehen 
von  dieser  Annahme  muss  aber  auch  unmittelbar  nach  der  vom 
Verf.  geforderten  Auflösung  der  stossenden  Masse  in  zusammen- 
hanglose Molekeln  jedes  einzelne  derselben  eine  elliptische  Pla- 
netenbahn beschreiben,  nicht,  wie  der  Verf.  seinem  vorgefassten 
Gedanken  zu  Liebe  fordert,  zuerst  um  die  Rotationsaxe  gleich- 
förmig rotiren,  dann  sich  der  Sonne  im  Verbindungsstrahle  nach 
dem  Sonnenmittelpunkte  nähern,  dann  endlich  eine  Planetenbahn 
verfolgen.  Von  den  so  vom  Verf.  zuletzt  geforderten  Planeten- 
bahnen der  einzelnen  Molekel  muss  —  wenn  man  dem  Verf.  wie- 
der bis  dahin  alles  zugiebt,  —  wegen  des  Ausgangspunktes  beim 
Stosse  von  der  'Sonnenoberfläche,  die  Mehrzahl  die  Sonnenober- 
fläche wieder  schneiden,  d.  h.  die  meisten  Teilchen  fallen  zur 
Sonne  zurück. 

3)  Die  Betrachtungen  in  No.  X  über  die  Attraction  einer 
Nebularmasse  sind  falsch,  insbesondere  der  Satz  (S.  16):  „An 
der  Oberfläche  wird  sich  also  die  (Nebular-)  Kugel  verdichten, 
und  ihre  Dichte  nach  innen  hin  abnehmen,  bis  sie  nach  und  nach 
in  die  noch  unverdichtete  Nebularmasse  übergeht.^  Bei  keinem 
kosmischen  Nebel  ist  ferner  bisher  ein  fester  Kern  sicher  ent- 
deckt worden,  obschon  mit  Begier  danach  ausgespäht  ist.  Die 
vom  Verfasser  bekämpfte  Kant'sche  Hypothese  hat  also  die  Er- 
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fahruDg    FOr   sich,   die    von    ihm  aufgestellte  wird  durch    keine 
Beobachtung  gestützt.  Lp. 


A.  Rysankk.       Versuch    einer    dynamischen     Krklärnng 

der   Gravitation.      Exner  Rep.  XXIV.  90114. 

Ein  neuer  Versuch,  die  Aetherstosstheorie  zweckentsprechend 
einzurichten.  Der  Verf.  meint,  die  Klippe,  an  der  die  Vorgänger 
gescheitert  sind,  nämlich  die  Proportionalität  der -Gravitation 
mit  der  Masse,  dadurch  glücklich  umschifft  zu  haben,  dass  er 
diesen  zu  erweisenden  Satz  in  die  Prämissen  aufgenommen  hat. 
„Um  endlich  auf  das  Gravitationsgesetz  zu  kommen,  nahm  ich 
meine  Zuflucht  zu  der  nicht  unwahrscheinlichen  Annahme,  dass 
der  Schweräther  auf  deni  Wege  durch  die  Himmelskörper  einen 
Teil  seiner  Energie  und  zwa'r  proportional  der  im  Körper  zurück- 
gelegten Strecke  und  der  daselbst  vorhandenen  Massendichte 
verliere.  Letztere  Annahme  des  Energie  Verlustes  giebt  das  Gra- 
vitationsgesetz vollkommen  wieder  und  kann  als  eine  andere 
Ausdrucksweise  desselben  betrachtet  werden.*'  Lp. 


H.  F.  Th.  Bkyda.  Das  Newton'sche  Gravitationsgesetz. 
Lässt  sich  der  Fall  der  Körper  oder  die  Schwere  der- 
selben aus  einer  Anziehungskraft  der  Erdkörper  er- 
klären?     Bonn.  (Metzler.  Stuttgart).  38  8.  8°. 

Die  neue  Entdeckung  steht  auf  S.  18:  „Wo  bleibt  denn  nun 
die  Anziehungskraft  und  dazu  bei  den  Weltkörpern  die  ihnen 
angedichtete  Tangentialkraft?  Warum  kann  dieses  beides  nicht 
die  Schwungkraft  des  rotirenden  Weltkörpers  bewirken?  Diese 
Kraft  ist  es,  welche  nach  denselben  Gesetzen  in  weiterer  Ent- 
fernung abnimmt,  wie  es  mit  der  Stärke  des  leuchtenden  Lichtes 
der  Fall  ist;  sie  ersetzt  die  Anziehungskraft  und  vertritt  auch 
zugleich  die  Tangentialkraft;  sie  nur  ist  in  Wirklichkeit  vor- 
handen, die  beiden  anderen  lassen  sich  nimmer  erweisen.^ 

Lp. 
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PiPKR.     Ein  mathematischer  Beweis  der  Unsterblichkeit 
der  Menschen.    Lemgo.  E.  Oble. 

Nach  einer  EioleituDg  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
schliesst  Piper  folgendermassen:  „Die  Thatsache,  dass  ich  gerade 
in  der  Gegenwart  lebe,  kann  unter  der  Annahme,  ich  lebe  nur 
eine  endliche  Zeit,  nur  aus  dem  Zufall  mittels  einer  unendlich 
geringen  Wahrscheinlichkeit  hervorgegangen  sein;  ich  muss  also 
fQr  diese  Thatsache  eine  andere  Erklärung  suchen,  die  sie  nicht 
mehr  zufällig  erscheinen  lässt;  es  ist  aber  nur  eine  solche  Er- 
klärung möglich,  nämlich  die,  dass  die  Dauer  meines  Daseins 
unendlich  ist.  Es  ergiebt  sich  also  mit  zwingender  Notwendig- 
keit, dass  ich  unsterblich  bin."  Ich  kann  auf  diese  Weise  frei- 
lich nur  meine  Unsterblichkeit  beweisen,  da  nur  für  mich  meine 
gegenwärtige  Existenz  unter  allen  Thatsachen  die  am  meisten 
ausgezeichnete  ist.  Nichts  hindert  jedoch  jeden  anderen  Men- 
schen, dieselbe  Schlussfolgerung  fttr  sich  zu  machen.  „Er  ist 
daher  ebenfalls  unsterblich''.  So  geschrieben  in  Lemgo,  ohne 
Angabe  des  Jahres  der  Entdeckung  dieses  Beweises.         Mi. 


P.  Hampson.      The    Romance    of    Mathematics.     London. 

EUiott  Stock.  (1886). 

Der  vollständige  Titel  ist:  The  Romance  of  Mathematics. 
Being  the  original  researches  of  a  lady  professor  of  Girtham 
College  in  Polemical  Science,  with  some  account  of  the  social 
properties  of  a  conic;  equations  to  brainwaves;  social  forces; 
and  the  laws  of  political  motion.  Anzeige  in  Nature  XXXVIII. 
28-29.  Lp. 

A.  T.  ScHOFiBLD.     Another  world;  or  the  fourth  dimen- 

sion.      London.  S.  Sonnenschein. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  363. 


Capitel  2.    Philosophie  nod  Pädagogik.  61 

B.     Pädagogik. 

P.  Mansion.     Sur  le  cours  d'histoire  des  math^matiques 
de  rUniversit^  de  Gand.     Bibl.  Math.  (2)  iL  33-35. 

Seit  1884  liest  Herr  Mansion  zu  Gent  wöclfentlich  eine 
Stunde  über  Geschichte  der  Mathematik.  In  diesen  Vorlesungen, 
die  fbr  die  Studenten  an  der  Normalschule  zu  Gent  obligatorisch 
sind,  wird  jährlich  eine  kurze  Uebersicht  Ober  die  Entwickelung 
der  Mathematik  gegeben,  wobei  aber  zuweilen  besondere  Ab- 
schnitte etwas  ausführlicher  behandelt  werden.  So  hat  Herr 
Mansion  1884-1885  und  1885-1886  der  Geschichte  der  Elementar- 
geometrie  grössere  Aufmerksamkeit  gewidmet,  dagegen  1886-1887 
und  1887-1888  die  Geschichte  der  Infinitesimalrechnung  eingehen- 
der vorgetragen.  Er  hat  dabei  den  Mangel  eines  guten  Hand- 
buches der  Geschichte  der  Mathematik  und  einer  mathematisch- 
historischen Chrestomathie  lebhaft  empfunden,  und  hebt  darum 
am  Ende  seiner  Note  die  Notwendigkeit  hervor,  die  Ausgabe 
solcher  Arbeiten  zu  veranstalten.  (Nachträglich  sei  bemerkt, 
dass  diese  Note  das  „Istituto  Veneto"  veranlasst  hat,  einen  Preis 
von  3000  Lire  für  ein  Compeudium  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik  und  eine  dazu  gehörende  Chrestomathie  auszusetzen.) 

E. 

P.    LA    COÜR.       Historisk    Mathematik.      Kjöbenhavn.  PhilipsenB 
Forlag.  VIII -h  374  S. 

Dieses  Buch  „Geschichtliche  Mathematik",  gleichzeitig  ein 
elementares  Lehrbuch  der  Mathematik  und  eine  Geschichte  der 
elementaren  Mathematik,  ist  als  Einleitungsversuch  für  den  ersten 
Unterricht  bestimmt. 

Der  Grundgedanke  des  Verfassers  ist,  dass  der  Anfänger 
die  Mathematik  am  besten  fassen  wird,  wenn  er  die  mathema- 
tischen Sätze  in  der  Ordnung  und  mit  den  Beweisen  ihrer  ge- 
schichtlichen Entwickelung  erlernt.  Dieses  kann  natürlich  nicht 
vollständig  erreicht  werden,  aber  in  vielen  Beziehungen  ist  doch 
der  Verfasser  seinem  Ziele  nahe  gekommen. 
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Das  Buch  zeigt  zuerst  die  verschiedeneu  Weisen,  in  welchen 
die  ganzen  Zahlen  geschrieben  und  ausgedrückt  werden  können. 
Darnach  werden  die  BrQche  auf  ähnliche  Weise  behandelt 

Der  folgende  Abschnitt  enthält  die  Geometrie;  natürlich  wird 
Yornemlich  die  Entwickelung  der  Geometrie  bei  den  Griechen 
dargestellt.  Es  wird  jedoch  auch  Rücksicht  auf  die  wenigen 
Kenntnisse  genommen,  die  man  von  der  Geometrie  der  übrigen 
Völker  des  Alterthums  hat.  Unter  den  Geometern  der  Griechen 
treten  Pythagoras  und  die  Pythagoräer  vorzugsweise  hervor. 
Im  letzten  Abschnitt  wird  endlich  die  Buchstabenrechnung  und 
die  Lösung  der  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades  behandelt 
und  in  ihm  werden  hauptsächlich  die  Leistungen  der  Inder  be- 
sprochen. Das  Buch,  welches  der  Verfasser  als  ein  Elementar- 
buch  für  Anfänger  geschrieben  hat,  passt  nach  der  Ansicht  des 
Referenten  besser  für  solche,  die,  ohne  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik gerade  zu  studiren,  einen  Ueberblick  über  .die  Geschichte 
der  gesamten  elementaren  Mathematik  zu  erlangen  wünschen. 

V. 

J.  J.  MiLNE.     Companion  to  the  weekly  problein  papers. 

London.  Macmillan  and  Co.  XXVin  +  340S. 

Dieses  Buch  steht  auf  einer  weit  höheren  Stufe,  als  sein  be- 
scheidener Titel  vermuten  lässt.  In  den  „Weekly  problem  papers** 
(London.  Macmillan.  1885)  liefert  der  Verf.  eine  Sammlung  von 
Aufgaben  über  elementare,  für  Candidaten  des  mathematischen 
flaches  passende  Gegenstände  und  giebt  Winke  betreffs  der 
Methoden;  eingehende  Lösungen  dagegen  bietet  das  Werk  „So- 
lutions of  weekly  problem  papers^  (Macmillan).  Das  vorliegende 
Ruch  wendet  sich  an  dieselbe  Klasse  von  Lesern;  indessen  wird 
die  Aufmerksamkeit  besonders  auf  Punkte  gelenkt,  welche  ent- 
weder von  früheren  Schriftstellern  mit  Schweigen  übergangen, 
oder  nicht  mit  der  Ausführlichkeit,  welche  sie  verdienen,  be- 
handelt sind.  Es  besteht  nämlich  aus  kleinen  Abhandlungen 
über  einzelne  Themata  und  aus  Uebungsaufgaben.  Bei  der  Ab- 
fassung des  Buches  ist  Ilr.  M.  von  verschiedenen  Freunden  unter- 
stützt worden,  welche  Abteilungen,  mit  denen  sie  besonders  ver- 
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traut  waren,  flbernommen  haben,  und  dadurch  ist  der  Wert  des 
Ruches  erhöht  worden.  Als  einen  Teil  des  Inhalts  wollen  wir 
anfOhren :  Die  algebraische  und  geometrische  Lehre  vom  Grössten 
und  Kleinsten;  HQllcurven,  algebraisch  und  geometrisch;  bian- 
gulare  Coordinaten  (von  Hrn.  Genese);  neuere  Geometrie  (von 
Hrn.  T.  C.  Simmons),  ein  besonders  wertvoller  Abschnitt.  Zur 
Erklärung  merken  wir  an,  dass  die  „biangularen  Coordinaten'' 
eines  Punktes  P  in  einer  Ebene  die  Cotangenten  der  Winkel  an 
der  Basis  eines  Dreiecks  sind,  dessen  Basis  die  Verbindungs- 
linie zweier  festen  Punkte  der  Ebene  ist  und  dessen  Seiten  die 
Geraden  sind,  welche  P  mit  den  beiden  Punkten  verbinden. 
[Dieselben  Coordinaten  sind  schon  öfter  gebraucht;  vgl.  Ritsert 
F.  d.  M.  XV.  1883.  594  u.  XVII.  1885.  690-  Lp.].  Ausdrücke 
för  die  Cartesischen  Coordinaten  von  P  durch  die  biangularen 
Coordinaten  werden  leicht  gefunden.  Die  Anwendungen  auf  die 
Gerade  und  die  Kegelschnitte  werden  gegeben.  Das  Buch 
dürAe  auch  fQr  andere  als  für  diejenigen,  an  welche  es  sich 
zanächst  richtet,  von  grossem  Nutzen  sein.  Gbs.  (Lp.) 


G.  MoRERA.     L'insegnameuto  delle  scienze  matematiche 

nelle    üniversitä.      DisCOrsO.      Annuario  d.  R.  üniv.  di  Genova. 


A.  GiLLE.     Herbart's  Ansichten  über  den  mathematischen 

Unterricht.      Dies.  Halle.  50  S.  8®. 


On  the  teaching  of  arithmetic.  Bdiub.  M.  s.  Proc.  vi.  89-102. 
Ein  von  einem  Ausschusse  der  Edinburgher  Mathematischen 
Gesellschaft  verfasster  Bericht  Über  das  Rechnen  in  der  Theorie 
aod  Praxis.  Er  enthält  Ansichten  betreffs  des  zu  lehrenden 
Stoffs  und  der  besten  Unterrichtsweisen  unter  den  folgenden 
Rubriken:  1.  Ausdrücke.  2.  Masse  und  Constanten.  S.Methoden. 
4.  Berechnung.  5.  Theorie.  6.  Bindeglieder,  oder  Begriffe,  die 
mr  höheren  Mathematik  hinüberleiten.  7.  Allgemeine  Ratschläge. 

Gbs.  (Lp.) 
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A.  LoDGB.     The  mnltiplication  and  division  of  concrete 

quantities.     Natore  XXXVIII.  281-283. 

Ein  Vortrag  in  der  Association  for  the  improyement  of 
geometrical  teaching  über  das  Rechnen  mit  benannten  Zlahlen, 
insbesondere  über  Gleichungen  zwischen  ihnen.  „Meine  An- 
schauung betreffs  der  Zahlengleichungen  ist  die,  dass  die  auf- 
tretenden Zahlen  nur  kurze  Methoden  zur  Feststellung  von  Ver- 
hältnissen sind,  und  dass  solche  kurzen  Methoden  bei  der  Be- 
handlung praktischer  Beispiele  ungemein  nützlich  sind,  dem 
Lernenden  aber  zum  Begreifen  der  grundlegenden  Principien 
eines  Gegenstandes  nicht  helfen.*'  Lp. 


J.  WoLSTBNHOLMts.      Exaiuples   for   practica   in  the  use 
of  seven  figure  logaritbms.      For  the   use  of  schools 

and   Colleges.      London.  Macmillan  and  Co.  VI-h57S. 

Eine  sehr  nützliche  Sammlung  von  Beispielen  für  alle,  die 
im  Gebrauche  der  Logarithmen  Genauigkeit  und  Gewandtheit 
zu  erlangen  wünschen.  Die  Resultate  sind  jeder  Aufgabe  beige- 
fügt. Ref.  hat  eine  beträchtliche  Anzahl  durchgerechnet  und  nur 
in  einem  Beispiele  einen  Fehler  gefunden.  Gbs.  (Lp.) 


H.  Müller.  Besitzt  die  heutige  Schulgeometrie  noch 
die  Vorzüge  des  Euklidischen  Originals?  Eine  Be- 
trachtung  von   H.   Muller.      Met«  u.  Diedenhofen.  Scriba  (1888). 

feo.  16  S. 

Verfasser  beantwortet  die  aufgeworfene  Frage  mit  ent- 
schiedenem Nein,  da  die  heutige  Schulgeometrie  die  Euklidi- 
schen Grundlagen  verlassen  habe;  somit  y,hat  die  Reform  jeden- 
falls in  denjenigen  Veränderungen  volle  Berechtigung,  welche 
die  Herstellung  der  Einheit  zwischen  den  Grundlagen  und  dem 
Aufbau  des  Systems  bezwecken".  Tn. 
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Ä.  H.  Blünt.     Euclid's  method,  or  the   proper  way  to 

treat  od   geometry.      Shepshed.  Freeman. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  363. 


L.  Hbinzb.     Der  Vorbereitungs- Unterricht  in  der  Geo- 
metrie in  Quinta.     Pr.  Eoeiphöf.GymD.  Königsberg  i.Pr.  26  S.  4°. 

Der  Verf.  gestaltet  seinen  Unterricht  im  engsten  Anschluss 
an  den  „Wortlaut*'  der  preussischen  Gircularverfügung  vom  März 
1882  und  polemisirt  namentlich,  da  diese  Verfügung  nur  vom 
Zeichnen  spricht,  gegen  das  Vorzeigen  körperlicher  Modelle. 

R.  M, 


0.  ScHLöMiLCH.      Zum  Unterricht    in    der    analytischen 
und  der  descriptiven  Geometrie.     Hoffm.  z.  xix.  241-246. 

Um  mit  Schülern,  welche  die  analytische  Geometrie  des 
Raumes  nicht  kennen,  die  ebenen  Schnitte  krummer  Flächen 
untersuchen  zu  können,  geht  Verf.  von  den  Gonstructionen  der 
descriptiven  Geoi&etrie  aus  und  wendet  nachher  die  analytische 
Geometrie  der  Ebene  auf  jene  Gonstructionen  an.  Als  Beispiel 
werden  Schnitte  eines  elliptischen  Kegels  und  beliebiger  Um- 
drehangsflächen  ausgerechnet.  ^  Lg. 


A.  HusMANN.     Zur  Einführung  in  die  Physik.    Pr.  GymD. 

PetriDnm  za  Brilon.  19  S. 

,,Wenn  man  den  physikalischen  Unterricht  ohne  weiteres 
mit  den  in  den  Lehrplänen  ftir  die  höheren  Schulen  (1882)  der 
Secanda  zugewiesenen  Disciplinen  „Magnetismus,  Electrioität, 
Wärme,  chemischer  Gursus*'  beginnt,  so  wird  man  bald  auf  ge- 
wisse Schwierigkeiten  stossen,  die  darin  bestehen,  dass  man  zur 
Erklärung  der  zu  besprechenden  Erscheinungen  Begriffe  heran- 
ziehen muss,  welche  dem  Schüler  noch  nicht  bekannt  sind  und 
deren  Erläuterung  nur  auf  breiterer  Grundlage  erfolgen  kann.'' 
Im  2.  Teil  zeigt  Verfasser  als  die  hauptsächlichsten  der  vorer- 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  1.  Ö 
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wfthDten  Begriffe  den  Luftdruck,  das  archimedische  Prineip  und 
das  specifische  Gewicht  und  geteingt  dann  zur  Aufstellung  einer 
Disposition,  die  im  wesentlichen  mit  dem  (abgedruckten)  Plan 
d'j^tudes  des  Lycöes  in  Frankreich  übereinstimmt  Im  2.  Teil 
wird  dann  die  erste  Hälfte  des  Stoffes  ausführlich  behandelt  und 
zwar:  I.  Feste  Körper  §  1  Festigkeit,  §  2  Elasticität  IL  FIfis- 
sige  Körper  §  3  Fortpflanzung  des  Druckes,  §  4  Gesetz  der 
kommunicirenden  Röhren,  §  5  Bodendruck,  §  6  Druck  nach  oben, 
§  7  Seitendruck,  §  8  Archimedisches  Prineip. 

Die  zweite  Hälfte  (IIL  luftförmige  Körper  §  9  bis  §  18, 
IV.  Verhalten  der  drei  Körperarten  zu  einander  §  19  und  20) 
ist  einem  der  folgenden  Programme  vorbehalten.  —  Referent 
fahrt  seit  langer  Zeit  nach  ungefähr  demselben  Plan  seine  Schüler 
in  die  Physik  ein  und  hat  daher  die  vorliegende  Arbeit  mit 
Interesse  gelesen.  Nur  ein  Bedenken  ist  ihm  aufgestossen:  wie 
wird  der  Verfasser  ohne  eingehende  Behandlung  der  Fundamental- 
begriffe „Gewicht,  Hebel  und  V?'age*'  fertig?  Lg. 


F.  Ludwig.    Weitere  Kapitel  zur  mathematischen  Botanik. 

Hoffm.  Z.  XIX.  321-338. 

Im  Anschluss  an  einen  früheren  Artikel  in  Hoffm.  Z.  XIV 
werden  hier  die  Zellteilung  und  der  gesetzmässige  Aufbau  der 
Bacillarienbänder,  sowie  das  Vorkommen  bestimmter  Zahlen  bei 
den  Organen  höherer  Gewächse  und  das  Vermehrungsgesetz  des 
Fibonacci  behandelt  Lg. 

0.  Kaesbbjsro.  Beiträge  zur  Geschichte  des  natur- 
wissenschaftlichen Unterrichts  in  den  Schalen  Deutsch- 
lands von  seinen  ersten  Anfangen  an  bis  zum  Beginne 
des  neunzehnten  Jahrhanderts.     Diss.  Leipzig.  63  S.  8«. 


P.  WiLDFEüER.      üeber  die  Anfänge  des  physikalischen 
Unterrichts  in  der  Volksschule.     Dies.  Leipzig.  26  S.  8^ 


Zweiter  Abschnitt 

A  1  g  e  b  r  a, 
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Gleichungen.   (Allgemeine  Theorie.   Besondere 
algebraische  und  transcendente  Gleichungen.) 

E.  Illigens.      Zur    Weierstrass*  -  Cantor'schen    Theorie 
der  Irrationalzahlen.     Matb.  Ann.  xxxili.  105-I6O. 

G.  Cantor.      Bemerkung   mit   Bezug    auf  den   Aufsatz 

von  Illigens.      Math.  Ann.  XXXni.  476. 

Herr  Weierstrass,  wie  Herr  Gantor  führen  die  irrationalen 
Zahlen  in  die  Arithmetik  ein,  indem  sie  dieselben,  zunächst  rein 
formal,  unbegrenzten  Folgen  von  rationalen  Zahlen  (die  gewissen 
Beschränkungen  unterliegen)  „zuordnen^,  und  auf  Grund  geeig- 
neter Definitionen  des  Gleich-,  Grösser-'  und  Eleinerseins  zeigen, 
wie  mit  diesen  neuen  Grössen  gerechnet  wird.  Herr  Illigens 
erhebt  nun  dagegen  den  Einwand,  ob  überhaupt  die  so  einge- 
f&hrten  neuen  „Zahlen^  in  irgend  einer  Weise  eine  Vielheit  oder 
Quantität  ausdrücken,  „ob  sie  nicht  vielmehr  blosse  Zeichen  für 
das  Gegebensein  einer  Zahlreihe  sind,  sodass  Quantitätsbezeich- 
Duogen  auf  sie  anzuwenden  gar  keinen  Sinn  habe*',  und  meint, 
diese  Fragen  yerneinen  zu  müssen.  Er  will  selber  keine  neue 
Definition  aufstellen,  sondern  will  nur  an  dem  Postulat  festge- 
I^ten  wissen,   dass  die  irrationalen  Zahlen  eine  Quantität  be« 
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zeichnen  müssen.  Denn  z.  B.  bei  x*  =  3  sei  die  rechte  Seite 
der  Ausdruck  fttr  eine  Vielheit,  also  müsse  auch  die  linke  durch 
eine  Vielheit  ausgedrückt  werden. 

Herr  Gantor  giebt,  wie  natürlich,  darin  Herrn  J.  Recht,  dass 
seine  irrationalen  Zahlen,  ebenso  wie  die  Weierstrass'schen  keine 
concreten  Grössen  seien,  und  dass  die  Begriffe  Gleich,  Grösser 
und  Kleiner  nur  in  übertragenem  Sinne  aufzufassen  sind.  An- 
dererseits könne  man  trotzdem  mit  Hülfe  dieser  abstracten  Ge- 
dankendinge eigentliche  concreto  Grössen  (z.  B.  Strecken)  quan- 
titativ genau  bestimmen. 

Herr  Illigens  verlangt  in  der  That,  wie  dem  Referenten 
scheint,  das  Unmögliche:  er  erkennt  die  Irrationalzahlen  als  ver- 
schieden von  den  rationalen  an,  und  will  doch  aus  dem  Gebiete 
der  letzteren  nicht  heraustreten.  Hy. 


B.  Christoffkl.     Lehrsätze   über  arithmetische   Eigen- 
schaften der  Irrationalzahlen.    AnnalidiMat.  (2)  XV.  253-276. 

Der  Verfasser  constatirt  zunächst,  dass  eine  gemeinsame 
arithmetische  Eigenschaft  der  Irrationalzahlen  vor  ihm  nicht  be- 
kannt gewesen  sei,  wodurch  sich  das  Streben  Mancher  erkl&ren 
lasse,  den  Irrationalzahlen  eine  selbstständige  Existenz  abzu- 
sprechen. Er  giebt  in  dieser  Arbeit  thatsächlich  eine  solche 
Eigenschaft,  ein  merkwürdiges  Periodicitätsgesetz,  und  zieht 
daraus  die  Folgerung,  dass  nicht  nur  die  ganzen  Zahlen,  son- 
dern  auch  die  rationalen  und  irrationalen  als  Ergebnis  ein  und 
derselben  Art  von  „echter**  Abzahlung  angesehen  werden  können. 

Die  Irrationalzahlen  (f)  lassen  sich,  im  Gegensatze  zu  den 
rationalen,  am  einfachsten  indirect  dadurch  definiren,  dass  es 
kein  ganzes  vielfaches  i^*  von  j  giebt,  das  selbst  eine  ganze 
Zahl  wäre.  Dagegen  lässt  sich  immer  aus  nj  die  grösste  ganze 
Zahl  [nj]  =  G(n)  absondern  und  dadurch  nj  zerlegen  in  die  bei- 
den Teile: 

nj  =  [nj]  +  (nj)  =  (7(n)  +  (nj). 
Da  es  nur  darauf  ankommt,   ob  für  irgend  ein  ganzzahliges  n 
der  Rest  (nj)  verschwinden  kann,  so  kann  man  sich  auf  Zahlen 
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j  zwischen  0  and  1  beschränken.  Durch  Gombination  der  drei, 
den  Factoren  m,  n,  m  +  n  entsprechenden  Zerlegungen  kommt 
sofort: 

G(m+n)^G(m)--G(n)  =  (nvH(r^)-{(m+n)i\  =  e^^.,, 

wo  g^n  nur  gleich  Null  oder  gleich  Eins  sein  kann.  Speciell 
för  CT  =  1  wird: 

G(n+l)-6(n)  ^  gi^  =  Qn 

und  nach  Addition  der  succ.  für  n  :=  2,  3,  . . .  n  so  entstehenden 
Gleichungen: 

9ns  =  (9m  +  gm+l  H h  ^m+n-l)  — (ffi +Ö',  H ^Qn^l)  =   jj- 

Das  hierin  liegende  Gesetz  ist  die  Grundlage  der  weiteren  Ent^ 
Wickelungen.  Aus  der  vorletzten  Relation  lässt  sich  bald  die 
eigentliche  Bedeutung  der  Alternative  p»  =  0  oder  1  entnehmen: 
Im  ersteren  Falle  findet  beim  Uebergange  von  («;)  zu  {(»»+l)j} 
eioe  Zunahme,  im  letzteren  dagegen  eine  Abnahme  statt  und  um* 
gekehrt.  Es  ist  flbersichtlicher,  statt  der  Zeichen  0,  1  die  Sym- 
bole c  (crescendo!)  und  d  (decrescendo!)  zu  schreiben.  Man 
lässt  nun  die  Zahl  n,  von  Eins  beginnend,  beliebig  wachsen,  so 
ergiebt  sich  eine  aus  den  Elementen  c  es  0,  d  =  1  in  bestimmter 
Aufeinanderfolge  gebildete  Reihe: 

welche  „die  Charakteristik  von  j^  heisst 

4 

Schon  ein  Beispiel,  etwa  j  =  V^— 1,  zeigt  eine  au£fallende 
Periodicitätserscheinung  der  Charakteristik,  es  wird  nämlich: 

I  II  II  I  II 

C  =  (cd)  {(cdXccdj]  [((^dXc^))  (cd)  \(cdX^^  ' 

III 
(III II III)  (IV III IV)  etc. 

IV^         V 

Kan  könnte  man  hier  noch  versucht  sein,  das  Fortschreitungsgesetz 
der  einzelnen  Gruppen  I,  II,  III,  IV,  V  etc.  auf  Rechnung   des 

eiofaehen  Eettenbruchs  zu  setzen,  in  den  sich  y2— 1  bekanntlich 
(mit  dem  oonstanten  Nenner  2)  entwickeln  lässt. 
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Die  Cbarakteristik  einer  Zahl  j  ersetzt  diese  selbst,  wie 
auch  ihre  ganze  Restreihe  (sogar  in  Bezug  auf  die  numerische 
angenäherte  Ausrechnung  derselben)  vollkommen.  Wie  schwierig 
indess  eine  derartige  Rechnung  selbst  in  den  einfachsten  Fällen 
bereits  ausfällt,  zeigt  die  Lösung  der  Aufgabe,  eine  Irrational- 
zahl j  mit  einer  ganzen  Zahl  n  zu  multipliciren,  i.  e.  aus  der 
Charakteristik  von  j  diejenige  von  nj^  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  des  Restes  {nj)  herzuleiten. 

Das  oben  betonte  „Grundgesetz"  jeder  Charakteristik: 
g,^  z=.  0  oder  1 ,  lässt  die  Charakteristiken  in  zwei  Arten  tren- 
nen, eine,  welche  mit  c  beginnt,  und  in  welcher  niemals  d  auf 
d,  und  eine  zweite,  welche  mit  d  beginnt,  und  in  welcher  nie- 
mals c  auf  c  folgen  kann.  Diese  ^complementären"  Charak- 
teristiken gehören  einfach  zu  complementären  Zahlen  j,  d.  h. 
solchen,  deren  Summe  gleich  Eins  ist 

Der  Verfasser  geht  nunmehr  zur  Aufstellung  des  eigentlichen 
Bildungsgesetzes  jeder  Charakteristik  über. 

Dasselbe  stützt  sich  zuvörderst  auf  die,  wiederum  unmittel- 
bar dem  ^Grundgesetze^  zu  entnehmende  Doppel  -  Bemerkung, 
dass,  wenn  mit  s—1  die  Anzahl  der  c  bezeichnet  wird,  mit  denen 
die  Charakteristik  C  beginnt,  (C  =  c*-* d  . . .,  wo  «  =  1,  2,  . .. 
sein  kann,)  einmal  in  C  nirgendwo  mehr  als  s  Elemente  c  auf- 
einander folgen  können,  sodann,  dass  auf  jedes  d  mindestens 
«— Imal  c  folgt.  Mit  anderen  Worten:  C  ist  aus  irgend  einer 
(unbegrenzten)  Folge  von  Gruppen  Cj  =  c*-*d  und  d,  =  c'rf  zu- 
sammengesetzt. Dabei  ist  übrigens  s  nichts  anderes  als  der 
erste  Nenner  der  Kettenbruchentwickelung   von  j.     Setzt   man 

demgemäss  j  =  ,    so    lässt   sich   ein   sehr  einfacher   Zu- 

sammenhang zwischen  den  Charakteristiken  C  von  j  und  C^  von 
j\  ermitteln.  Ersetzt  man  nämlich  in  C^  jedes  Element  c  durch 
die  Gruppe  c,,  und  jedes  Element  d  durch  die  Gruppe  dp  und 
setzt  dem  Ganzen  noeh  die  Gruppe  c^  einmal  voran,  so  entsteht 
C  selbst,  oder  in  Zeichen: 

C(c/d)=c.C,(c,/d,). 
Durch   wiederholte   Anwendung;  dieses  Processes  resultirt  das 
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BilduDgsgesetz  von  C:  „Ist,  in  einen  Eettenbruch  entwickelt, 
die  Irrationalzahl  j 

nnd  bildet  man  der  Reibe  nach  die  Aggregate: 

d,  =  &d,      d,  =  Cj'd,,      d,  =  cjd,,  . . ., 
80  bat  man  ftlr  die  Charakteristik  C  von  j: 

O  —  C,  Cj  Cj  C j  •  •  •    • 

Hit  geringen  Modificationen  lässt  sich  das  Gesetz  auf  die  Rational- 
zahlen  übertragen.  Die  Entwickelung  der  Charakteristik  C  von 
den  Irrationalen  j  hängt  dann  aufs  Engste  zusammen  mit  der- 
jenigen der  Charakteristiken  der  successiven  rationalen  Näherungs- 
werte des  Eettenbnichs  j. 

Das  Eigentflmliche  des  Gesetzes  besteht  in  einer  Art  perio- 
discher Einscbachtelung  der  einzelnen  Gruppen  c^  d,,  c,,  ^sj  •  • « 

Es  mag  dem  Referenten  gestattet  sein,  seiner  eigenen  Auf- 
fassang dieser  unstreitig  hervorragenden  Arbeit  mit  einigen 
Worten  Raum  zu  geben. 

Zunächst  scheint  ihm  nicht  deutlich  zu  sein,  wie  der  Ver- 
fasser eine  eigentlich  „arithmetische"  Eigenschaft  der  Irrational- 
zahlen definirt  wissen  will  Wenn  darunter  eine  positive,  mit 
alleiniger  Hülfe  der  ganzen  Zahlen  auszudrückende  Eigenschaft 
verstanden  sein  soll ,  so  ist  doch  wohl  z.  B.  der  bekannte  Satz, 
demzufolge  jede  Irrationalzahl  zwischen  0  und  1  auf  eine  einzige 
Art  in  einen  unbegrenzten  Eettenbruch  mit  positiv  ganzzahligen 
Nennern  entwickelt  werden  kann  und  umg.,  sicher  als  eine 
„arithmetische"  Eigenschaft  zu  bezeichnen.  In  der  That  ist  das 
Charakteristikengesetz  des  Verf.  im  Wesentlichen  als  eine  Fort- 
bildang  des  genannten  Satzes  anzusehen,  die  im  besonderen  das 
Verhältnis  des  Eettenbruchwertes  zu  den  Werten  seiner  Nähe- 
rungsbrüche in  einer  sehr  prägnanten,  neuen  Art  fixirt. 

Der  Referent  betrachtet  daher  die  Sätze  des  Verfassers  mehr 
als  einen  wesentlichen  Beitrag  zur  Theorie  der  Eettenbrüche, 
wie  denn  auch  Aufgaben  der  Art:  die  Summe  oder  das  Produet 
zweier  Eettenbrüche  wieder  als  Eettenbruch  darzustellen,  auf 
seiner  Grundlage  der  Lösung  näher  gerückt  sind. 
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Aof  alle  Fftlle  wird  in  dem  yerwickelten  Gebiete  der  Irra- 
tionalzahlen yor  der  Hand  der  subjectiven  Anffassntig  noch  ein 
ziemlicher  Spielraum  erlaubt  sein.  My. 


L.  Baur.     Zur  Theorie  der  Dedekind'scheu  Ideale. 

Math.  ADD.  XXXII.  151-156. 

Die  im  Titel  genannte  Theorie  ist  von  den  Herren  Dedekind 
und  Weber  in  einer  bekannten  Arbeit  entwickelt  worden  (F.  d. 
M.  XIV.  1882.  352).  Der  Verfasser  giebt  derselben  eine  ein- 
fachere und  concretere  Gestalt  in  Verfolgung  eines  Gedanken- 
ganges, den  H.  Dedekind  in  dem  Supplement  XI  der  Dirichlet'- 
sehen  Vorlesungen  tiber  Zahlentheorie  augegeben  hat.  Man  kann 
nämlich  einen  Modul  [a,,  a,  ...  a«]  in  mannigfachster  Weise  um- 
formen, ohne  seinen  Inhalt  zu  ändern.  So  z.  B.,  wenn  unter 
den  a  mehrere  ganze  rationale  Functionen  einer  Veränderlichen 
vorkommen,  ist  es  erlaubt,  sie  durch  ihren  grössten  gemein- 
schaftlichen Teiler  zu  ersetzen.  Darauf  gründet  sich  der  wichtige 
Hülfssatz:  Bilden  die  n  „ganzen"  Functionen  co^,  w^  ...  cti«  eine 
„Basis ^  eines  algebraischen  „Körpers",  so  kann  eine  von  ihnen 
stets  gleich  1  gesetzt  werden.  My. 


K.  ScHWERiNG.     Untersuchungen  über  die  Nonnen  com- 

plexer   Zahlen.     Acta  Math.  XI.  205-296. 

Bei  diesen  Untersuchungen  wird  weniger  Gewicht  auf  die 
Zusammenstellung  der  Factoren  in  gewisse  Unterproducte,  als 
auf  die  Reduction  der  Frage  nach  der  Entwickelung  von  Pro- 
ducten  conjugirter  Factoren  einer  gewissen  Gliederzahl  auf  solche 
mit  geringerer  Gliederzahl  gelegt.  Dabei  treten  als  besonders 
wichtig  die  „Kummer'schen  Kongruenzen^ 

^1^1  +öa^9+  •••  +CLm^m  ^0  (mod  k) 

hervor,  wobei  die  a?,,  •••  a?,«  gesuchte  positive  ganze,  die  öj,--  o« 
gegebene  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind. 

So  lassen  sich   die  Fragen  nach  der  gesamten  Gliederzahl 
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des  entwickelten  Aasdruckes 

(a,  + \-and  ^  (öja  +  Ö8«^H hömöO)      . 

nach  der  Zahl  der  Glieder  desselben  Ausdrucks,  welche  alle  m 
Elemente  enthalten,  nach  den  Coefficienten  des  Products  ftlr 
m  =  3  u.  8.  w.  bestimmen.  No. 


C  A.  Laisant.     Constructions  graphiqoes    de  nombres 
transcendants.     Soc.  Pbiiom.  M§m.  63-68. 

Die  einzelnen  Glieder  einer  convergenten  Potenzreihe  einer 
complexen  Variabein  z  werden  auf  Grund  des  bekannten  Ver- 
hältnisses je  zweier  aufeinanderfolgenden  in  der  z  =  x  +  iy-EhenQ 
mit  bekannter  Anwendung  ähnlicher  Dreiecke  als  Punkte  dar- 
gestellt In  manchen  Fällen  wird  dann  die  Gonvergenz  der  Reihe 
zu  einer  unmittelbar  anschaulichen  Tatsache,  so  bei  der  Expo- 
nential-  und  logarithmischen  Beihe.  Daran  knüpfen  sich  wie- 
derum graphische  Lösungen  bekannter  Aufgaben,  so  z.  B.  (mit 
Hfllfe  der  ersteren  Beihe)  den  Winkel  zu  finden,  dessen  zuge« 
höriger  Bogen  (vom  Einheitskreise)  eine  gegebene  Länge  hat. 

My. 

L.  Eronecker.     Zur  Theorie  der  allgemeinen  complexen 
Zahlen  und  der  Modulsysteme.     Berl.  Ber.  429-438,  447-465, 

557-578,  595-612,  983-1016. 

Referat  folgt  im  nächsten  Bande  nach  Beendigung  der  Arbeit. 


K.  Hensbl.      Ueber    die  Darstellung    der  Zahlen    eines 
Gattungsbereiches   für    einen    beliebigen   Primdivisor. 

Krooecker.  CHI.  280-237. 

Herr  Hensel  knüpft  an  seine  frühere  Arbeit  (J.  flir  Math.  CI; 
F.  d.  M.  XIX.  1887.  68)  an,  um  die  Frage  zu  entscheiden,  ob 
es  in  dem  Gattungssystem  (G)  mod.  P  stets  ein  Fundamental- 
System  von  k  Zahlen  giebt,  welches  durch  conjugirte  Functionen 

«7,  fpp,  •••ir'^"^  gebildet  wird.    Es  zeigt  sich,  dass  dies  tatsäch- 
lich der  Fall  ist,  und  der  Beweis  liefert  gleichzeitig  ein  brauch- 
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» 

bares  Verfahren   zur   Bestimmung   der  Fondamentalzahlen   nnd 
lässt  ferner  auch  ihre  Anzahl  finden.  No. 


F.  Mertens.      üeber  die  Ermittelung  des  Teiles   einer 
ganzen  ganzzahligen    Function   einer  Veränderlichen. 

Wien.  Ber.  XCVII.  618-621. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  an  die  bekannte  Kronecker'sche  Me- 
thode an  (Festschrift.  S.  11),  scheint  aber  die  bezfiglichen  Unter- 
suchungen des  Herrn  Runge  (J.  f.  Math.  IC)  nicht  zu  kennen. 

No. 

F.  Hertens.      Ein   Beweis    des   Fnndamentalsatzes    der 

Algebra.     Wien.  Ber.  XCVII. 

Der  Beweis  für  die  Existenz  von  Wurzeln  algebraischer 
Gleichungen  wird  so  gefQhrt,  dass  eine  Methode  geliefert  wird, 
durch  die  man  rationale  complexe  Zahlen  erhält,  welche  die  Be- 
dingungen eines  Grenzprocesses  erfUIlen  und  fflr  x  eingesetzt 
der  gegebenen  ganzen  Function  Werte  erteilen,  deren  Normen 
von  vorgeschriebener  Kleinheit  sind.  Um  dies  durchzufahren 
wird  ein  Wert  tr  bestimmt,  welcher  eine  gewisse  Bedingung 
hinsichtlich  des  Moduls  der  gegebenen  Function  erfflllt;  dadurch 
kann  man  mit  Hülfe  der  Newton'schen  Näherungsmethode  rationale 
complexe  Werte  ableiten,  welche  der  Function  Werte  mit  rasch 
abnehmenden  Nonnen  erteilen.  No. 


A.  HuRwiTz.      Ueber  diejenigen  algebraischen   Gebilde, 
welche  eindeutige  Transformationen  in  sich  zulassen. 

Math.  ADD.  XXXII.  290-308. 

Der  Herr  Verf.  fasst  die  hauptsächlichsten  Resultate  seiner 
Untersuchung  in  die  Sätze  zusammen :  1)  Jede  eindeutige  Trans- 
formation eines  algebraischen  Gebildes  in  sich  ist  periodisch, 
d.  h.  bildet  man  von  irgend  einer  Stelle  P  ausgehend  die  Reibe 
P,  /*',  P",  •-,  in  welcher  jede  Stelle  der  unmittelbar  yorhergehen- 
den  entspricht,  so  schliesst  sich  die  Reihe,  indem  stets  etwa  die 
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(« + !)*•  Stelle  F<»>  mit  der  Ausgangsetelle  P  identisch  ist.  2)  Die 
Periode  n  einer  eindeutigen  Transformation  eines  algebraischen 
Gebildes  in  sich  kann  eine  gewisse  von  dem  Geschlecht  p  ab* 
hängende  Grenze  nicht  überschreiten.  Der  grösste  Wert,  welchen 
n  anBehmen  kann,  ist  nämlich  10(p— 1).  3)  Jedes  algebraische 
Gebilde,  welches  eine  eindeutige  Transformation  in  sich  von  der 
Periode  n  besitzt,  lässt  sich  durch  eine  Gleichung  der  Gestalt 
F(s",s)  =  0  definiren  und  zwar  so,  dass  zugleich  die  eindeutige 

7  in 


Transformation  durch  die  Formeln  *'  =  e  «  «,  js'  =  a  angegeben 
wird.  No. 

F.  J.  VAN  DEN  Berg.     Nognaaals  over  afgeleide  wortcl- 

punten.      Nieuw  Arch.  XV.  100-164. 

Fortsetzung  der  frfiheren  Untersuchungen  des  Verfassers 
aber  denselben  Gegenstand,  nämlich  ttber  die  abgeleiteten  Wurzel- 
punkte (Siehe  F.  d.  M.  XVL  1884.  S.  76).  Zunächst  wird  die 
Aufgabe  von  einem  aligemeinen  Gesichtspunkt  aufgefasst,  in- 
sofern das  regelmässige  Vieleck,  auf  welches  die  Wurzelpunkte 
sieh  beziehen,  durch  ein  anderes  ersetzt  wird,  welches  in  und 
am  zwei  Kreise  beschrieben  werden  kann,  und  alsdann  werden 
die  Wurzelpunkte  die  Eckpunkte  eines  willkürlichen  Vielecks, 
welches  in  und  um  zwei  Kegelschnitte  beschrieben  werden  kann. 
Ebenso  wie  bei  der  früheren  Betrachtung  beginnt  Verfasser  mit 
einigen  statischen  Eigenschaften  in  Bezug  auf  das  Gleichgewicht 
ron  Kräften,  welche  an  den  Eckpunkten  eines  Vielecks  angreifen. 
Von  da  kehrt  er  zu  seinem  Gegenstand  mit  dem  Satz  zurück, 
dass  jeder  Wurzelpunkt  der  Abgeleiteten  einer  Gleichung  cha- 
nikterisirt  wird  als  ein  solcher  Punkt,  an  dem  Kräfte,  welche 
nach  allen  Wurzelpunkten  der  Gleichung  selbst  gerichtet  und 
omgekehrt  proportional  den  Abständen  von  diesen  Punkten  sind, 
einander  das  Gleichgewicht  halten.  Der  wichtigste  Satz,  zu  dem 
Verfasser  gelangt,  ist  der  folgende:  Wenn  die  Wurzelpunkte 
einer  Gleichung  die  Eckpunktq  eines  in  und  um  einen  Kegel- 
sehnitt  beschriebenen  Vielecks  sind,  und  die  Potenzen  von  je 
2wei  aufeinander  folgenden  Wurzelpunkten  sich  wie  die  anliegen- 


76  II-  Absohnitt    Algebra. 

den  Segmente  verhalten,  in  welche  ihre  Seite  dnrch  den  Be- 
rtthrungspunkt  geteilt  wird,  so  bestehen  die  Wnrzelpankte  der 
abgeleiteten  Gleichung,  ausBcr  den  ursprQngliohen  Wurzelpunkten, 
aus  den  Brennpunkten  der  Kegelschnitte,  welche,  sei  es  den 
Seiten,  sei  es  den  Diagonalen  derselben  Ordnung  des  Vielecks 
eingeschrieben  werden  können ;  hierzu  kommt  f ttr  den  .Fall  eines 
geraden  Vielecks  noch  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt 
seiner  Hauptdiagonalen.  In  einer  Nachschrift  wird  dieser  Haupt- 
satz der  Untersuchung  nochmals  erweitert  und  auf  analytischem 
Wege  durch  Liniencoordinaten  ausgedrückt.  G. 


F.  J.  VAN  DEN  Berg.  De  constructie  -  figaur  Voor  de 
oplossing  van  een  stelsel  lineaire   vergelykingen ,   be- 

SChouerd   als   Configuratie.       Amst  Versl.  en  Meded.   (3)    V. 
267-288. 

Die  vorliegende  Abhandlung  schliesst  sich  an  eine  Arbeit 
von  Hrn.  J.  de  Vries  über  ebene  Configurationen  an.  Hier 
werden  sie  für  ein  System  linearer  Gleichungen  benutzt,  ein 
Gegenstand,  den  Verfasser  bereits  früher  behandelt  hat  (Siebe 
F.  d.  M.  XIV.  1887.  89).  Ausführliche  Berechnungen  zeigen 
sodann,  wie  die  Construction  der  Wurzeln  von  eiaem  System 
von  Gleichungen  durch  Anwendung  besonderer  Configurationen 
vereinfacht  werden  kann.  Zum  Schluss  werden  auch  einige 
Eigenschaften  von  Determinanten,  die  auf  den  Gegenstand  Be- 
zug haben,  mitgeteilt.  G. 

C.  IsENKRAHE.  Ucber  die  Anwendung  iterirter  Func- 
tionen zur  Darstellung  der  Wurzeln  algebraischer  und 
transcendenter  Gleichungen.     Math.  add.  xxxi.  309-3t7. 

'  Der  Herr  Verfasser  legt  die  algebraische  oder  transcendente 
Gleichung  in  der  Form  x  =  f(x)  zu  Grunde,  geht  von  einem 
Werte  x^  aus,  bildet  a?,  =  f(x^\  rc,  =  f(x^)^  ...  und  findet,  dass 
diese  Iteration  nur  dann  gegen  einen  festen  Wert  f«  =  f(?a) 
convergirt,  wenn  ir(?a)|<l  ist;  die  Convergenz  dahin  ist  um 
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80  schneller,  je  kleiner  dieser  Modal  ist;  $«  wird  nnr  von  Einer 
Seite  erreicht,  wenn  f'i^a)  positiv  ist,  dagegen  nähern  sich 
*ii,  ««+1, ...  von  beiden  Seiten,  wenn  TCW  negativ  ist;  die 
Iteration  der  Function  x  =  (f(x)  —  xf{x)):(\  —  f(x))  föhrt  je 
nach  den  verschiedenen  Anfangswerten  x^  zu  sämtlichen  reellen 
und  complexen  Wurzeln  der  Gleichung;  u.  s.  w.  Durch  diese 
interessanten  Resultate  sind  die  früheren  Untersuchungen  des 
Herrn  E.  E.  Hoffmann  und  des  Referenten  (vgl.  F.  d.  M.  XII. 
1880.  75;  XIX.  1887.  75)  zum  Abschluss  gebracht.  No. 


J.  DoLBNiA.      Sur    le    critfere    de  Galois   concernant  la 
r^solubilit^   des   äqnations   alg^briques   par  radicaux. 

NouT.  Ann.  (3)  VII.  467-485. 

Einfache  und  klare  Darlegung  der  bezüglichen  Theoreme, 
welche  von  dem  Aberschen  Satze  über  die  Darstellung  der  Wur- 
zeln auflösbarer  Gleichungen  ausgeht  und  durch  einfache  sub- 
stitationentheoretische  Theoreme  zum  Ziele  führt.  No. 


Ob.  Hermitb.     Sur  un  memoire  de  Laguerre,  concernant 

les  ^quations  alg^briques.      Rom.  Acc.  Pont.  d.  N.  L.  Mem. 
m.  156-164. 

Herr  H.  beweist  den  von  Laguerre  gegebenen,  F.  d.  Math. 
1880,  S.  71  besprochenen  Satz  auf  directem  einfachen  Wege 
und  fügt  einige  wichtige  Bemerkungen  hinzu.  Ko. 


J.  P.  SöDERBERG.  Demonstration  du  thöorfeme  fonda- 
mental  de  Galois  dans  la  thdorie  de  la  räsolution 
alg^briqae  des  öquatious.    Acta  Math.  XL  297-302. 

Es  wird  die  Existenz  der  „Galois'schen  Gruppe*'  einer  Glei- 
chung abgeleitet.  No. 
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F.  Kühki:n.  Ueber  die  Galois'sche  Gruppe  der  Gleichung 
27.  Grades,  von  welcher  die  Geraden  auf  der  allge- 
meinen Fläche  dritter  Ordnung  abhängen.      Diea.  Mar- 

borg.  31  S-  8^ 


H.  W.   Lloyd  Tanner.      A   graphic    representation    of 
the  theoremfi  of  Sturm  and  Fourier.    Meas.  (2)  x viii.  95-99. 

Der  Verf.  giebt  eine  Methode  zur  Erläuterung  des  Sturm'- 
sohen  Satzes  über  die  reellen  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen ; 
dieselbe  vermittelt  eine  klare  Vorstellung  von  der  Art,  wie  die 
Verteilung  der  Zeichen  von  Wurzel  zu  Wurael  sich  ändert.  Die 
Werte  von  x,  der  Unbekannten  in  einer  vorgelegten  Gleichung, 
werden  längs  einer  horizontalen  Linie,  der  rp-Axe  verteilt.  Ober- 
halb dieser  Linie  wird  die  Zeichenebene'  durch  Parallelen  zur 
X'kxe  in  Streifen  zerlegt.  Jeder  der  Stürmischen  Functionen 
wird  ein  Streifen  zugeeignet,  aufeinander  folgende  Functionen 
haben  ber.achbarte  Streifen.  Die  Function,  deren  Wurzeln  auf- 
zusuchen sind,  erhält  den  obersten  Streifen,  und  die  anderen 
Functionen  werden  der  Reihe  nach  darunter  gestellt.  Die  Zeich- 
nung wird  nach  rechts  und  links  durch  verticale  Striche  abge- 
grenzt, welche  den  betrachteten  Grenzwerten  von  x  entsprechen. 
Der  jeder  Function  zugehörige  Streifen  wird  durch  vertical  auf- 
wärts gc'/.ogene  Linien  von  den  Punkten  der  x-Axe  aas  weiter 
eingeteilt,  welche  die  reellen  Wurzeln  der  Function  bedeuten. 
In  jedem  so  erhaltenen  Flächenstücke  ist  das  Zeichen  der  Func- 
tion bestimmt,  in  den  Nachbarstücken  eines  Streifens  sind  die 
Zeichen  entgegengesetzt  (falls  die  entsprechende  Function  nicht 
zufällig  gleiche  Wurzeln  hat).  Wenn  jeder  Streifen  nach  dieser 
Weise  bezeichnet  ist,  so  werden  diejenigen  verticalen  und  hori- 
zontalen Striche,  welche  Flächen  von  entgegengesetzten  Zeichen 
trennen,  dicker  ausgezogen.  Diese  dicken  Striche  bilden  eine 
Anzahl  zusammenhängender  gebrochener  Linien,  welche  der  Verf. 
Wech  ellinien  (change-lines)  nennt.  Es  wird  gezeigt,  dass  jede 
Wech&ülinie  den  einen  Endpunkt  an  der  linken  Grenze,  den 
andere  .  entweder  an  der  oberen  oder  rechten  hat.    Dies  ist  nun 
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der  Sturm'scbe  Satz;  denn  die  Anzahl  der  Wechsellinien,  welche 
eine  Verticale  treffen,  ist  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  dem 
Systeme  Stürmischer  Functionen  f&r  den  entsprechenden  Wert 
von  X, 

Der  Verf.  betrachtet  auch  die  Anwendung  dieses  Diagramms 
auf  den  Fourier^schen  Satz,  und  er  bestimmt  die  Anzahl  voll- 
ständiger Stürmischer  Diagramme,  welche  zu  einem  Polynom 
gegebenen  Grades  gehören.  Der  Zusammenhang  des  Diagramms 
mit  Besultanten   und   Discriminanten  wird  ebenfalls  angegeben. 

Glr.  (Lp.) 

Haube.      Sur    le    thäor&me  et  les  foDctions  de   Sturm. 

J.  de  Math.  ep4c.  (3)  II.  28-35,  51-57,  76-80. 

Auszug  aus  den  Eronecker'schen  Untersuchungen.        No. 


Correspondance.     Noav.  Add.  (3)  Vli.  302-303. 

Ein  Abonnent  macht  auf  einige  Ungenauigkeiten  aufmerk- 
sam, die  sich  in  dem  Aufsatze  von  J.  CoUin:  Sur  le  thöoreme 
de  Sturm,  Nouv.  Ann.  (3)  VI.  266;  (F.  d.  M.  XIX.  1887,  70) 
finden.  No. 

Aü6.  PoüLAiN.     Thöorfemes  sur  les  öqnations  algebriques. 

J.  de  Math.  sp^c.    (3)    II.    80-83,  99-101,  123-127,  145-150,  169-172, 
193-196.  217-220. 

Hßrr  Poulain  beschäftigt  sich  mit  der  von  Newton  gegebenen 
Regel:  Die  Anzahl  der  imaginären  Wurzeln  von 

ajX*-|-fi.a,x"-*-j--4j — 5 — a,a5«-*-| +  nOt^^iX  +  On  =  0 

ist  entweder  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  Reihe 

oder  um  eine  gerade  Zahl  grösser.  Er  beweist  dieselbe  für 
n  =  3,  4,  5  und  liefert  einige  Erweiterungen,  die  darauf  hinaus- 
laufen, dass  die  Regel  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  CoeiB- 
eienten  mit  gewissen  Zahlen-Factoren  der  Reihe  nach  multiplicirt 
werden.  No. 


80  IT*  Abiehnitt.    Algebra. 

AüG.  PoüLAiN.     Th^or^mes  sur  les  ^quations  alg^briqnes 
et  les  fonctions  qnadratiqaes  de  Campbell.     C.  R.  cvi. 

470-473. 

Die  in  der  eben  besprochenen  Arbeit  abgeleiteten  Resultate 
werden  ohne  Beweis  mitgeteilt.  No. 


E.  Lampe.     Solution  of  question  7341.    Ed.  Time«  XLViii. 

106-107. 

Die  Lösung  der  Gleichungen  (vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885. 
76): 

y»(y-fa  — aj)  =  a,    «?(»  +  «  — y)  =  6,    «y(«+y  — «)  =  c 
kommt  zurück  auf  die  der  kubischen  Gleichung  (wo  p  =  xys): 

4p'— (6c-f  ca+a6)p— -ofcc  =  0. 
Ist  2bc  =  ab  +  ac,  so  sind  die  drei  reellen  Werte  von  x  einander 


gleich  und  unabhängig  von  p,  nämlich  y^(6  +  c).  Lp. 


Fr.  Hofmann.     Sur  l'existence  de   trois  racines  röelles 
de  r^quation  qui  d^termine   les  axes  principaux  d'un 

CÖne.      Nonv.  ADD.  (3)  VII.  90-97. 

Die  Existenz  der  ersten  reellen  Wurzel  wird  aus  dem  un- 
geraden Grade  der  Gleichung  geschlossen;  die  beiden  anderen 
folgen  dann  durch  eine  einfach  geometrische  Construction. 

No. 

F.  Hofmann.     La  Solution   g^om^triques  de  Täquation 
du  qaatri&me  degr^.     Nonv.  Add.  (3)  Vli.  120-133. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

a^x^  +  ia,x^y  +  6a^x*y^  +  4ta,xy*  +  ay  =  0 
seien  rr:y  =  ^j,  A„  A„  l^]  diese  können  als  4  Gerade  gedeutet 
werden,  welche  die  Parabel  y^—x  =  0  ausser  im  Nullpunkt  in 
4  Punkten  schneiden.     Die  Schar  der  Kegelschnitte  durch  die- 
selben ist 

a^aj'+4a,  «y-f /uy'  +  (6a,-^)a?  +  4a,y  +  a^  =0. 
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Durch  die  Lösung  einer  Gleichung  dritten  Grades  kann  ^  so  be- 
stimmt werden,  dass  der  Kegelschnitt  in  ein  Geraden-Paar  zer- 
fällt Der  weitere  Weg  zur  Lösung  der  Gleichung  vierten  Grades 
ist  dann  ersichtlich.  No. 


J.  J.  Sylvester  and  J.  Hammond.     On  Hamilton's  nurn- 

bers.      Part  IL     Lond.  Phil.  Trans.  GLXXIX.  65-72. 

Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit  (s.  F.  d.  H.  XIX.  1887. 
80).  Der  (weitergezählte)  §  4  hat  den  besonderen  Titel:  Fort- 
führung der  asymptotischen  Entwickelung  fftr  Hypotenusenzahlen 
auf  eine  unendliche  Anzahl  von  Gliedern.  Berichtigt  wird  die 
Entwickelungsform,  welche  im  dritten  Abschnitte  angenommen 
war  ffir  p  —  9,  die  Hälfte  irgend  einer  Hypotenusenzahl,  nach 
Potenzen  von  9— r,  der  Hälfte  der  yorangehenden,  und  das  ge- 
wonnene Endergebnis  ist: 

p-q  =  (g-ry  +  iiq^r)i+^(q-r)  +  ^(q-r)l 

d.   b.   hinter   yier    unregelmässigen    Gliedern    folgt   ein.   regel- 
mässiger Teil,  der  aus  einem  Factor  ü(9~0^  ^^^   ^^^  ^^^^^ 

Reihe  besteht,  deren  allgemeines  Glied  -0— Ö— 0      wt. 

Cly.  (Lp.) 


F.  Brioschi.     Sopra  una  trasformazione  delle  equazioni 

del   quintO  grado.     AnnsH  d!  Mat  (2)  XVI.  181-189. 

Ist  f(x^^  x^)  eine  binäre  Form  fünften  Grades,  für  welche 
/  ==  i(f/)^  sei,  so  besitzt  sie  drei  Covarianten  p,  g,  r  dritter 
Ordnung  der  Grade  3,  5,  9.    Man  hat 

Ferner  besitzt  f  3  Invarianten  der  Grade  4,  8,  12 

A  =  i(IO„    B  =  (/«)„    C  =  i(iiim),. 

Fortoehr.  d.  Mmth.  \X,  l,  6 
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Bezeichnet  man  mit  J  die  Discriminante  von 

80  ist  ^/  =  l6(i*«-144B). 

Hermite  hat  die  Gleichung  fllnften  Grades  durch 

trAnsformirt    Hier  gesehiebt  die  Transformation  dureh 

Es  entsteht 

y'— 10Äy«+40Cy»+5(iilC+5ß*)y+4(iilÄ»+fi4*C-54ÄC)=0. 

Setzt  man 

,  =  ^(12y  +  4), 

80  hat  man  die  bekannten  ftlnfwertigen  Kronecker'schen  Func- 
tionen.   Setzt  man 

_  ^    A  JLAL 

80  entsteht  fttr  £  =  0 

»»+10»"  +  45»  +  «  =  0;l=  -241/3  V7^n[. 

Es  werden  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Formen  fest- 
gestellt,  ftlr  welche  B  =  0  ist.  No. 


F.  Brioschi.     Principii  di  una  teoria  sulla  trasformazione 
delle  equazioni  algebriche.     Anoaii  di  Mat.  (2)  xvi.  329-334. 

Wie  im  vorherbesprochenen  Aufsatze  schon  angedeutet  ist, 
will  Herr  Brioschi  die  Theorie  der  Transformationen  auf  die  der 
Formen  grQnden,  Er  geht  von  dem  Hermite'sche  Satze  aus: 
„Sei  f(xyy)  eine  Form  der  Ordnung  n  und  ^(«,  y)  eine  ihrer 
Covarianten  der  Ordnung  (n  —  2\  dann  sind  die  Coefficienten 
der  durch  y  =  V'  (a:,'l) :  f]g(x^  1)  transformirten  Gleichung  f(a;,  1) =0 
sämtlich  Invarianten  von  f(x,  y).**  Hierah  knttpft  der  Verfasser 
die  von  ihm  selbst  gegebenen  Sätze:  Ist  nv  eine  Wurzel  von 
f(x)  =  0  und  f(jr)  ==  {x—Xr)(p(x)^   dann  lässt  sich  jede  C!ova- 
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riante  yon  f(x)  der  Ordnung  m  und  des  Grades  p,  in  welcher 
statt  X  gesetzt  wird  ov,  als  ganze  rationale  Function  der  Cova- 
rianten  der  Ordnung  m-|-p  und  des  Grades  p  von  q>(x)  darstellen, 
und  jede  Invariante  des  Grades  p  durch  Covariantei^  der  Ord- 
nii«g  p  und  des  Grades  p  von  tpOe).  Es  wird,  um  diese  Sätze 
anzuwenden,  eine  Methode  abgeleitet,  um  für  x  =  Xr  die  Werte 
der  Coyarianten  und  die  der  Invarianten  von  f(x)  als  Functionen 
der  Coyarianfen  und  der  Invarianten  von  g>(x)  zu  bestimmen. 
Als  Beispiel  zu  der  aufgestellten  Theorie  wird  der  Fall  n  =  6 
bebandelt.  No, 

-  -    ■  -  ■  -         — 

F.  .Bbio8Chi.      La    forma    normale    delle    equazioni   del 

sestO  grado.      Bom.  Acc.  S^Rend.  (4)  lY.  301-305,  485*489. 

Als  Kormalform  einer  Gleichung  u(x)  =  0  sechsten  Grades 
wird  diejenige  bezeichnet,  in  welcher  u(x)  =0  durch  die  Sub- 
stitution 

^-  ä 

fibergeht,  wobei  Xr(r  =  1, ...  6)  die  Wurzeln  von  u(x)  =  0  und 

bedeuten.  In  der  ersten  Kote  werden  die  Goefficienten  der 
Kormalförm  bestimmt,  indem  die  transformirte  Gleichung  als 
Resultante  zweier  anderer  aufgefasst  wird;  in  der  zweiten  wer- 
den die  Werte  der  Wurzeln  (i,...!«  der  transformlrten  Gleichung 
untersucht.  _______  N^* 

H.  Maschre.     La   risoluzione   della   equazione  di  sesto 

grado. 
F.  Brtoschi.  Osservazioni  siiUa  precedente  comunicazione. 

Rom.  Acc.  S.  Rend.  (4)  IV.  181-184. 

Beide  Mitteilungen  führen  die  allgemeine  Gleichung  sechsten 
Grades  auf  die  Form 

6* 
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zarflck,  welche  in  der  Arbeit  des  Herrn  Haschke  (lieber  die 
lineare  Gruppe  der  Borchardt'schen  Moduln.  Math.  Ann.  XXX. 
F.  d.  M.  XIX.  1887.  140)  gefanden  wurde.  Die  seehs  Wurzeln 
ffi^'-llt  erscheinen  ausgedrückt  durch  die  1.  c.  gegebenen  Func- 
tionen qfjtf;  von  vier  Grossen  «,,.«.^(4,  welche  als  ^«Functionen 
definirt  sind,  die  zu  einer  binären  Form  sechster  Ordnung  ge- 
hören, deren  Invarianten  durch  a,  /?,  7,  d  dargestellt  werden. 

No. 

F«  Brioschi.    Siir  T^quation  du  sixi^me  degrä.   Acta  iiAth. 

XII.  83-101. 

Diese  Arbeit  bringt  die  ausfQhrliche  Darlegung  der  in  der 
eben  besprochenen  Note  des  Herrn  Brioschi  gegebenen  An- 
deutungen. Der  Herr  Verfasser  geht  von  den  Invarianten  einer 
binären  Form  sechsten  Grades  aus,  bespricht  die  Jacobi'sche, 
die  Gajley'sche  und  die  Malfatti'sche  Resolvente,  transformirt 
die  allgemeine  Gleichung  sechsten  Grades  in  ihre  Normalform 
(siehe  obenl),  und  zeigt,  wie  dieselbe  mit  Hülfe  hjperelliptischer 
Functionen  aufgelöst  werden  kann.  No. 


F.  WiLSHAüs.     üeber  die  algebraische  Auflösbarkeit  der 
Gleichungen  achten  Grades.    dIss.  Marburg.  40 S.  8^ 


Halphbn.     Correspondance.      Nou?.  Ann.  (3)  Vir.  204. 

Es  seien  die  Polynome  An  bestimmt  durch 

ii,  ==  a?'ii,_2— (2«— l)2l„«i;      ii,  =«  — L 
Dann  liefert  y  =  An&^.x'^  d\e  Lösung  der  Riccati'schen  Gleichung 

\  dx       \       X*        ^    P- 

A2n\-i  =^  0  hat  eine,  A^  =  0  hat  keine  reelle  Wurzel.  Es  wird 
eine  Bestimmung  der  Discriminate  von  An^  sowie  die  symme- 
trische Function  n{xa  +  Xß)  gegeben.  No. 
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M.  d'OcAGNE.     8ur   les  ^uations  alg^briqnes  h,  racines 
toutes  reelles.     0«  R.  OVI.  73i-7d2. 

Unter  K^  werden  die  Zahlen  yerstanden,  welche  den  Be- 
dingungen 

ÜTJ,  =  1,       Km  =  1)      Ä^  =  pKtn-^i  -{-Km-l 

genQgen,  unter  qp^+i  das  Polynom 

Ist  dann  Z  =  0  eine  Gleichung  des  Grades  p  mit  nur  reellen 
Wurzeln,  dann  hat  auch 

bei  beliebigem  m  nur  reelle  Wurzeln.  No. 


G«  FouRET.  Sur  une  source  d'^quations  alg^briques 
ayant  toutes  leurs  racines  rdelles.  0.  B.  OVI.  11351139. 

G.  FouRET.  Sur  certains  types  d'dquations  alg^briques 
ayant  toutes  leurs  racines  reelles.    C.  B.  OVI.  1220-1222. 

Hat  die  Gleichung 

a^a?»-f  flj «*"*  +  «,«*•■'*  +  •••  +0»  =  0 
nur  reelle  Wurzeln,  so  bat  die  Gleichung 

in  der  /"("^(x)  ein  Polynom  vom  Grade  n  +  k  bedeutet,  mindestens 
n  reelle  Wurzeln;  besitzt  sie  dann  mehr,  so  ist  die  Differenz  eine 
gerade  Zahl. 

In  der  zweiten  Note  bemerkt  Herr  Fouret,  dass  der  Satz 
im  Wesentlichen  schon  von  Hermite  gegeben  worden  ist,  und 
fbhrt  ein  anderes  Theorem  an,  mittels  dessen  man  aus  zwei 
Gleichungen,  die  beide  nur  reelle  Wurzeln  besitzen  eine  dritte 
Yon  derselben  Eigenschaft  ableiten  kann.  No. 


Ch.  B.     Solution  de  la  question  d'algfebre  proposöe  pour 
Tadmission    k    l'^^cole  Normal^    supdrieure    en    1888. 

Nonv.  Ann.  (3)  VII.  314-317. 
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Befriedigt  das  Polynom  f{x)  identisch  die  Gleichung 

dann  sollen  die  Coefficienten  von  f{x\  nach  Potenzen  yon(iär — a) 
geordnet,  bestimmt  werden;  die  Bedingungen  der  Realität  der  Wur- 
zeln sollen  gesucht  werden  und  gezeigt  werden,  dass  die  Wurzeln 

zwischen  a  -  ^"^^^^  |  6  |  und  a  +  }®^^|  6  |  liegen. 

No. 

N.  Madsbn.     Rakkendviklinger  af  Rödderne  i  Ligningen 

a?"4-Oa:  +6  =  0.     Zeuthen  Tidsa.  (5)  VI.  33-39. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  mittels  der  Beihenentwicke- 
lungen  von  Lagrange  und  Laplace  immer  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  ^^4-0^  +  ^  =  0  in  convergente  Reihen  entwickeln 
kann.  Er  giebt  in  jedem  Falle  den  Ausdruck  des  allgemeinen 
Gliedes  der  Reihe.  V. 


D.  Amanzio.     Intorno  ad  una  funzione  isobarica.    AtH  deir 

Accademia  Pontaniana.  XVII.  85-107. 

Diese  Arbeit  kann  als  ein  Beitrag  zu  den  Untersuchungen 

über  die  transcendenten  Gleichungen  besonderer  Art  bezeichnet 

werden.    Der  Verfasser  geht  von  der  Betrachtung  einer  gewissen 

(isobarischen)  Function  f(p,#)  aus,  welche  auf  die  folgende  Weise 

erklärt  wird:   Seien  a^^a^.,.^an^p  beliebige  gegebene  Grössen; 

$  eine  ganze  Zahl;  aj,a„...,ofii  eine  Auflösung  der  diophantischen 

Gleichung 

a,4-2a, +  "-4-ficrn  =  «; 

dann  ist  f(p,«)  gleich  der  Summe  aller  Grössen  von  folgendem 

Typus: 


(p-|.,)ai+a,+-+a^-l  _fL?l_  _^ « 


• .  • 


dass  alle  Glieder  von  f{p^s)  dasselbe  Gewicht  s  haben,  ist  aus 
dieser  Definition  ersichtlich.  Die  in  Rede  stehende  Function  be- 
sitzt noch  viele  andere  wichtige  Eigenschaften;  man  hat  z.  B. 

1=0 


( 
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und  die  anendliche  Reibe 

ist  die  p**  Potenz  der  anderen 

Aber  das  Interessanteste  an   ihr  ist  ihr  Auftreten  bei  der  Auf- 
lösung der  Gleichung 

a,»  +  a,»'+  •••  -fö«**  =  log . 

Man  kann  nämlich  beweisen,  dass  sie,  falls  die  Reihe 

0)        a?  +  ^(p,lK  +  ^(p,2)x»+... 
conyergent  ist,  eine  Wurzel  jener  Gleichung  darstellt;  allgemeiner 
wflrde  die  Reibe 

^+  -^fiP,  1)^H  ^f(p,  2)a:«+  .-., 

unter    der    Voraussetzung   der  Convergenz,    eine    Wurzel    der 

Gleichung 

1  z 

a,a  +  a,»'+  ...  +  a„»»  =— -log  — 

n  CD 

darstellen. 

Die  Bestimmung  der  Convergenzbedingungen  der  Reihe  (1) 

und  die  Erforschung  der  besonderen   Gleichung  a«"*  =  log 


X 

bilden  den  Schlass  der  Arbeit.  La. 


Ch.  Hsrmitb,  A.  R.  Johnson,  D.  Edwardbs.     Solutions 

of  question  9072.     Ed.  Times.  XLVIII.  21-22. 

Die  Gleichung 

_  (x  +  a+iy  +  1  . 

in  der  a  eine  reelle   Constante   bedeutet,   hat  nur  eine  einzige 
reelle  Wurzel,  von  demselben  Vorzeichen  wie  a,  von  absoluter 

Grösse  <  /(l  +  ^2).  Lp. 

C.  W.  Baur.     Symmetrische  und  cyklische  Behandlung 
einer  algebraischen  Frage.     Bokien  Mitt.  ii.  181-186. 


8g  II.  Abschnitt    Algebra. 

Zwischen  drei  Unbekannten  bestdieti  zwei  lineare  Glei- 
chungen; die  Werte  der  Unbekannten  werden  durch  cyklische 
Ausdrtlcke  der  Coefficienten  dargestellt.  —  Anwendung  auf  den 
Schnitt  einer  centrisehen  Fläche  zweiten  Grades  mit  einer  EugeL 

No. 

D.  M.  Sbnsenio.     Numbers.  symbolized.     An  elementary 

algebra.     New  York.  315  S. 


E.  A.  BowsBR.     College  algebra.     With  numerous  exam- 

ples.      New  York. 

E.  A.  BowsER.      Academic    algebra.      With    numerous 

examples.      New  -  York. 


P.  Andre.  Exercices  d'alg^bre,  probl^mes  et  tbdor&mes. 
Enonc^s  et  Solutions  ddvelöpp^es  des  questions  pro- 
posdes  dans  les  cours  d'algfebre  no.  4  et  no.  3  ainsi 
que  dans  l'alg^bre  de  Tenseignement  special.     4®  dd. 

Paris.  480  S. 

J.  Schumacher.  Zur  Theorie  der  quadratischen  Glei- 
chungen.    Schweinfort  57  8.  8*. 


6.  Z.  Beggio.     Complementi  d'algebra   per  gli    allievi 

degli   IstitUti   Tecnici.      Torino.  Paravia. 

Recension  von  P.  Cassani  io  Yen.  At.  Ri?.  (3)  i.  122-123 


F*  Gambarpella.      Lezioni    di    algebra  complementare. 

Livorno.  Giasti. 
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E.  B.  Elliott.      Od    pure    ternary    reciprocants,    and 
fanctions  allied  to  them.     Lood.  m.  S.  Proe.  xix.  6-23. 

Der  VQrfaafler  hat  in   früheren  Arbeiten  gezeigt,   dass  die 

* 

reinen  teroären  Reciprokanten  solche  homogene  und  isobare 
Functionen  der  Differentialquotienten  einer  Function  a  nach  den 
beiden  unabhängigen  Veränderlichen  Xj  y  sind,  welche  identisch 
verschwinden,  wenn  man  gewisse  Differentiationsprocesse  auf 
dieselben  anwendet.  Fflr  diese  Differentiationsprocesse  (anni- 
hilators)  i2^,  i2„  F^,  F,  werden  die  Beziehungen 

fl,F,-F,fl.  =0, 

ß,F,-F,fl,  =0, 

ß,  F,  -  F,  fl,  =  F„ 

ß.F,-F,fi,  =  F, 
abgeleitet  and  aus  diesen  Beziehungen  folgen  dann  eine  Reihe 
von  Sitzen  über  teroftre  reciprokante  Bildungen  und  insbesondere 
Qber  die  Erzeugung  solcher  Bildungen  aus  Semiinvarianten  ge- 
wisser bin&rer  Formen.  Ht. 


E.  B.  Elliott.     Od  cyclicants,   er  ternary  reciprocants 

and  allied  functions.      Lood.  M  S.  Free.  XIX.  377-405. 

An  Stelle  der  Ausdrucke  „temäre  Eeciprokante*'  und  „reine 
temäre  Reciprokante''  braucht  der  Verfasser  die  Ausdrücke 
gCyklikante*'  und  „reine  Cyklikante''.    Die  Formen 

wo  allgemein 

1         dr^'% 


bedeutet,  nennt  der  Verfasser  „cyklikogenitive  Formen  zweiter, 
dritter  etc.  Ordnung**.    Eine  Semiinvariante  der  cyklikogenitiVen 
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FormeD,  welche  flberdies  der  Differentialgleichang 

genOgt,  hei88t  eine  Semicyklikante  und  eine  Covariante  der 
cyklikogenitiven  Formen,  deren  Leitglied  eine  Semicyklikante 
I8t,  heisst  eine  Cocyklikante.  Von  diesen  reciprokanten  Bildungen 
gelten  die  beiden  folgenden  Sätze:  I.  £ine  reine  Cyklikante  re- 
producirt  sich  bis  auf  einen  nur  von  den  ersten  Ableitungen  ond 
von  den  Substitutionscoefficienten  /,  m,  n,  p,  f,  m\  n\  p%  V\  m*\ 
fi!\  p''  abhängigen  Factor,  wenn  man  die  Veränderlichen  der 
linearen  Transformation 

«  =  «  ^mY  +nZ  +p, 
y  =  r  JC +ifiT +n'Z +p', 

z  =  r'X+m'T+ii"Z+p" 

unterwirft.  II.  Eine  reine  Semicyklikante  (beziehungsweise  Cocy- 
klikante) bleibt  ungeändert  bei  Anwendung  der  specielleren  Trans- 
formation 

X  ==  IX  -{-mY  +iiZ-f  p, 

y  =  PX+m'Y+n'Z+p', 

s  =  n"Z+p". 

Es  folgen  Anwendungen  auf  die  Integration  von  solchen  Diffe- 
rentialgleichungen,  welche  man  erhält,  wenn  man  reine  Cykli- 
kanten,  Semicyklikanten  oder  Cocyklikanten  gleich  Null  setzt. 

Ht. 

A.  Bbrry.      Siaiultaneous   reciprocants.      Qaart.  J.    xxiii. 

260-288. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  denjenigen  Functionen, 
welche  zu  den  gewöhnlichen  Reciprokanten  in  der  Beziehung 
stehen,  wie  die  Simultaninvarianten  zweier  binären  Grundformen 
zu  den  Invarianten  einer  einzelnen  Grundform.  Legen  wir  näm- 
lich zwei  Paare  von  Veränderlichen  x,  y  und  x\  y*  zu  Grunde 
und  transformiren  dieselben  durch  die  nämliche  (orthogonale, 
lineare  oder  lineargebrochene)  Substitution,  so  wird  eine  simul- 
tane Reciprokante   von  a?,  y  und  x\  y*  definirt  als  eine  ganze 
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and  rationale  Fanction  von 

dy       d*y  ',     ,     dy^      d^ 

^'  ^'    dx'  llx^'  •••'     "^^  ^'    dx''    da^^'  •    •' 

welche  nach  Ausftihrung  jener  simultanen  Transformation,  abge- 
sehen von  einem  Factor,  ungeändert  bleibt.  Der  Verfasser  stellt 
die  notwendigen  and  hinreichenden  Bedingungen  dafQr  auf,  da- 
mit eine  Fanction  jener  Grössen  eine  simultane  Reciprokante  ist, 
und  geht  dann  auf  die  Beziehungen  dieser  Theorie  zu  der  Theorie 
der  simultanen  Invariauten  binärer  Orundformen  ein.  Die  an- 
gewandten Methoden  sowie  die  gefundenen  Resultate  entsprechen 
den  bekannten  Sätzen  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Reciprokanten. 

Ht. 

P.  A.  MacMahon.     The  algebra  of  multi-linear  partial 
differential  Operators.     Lond.  M.  s.  Proc.  xix.  112-128. 

Die  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  Untersuchungen  des 
Verfassers  über  die  Differentiationsprocesse  (^,  v;  m,  la)  (vergl. 
F.  d.  M«  XIX.  1887.  94).  Die  successiye  Anwendung  zweier 
solcher  Processe  P  und  Q  wird  mit  (P)  (Q)  bezeichnet  (äussere 
Mnltiplication);  dieser  Process  (P)  {Q)  lässt  sich  zusammensetzen 
aus  den  beiden  folgenden  einfacheren  Processen:  nämlich  aus 
der  symbolischen  (inneren)  Mnltiplication  von  P  und  Q,  welche 
mit  (P(?)  bezeichnet  wird,  und  zweitens  aus  der  sogenannten 
symbolischen  Addition  von  P  und  Q,  welche  mit  (P+G)  be- 
zeichnet wird.  Die  Bedeutung  der  beiden  letzteren  Processe  ist 
aus  der  Identität 

(P)(0)  =  (PO)+(P+(?) 

ersichtlich.  Es  werden  die  entsprechenden  Formeln  für  drei 
und  mehr  Processe  aufgestellt.  Die  in  diesem  Gebiete  herrschen- 
den Rechnungsgesetze  weisen  eine  Beziehung  auf  zu  der  Berech- 
nung der  symmetrischen  Functionen  von  beliebig  vielen  Grössen 
a,  /9,  ....  Man  erkennt  diese  Beziehung^  wenn  man  die  be- 
kannte Formel 

oder  bei  Benutzung  der  in  der  Theorie  der  symmetrischen  Func* 
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tionen  ttblicben  Symbolik 

(0(m)  =  (/m)  +  (/+m) 
mit  der  obigen  Formel  f&r  die  Processe  P  und  Q  vergleicht. 

Ht 

A«  Capelli.  RIcerca  delle  operazioni  invariantive  fra 
piii  Serie  di  variabili  permutabili  con  ogni  altra  ope- 
razione  invariantiva  fra  le  stesse  serie.     NapoliBend.  (2) 

IL  45-46. 

Capelli.  Una  leggi  di  .reciprocitk  per  le  operazioni 
invariantive  fra  due  serie  di  variabili  n"®-    NapoHBend. 

(2)  IL  189-194. 

In  der  ersten  Note  setzt  der  Verfasser  seine  früheren  Unter- 
suchungen (vgL  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  92,  u.  XIX.  1887.  107 
u.  108)  über  die  Differentiationsprocesse  von  der  Gestalt 

Uggy  =  a?,  — ^- 1-  a?,  -3 1-  •••  -f  X. 


fort  und  dehnt  die  früher  f&r  zwei  Reihen  von  Veränderlichen 
gefundenen  Sätze  auf  beliebig  viele  Beihen  von  Veränderlichen 
aus.  Es  wird  angegeben,  wie  man  aus  Differentiationsproeessen 
von  der  Gestalt 

solche  Operationen  zusammensetzen  kann,  welche  mit  jedem  an- 
deren Operationsprocesse,  also  insbesondere  mit  D^yy ...,  Dg^^  >•• 
vertauBcbbar  sind. 

In  der  zweiten  Note  kommt  der  Verfasser  wieder  auf  den 
Fall  von  zwei  Veränderliehenreihen  zurück  und  betrachtet  ins- 
besondere solche  aus  D««}  ^«sn  t>y^  Dyy  zusammengesetzte  Ope- 
rationen, in  denen  jedes  Glied  den  Factor  Z>^  im  Ganzen 
ebensooft  als  den  Factor  Dy^  enthält.  Von  einer  solchen  Ope- 
ration wird  gezeigt,  dass  sie  ihren  Wert  nicht  ändert,  wenn 
man  überall  in  I>^  und  Dy«  die  Indices  x,  y  mit  einander  ver- 
tauscht und   gleichzeitig   in  jedem  Gliede  die  Beihenfolge  der 

Differentiationsprocesse  umkehrt.    So  ist  beispielsweise 

n»  n«  ni  n»  n*   —  n*  n»  nf  n»  n»  n* 

*^xy  ^yy  *^yx  ^xx  '-^xy  —  ^yx  ^xx  ^xy  ^yy  *'y»'  **»•• 
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A.  Gapelli.  Ricerca  delle  operazioui  invariantive  fra 
piii  Serie  di  variabili  permutabili  con  bgni  altra  ope- 
razione  invariaDtiva  fra  le  atesse  serie.     Atti  della  Reale 

Acc.  delle  Sciease  Fis.  e  Mat.  di  Napoli  (2)  I.  17  S. 

Diese  Arbeit  hängt  mit  den  früheren  Aufsätzen  des  Ver« 
fassers:  Sopra  ia  permutabilita  delle  operazioni  invariantive  (Kap. 
Rend.  XXV.  134-141;  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  92)  und:  Osser^ 
vazioni  sopra  le  relazioni  ehe  possono  aver  hiogo  identicamente 
fra  le  operazioni  invariantive  (Nap.  Rend.  (2)  I.  110-15;  F;  d. 
M.  XIX.  1887.  107-8)  zusammen,  sowie  auch,  wenn  gleich  doch 
nicht  80  eng,  mit :  Fondamenti  di  una  teoria  generale  delle  forme 
algebriche  (Rom.  Acc.  L.  Mem.  (3)  XII.  529  598)  und:   lieber 

■  ff 

die  Zurflckfahrung  der  Caylej'schen  Operation  Si  auf  gewöhn- 
liche Polar-Operationen  (Math.  Ann.  XXIX.  331-338;  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  151).  Sie  beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmung  der 
allgemeinsten  invarianten  Operation,  welche  mit  jeder  anderen 
Operation  von  derselben  Beschaffenheit  vertauschbar  ist,  jedoch 
mit  der  Beschränkung,  dass  jeder  Term  der  zu  untersuchenden 
Operation  höchstens  eine  einzige  Derivation  in  Bezug  auf  jede 
Reihe  von  Variabein  enthalten  soll.  Sind  die  n  Variabeln- 
reihen : 


X  —  flp, ,  a?j,' .  • .,  Xfi"] 


•» 


•U  =  «!,,«„ 


.  •  •,  tl^ 


gegeben,  bezeichnet  J  eine  ganze  rationale  Function  mit  con- 
8tanten  Coefficienten,  und  setzt  man: 

d     .         d      .         .         d 


^«  =  9.  ^äT-  +  ?.  ^äT-  +  *  •  •  +  ?/• 


^1 


öp. 


Öp^' 


SO  ist: 


J  =  J(Da.a. ,    Dxy,    Dyx»    ^W)  •  •  0 


die  allgemeinste  invariante  Operation,  und  es  handelt  sich  nur^ 
noch  darum,  die  Form  von  J  derart  zu  bestimmen,  dass  J  den 
anfangs  gestellten  Bedingungen  genügt.    Dazu  setzen  wir: 


Uxu*,.» 


Xtf%"U 


^tfxy       "lyyj       •••»      *^>IU} 


"lox)      "tayj     •••?       "ttn<7 


Ux^  i/yij . .  •  t/uto^ 
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wo: 

HülfsveräDderliche  sind,  und  die  Entwickelang  der  Determinante 
derart  geschehen  soll,  dass  in  jedem  Oliede  die  Factoren  nach 
derselben  Aufeinanderfolge  der  Colonnen,  denen  sie  angehören, 
geordnet  sind.  Die  Operation  fT^y...«  =  i?«  ist  vertanschbar,  so 
auch  die  Operation: 

flfi— 1  =  fly»...«  +fi«»  ...«+ ••• 

d.  i.  die  Summe  der  Operationen  ff  bei  welcher  jedesmal  eine 
Variable  weggelassen  wird ;  nnd  dieselbe  Eigenschaft  kommt  den 
auf  analoge  Weise  definirten  Operationen 

ZU.  Die  Operationen  ff,,  ff,, .. .,  ff»  sind  linear  unabhängig,  und  die 
allgemeinste  Operation  von  der  verlangten  Beschaffenheit  ist: 

Q  =  a^+a,ff,  +  a,ff,+  .-  +  a»ff„, 


wo 

cr,,a„flr„ ...,  er«  willkuruc 
Man  kann  aber  Q  unter 
Ist 

be  uonetanten  sino. 
zwei  andere  Formen  setzen. 

tfn(Q)  = 

D^  +  Q 

Dy, 

■            •            • 

D^ 

•         •          • 

...    D„ 

•  •  •       '^yu 

•  •        •         '         • 

» 

»«. 

D^ 

• 

SO  wird  bewiesen,  dass  ffn(^)  fttr  jeden  Wert  von  q  eine  ver- 
tauschbare Operation  ist,  und  wenn  man: 

ff«(p)  =  ^"+p-**r,+^«-2Ä,  + . .  +i?- 

setzt,  wo  Kn  =  ffn(0)  =  ff»,  so  sind  üT,,  ff,, ...,  JT»  vertauschbare, 
linear  unabhängige  Operationen,  woraus  folgt,  dass  ff,,  ff„  ...,  ff. 
durch  dieselben  linear  ausgedrückt  werden  können.  Anderer- 
seits kann  jede  ff»(p)  durch  1,  ff«(0),  ffn(l),  ...,  ff»(fi— 1)  mit 
Hülfe  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel  ausgedrückt  wer- 
den. Folglich  kann  die  allgemeinste  Operation  Q  auf  die  Form 
einer  linearen  Function,  entweder  von  ff„ff„...,  ff»,  oder  von 
Ar„/ir„..., /f»,  oder  endlich  von  ff» (0), ff» (1),...,  ff» (n  —  1)  ge- 
bracht werden. 
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Betrachten  wir  zum  Beispiel  die  Caylej'Bche  Operation: 

fl  =  5+-^-^-^ ^. 

—  9x,    öy,    9»,         du» 

Es  ist  p  =r  n;  fi  ist  bekanntlich  vertauschbar  mit  jeder  Operation 
Dp^  wo  p  und  9  yerschieden  sind,  und: 

wo  &  irgend  eine  ganze   Zahl   ist,    ist  vertauschbar  mit  jeder 
Operation  Dpp  oder  Dpq.    Man  findet: 

0»  =  ff,(-.A.f  1).  ir,(-.A  +  2).  ....  ir,(-l).  ffn(0); 
benutzt  man  aber  die  Formel: 

woraus  folgt: 

ff.(e+A).  ir»(e+A-i) JBr,(e+A--t) 

=  («y  ...«)-*  ff,,  (e),  HnQf—l) ffn(p— t)(a;y...M)*, 

so  ergiebt  sich: 

ff«(l).  ff,(2) ffn(Ä)  =  (xy  ...  ti)-*0A(«y ...  «)*  =  n^Qcy  ...  ti)*, 

oder: 

^.^      ff,(->A+l>    gn(-A) gn(-2).    g,(-~l).    Hn(0)f 

{xy  ...  ii)* 
=  ff,(l).  ff,(2)  ...  ffn(&)r^ — ^-^ä]i  wo  /"  ®5«®  beliebige  Func- 
tion bezeichnet.  Vi. 


Ä.  R.  FoRSYTH.      Invariants,    covariants    änd    quotient- 
derivatives  associated  with  linear  differential  equations. 

Lood.  Pbil.  Trans.  CLXXIX.  377-489. 

Die  Arbeit  behandelt  ein  j^Sjstem^  (engl,  „sef*)  von  Inva- 
rianten und  Covarianten  linearer  üiflferentialgleichungen  (oder 
auch  Formen)  einer  allgemeinen  Ordnung.  Das  System  wird 
als  vollständig  nachgewiesen,  d.  h.  es  wird  gezeigt,  dass  jede 
Covarianten-Function  von  gleichem  Typus  als  eine  Function  der 
Glieder  des  Systems  ausgedruckt  werden  kann,  wobei  die  einzigen 
zur    Bildung   des    Ausdrucks    erforderlichen    Operationen   rein 
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algebraisch  sind,  die  DilfFerentiation  also  nicht  einschliessen.  Die 
Transformationen,  denen  die  Differentialgleichungen  unterworfen 
werden,  sollen  nach  Voraussetzung  die  allgemeinsten  sein,  welche 
mit  der  Erhaltung  ihrer  Ordnung  und  ihres  linearen  Charakters 
verträglich  sind;  sie  ergeben  sich  somit  als  eine  lineare  Trans* 
formation  der  abhängigen  Veränderlichen  und  eine  beliebige 
Transformation  der  unabhängigen.  Die  Covarianten-Eigenscfaaft 
der  betrachteten  Functionen  besteht  in  der  Bedingung,  dass,  wenn 
fttr  die  transformirte  Gleichung  dieselben  Functionen  gebildet 
werden^  sie  denen  ftlx  die  ursprQngliche  Gleichung  gleich  sind, 
abgesehen  von  einem  Factor  (ßzIdxYy  wo  %  und  «  bezw.  die 
neue  und  die  ursprüngliche  unabhängige  Veränderliche  bedeuten. 

Den  grösseren  Teil  der  Abhandlung  bilden  Untersuchungen 
über  die  Formen  der  Functionen,  über  ihre  Unabhängigkeit  und 
Ober  Methoden  zu  ihrer  Bildung,  Tabellen  f&r  die  Functionen 
sind  nicht  berechnet  worden;  meistenteils  werden  die  Ausdrücke 
für  die  Functionen  in  ihren  Formen  als  mit  der  Differential- 
gleichung associirt  gegeben, .  wenn  diese  in  einer  impliciten  all- 
gemeinen kanonischen  Form  angenommen  ist,  und  nur  in  ver- 
einzelten Fällen  werden  die  Functionen  in  Verbindung  mit  einer 
ezpliciten  allgemeinen  Form  gegeben.  Der  erste  Abschnitt  ist 
eine  historische  Einleitung,  in  welcher  Verweisungen  auf  frühere 
Autoren  gegeben  werden:  Cockle,  Laguerre,  Brioschi,  Malet, 
Halphen;  insbesondere  werden  einige  der  von  Ralphen  in  seiner 
bekannten  Abhandlung  und  in  einem  sich  anschliessenden  Auf- 
satze mitgeteilten  Resultate  erörtert. 

Die  in  den  acht  Abschnitten  der  Arbeit  abgehandelten  Gegen- 
stände sollen  in  aller  Kürze  aufgezählt  werden.  1.  Geschichte« 
2.  Fundamentale  Invarianten.  3.  Abgeleitete  Invarianten.  4. 
Associirte  Veränderliche.  5.  Identische  und  gemischte  Coneomi- 
tanten.  6.  Anwendung  auf  Differentialgleichungen  zweiter,  dritter 
und  vierter  Ordnung.  7.  Quotienten-Ableitungen.  8.  Das  in  den 
Abschnitten  2,  3  und  5  erhaltene  System  von  Goncomitanten  ist 
algebraisch  vollständig. 

Es  erscheint  zweckmässig,  auf  die  bemerkenswerte  Gestalt 
der  im  zweiten  Abschnitt  betrachteten  Invarianten  0  hinzuweisen. 
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Diese  werden  zunächst  ftlr  eine  Differentialgleichung  vt^  Ordnung 
von  folgender  Form  berechnet: 


da*   '       '   da»    '       »    ds 

in  der  das  zweite  Glied  fehlt,  und  der  allgemeine  Ausdruck  be- 
steht erstens  aus  einer  Anzahl  linearer  Functionen  der  Goeffi- 
cienten  P  und  Ableitungen  in  Bezug  auf  %  und  zweitens  aus 
Gliedern  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  diesen  selben  Grössen; 
jedoch  besteht  die  Eigentümlichkeit,  dass  alle  diese  Glieder 
zweiter  und  höherer  Ordnung  den  Factor  P,  enthalten  und  darum 
verschwinden,  sobald  P,  =  0  ist,  mit  anderen  Worten  für  die 
kanonische  Form 


in  der  das  zweite  und  das  dritte  Glied  fehlen,  eine  Form,  auf 
welche  die  allgemeine  Gleichung  durch  eine  simultane  passende 
Vertauschung  der  abhängigen  und  unabhängigen  Veränderlichen 
zurückgeführt  werden  kann.  In  Bezug  auf  diese  kanonische 
Form  betrachtet,  sind  die  fraglichen  Invarianten  also  lineare 
Invarianten. 

Die  im  vierten  Abschnitte  eingeführten  associirten.  Veränder- 
lichen sind  die  Werte  von  Determinanten,  welche  aus  den  par- 
ticulären  Lösungen  ti„  ti,,  m„  ...  der  Differentialgleichung  und 
aus  den  Ableitungen  dieser  Grössen  nach  %  gebildet  sind.  So 
sind  die  associirten  Veränderlichen  erster  Klasse  die  aus  der 
Matrize 

t*l)      «2)      W3>      ••• 

**!?      **!>     *'a»     •  •  • 
gebildeten    Determinanten,   die    der    zweiten    Klasse    aus    der 

Matrize 

•j"     «"     •/' 

«1»       W2,       «3» 

t*i,     ni,     «i, 

«1,       «2,       «3, 

iL  8.  w.,  und  im  fünften  Abschnitte  finden  wir  die  allgemeine 
Folgerung,  dass  das  Aggregat  geeigneter,  mit  einer  Differential- 

FortMhr.  d.  Hath.  ZZ.  1.  7 
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form  oder  -Gleichung  associirten  CoDComitanten  aus  drei  Klassen 
besteht : 

A.  Invarianten,  welche  Functionen  der  GoefScienten  der 
Form  oder  Gleichung  sind. 

B.  Identische  Covarianten,  welche  1)  Functionen  der  ab- 
hängigen Variable  und  ihrer  Ableitungen  sind  (die,  wofern  sie 
von  hinreichend  hoher  Ordnung  sind,  sich  in  gemischte  Cora- 
rianten  verwandeln,  wenn  sie  mit  der  Differentialgleichung  asso- 
ciirt  werden),  und  2)  Functionen  der  associirten  abhängigen 
Variabein  und  ihrer  Ableitungen;  aber  jede  Function,  welche 
mehr  als  eine  abhängige  Variable  enthält,  ist  zusammengesetzt. 

G.  Gemischte  Govarianten,  welche  Functionen  der  abhängigen, 
ursprQnglichen  und  associirten  Variabein  sind  (aber  nicht  mehr 
als  eine  abhängige  Variable  enthalten)  und  ausserdem  von  den 
Invarianten  und  ihren  Ableitungen. 

Sobald  das  vollständige  System  nicht  zusammengesetzter 
Invarianten  und  das  vollständige  System  nicht  zusammengesetzter 
identischer  Govarianten  in  jeder  der  abhängigen  Variabein  bei- 
behalten werden,  so  bestehen  die  unabhängigen  nicht  zusammen- 
gesetzten gemischten  Govarianten  nur  aus  den  Jacobi'schen  De- 
terminanten erster  Ordnung  von  irgend  einer  Invariante  und 
jeder  der  unabhängigen  Variabein  der  Reihe  nach. 

Cly.  (Lp.) 

A.  R.  FoRSYTH.      A    class    of    functional    invariants. 

Lood.  R.  S.  Proc.  XLIIl.  431-433. 

Auszug  aus  einer  in  den  Phil.  Trans,  für  1889  später  ver- 
öffentlichten Abhandlung.  Gly.  (Lp.) 


A.  R.  FoRSYTH.     Homographic  invariants  and   quotient 
derivatives.     Mess.  (2)  xvii.  154-192. 

Die  in  dieser  Abhandlung  niedergelegten  Untersuchungen 
sind  zu  dem  Zwecke  unternommen  worden,  die  Beziehung  auf- 
zufinden, in  welcher  eine  Functionsklasse,  die  sogenannten 
Quotienten  -  Ableitungen,    zu   den   Reciprocanten   stehen.     Diese 
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Quotieoten-AbleituDgen  haben  ausser  anderen  Eigenschaften  die, 
covariant  zu  sein  für  eine  horoographische  Transformation  der 
abhängigen  und  der  unabhängigen  Veränderlichen  bei  gleich- 
zeitiger Anwendung  derselben,  und  daher  auch  bei  getrennter. 
Aus  ihren  Gestalten  ergiebt  sich  jedoch  offenbar,  dass  ihr  Be- 
stand nicht  die  vollständige  Schar  solcher  Functionen  ausmacht; 
somit  war  es  des  Verfassers  erstes  Ziel,  diese  vollständigen 
Scharen  für  jede  der  Gombinationen  der  homographischen  Trans- 
formation zu  erhalten.  Functionen  von  d^  in  dieser  Arbeit  be- 
trachteten Arten  hat  zuerst  Hr.  Rogers  angegeben  (Lond.  M.  S. 
Proc.  XVII.  220-231,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  90);  dieser  hat  je- 
doch,  abgesehen  von  dem  Falle  der  ersten  Art,  seine  Forschung 
auf  die  Herleitung  der  partiellen  Differentialgleichungen  be- 
schränkt, denen  die  Functionen  genügen,  weil  die  Ableitung 
homographischer  Beciprocanten  sein  Gegeiv  t3i^  war. 

Der  einfachste  Weg   zur   Gewinnung   der  Quotienten-Ablei- 
tungen  ist   der   folgende.     Man    betrachte    beispielsweise   eine 

Gleichung  dritter  Ordnung  —izr  =  0,     deren     Stammgleichung 

u  =  A  +  Bx  +  Cx*  ist;  ferner  sei  y  der  Quotient  zweier  ver- 
schiedenen Lösungen  u^  und  ti,  dieser  Gleichung,  sodass  yu^  =  ti,. 
Da  nun  die  Ableitungen  von  u  von  der  dritten  Ordnung  an  ver- 
schwinden, so  ist: 

uy  +  3y"u[+3y'  «'/ =  0, 
«i»^+4y'"tiH-6»"fil'  =  0, 
«,y^  +6»^V|*i-l-W'iii'=0, 

mithin  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  tij,  ui,  ui  (wenn  man 
noch  untere  Indices  als  Differentiationszeichen  benutzt): 

yi    3y»     3y, 

y*   4y.     6yf    =o, 

y»    5y,    lOy, 

eine  Differentialgleichung  fünfter  Ordnung;  ihre  Stammglei- 
chung ist: 

A  +  Bx  +  Cx^ 


[y»«]«  = 


y  = 


D+Ex  +  Fx* 
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[yi  «li  = 


Die  Function  [y,  x]  heisst  die  kubiBche  Quotienten- Ableitung. 
Die  Gleichung  zweiter  Ordnung  d*u/dx^  =  0  fQhrt  ebenso  auf 
den  wohlbekannten  Schwarz'schen  Differentialausdruck 

y,    2y, 
»•     3y, 

die'  Gleichung  vierter  Ordnung  d*u/dx^  =  0  führt  auf  eine  ebenso 
gpbildete^Quotienten- Ableitung  vierter  Ordnung: 

Va     4y,      6y,      4y, 

y»   5y4    lOyi   lOy, 

y.     6»,     15y,    20y, 

y,     7y.     21  y,     35y, 
u.  8.  w.    Die  Eigenschaft  der  homographischen  Invarianz    wird 
durch  die  Gleichung  gegeben: 

ray  +  b     ex^fl  _  (ad  —  bcy     (gx  +  /^)^' 
Icy  +  d  '  gx  +  h Jn^  (eh-^-fg^'    (cy  +  d)"" 

Noch  viele  andere  Eigenschaften  der  Functionen  werden  eben- 
falls ermittelt.  Glr.  (Lp.) 


[y,  «L  = 


[yi^]- 


J.  Derüyts.     Sur    la   diff^rentittion   inutuelle  des  fonc- 
tions  invariantes.    Beig.  Bull.  (3)  xvr.  207-215. 

C.  Le  Paigb.     Rapport    ibid.  149-150. 

Folgerungen  aus  der  folgenden  Bemerkung,  die  zwar  sehr 
einfach  ist,  aber  dennoch  nicht  gemacht  zu  sein  scheint.  Es  sei 
/  eine  derartige  Invariantenform,  dass 

/(0',(?",...)  =  <»^/(9',?",...) 

ist;  dann  folgt  mit  Notwendigkeit: 

/(p',p",...)  =  <j*/(p',p",...), 

wenn  die  T  mit  Hülfe  der  p  sich  ebenso  ausdrucken  lassen  wie 
die  Q  mittels  der  q.  Der  Ausdruck  /(p',p", ...)  besitzt  die 
Invarianteneigenschaft,  wenn  sich  die  in  den  p  enthaltenen 
Grössen  als  ganze  Functionen  von  Grössen  ausdrücken  lassen, 
welche  den  in  q  enthaltenen  analog  siud,  und  wenn  ausserdem 
die  Grössen  P,  abgesehen  von  einer  Potenz  von  d,  dadurch  er- 
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halten  werden,   dass   man   in    den  p  die  Grossen  q  durch  ihre 
transfonuirten  Q  ersetzt.  Mn.  (Lp.) 


J.  Dkrüyts.    Sur  quelques  propri^tfe  des  transformations 

lin^aires.      Belg.  Bali.  (3)  XVI.  576-589. 

Verallgemeinerung  der  Ergebnisse  aus  der  obigen  Abhand- 
lung. Mn.  (Lp.) 

S.  LiB.     Die  BegriflFe  Gruppe  und  Invariante.     Newcomb. 

Am.  J.  XI.  182-186. 

Die  Arbeit  richtet  sich  gegen  einen  Brief  von  Halphen, 
welcher  in  einer  Abhandlung  von  Sylvester  (American  Journal  IX) 
abgedruckt  ist.  In  diesem  Briefe  betrachtet  Halphen  eine  Schar 
von  algebraischen  Transformationen 

^k  =  fkip^U  ...j^«;  ^1»  •••>  ^r)  (*  =  1?2,  ...,ll) 

mit  r  Parametern  a^^,..^ar  zwischen  den  Veränderlichen  x^^.,.^Xn 
und  x[^.,.yXn  und  fragt  nach  allgemeinen  Kriterien  dafttr,  ob 
eine  solche  Schar  von  Transformationen  Invarianten  besitzt« 
Nach  der  Definition  von  Halphen  bestimmen  jene  Transforma- 
tionen eine  Gruppe,  wenn  sich  aus  den  beiden  Gleichungen 

«i  =  /*(*!?  •••»  ^n\  öj?  ...>  flr)  /L  _   1    9  «\ 

durch  Elimination  der  Grössen  xj^  Relationen  von  der  Gestalt 

Xi  =  A(^i»---f*i;  ^U--M  ^r)  (*  =  1,2,...,  fl) 

ergeben.  Der  Verfasser  hält  diese  Definition  fQr  unzureichend; 
er  führt  femer  aus,  dass  Halphen  im  Laufe  seines  Briefes  Ter- 
schiedene  Annahmen  macht,  welche  wirkliche  Beschränkungen 
des  ursprünglich  aufgestellten  Problems  sind,  und  dass  er  selbst 
das  so  beschränkte  Problem  nicht  völlig  erledigt.  Insbesondere 
wendet  sich  der  Verfasser  gegen  die  Behauptung  von  Halphen, 
dass  ein  System  von  Transformationsgleichungen  der  obigen 
Art,  aus  welchem  sich  durch  Elimination  der  Parameter  a^...,  Or 
genau  n — r  Relationen   zwischen    den  x^  und  x'k  ergeben,   nur 
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dann  genau  n — r  unabhängige  Invarianten  besitzt,  wenn  es  in 
seinem  Sinne  eine  Gruppe  bestimmt  Ein  sebr  einfaches  Bei- 
spiel lehrt  die  Unrichtigkeit  dieser  Behauptung.  Die  Trans- 
formation 

x[  =  ar,  -f  a,  xi  =  — «, 

erfüllt  nflmlicb  jene  gestellten  Bedingungen  und  doch  bestimmt 
dieselbe,  wie  man  leicht  einsieht,  keineswegs  in  dem  Halphen'schen 
Sinne  eine  Gruppe.  Ht. 

P.  Mansion.     Sur  la  d^finition  des  invariants  et  cova- 

riants.     Bmx.  S.  tc.  XIIA.  47-49. 

Wenn  eine  Function  F(l)  der  Coefficienten  und  Variabein 
eines  Stammsystems  algebraischer  Formen  immer  zugleich  mit 
derselben  Function  F(2)  der  neuen  CoefScienten  und  der  neuen 
Variabein  des  tran^formirten  Systems  dieser  algebraischen  Formen 
Null  ist,  so  ist  F(2)  =  T.  JF(1),  wobei  T  eine  Potenz  der  Trans- 
formations-Determinante bedeutet.  Hn.  (Lp.) 


L.  Maurkr.     lieber   allgemeinere  Invarianten  -  Systeme« 

Manch.  Ber.  103-150. 

Nehmen  wir  an,  die  rationale  homogene  Function /(a^pX,,...,««) 
von  n  Veränderlichen  werde  durch  die  umkehrbare  lineare  Sub- 
stitution 

yi  =  JS  ax^x^  (A  =  1,  2, . . .,  n) 

in  sich  selbst  transformirt,  so  flihrt  die  unter  Vermittelung  jener 
Substitutionsformeln  fUr  alle  Werte  von  or^,  x„  ...,  Xn  identisch 
erfttllte  Gleichung 

zu  einem  System  S  von  algebraischen  Gleichungen,  denen  die 
Substitutionscoefficienten  a^^  genflgen  mflssen.  Durch  diese  Glei- 
chungen S  ist  eine  Anzahl  von  irreduciblen  algebraischen  Ge- 
bilden definirt  und  der  Verfasser  zeigt,  dass  es  unter  diesen 
Gebilden  stets  eines  und  nur  eines  giebt,  dem  das  Wertsystem 

axfi  =  0  (A  $  ^),    au  =  1 
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angehört,  d.  b.  unter  dessen  Substitutionen  die  identische  Sub- 
stitution yorkoromt.  Die  durch  dieses  irreducible  algebraische 
Gebilde  bestimmte  Substitutionengruppe  kommt  bei  der  vor- 
liegenden UntejsuchuDg  allein  in  Betracht.  Indem  der  Verfasser 
jene  Identität  f(x)  =  f(y)  in  Differentialgleichungen  umsetzt  und 
dabei  auf  die  Untersuchung  von  vollständigen  Systemen  linear 
unabhängiger  Differentialgleichungen  —  wie  sie  in  der  von  Lie 
begrfindeten  Theorie  der  Transformationsgruppen  eine  Hauptrolle 
spielen  —  gef&hrt  wird,  zeigt  es  sich,  dass  eine,  tn  unabhängige 
Parameter  enthaltende  Substitution  stets  aus  m  sogenannten  „ele- 
mentaren^ d.  h.  solchen  Substitutionen  zusammengesetzt  werden 
kann,  deren  GoefGcienten  nur  von  einem  Parameter  abhängen. 
Die  Untersuchung  einer  solchen  elementaren  Substitution  wird 
mit  Htllfe  der  Weierstrass*schen  Theorie  der  Elementarteiler 
durchgeführt,  indem  der  Verfasser  dieselbe  auf  die  „Fundamental- 
determinante ^ 

c,,     r,     Cj„  . . .,    Ci«, 


anwendet,  wo  c,,,  c^,,  ...,  c^n  gewisse  durch  die  Zusammen- 
setzung der  Gruppe  bestimmte  Zahlen  sind.  Es  ergiebt  sich 
nun,  dass  die  Coefficienten  der  elementaren  Substitution  in  zwei 
Fällen  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellbar 
sind:  nämlich  dann,  wenn  entweder  jene  Fundamentaldeterminante 
gleich  r~  ist,  oder  wenn  sie  nur  Elementar tei  1er  erster  Ordnung 
hat,  and  wenn  ausserdem  die  Werte  von  r,  für  welche  sie  ver- 
schwindet, sämtlich  ganze  Zahlen  sind.  Die  diesen  beiden  Fällen 
entsprechenden  Coefficientensysteme  ^n,  Cj„  . . .,  c^  werden  „von 
der  ersten  und  zweiten  Art**  genannt.  Es  gelingt  dann  auf 
Grand  der  Eigenschaft  der  Substitution,  vermöge  welcher  die- 
selbe f^x^y  0?,,  . . .,  Xn)  in  sich  tlberfflhrt,  den  Nachweis  zu  führen, 
dass  auf  die  beiden  erwähnten  Fälle  jeder  andere  Fall  zurück- 
kommt Das  schliessliche  Ergebnis  ist  der  folgende  Satz:  Wird 
eine  homogene  und  rationale  Function  f  der  Veränderlichen 
a?j,  X,,  ...,  Xn  durch  eine  lineare  Substitution,  von  deren  Coef- 
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6eieiiteo  m  TerfDgbar  bleibeii,  in  sich  mUmI  trmnsfomiiii,  so  ge- 
nllgt  me  m  linear  miabhäiipgen  partiellea  Differenlialgleidmigeii 
Ton  der  Gestalt 

-f  f  ^^"^^^  =  0,  (i  =  1,  2, . ..,»), 

deren  CoefGeienten  d    yon  der  ersten  oder  Ton  der  zweiten  Art 

sind«  Und  umgekehrt,  genfigt  die  homogene  Fnnetion  f  genau 
m  und  nicht  mehr  Differentialgleichungen  der  angegebenen  Art, 
so  wird  sie  durch  eine  lineare  Substitution,  deren  CoefSeienten 
sich  als  rationale  Functionen  von  m  unabhängig  yeriloderlichen 
Parametern  darstellen  lassen,  in  sich  selbst  transformirt  £nd- 
lieh  geht  der  Verfasser  noch  auf  das  Problem  der  Zusammen- 
setzung zweier  Substitutionen  ein  und  beweist,  dass  die  zusammen- 
gesetzte Substitution  dadurch  entsteht,  dass  man  fflr  die  Para- 
meter gewisse  algebraische  Functionen  der  Parameter  der  beiden 
ursprünglichen  Substitutionen  einsetzt  Der  Verfasser  spricht  die 
Behauptung  aus,  es  liesse  sich  beweisen,  dass  bei  geeigneter 
Wahl  des  Parametersystems  diese  Functionen  rational  sind. 

Ht 


F.  Klbin.     Ueber  irrationale  Coyarianten«   Gott  N.  191-194. 

Der  Verfasser  weist  auf  die  allgemeine  Aufgabe  hin,  bei 
einer  in  irrationaler  canonischer  Gestalt  zu  Grunde  gelegten 
Form  innerhalb  des  durch  diese  canonische  Gestalt  gegebenen 
Rationalitätsbereiches  Covarianten  zu  suchen  und  erläutert  diese 
Problemstellung  an  dem  Beispiele  der  ternären  Form  vierter 
Ordnung.  Diese  Form  lässt  sich  bekanntlich  erstens  in  die 
Gestalt 

bringen,  wo  9^^  <p„  9),  quadratische  Formen  sind,  und  zweitens 
in  die  Gestalt  einer  vierreihigen  symmetrischen  Determinante 

wo  a^p  a^^J  ...,  a^^  lineare  Formen  bedeuten. 

Was  die  erstere  Darstellung  anlangt,  so  bleibt  dieselbe  bis 
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auf  einen  Factor  ungeändert,  wenn  man  für  (f^^  q>^^  9),  Aus- 
drücke folgender  Art  setzt: 

ft  =  f*'(9>i+2LM,a?,+^^,+iW,^,]9>i,+l>,«i  +  /',^,  +  ^,a?,]>,), 

wo  Ar,  ju,  /M,,  ^„  fi^  irgend  welche  Constante  bedeuten.  Dem- 
entsprechend sind  als  Covarianten  der  in  der  ersteren  canoni- 
schen Gestalt  zu  gründe  gelegten  Form  f  diejenigen  und  nur 
diejenigen  simultanen  Covarianten  der  drei  quadratischen  Formen 
7i>  7si  7s  einzusehen,  welche  bei  den  erwähnten  Umsetzungen 
ungeändert  bleiben  und  im  Uebrigen  in  den  Coefficienten  dieser 
Formen  qp,,  9),,  9,  rational  sind. 

Die  zweite  canonische  Gestalt  der  biquadratischen  Grund- 
form f  bleibt  ungeändert,  wenn  man  die  Vertikalreihen  der 
Determinante  irgendwie  linear  combinirt  und  hierauf,  entsprechend 
dem  symmetrischen  Charakter  der  Determinante,  die  nämlichen 
linearen  Combinationen  der  Horizontalreihen  einführt.  Um  dem- 
nach Covarianten  der  in  der  zweiten  canonischen  Gestalt  zu 
Grunde  gelegten  Form  f  zu  erhalten,  bilden  wir  solche  Cova- 
rianten der  10  ternären  Linearformen  a^,  welche  bei  jenen  Com- 
binationen ungeändert  bleiben,  und  diese  Covarianten  ihrerseits 
sind,  wie  man  leicht  erkennt,  nichts  anderes  als  die  von  ^j,  ^,,  ^,,  ^^ 
freien  Covarianten  der  ternär-linearen  und  quaternär-quadratischen 
Grundform 

F  =  Si^atk^i^k  =  f^x^l  =  bgß\  =  • '  •. 
Es    ist    somit    beispielsweise    agbxCxd^iaßydy    in    symbolischer 
Schreibart  eine  Covariante  von  der  gesuchten  Beschaffenheit. 

Ht. 

•  ^ _  _ 

A.  B.  F0R8TTU.     The  differential  equations  satisfied  by 
concomitants  of  quantics.     Lond.  M.  s.  Proc.  xix.  24-46. 

In  der  Invariantentheorie  der  Formen  von  n  Veränderlichen 
ist  es,  wie  schon  Clebsch  hervorgehoben  hat,  notwendig,  die 
Unterdeterminanten  der  aus  n  Veränderlichenreihen  gebildeten 
Determinante  ebenfalls  als  selbständige  Veränderliche  einzuführen. 
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Dieser  Forderung  entsprechend  stellt  der  Verfasser  zanftcbst 
einige  Relationen  zwischen  jenen  Unterdeterminanten  aaf;  diese 
Relationen  ergeben  sich  durch  Anwendung  eines  von  SylTcster 
herrührenden  Determinantensatzes  und  sind  von  der  Gestalt 
ÖÖ)  =  20fn^  a)p,«,  wo  ©,  (D,  Qfn^y  Op^  geeignet  ausgewählte 
Unterdeterminanten  von  der  nämlichen  Reihenzahl  bedeuten.  Die 
weiteren  Abschnitte  der  Arbeit  beschäftigen  sich  mit  der  Auf- 
stellung der  Differentialgleichungen,  denen  die  Invarianten  einer 
Grundform  genügen.  Die  dabei  befolgte  Methode  läuft  auf  die 
Anwendung  des  Princips  der  infinitesimalen  Transformation  hin- 
aus: der  Verfasser  nimmt  die  lineare  Transformation  in  der 
Gestalt 

an  und  berechnet  dann  die  Aenderungen,  welche  in  Folge  dieser 
Transformation  die  Veränderlichen  d.  h.  jene  Unterdeterminanten 
und  die  Goefficienten  der  vorgelegten  Grundform  erleiden,  wobei 
er  nur  die  in  den  Substitutionscoefficienten  trj(^^0  linearen 
Zusatzglieder  berücksichtigt.  Beispielsweise  ergeben  sich  ffir  die 
Invarianten  O  der  quaternären  Form 

die  folgenden  Differentialgleichungen: 

^^^  dO  dO    .  dm  dO  dO 

^^^  eo  dO  ,        dO  dm  dO 

_^_^  dm  dm   ,  dm  dm  dm 

^^^  dm  dm   .  dm  dm  dm 

^^^  dm  dm   ,  dm  dm  dm 

^^^  dm  dm   ,  dm  dm  dm 

22Sqa,^,,,,^^-^^=  x,  ^  +P..  -q^  -p„  "äj^-^^  5^7» 

wo  die  Veränderlichen  p  die  Liniencoordinaten  und  die  Ver- 
änderlichen u  die  Ebenencoordinaten  bedeuten.  Ht 
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A.  Voss,     üeber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  Formen. 

Mfineb.  Ber.  15-20. 

Die  Note  enthält  einen  Beweis  für  den  folgenden  von  Gordan 
herrührenden  Satz:  Wenn  F  =  (a,6yC,  . . ./  in  symbolischer 
Schreibweise  eine  Form  der  p  Veränderlichenreihen 

darstellt,  und  wenn  dann  F  als  wirklichen  Factor  die  r^  Potenz 
der  Determinante  (xys...)  enthält,  so  ist  der  symbolische  Aus- 
druck des  anderen  Factors  von  F  gleich  der  r^^  Potenz  der 
Determinante  (abc . . .),  multiplicirt  mit  einer  numerischen  Con- 
stanten. Zugleich  ergiebt  sich  eine  Erweiterung  dieses  Satzes 
auf  solche  Formen,  deren  symbolischer  Ausdruck  von  der  Gestalt 

F  =  «Ol.  ...7«C6;.  fc«.  .../H^ci  ...y^ ...  ist.  Ht. 


F.  Mbrtens.      Invariante  Gebilde  von  Nullsystemen. 

Wien.  Ber.  XOVII.  519-587. 

Denkt  man  sich  in  dem  Ausdrucke 
die  Substitution 

t  =  1,2,3,4 
ausgeführt,  so  geht  derselbe  in  den  Ausdruck 

ober.  Der  Verfasser  versteht  nun  unter  einem  invarianten  Ge- 
bilde 0  des  Nullsystems  (a,xy)  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, des  linearen  Gomplexes 

KP)    =   «U  Pu+^U  Pll+Ö,4  Pl2+  -   +  «1,  PS4 

eine  ganze  Function  der  Grössen  a^^,  a,«,  cr,^,  ...,  a^,,  der 
Ebenencoordinaten  ti,,  v,,  ti„  u^,  und  der  Punctcoordinaten 
«I,  o;,,  a?„  «^,  welche  einer  Identität  von  der  Gestalt 
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genOgt,  WO  G  in  ganzer  Weise  von  den  Coefficienten 

(a,S»l  (a,fi»),  (a,C^), ...  (0,^17) 
des  transformirten  Nullsystems  und  von  den  Ausdrfleken 

^h  «171 H^  «*i  C^»??*)»  (S«C*),  (?'7^*),  (?>??«) 
und  zwar  nur  von  diesen  Ausdr&cken  abh&ngt  Legt  man  fQnf 
Nullsysteme  a,  6,  c,  d,  e  zu  Grunde,  so  erhält  man  folgende 
invarianten  Gebflde:  zunächst  die  15  „Nullsysteminvarianten'^ 
(a,a%  (a,6),  (a,c), ...  (d^e)^(e^e)^  ferner  die  aus  Punctcoordinaten 
allein,  sowie  die  aus  Ebenencoordinaten  allein  gebildeten  Deter- 
minanten (a;d?'a;"x"'),...,  (uu*u*'u'^')^..,  und  schliesslich  die  „Punct- 
ebeneninvarianten" 

^Xi^X)  •••}  ^X)  **«'»  •  •  • 

(o-i#),  u'j  +  (a-tt),  11;  +  (a-u),  u; +  («••»),<,.. . 


(^a'b'c'd'e'u)^u\  +  •••  -f(«*fc'c'd'e'ii)^ai,..., 

wo  {a'x\^  (o'*)8i  (ö^a^X»  (^'^)4  d'®  Coordinaten^  der  Nullebene 
des  Punctes  x-,  {a'u\^  {^'^\i  (^'^Xi  (^'uX.die  Coordinanten  des 
NuUpunctes  der  Ebene  u  in  dem  Nullsystem  a  bedeuten  und  in 
entsprechender  Weise  die  weiteren  Bezeichnungen  zu  verstehen 
sind.  Es  folgt  der  Nachweis  dafür,  dass  jedes  invariante  Ge- 
bilde @  mit  beliebig  vielen  Reihen  von  Punct-  und  Ebenencoor- 
dinanten  als  ganze  und  rationale  Function  der  eben  aufgezählten 
Invarianten  darstellbar  ist.  Sind  sechs  Nullsysteme  a,  b,  c,  d,  e,  f 
gegeben,  so  erhält  man  das  volle  Invariantensystem,  wenn  man 
auf  die  vorigen  Invarianten  alle  möglichen  Aggregate  der 
Operationen 


(^4-)=^«^4:+^-4r+-+^^' 


3e„ 
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anwendet  and  aosserdem  die  Invariante 


(abcdef)  = 


»14  ÖJ4  ^14  »21  ö»l  <»I3 

^4  ^4  ^4  K  ^I  *12 

•  •               •               •  •  • 

•  •              •               •  •  • 

•  •               •               •  •  • 


ri4       /S4       184       ras      #si       ria 

binzufQgt.  Sind  mehr  als  Bechs  Nullsysteme  gegeben,  so  lassen 
sich  die  invarianten  Gebilde  derselben  als  Summen  von  Gebilden 
darstellen,  .welche  mittelst  der  den  obigen  entsprechenden  Opera- 
tionen aus  invarianten  Gebilden  von  sechs  Nullsystemen  abge- 
leitet sind.  Zum  Schlüsse  werden  einige  besondere  Fälle  hervor- 
gehoben; so  ist  z.  B.  für  drei  Nullsysteme,  drei  Ebenen  und  drei 
Funkte  das  vollständige  System  invarianter  Gebilde  aus  72  Formen 
zusammengesetzt.  Ht 

D.  HiLBERT.      Zur  Theorie    der  algebraischen   Gebilde. 

Gott  Nachr.  400-457. 

Der  Verfasser  eröffnet  hiermit  eine  Reihe  von  Noten,  welche 
auf  hervorragende  Punkte  in  der  Theorie  der  algebraischen  Ge- 
bilde, insbesondere  auf  die  Fragen  nach  der  Endlichkeit  von 
zugehörigen  Invariantensystemen,  sowie  auf  den  Zusammenhang 
zwischen  den  charakteristischen  Zahlen  eines  solchen  Gebildes 
(Ordnung,  Geschlecht,  Bang  etc.)  ein  neues  Licht  zu  werfen  ge- 
eignet sind.  Als  Grundlage  dient  der  Satz,  dass  ein  jedes  In- 
dividuum einer  unendlichen  Reihe  von  Formen  (von  n  Veränder- 
liehen  x^yX^  ...  Xn)  sich  linear  und  ganz  aus  einer  endlichen  An- 
zahl von  ihnen  componiren  lässt,  mittels  Coefficienten  a,  die 
selbst  wiederum  Formen  der  x  sind,  mit  dem  wesentlichen  Zu- 
sätze, dass  der  Rationalitäts-  (resp.  Integritäts-)  Bereich  fQr  die 
CoefBeienten  der  a  der  nämliche  ist,  wie  der  für  die  Coefficienten 
der  vorgelegten  Formen.  Der  Satz  ist  auf  mehrere  Beihen 
solcher  Formen  ausdehnbar. 

Der  Beweis  wird  von  n  auf  « + 1  geführt. 

Darauf  stQtzt  sich  der  Nachweis  des  allgemeinen  Satzes, 
dass  ein  beliebiges  System  von  Grundformen  mit  beliebig  vielen 
Veränderlichen  (und  Beihen  von  Veränderlichen)  ein  „endliches" 
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Invariantensystem  besitzt.  Die  anendliche  Zahl  von  Inyarianten 
lässt  sich  nämlich  leicht  in  einer  solchen  Reihe  anordnen,  auf 
die  der  obige  Satz  angewandt  werden  kann.  Die  Goef&cienten 
a  können  selbst  wiederum  in  Invarianten  flbergefQhrt  werden 
durch  Verallgemeinerung  des  bekannten  (Glebsch'schen)  Processes 

^  ^  da  dß da  dB    ^^^   "'  "''  '*"  '*•    *'®   Coefficienten    der 

linearen  Substitution  sind).  Damit  ist  aber  der  Satz  bewiesen. 
Daraus  lassen  sich  weitere,  algebraische  wie  geometrische 
Gonsequenzen  ziehen.  So  z.  B.  der  Satz,  dass  ein  endliches 
System  von  Invarianten  nur  eine  endliche  Zahl  von  irreducibeln 
„Syzygien*'  besitzt,  und  ähnliche.  My. 


1).  HiLBERT.      Ueber    die    Endlichkeit    des   Invarianten- 
systems   für   binäre  Grundformen.     Math.  Ann.   xxxiii. 

223-226. 

Denkt  man  sich  eine  binäre  Form  f  als  Product  ihrer 
Linearfactoren  aiX-\-ßiy^  so  ist  eine  Invariante  von  f  eine 
ganze  Function  der  Determinanten  (aß)  von  gewissen  vorge- 
schriebenen Eigenschaften.  Der  Nachweis  der  Endlichkeit  des 
Invariantensystems  von  f  reducirt  sich  auf  zwei  bekannte  ein- 
fächere  Hülfssätze  von  ähnlichem  Gharakter,  einmal,  dass  ein 
System  von  linearen  und  homogenen  diophantischen  Gleichungen 
eine  endliche  Anzahl  positiver  Lösungen  besitzt,  durch,  die  jede 
weitere  Lösung  ausdrttckbar  ist,  sodann,  dass  irgend  eine  ganz- 
zahlige Potenz  einer  algebraischen  GrOsse  oi  sich  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  solcher  Potenzen  zusammensetzen  lässt  Die  Zu- 
sammensetzung ist  beidemal  eine  lineare  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten.    My. 

D.  HiLBERT.     Ueber  binäre  Formen  mit  vorgeschriebener 
Discriminante.     Math.  Add.  XXXI.  482-492. 

D.  HiLBERT.     Ueber  Büschel  von    binären  Formen   mit 
vorgeschriebener   Functionaldeterminante.       Math.  Ano. 

XXXIII.  227-236. 
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Beide  Arbeiten  sind  weitere  Aasftthrangen  von  Noten,  die 
xuerst  in  den  Leipz.  Berichten  erschienen,  und  über  die  im  Wesent- 
lichen bereits  im  XIX  Bande  dieser  Zeitschrift  berichtet  worden 
ist  My. 

R.    WüLFINGHOFF.      InvarlantenrechüUng.     Pr.  Leibniz  -  Gymn. 
Berlin. 

Die  Arbeit  hat  dQn  Zweck,  für  die  Berechnung  der  zwischen 
den  Invarianten  und  Covarianten  einer  binären  Grundform  statt- 
findenden Relationen  eine  Methode  anzugeben,  welche  auch  in 
complieirteren  Fällen  brauchbar  ist.  Indem  der  Verfasser  von 
dem  allgemeinen  symbolischen  Ausdrucke  für  die  Invariante  aus- 
gebt, gelangt  er  auf  rechnendem  Wege  zu  dem  Satze,  dass  jede 

Covariante  C^  gleich  einer  ganzen  Function  gewisser  Covarianten 
F,,  jP„  F,,,  F,,  Fj,,  ...  niedrigsten  Grades  ist,  dividirt  durch  eine 
geeignete  Potenz  der  Grundform  F^,  und  zwar  ist 

FP'^Ct  ==  SaF^F'Fy  F*  F*  .... 
wo  die  Exponenten  den  beiden  Bedingungen 

a-f-2a?  +  3y +  2a  4"  3t«-i-'"     =p 

genfigen.  Für  die  Rechnung  mit  Covarianten  genügt  es  bekannt- 
lich, die  Leitglieder  (d.  h.  die  CoefScienten  der  höchsten  Potenzen 
einer  Ve[änderlichen)  allein  zu  berücksichtigen  und  die  Methode 
des  Verfassers  kommt  nun  darauf  hinaus,  in  dem  obigen  An- 
sätze auf  der  rechten  Seite  die  ZahlencoefGcienten  q  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  Summe  durch  eine  möglichst  hohe  Potenz  des 
ersten  Coefficienten  a^  von  F^  teilbar  wird.  Auf  diesem  Wege 
drfickt  der  Verfasser  mehrere  Invarianten  und  Covarianten  der 
binären  Formen  3*«',  4*^'  und  5'*'  Ordnung  als  Functionen  jener 
elementaren  Covarianten  F^,  F„  F,i,  F^,  F^,  aus.  Mit  Hülfe 
dieser  Ausdrücke  wird  insbesondere  eine  Reihe  von  weiteren 
Relationen  zwischen  den  Invarianten  und  Covarianten  der  binären 
Grundform  5^'  Ordnung  hergeleitet.  Ht. 
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E.  Pascal.  Sopra  un'  applicazione  del  metodo  per 
esprimere  una  forma  invariantiva  di  una  binaria  cubica 
mediante  quelle  del  sistema  completo.      Napoli  Bend.  (2) 

II.  67-72. 

Die  Resultante  A  einer  binären  Form  n^'  Ordnung 

f  =s  a*  =i  b"*  =  cz 

und  der  cubischen  Form  (p  ^  p^q^  r^  ist,  als  Function  der  Coef- 
ficienten  der  Linearfactoren  p«,  9«,  r^  ausgedrückt,  gleich 

(paY  (jqbf  (rcy . 

Durch  Umformung  ergiebt  sich  hieraus  ein  Ausdruck  von  der 
Gestalt 

wo  cxfty  gewisse  Zahlencoefficienten  und  Ai^y  gewisse  Govarianten 
der  cubischen  Form  q)  allein,  also  ganze  Functionen  der  vier 
fundamentalen  invarianten  Gebilde  <]p,  ^,  Q,  R  sind.  Die  An- 
wendung auf  den  besonderen  Fall  n  =  4  liefert  eine  Resultante 
einer  biquadratischen  und  cubischen  Form  in  der  Gestalt 

wo 

gesetzt  ist.  HL 


£.  Pascal.     Sopra  alcune  forme  invariantive  del  sistema 
di  due  binarie  biquadratiche.    Napoli  Bend.  (2)  ii.  402-409. 

E.  Pascal.     Sopra  certi  covarianti  simultane!  dei  sistemi 
di  due  quarticbe  e  di  due  quintiche.      Aonali  di  Hat  (2) 


XVL  85-99. 


J 
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Die  beiden  Arbeiten  beschäftigen  sieh  mit  der  Aaswertung 
besonderer  von  Gordan  in  die  Theorie  zweier  binären  Formen 
von  gleicher  Ordnung  eingeftlhrten  Covarianten.    Setzen  wir 

wo  f  und  q>  binäre  Formen  von  der  n^'^  Ordnung  sind,  so  führt 

das  Problem  der  Darstellung  der  Resultante  R  =  TI (rirk)(SiSk) 
auf  eine  Reihe  von  Covarianten  der  folgenden  Gestalt : 

G  =  n (riVi)  (SiSkyixSix  (ijÄ  =  0, 1, 2, . . . ,  »  —  2), 

fit 
0  =  n  (r,rjk)  {Si$i)ru  Viy  *„*fy  (i,fc  =  0, 1,2; . . . ,  n  —  3), 


Diese  Covarianten  werden  in  den  Fällen  n  =  4  und  n  =  5  auf 
Ueberschiebungen  der  Grundformen  f  und  q>  zurQckgefllhrt  und 
dann  durch  die  fundamentalen  Invarianten  ausgedrückt.  Jene 
Covarianten  liefern  zugleich  Kriterien  für  die  Existenz  mehrerer 
gemeinsamer   Linearfactoren.    So   gelten   für   den   Fall    zweier 

» 

biquadratischen  Grundformen  f  und  9),  wenn 

16         *  3  9 

gesetzt  wird,  die  folgenden  Tbatsachen:  @  =  0  ist  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  f  ^  0  und  9  =  0  zwei 
gemeinsame  Wurzeln  besitzen  und  @  =  0,  <Z>,  ==  0  sind  die  Be- 
dingungen für  die  Existenz  dreier  gemeinsamer  Linearfactoren 
jener  Grundformen.  Ht. 

E.  Pascal.  Su  di  an  teorema  sul  calcolo  simbolico 
nella  teoria  delle  forme  binarie.     Bau.  o.  xxvi.  33-88. 

E.  Pascal.  Aggiunte  alla  nota  intitolata:  sopra  un 
teorema  sul  calcolo  simbolico  nella  teoria  delle  forme 
binarie.     Batt.  G.  xxyl  102-103. 

E.  Pascal.  Sopra  un  teorema  fondamentale  nella  teoria 
del  calcolo  simbolico  delle  forme  binarie.     Rom.  acc.  l. 

fieod.  (4)  lY.  119-124. 

Fortidir.  d.  Math.  XX.  1.  8 
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Die  erste  Note  enthäU  einen  neuen  Beweis  des  Gordan'schen 
Satzes,  dass  im  binären  Formengebiete  jeder  symbolische  Aus- 
druck, welcher  identisch  verschwindet,  in  Teile  zerlegt  werden 
kann,  von  denen  jeder  einzelne  einen  Factor  vom  Typus 

(abXcd)  +  (acXdb)  +  (ad)  (6c) 
enthält.  Die  zweite  Note  fQgt  eine  auf  die  Anzahl  dieser  Teile 
bezügliche  Bemerkung  hinzu,  und  in  der  dritten  Note  wird  der 
Satz  auf  Formen  von  n  Veränderlichen  erweitert.  Bezeichnen 
wir  mit  a^,  a,,  . . .,  6^,  &„  . . .;  x^^  x„  . . .,  y,,  ^si  •  •  •  beziehungs- 
weise die  Reihen  von  Coefficienten  und  Variablen  derart,  dass 
die  linearen  Grundformen  von  der  Gestalt 

flu,  =  «n^ii+flia^ii  +  •••  +  ßin^m 

anzunehmen  sind,  so  verschwinden  identisch   die  folgenden  in- 
varianten Ausdrücke 

9 

t 

2^(— l)'"*(rt<4.iai+2 . . .  Oi-i )  (a<6, 6,  . . ,  fe«-.i), 

i 

(a^a^  . . .  (i„)(j?^aj,  . . .  x„) — (ou^a^x, . .  .  ctnx^\ 
I 
2:(— l)***(^<+iar,+2  . . .  a;,-i,)a,., 

2;(— l)"*(«.+i  ir,+2  . . .  Xi^i)  (Xiy^  y^  ...  y^.j). 
(•=  1,  2,  ...,  n  +  i) 
Der  Verfasser  beweist  nun,  dass  jeder  andere  aus  fi- reihigen 
Determinanten  und  Linearfactoren  gebildete  Ausdruck,  welcher 
identisch  gleich  Null  ist,  stets  in  Teile  zerlegt  werden  kann, 
von  denen  jeder  einen  Ausdruck  von  obigem  Typus  als  Factor 
enthält.  Der  Beweis  wird  zunächst  für  n-\-l  Reihen  von  Coef- 
ficienten und  eine  Reihe  von  Veränderlichen  geführt  und  dann 
mittels  einer  von  Capelli  herrührenden  Verallgemeinerung  der 
bekannten  Gordan'schen  Reihenentwickelung  symbolischer  Aus- 
drücke  auf  den  allgemeinen  Fall  ausgedehnt.  Ht. 


E.  Pascal.  Sopra  le  relazioni  che  possono  siissistere 
identicamente  £ra  formazioni  simboliche  del  tipo  in- 
variantivo  nella  teoria  generale  delle  forme  algebriche. 

Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  V.  375-387. 
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I 

G.    BaTTAGLINI,    E.    BfiXTI.      Relazione.       Daeelbst.  374. 

Beweis  des  folgenden,  in  einer  früheren  ^ote  (Soprä  an 
teorema  fundamentale  nella  teoria  del  ealeolo  simbolico  delle 
forme  binarie,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IV.  119-124;  vgl.  deii 
vorigen  Bericht)  ausgesprochenen  Satzes:  Ist  eine  irreductible 
(d.  b.  in  Factoren  von  derselben  Beschaffenheit  nicht  zerlegbare), 
nach  jeder  Coefficienten-  und  Variabeinreihe  homogene  invariante 
Bildung  n  identisch  gleich  Null,  so  kann  sie  auf  eine  Summe 
von  Aosdrflcken  zurttckgeffthrt  werden,  deren  jeder  mindestens 
eine  aus  la^uter  Elementen  von  TI  bestehende  Null-Identität  als 
Factor  enthält.  Als  Null -Identitäten  werden  die  fünf  folgenden 
bekannten  Relationen  bezeichnet: 

«     .         - 

a 

(a^a^  . ,,  «;)  (a?,  a?,  . . .  a?«)  —  ^  +  «lar.fla*, .  •  •  «n*^  =  0, 

a 

2 ±  (a;,«,  . . .  »,)  a,,  ^,  =  0, 

X 

2:±(x^x^  . . .  Xn)(xn^iy,y^  . . .  y„_i)  =  0. 

Hier  bedeutet  2!+  (bezw.  2!+)  die  Summe  aller  Ausdrücke, 

welche  aus  dem.  niedergeschriebenen  entstehen,  wenn,  man  die 
Symbole  a  (bezw.  x)  auf  jede  mögliche  Weise  vertauscht,  und 
das  Plus-  oder  Minuszeichen  nimmt,  jenachdcm  die  betreffende 
Permutation  aus  einer  geraden  oder  ungeraden  Anzahl  von  Trans- 
positionen besteht. 

Der  Satz  wurde  schon,  wie  der  Verfasser  angiebt,  für  «  =  2 
von  Gordan  (Vorlesungen  über  Invariantentheorie  II.  S.  132), 
fbr  fi  =  3  von  Study  (Ueber  ternäre  lineare  Formen,  Math.  Ann. 
XXX.  120-126;  Bericht  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  129-130)  be- 
wiesen.  Vi. 


R.  Perkin.  Sur  Hdentitd  des  p^ninvariants  des  formes 
binaires  avec  certaines  fonctions  des  d^riv^es  uni- 
laterales de  ces  formes.     s.  M.  F.  Ball.  xvi.  82-ioo. 

8* 
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Der  Verfasser  knflpft  an  eine  Arbeit  des  Referenten  (vgl. 
F.  d.  M.  Bd.  XVII.  1885.  84)  an  und  beweist  von  neuem  den 
dort  aufgestellten  Satz,  dass  jede  Invariante  und  Corariante  einer 
binären  Form  f  gleich  einer  ganzen  und  rationalen  Function  der 
Form  f  und  der  einseitigen,  d.  L  in  Bezug  auf  eine  Veränder- 
liche allein  genommenen  Differentialquotienten  f^ ,  f„  f^^  ...  von 
f  ist.  Um  diesen  Ausdruck  in  den  einseitigen  Differential- 
quotienten zu  erhalten,  hat  man  nur  nötig,  in  dem  Leitgliede 
der  vorgelegten  Covariante  statt  der  Coefficientcn  der  bin&ren 
Form  die  entsprechenden,  mit  gewissen  Zahlen factoren  multi- 
plicirten  Differentialquotienten  von  f  einzusetzen,  und  in  Folge 
dieses  Umstandes  Iftsst  sich  der  Satz  auf  die  Aufgabe  anwenden, 
die  ganzen  und  rationalen  Integrale  gewisser  Difllerentialgleichun- 
gen  zu  finden,  deren  linke  Seite  die  Veränderliche  selbst  nicht 
explicite  enthält  Der  Verfasser  betrachtet  femer  sogenannte 
„Semicovarianten*^,  d.h.  solche  Functionen  der  einseitigen  Diffe- 
rentialquotienten, welche  nicht,  wie  die  Invarianten,  schon  nach 
einmaliger,  sondern  erst  nach  mehrmaliger  Anwendung  des  Diffe- 
rentiationsprocesses 

f —  +  /;—  +  ••• 

identisch  Null  ergeben.  Schliesslich  dehnt  der  Verfasser  die 
Untersuchung  auf  Formen  mit  mehr  Veränderlichen  aus,  wobei 
er  auf  diejenigen  Sätze  eingeht.  Ober  welche  bereits  in  diesem 
Jahrbuche  Bd.  XIX.  132  referirt  worden  ist.  Ea  folgen  als  Bei« 
spiele  einige  Darstellungen  von  Invarianten  ternärer  Formen  als 
Function  von  den  nach  zwei  Veränderlichen  genommenen  (zwei- 
seitigen) Differentialquotienten.  Ht. 


E.  ÜESARO.     Calcul  des  sous-invariants.    Noav.Ano.  (3)  vii. 

464-467. 

D'Ocagne  hat  bemerkt,  dass,  wenn  man  a,  als  Function 
einer  Veränderlichen  f  betrachtet,  deren  successive  Differential- 
quotienten  a,,  a„  a,,  ...  sind,  der  Ausdruck 

dPla, 
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eine  Semiinyariante  der  binfiren  Form 

wird.  Der  Verfasser  beschäftigt  sieb  mit  der  wirklichen  Berech- 
nung dieser  Semiinvarianten  ^p  und  der  zwischen  denselben  und 
den  fundamentalen  Semiinvarianten 

bestehenden  Relationen.  Ht. 


M.  d'Ocagne.     Sur  les  syst^mes  de  p^ninvariants  prin- 
cipaux  d'uue  forme  binaire.      S.  M.  F.  Ball.  xvi.  Ib3-187. 

Hit  Hälfe  der  Semiinvarianten 

Vp  =  ^^-^  (p  =  2,  3,  . . .,  II) 

lässt  sich  jede  andere  Semiinvariante  der  nämlichen  binären 
Grundform  rational  darstellen,  so  dass  im  Kenner  nur  eine  Potenz 
von  a^  anilritt    (Vgl.  das  vorige  Referat.)  Ht. 


M.  d'Ocagne.  Note  sur  les  syst&mes  de  pdninvariants 
principanx  des  formes  binaires.  Bmx.  s.  sc.  xii  b.  185-189. 
Zusatz  zu  einer  im  vorangehenden  Bande  erschienenen  Note 
(F.  d.  M.  XIX.  1887.  119).  Der  Verf.  weist  nach,  wie  man  in 
der  Hälfle  der  Fälle  manche  Haupt-Semiinvarianten  der  Formen 
durch  einander  ausdrOcken  kann.  Hr.  Cesaro  hat  die  Aufgabe 
f&r  die  anderen  Fälle  gelöst.  Mn.  (Lp.) 


J.  Dkruyts.     Sur  les  semi-invariants  de  foroies  binaires. 

LiöS«  M6m.  (2)  XV.  Note  I  11  S.,  Note  11  8  S. 

Zusätze  zu  früheren  Arbeiten.  Mn. 


J.  Pbtbrsrn.     Om  binäre  Formers  Kovarianter.  Zeathen 

TidBS.  (6)  VI.  152-186. 

Dieser  kleine  Aufsatz  bildet  eine  Fortsetzung  von  zwei  Auf- 
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• 

Sätzen  in  Zeuthen's  Tidss.  aus  den  Jahrgängen  1880-1881,  welche 
von  den  Covarianten  der  binären  Formen  handeln.  Der  Coef- 
licient  des  ersten  Gliedes  einer  Covariante  wird  eine  Halb- 
invariante genannt,  durch  welche  bekanntlich  die  Covariante  be- 
stimmt ist. 

Werden  in  einer  solchen  Halbinvariante  a^,  a„  ...,  a.  (die 
CoefScienten  einer  binären  Form  n*«^  Ordnung)  durch  0,  «,,  . . ., 
On- 1  ersetzt,  so  erhält  man  eine  Halbinvariante  einer  binären 
Form  (fi— 1)^'  Ordnung.  Werden  nun  auf  diese  Weise  alle  die 
den  Halbinvarianten  Ä  einer  Form  n^^'  Ordnung  entsprechenden 
Halbinvarianten  Ä  einer  Form  (n— 1)***^  Ordnung  gebildet,  so 
bilden  sie  nicht  das  vollständige  System  der  Halbinvarianten 
einer  Form  (n— !)*•'  Ordnung.  Es  ist  aber  leicht  zu  zeigen, 
dass,  wenn  alle  Ä'  als  ganze  Functionen  einer  endlichen  Anzahl 
unter  ihnen  dargestellt  werden  können,  dasselbe  mit  den  Ä  statt- 
findet. 

Der  Verfasser  zeigt  darnach,  wie  einfach  die  Endlichkeit 
bei  dem  zu  einer  binären  Form  dritter  oder  vierter  Ordnung  ge- 
hörenden Formensystem  bewiesen  werden  kann.  V. 


Stroh,     üeber  einen  Satz  der  Formen theorie.     Matb.  Add. 

* 

XXXI.  441-443. 

Der  Verfasser  beweist  den  Cayley'schen  Satz  über  die  An- 
zahl der  zu  einer  binären  Form  f  gehörigen  linear  unabhängigen 
Covarianten  vom  Grade  g  in  den  CoeiBcienten  von  f  und  vom 
Gewichte  p,  auf  Grund  der  Gordan'schen  Theorie,  wie  folgt: 
Zunächst  sind  die  aus  g  verschiedenen  binären  Formen 

und  aus  einer  weiteren  Form  (p^j  gebildeten  Covarianten 

von  einander  linear  unabhängig,  wie  man  erkennt,  wenn  man 
alle  Formen  als  Potenzen  linearer  Formen  specialisirt.  Aus  den 
Formen  Ai  werden  diejenigen  Formen  ausgewählt,  für  welche 
^j  =  ^8  =  • '  •  =  ^j/  ist.    Bildet  man  dann  aus  jeder  solchen  Form 
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und  den  aus  ihr  durch  Permutation  der  /  hervorgehenden  Formen 
die  Summe,  so  entsteht  ein  System  von  symmetrischen  Gova- 
rianten,  welche  ebenfalls  linear  von  einander  unabhängig  sind 
und  auch  unabhängig  bleiben,  wenn  man  nachträglich  die  Formen 
f  einander  gleichsetzt.  Indem  nun  der  Verfasser  andererseits 
die  so  erhaltenen  Covarianten  als  Summen  von  Ueberschiebungen 
der  Covarianten  von  f  über  tp  auffasst,  gelingt  schliesslich  der 
Nachweis,  dass  es  unter  allen  Covarianten  g^^  Grades  von  f, 
deren  Gewicht  p  nicht  übersteigt,  genau  Np  linear  unabhängige 
giebt,  wo  iVp  eben  jene  Zahl  der  ganzzahligen  Lösungen  von 

p  =  Xj  +  X,  +  •  •  •  +  Ap,     *!  >  A,  ^  . . .  >  A^ 

bedeutet.  Die  Differenz  Np—Np^i  ist  folglich  die  Zahl  der  linefHr 
unabhängigen  Covarianten  vom  Grade  g  und  dem  Gewichte  p, 
und  da  die  Zahl  Np  dieselbe  ist  wie  die  Zahl  der  ganzzahligen 
Lösungen  der  Gleichungen 

fi,  +2^,  +3^,  H +  ^^^  ==  p, 

80  ist  die  Uebereinstimmung  mit  dem  Cayley'schen  Satz  offen- 
bar. Ht 


Stroh.       üeber   die  asyzygetischen  Covarianten   dritten 
Grades  einer  binären  Form.     Math.  Ann.  xxxi.  444-454. 

Ordnet    man    die    sämtlichen    aus    drei    binären    Formen 

f,  =  aj,  f,  =  b"^,  f,  =  c"'  zu  bildenden  einfachen  Ueber- 
schiebungen vom  Gewichte  g  in  drei  Gruppen 

JI-      (ifiJ    fi)aii    /",)/?,)       ((/i>    Qat-U    /1)a+1i    •••? 

m«  Gfg»  A)a,»  U)ßi'i   ((fn  AX-i»  AWi»  '"} 

60  sind  die  Formen  jeder  Gruppe  unter  sich  linear  unabhängig. 
Dagegen  zwischen  den  Formen  der  verschiedenen  Gruppen  be- 
stehen Relationen  von  der  Gestalt 
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WO  a^j  ap),  a^)  Zahlencoefficienten  bedeuten.    Auf  Grand  dieser 

Relationen  zeigt  der  Verfasser,  dass  man  aus  jenen  drei  Gruppen 
y+l  linear  unabhängige  Formen  derart  auswählen  kann,  dass 
sich  jede  andere  Form  durch  diese  linear  ausdrücken  lässt 
Dabei  bedeutet  y  die  Zahl  <y— e, — «,-^«,,  wo  «<  =  p— «<  statt 
negativ  stets  Null  zu  nehmen  ist.  Indem  der  Verfasser  diese 
Ergebnisse  auf  den  Fall  dreier  gleichen  Formen  f  anwendet,  er- 
hält derselbe  folgenden  Satz:  Unter  den  Govarianten  dritten 
Grades  ((^,  O^ai  f)fi  sind  alle  diejenigen,  ftlr  welche 

linear  unabhängig,  und  alle  übrigen  sind  durch  sie  linear  aus- 
drttckbar.     Die  Zahl  jener  Formen  ist  für  ein  gerades  e  gleich 

[^]  -  [^] 

und  für  ein  ungerades  e  gleich 

wo  [  ]  eine  ganzzahlige  Abrundung  anzeigt.  Zum  Schlüsse 
wird  gezeigt,  wie  der  letztere  Satz  so  erweitert  werden  kann, 
dass  er  auch  für  Govarianten  von  höherem  Grade  anwendbar  ist 

Ht. 


Stroh.  Ueber  eine  fundamentale  Eigenschaft  des  üeber- 
schiebungsprocesses  und  deren  Verwertung  in  der 
Theorie  der  binären  Formen.    Math.  Ann.  xxxiii.  6I-108. 

Wird  die  Ueberscbiebung  zweier  binären  Formen  f  und  q> 
nicht  als  Process,  sondern  als  eine  Verknüpfung  aufgefasst,  so 
unterliegt  diese  Verknüpfungsart  folgenden  Gesetzen:  I.  dem 
distributiven  Gesetze,  welches  sich  in  der  Formel 

ausspricht ;  II.  dem  commutativen  Gesetze  (in  erweiterter  Fassung) 

III.  dem  associativen  Gesetze,  d.  h.  es  gilt  die  Formel 

i 
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welche  aassagt,  dass  in  jeder  Ueberschiebung,  die  aus  drei 
Formen  ^,  ^,  x/f  gebildet  werden  kann,  die  Art  der  Zusammen- 
fassung  der  drei  Formen  gleiehgültig  ist,  wenn  nur  an  Stelle 
einer  Ueberschiebung  ein  Aggregat  der  anders  gebildeten  Ueber^ 
sehiebungen  gesetzt  wird.  Auf  der  Anwendung  der  letzten 
Formel,  in  welcher  ci  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten,  be- 
ruht im  wesentlichen  die  weitere  Untersuchung.  Was  zunächst 
den  Fall  von  drei  binären  Formen  f^  /*,,  f,  anbetrifft,  so  lassen 
sich  diese  nur  auf  folgende  drei  Arten  zu  Ueberschiebungen  zu- 
sammenfassen 

((A,  a)a,  nu  C(fv  n)h  f,)Mi  c(f.i  /;)a,  fi)A- 

Die  Summe  X-^-fi  =  g  heisst  das  „Gewicht"  der  Ueberschiebung, 
und  alle  Ueberschiebungen  von  gleicher  Zusammenfassung  der 
Formen  und  von  gleichem  Gewichte  werden  in  ihrer  Gesamtheit 
eine  „Gruppe"  genannt.  Beispielsweise  giebt  es  fBr  das  Gewicht 
3  die  folgenden  drei  Gruppen 

((fMMo^   i(fM..fX  iifJ.WX   iifvfXQv 

aUXf.\i     ((fnf.)„A)n     iifMJX     iifMoJX 

or.,/;).,ft)«,  ((A,/;)„A)n  a/;,/;)./.),,  C(U^)o.ür 

Was  den  Zusammenhang  zwischen  jenen  Formen  anbetrifft,  so 
folgt  ohne  Schwierigkeit  der  Satz:  Die  Ueberschiebungen  jeder 
za  drei  Formen  gehörigen  Gruppe  sind  unter  sich  linear  unab- 
hängig, and  jede  Ueberschiebung  einer  Gruppe  kann  durch  die- 
jenigen jeder  anderen  zugehörigen  Gruppe  linear  ausgedrückt 
werden.  Genau  der  entsprechende  Satz  gilt  ftlr  beliebig  viele 
Formen  ^j,  f„  ...,  f^.  Auch  die  Anzahl  der  Formen  einer 
Gruppe  wird  bestimmt;  sie  ist  nur  von  dem  Gewichte  g  und  von 
den  Ordnungen  n^,  n,, ...,  n^  jener  Formen  abhängig,  also  f&r  alle 
zasammengehörigen  Gruppen  die  nämliche  und  ergiebt  sich  als 

der  Coefficient  von  x^  in  der  Entwickelung  des  Ausdruckes 

(l_a;«h-H)(i_a:»h-H)  ...  (l-j^^^+i) 

Bisher  wurden  nur  sogenannte  ,,einfache''  Ueberschiebungen  be- 
trachtet, d.  h.  solche,  in  denen  jede  Form  f  nur  einmal  vor- 
kommt Indem  der  Verfasser  mehrere  Formen  f  einander  gleich- 
setzt, ergeben  sich   entsprechende  Sätze  für  sogenannte  „mehr- 
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fache**  Ueberscbiebungen,  in  denen  jede  Form  wiederholt  auf- 
tritt. Aus  diesen  Entwickelungen,  in  denen  insbesondere  auch 
auf  die  Theorie  der  Sylvester'schen  Sysyganten  eingegangen 
wird,  seien  folgende  beiden  Sätze  erw&hnt:  Zu  jeder  inyarianten 
Form  K  einer  binären  Form  f  von  höherem  als  dem  3*^  Grade 
in  den  Coefficienten  gehört  eine  Syzygante,  welche  das  Glied 
Kf*  enthält.  Zu  jeder  invarianten  Form  A  3**°  Grades,  welche 
nicht  Functionaldeterminante  ist,  gehört  eine  Syzygante,  die  den 
Term  Äf^  enthält.  Als  Beispiel  für  die  entwickelte  Methode 
giebt  der  Verfasser  das  volle  System  der  irreduciblen  Syzyganten 
fUr  die  23  Invarianten  und  Govarianten  einer  binären  Form  5'*' 
Ordnung.     Die  Zahl  der  Syzyganten  dieses  Systems  ist  18. 

Ht 

G.  ToRBLLi.     Della  trasforaiazione  cubica  di  una  foiToa 

binaria    cubica.     Atti  d.  Acc.  PootaDiana.  Napoli.  XVII f.  215-225. 

Zufolge  eines  bekannten  Satzes,  den  Clebsch  in  seiner  Ab- 
handlung ausgesprochen  hat:  „Ueber  die  partiellen  Differential- 
gleichuDgen,  welchen  die  absoluten  Invarianten  binärer  Formen 
bei  höheren  Transformationen  genQgen^  (Gott.  Abb.  XV),  kann 
jede  kubische  Transformation  einer  binären  Form  dritter  Ordnung 
durch  eine  lineare  Transformation  ersetzt  werden.  Unter  An- 
wendung dieser  Betrachtung  unternimmt  Hr.  Torelli  die  Aus- 
führung der  Transformation 

(1)  y.fti-»,«J=o 

an  der  Form  cl.  Zu  diesem  Zwecke  ersetzt  er  sie  durch  die 
lineare  Transformation 

(2)  y,/?x-y.«x  =  0, 

wo 

a.  =  (aKyiJcyc^--(cKy{Jaya^, 

ß,  =  (bKy{jcyc,^icKy{jbyb^ 

und  ^J,  Ki  die  fundamentalen  Govarianten  der  Form 

61  =  (6c)  ( cd)  {ab)  a^  6^.  c^ 

sind.    Er  zeigt,  dass  die  Anwendung  der  Transformation  (2)  auf 
die  gegebene  Form  das  Resultat  ergiebt,  auf  welches  die  Trans- 
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formation  (1)  ffthrt,  multiplicirt  mit -g|- YP',  wo  Y  «((?«')"  und 

P  die  OiscriminaDte  der  Form  ÖJ  ist.    (S.  das  folgende  Referat.) 

La.  (Lp.) 


G.  ToRELLi.     Della  trasformazione  cubica.    Atti  d.  Acc.  pod- 

taoiana.  XVIII  und  Palermo  Read.  IL  165171. 

Bildet  man  aus  den  drei  binären  kubischen  Formen  ai^  bl^  cl 
die  kubische  simultane  Covariante  0%  =  {ah){hc){ca)axbxCx  und 
bezeichnet  dann  die  quadratische  und  die  kubische  Coyariante 
Ton  Ol  beziehungsweise  mit  J|,  Kl^  so  besteht  die  Identität 

otxbl—ßxctl  =  yxol, 
wo 

a,  =  (aür)'(Jc)'c,-(ciQ'(z/a)'a,, 
ß^  =  (bK)\dcyc^--(,cK)\^byK, 
y,  =  (aür)'(./6)'&,-.  {bK)\dayax 

zu  setzen  ist.    Aus  dieser  Identität  folgt,  dass  die  durch  Elimi- 
nation von  ^i,^,  aus  den  Gleichungen 

c»  =0  und  y^bl  —  y^al 
sieh   ergebende   Resultante  ^  sich   von   der  Resultante    Xy  der 
Gleichungen 

c»  =  0  und  y,ßx-y^Ox  =  0 
nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheidet.    Stellt  man  sich 
daher  die  Aufgabe,  die  binäre  kubische  Form  cl  der  kubischen 

Transformation     ^'    =      '    zu  unterwerfen,  so  ist  offenbar,  dass 

y^         bl 

es  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  nur  der  Ausführung  der  linearen 

Transformation  — ^  =  -^  bedarf.    (S.  das  vorangehende  Re- 

y%  Rx 

ferat.)  Ht. 

G.  PiTTARELLi.     Sullc   forme  appartenenti  all'  ottaedro. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IV.  509-513. 

Zwischen    der   Oktaederform  F  (d.   h.   der   Covariante  6^^ 
Ordntrng  einer  allgemeinen   binären  Form  4*«'  Ordnung),  ihren 
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Covarianten  H  =  (F,F)^,  T  =  (F,  Jl),  und  der  Invariante  A  =  {F,F)^ 
besteht  die  Relation 

Setzt  man  nun 


«.  =  -^.«.=(4-)*^*. 


K-Tf)*''^*  =  V(S?-«J)I, 


18 
80  wird 

18 
und 

(l.df,-l.d|.)  =  8(-A.)Vr(«,d«,-*,d».), 

(^xdx) 
d.  h.  das  Differential     *Z1     wird  durch  jene  TransformatioD  in 

VF 

2*  (SdS) 

das  elliptische  Differential — r- —-=======— mit  verschwin- 


8(4)*  Vdf-fpi. 


18 

dender  Invariante  g^  ttbergeftlhri 
Setzt  man  zweitens 

|.=Hi,    |.  =  -(4)*F. 

80  wird 

und 

6  (—1^      -i 

d.  h.  das  Differential  — 4 wird   durch  jene   Transformation 

yw 

in  das  elliptische  Differential 


2»V-1       (|rf§) 


<47  ''^'^ 


18 
mit  verschwindender  Invariante  g,  ttbergefllhrt  Ht 
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6.  PiTTARBLLi.  Ititomo  alla  trasformazione  del  differen- 
ziale  ellittico  effettuata  per  mezzo  della  rappresenta- 
zioue    tipica    delle    forme    binarie   di  3^  e  4'^  grado. 

Rom.  Acc.  L.  Send.  (4)  IV.  703-705. 

Von  Herrn  Brioschi  stammt  eine  Vereinfachung  her  in  der 
Ableitung  der  von  Herrn  Hermite  angegebenen  Transformation  des 
eUiptischen  Integrals  erster  Gattung  in  die  typische  Normalform 

.  Die  bez.  Substitution  war  vom  vierten  Grade 

in  der    ursprünglichen  Variabein  x.     Der  Verf.   ersetzt   dieselbe 
durch  eine  nur  lineare,  mit  Anwendung  von  Polarenprocessen. 

My. 

R.  Russell.     Geometry  of  the  quartic.     Lond.  M.  8.   Proc. 

XIX.  56-67. 

Die  vier  Wurzeln  einer  biquadratischen  Gleichung  werden 
als  Punkte  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen  gedeutet  und 
aas  der  Lage  dieser  Punkte  mittelst  geometrischer  Construction 
die  Warzelpunkte  der  Hesse'schen  Govariante  und  der  Govariante 
6^'  Ordnung  abgleitet.  Beispielsweise  sind  die  sechs  Wurzel- 
pankte  der  letzteren  Govariante  durch  folgende  Eigenschaft  be- 
stimmt: Wenn  man  von  einem  dieser  sechs  Punkte  das  aus  den 
vier  Wurzelpunkten  der  vorgelegten  Gleichung  gebildete  Viereck 
mittelst  reciproker  Radien  transformirt,  so  verwandelt  sich  das- 
selbe in  ein  Parallelogramm.  Ht. 


G.  Maisano.      Die   Steiner'sche  Govariante   der  binären 

Form    &^^  Ordnung.     Math.  Aoo.  XXXL  493-506. 

Die  Steiner'sche  Govariante  S  einer  binären  Form  &^^  Ord- 
nong  f  wird  mittelst  symbolischer  Rechnung  durch  die  funda- 
mentalen Invarianten  und  Govarianten  der  Grundform  f  ausge- 
drackt.  Der  Verfasser  findet  überdies,  dass  ebenso  wie  S  auch 
die  Govariante  \bm—4tAl^  gleich  Null  gesetzt,  die  notwendige 
mid  hinreichende  Bedingung  fQr  die   Existenz  eines  dreifachen 
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Linearfactors  der  Grundform  liefert.    Wegen  der  Bed^utung^  yon 
S,  HS,  Ay  l  vgl.  das  folgende  Beferat.  Ht 


E.  d'Ovidio.      II  covariante  Steineriano   di    una    forma 
binaria  del  6^*  ordine.    torino  Atti  XXIV.  164-176. 

Unter  der  Steiner'schen  Covariante  S  der  binären  Form  G'*' 
Ordnung  f  versteht  der  Verfasser  die  Discriminante  der  Polare 
at  a^f  wobei  diese  als  binäre  Form  von  %  allein  aufgefasst  wird. 
Die  Steiner*sehe  Covariante  ist  daher  von  der  S**"  Ordnung  und 
mit  Benutzung  des  bekannten  Ausdruckes  für  die  Discriminante 
einer  binären  Form  5^^'  Ordnung  ergiebt  sich  durch  symbolische 
Rechnung  der  Wert 
3'S  =  -  3'5'^' - 2  .  3» .  5«  i4fc ^  -  3' .  5 .  A'k* 

-(2\3  A'  +  2\3'B)fl+2* .  A'  H  +  2\S'  Afmi-2\3*fu, 
wo 

B  =  (f,a  k  =  (f,a,  ^  =  (f,a,  ^  =  (*,*)„  B  =  (k,k\, 

zu  setzen  ist.  Der  Ausdruck  stimmt  mit  demjenigen  überein, 
welchen  Maisano  (vgl.  das  vorige  Referat)  gefunden  hat.  Das 
identische  Verschwinden  von  S  ist  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  die  Form  f  einen  dreifachen 
Linearfactor  enthält.  Ausserdem  berechnet  der  Verfasser  in  ent- 
sprechender  Weise  die  Discriminante  der  Polare  ai  aj  sowie  die 
Discriminante  alal\  es  ergeben  sich  für  diese  Discriminanten 
die  Werte 

i^Af^py^^k'  und  ^hAr-\fp-kBk, 
wo  p  =  (fjÄ),  ZU  setzen  ist.  Das  identische  Verschwinden  des 
ersteren  dieser  beiden  Ausdrücke  giebt  die  Bedingung  für  das 
Auftreten  eines  vierfachen  Linearfactors  in  f,  und  das  Verschwin- 
den des  zweiten  Ausdruckes  ist  die  Bedingung  für  das  Auftreten 
eines  fünffachen  Factors.  Ht 


P.  Gordan.     Die  Discriminante  der  Form   1^^  Grades 

f  =  al.      Math.  Ann.  XXXI.  566-600. 
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Der  Verfasser  drückt  mit  HOlfe  symbolischer  RechnuDg  die 
DiscrimiDante  der  binären  Form  a^  =  b^  =3  ...  als  ganze  rationale 
Function  der  fundamentalen  Invarianten  dieser  Grundform  aus. 
Der  dabei  befolgte  Gedankengang  wird  in  der  Einleitung  vom 
Verfasser  selbst  kurz  skizzirt  und  entspricht  der  Methode,  deren 
sich  der  Verfasser  früher  bei  den  Formen  4'«*^,  5'®'  und  6*"  Ord- 
nung bedient  hat.  Ist  a^  ein  Doppelfactor  von  a^,  su  bestehen 
die  beiden  Gleichungen 

(aaya^  =  0,    (acr)*a,  =  0, 

welche  in  den  CoefScienten  von  a^  vom  Grade  sechs  sind.  Aus 
diesen  lassen  sich  nach  Bözout  und  Cayley  sechs  Gleichungen 
vom  Grade  fünf  in  a  herstellen,  welche  man  aus 

(aay(ab)b%  =  0 

erhält,  wenn  man  die  linke  Seite  durch  a«  dividirt.  Diese  sechs 
Gleichungen  werden  durch  Ueberschiebungen  so  mit  einander 
combinirt,  dass  sich  mittelst  Division  von  a^  Gleichungen  4*®" 
Grades  in  den  Coefficienten  von  a^  ergeben.  So  fortfahrend, 
gelangt  der  Verfasser  schliesslich  zu  quadratischen  Gleichungen, 
aus  denen  die  Elimination  der  Coefficienten  von  a^.  möglich  ist. 
Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  die  Endgleichung 

972        .    J  8569   ...    2768    .  10653         .     1488 
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Hierin  ist,  wenn  man 
setzt, 

« 

Die  linke  Seite  der  obigen  Endgleichung  ist   vom  Grade  12  in 
den  Coefficienten  der  Grundform  f,  und  da  sie,  wie  der  Verfasser 
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mit  Hülfe  der  speciellen   Form  x]+lx\xl  —  lx\x\  +  xl  zeigt, 
nicht  identisch  verschwindet,  so  ist  sie  die  verlangte  Discriminante. 

Ht. 

V.  Gall.     Das    vollständige  Formensystem  der  binären 

Form   7*«''  Ordnung.     Math.  Ann.  XXXI.  318.836. 

Das  von  Gordan  aufgestellte  volle  System  der  invarianten 
Formen  für  die  binäre  Grundform  7**'  Ordnung  ^  =  ai  enthält 
mehrere  Invarianten  und  Covarianten,  welche  reducibel  sind,  d.  b. 
durch  niedere  Bildungen  ganz  und  rational  dargestellt  werden 
können.  Der  Verfasser  zählt  die  von  Gordan  aufgestellten 
Formen,  nach  dem  Grade  in  den  Coefficienten  der  Grundform  f 
geordnet,  auf  und  giebt  bei  jedem  Grade  die  möglichen  Reduc* 
tionen  an.  Das  schliesslich  erhaltene  volle  Invariantensystem 
besteht  aus  33  Invarianten,  deren  Grade  in  den  Coefficienten 
bis  zur  Zahl  30  ansteigen,  und  aus  120  Covarianten,  unter  denen 
die  Covariante  TJ*  =  (f, (/",/),),  diejenige  von  der  höchsten  Ord- 
nung in  den  Veränderlichen  ist.  Ht 


V.  Gall.      Die    ineduciblen  Syzyganten    zweier   simul- 
tanen kubischen  Formen.    Math.  Ann.  xxxi.  424-4i0. 

Das  volle  Invariantensystem  zweier  kubischen  Grundformen 
al  und  ai  besteht  aus  26  Formen.  Für  diese  Formen  stellt  der 
Verfasser  eine  grosse  Zahl  von  irreduciblen  Syzygien  auf,  d.  h. 
von  Identitäten,  welche  nicht  durch  lineare  Combination  aus 
Identitäten  niederer  Grade  erhalten  werden  können.  Die  linken 
Seiten  der  gefundenen  Syzygien  (die  sogenannten  Syzyganten) 
enthalten  sämtlich  Glieder  von  der  Gestalt  GiGk^  wo  Gi  und  Gk 
zwei  Formen  des  Systems  sind,  und  aus  diesem  Umstände  folgt 
notwendig  ihre  Irreducibilität.     Bei  der  Rechnung  leisten  die  bei- 

den  Processe  d  =  Soi-^ — und  d  =  Soi-^ — gute  Dienste,  in- 

dem  ihre  Anwendung  auf  bekannte  IdentitHten  zu  neuen  Identi- 
täten fahrt.  Ht 
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V.  Call.     Die  Syzyganten    zweier    simultanen    binären 
biquadratischen  Formen.    Math.  Ado.  xxxiii.  197-222. 

Unter  den  28  invarianten  Formen  des  vollen  Systems  zweier 
binären  biquadratischen  Formen  a«  und  ai  giebt  es  15  Covarianten 
C,  und  C^  von  der  2*~  und  4**"  Ordnung  in  den  Veränderlichen. 
Der  Verfasser  stellt  zunächst  die  üeberscbiebungen 

(C„C;)„  (C„C,),     und    (C^CJ, 
als  Functionen  jener  28  Formen  dar,  wobei  sich  die  Rechnung 
durch  geeignete  Anwendung  der  Processe 

d  =  2a,^,  d  =  2Ji-^ dJ  =  (abyalbl) 

ausserordentlich  vereinfacht.  Nach  Berechnung  dieser  Functional- 
determinanten  geben  die  bekannten  allgemeinen  Identitäten,  wie 
z.  B.  die  Identität 

die  Mittel  an  die  Hand,  für  jene  28  invarianten  Formen  Syzyganten 
zu  berechnen.  Doch  behält  der  Verfasser  die  Aufstellung  des 
vollen  Systems  der  irreduciblen  Syzyganten  —  und  diese  Auf- 
gabe bildet  in  der  That  bei  derartigen  Untersuchungen  notwendig 
den  Mittelpunkt  des  Interesses  —  einer  späteren  Veröffentlichung 
vor.  Ht. 


L.  ScHBNDBL.     Verschiedene  Darstellungen    der  Besul- 
tante  zweier  binären  Formen.     Schiomiich  z.  xxxiii.  1-13, 

65-77. 

Die  Arbeit  untersucht  die  Resultante  zweier  binären  Formen 
mittelst  einer  besonderen  combinatorisch-symbolischen  Methode, 
welche  vom  Verfasser  bereits  wiederholt  in  frtlheren  Arbeiten 
(vgl.  F.  d.  M.  XIX.    1887.   135)  angewandt  worden  ist. 

Ht. 


E.  d'Ovidio.      Sopra    alcuni    invariant!    di    due    forme 
binarie  degli  ordini  5e2o5e3ein  particulare  sul 

risultaute  di  esse.       Memorie  d.  Soc.  ital.  delle  Scienze   (detta 
dei  XL).  IV. 

FactMhr.  d.  Math.  xz.  1.  9 


I 
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E.  d'Ovidio.      Sopra  aicuni  invarianti  di  due  forme  bi- 
narie    degli    ordini    5  e  4  e    sul    risultante    di    esse. 

Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  IV.  607-622. 

Eine  wichtige  Aufgabe  bei  der  Untersuchung  der  Invarianten 
eines  Paares  binärer  Formen  ist  die,  den  Ausdruck  ihrer  Resul- 
tante als  Function  der  fundamentalen  Invarianten  des  Paares  zu 
finden.  Dieselbe  wird  von  Hrn.  d'Ovidio  in  den  beiden  zu  be- 
sprechenden Arbeiten  für  die  Fälle  gelöst,  in  denen  die  eine 
der  Formen  (f)  vom  fünften,  die  andere  (9))  vom  zweiten,  dritten 
oder  vierten  Grade  ist.  Zu  diesem  Behufe  fängt  er  mit  der 
Untersuchung  der  Invarianten  an,  durch  welche  die  Resultante 
auszudrücken  ist  (ihre  Grade  in  den  Coefficienten  der  gegebenen 
Formen  ermittelt  man  aus  der  Betrachtung  der  Grade  der  Re- 
sultante); hierauf  kann  er  den  gesuchten  Ausdruck  mit  unbe- 
stimmten Zablcoefficienten  hinschreiben,  deren  Werte  durch  be- 
sondere Annahmen  über  die  Formen  f,  g>  bestimmt  werden. 
Folgendes  sind  die  auf  diesem  Wege  erreichten  Ergebnisse: 

1.  Die  beiden  gegebenen  Formen  seien 

/"  =  aj  =  6«  =  ..,,  qp  ==  aj  =  /J|  =  ..., 
J  die  Discriminante  von  9,  und  indem  man  unter  7^^«  oder  /„<« 
u.  s.  w.  eine  Invariante  m^*"  Grades   in    den   Coefficienten    von 
/",  /u^*"  Grades  in  denen  von  (p  versteht,  setze  man 

r],  =  (a6r(aa)(6o),     /„  =  (a6)'(«o)'(M)'(«y)(*y), 

Dann  kann  man  als  Resultante  von  f  und  qt  die  Function 

nehmen. 

2.  Sei  f  =  aj  =  6*  =  ...,  qp  =  cfj  =  /?i  =  ...;  man  nenne 
die  Hessiana  ^/  =  JJ  =  ^ii*  =  ...,  P  die  Invariante  von  y. 
Ausserdem  setzen  wir 

t  =r  (abYa^K, 
/.,  =  -(abyCacXbcXcay, 
/,.  =  (aanaßXarXßyy, 

/„  =  {abnaa)ibßXaßyi    r„  =  («6)'(ao)'(6/?)', 
I,,=(aay(bßy(cry(ady(bey(cd(ceyj[,=(aaXianajyCaJ'y; 

!'•,  =  {ac)\aay(bßy(byy(cYXcjy. 
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Dann  ist  der  gesnehte  Ausdrock  der  Resultante: 

162  P/„  +  2/„(81/„  - 125/;,)  +  8/„  +  243/;.  + 108/;'.. 

3.  Endlich  sei  f  =  a*  =  b*  =  ...,  y  =  «♦  =  /J«  =  ...  Die 
beiden  Invarianten  von  g>  seien  i  und  ij,  ihre  beiden  Gorarianten 
•X  =  ii  =  X'J  =  ...,  d  =  01  =  6'%  =  ...    Ferner  setze  man 

H  =  H*  =  B','  =(a6)*aJ6', 

t  =  t|  =  ii'  =  (abyo,b^, 
/  =  e  =  (ia)uai;  T=n  =  iaB)a*Bl, 

A  =  (aby(edy{ac)(bd), 
A,  =  (abyicd)\aaXbaXcaXda);  I\,  =  (Hiy(Hay, 

'»  =  WO'X)*;  r„ =(ffi)'(ffx)« ;  /;', =-(aO'(a«)'(*«)(W. 

/V;  =  (Bay(Hßy(ißy, 
/;,  =  (ßa)\Hßy(ißy;  r;,  =  (HH'yCHayaH'xy-, 

/':,  =  (flB)Xffr)'(iI)»;  /iv  =  (ffX)«(ffB)»(.a)', 

A»  =  (aa)«(6Ä*(cy)*(rfd)«(ae)(6e)(ceX''e), 
/;.  =  (aX)'(fcAT(ao)(6o)(ia)', 

/';,  =  (Hay(B'ay(Hxy(H'x'y, 

n\  =  (.aayCbßy(BYy{aX)ibX){BX)\ 

/JT  =  (ax)\ix)\ady(iey, 
n,=^(.aey(Td){Tay{rßy. 

Als  Resultante  der  beiden  Formen  /',  tp  können  wir  dann  die 
folgende  Function  nehmen: 

(/«+-^y^':.  +  i6.7/;'.-4.9/';;+^^/jv  +  i6.ii/7.) 

,(      4.7.31        ,     6.23  4.6271  2M1.47      \ 

"*"^        27.5     *•"*"      3        "         9.7      ""^    9.5.7     «V 

/     4.3259.        4. 13*. 239,        4.31733   „      3.13.167     \ 
"^V     9.25.7  "        27.5.7     '*^   27.5.7     "  5.7       "/' 

/ 61. 3491  2.5.17.37   „  \  , 

+V27.25.7    ♦'"•'         81  'V* 

,     8821      . 

+  '93?r^*'- 

Inbetreff  der  anderen  vom  Verfasser  im  Laufe  der  Unter- 
suchang  aufgestellten  Resultate  verweisen  wir  auf  die  Abhand- 
lungen selbst.  La.  (Lp.) 

9* 
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A.  B.  FoRSYTH.  Systems  of  reduced  simultaneoas  ter- 
nary  forms  equivalent  to  a  given  ternary  form,  which 
involves  several  sets  of  variables.    Qaart.  J.  xxiii.  102-138. 

Wenn  es  sich  um  die  Untersuchung  und  Aufstellung  von 
Invarianten  eines  Systems  von  ternären  Grundformen  handelt, 
welche  mehrere  Reihen  der  Veränderlichen  «,,  a:„  «,  sowie  der 
contragredienten  Veränderlichen  ti,,  ti,,  u,  enthalten,  so  kann 
dieses  Grundformensystem  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Clebsch  stets  ersetzt  werden  durch  ein  System  von  Formen, 
welche  nicht  mehr  als  eine  einzige  Reihe  von  Veränderlichen 
jeder  Art  enthalten.  Die  Gesamtzahl  der  unabhängigen  Coeffi- 
cienten  der  Formen  des  letzteren  Systems  muss  notwendig  über- 
einstimmen mit  der  Zahl  der  unabhängigen  Goefficienten  des 
ursprünglichen  Formensystems.  So  besitzt  beispielsweise  die 
Form  Vj^Sg,  neun  Goefficienten  und  das  äquivalente  System  be- 
steht aus  der  Form  r^^^«  mit  sechs  Goefficienten  und  der  Form 
(r^u)  mit  drei  Goefficienten.  Unter  den  Formen  des  äquivalenten 
Systems  können  auch  Formen  auftreten,  welche  der  Differential- 
gleichung 


genügen,  ein  Umstand,  in  Folge  dessen,  wie  man  sieht,  die  Zahl 
der   i  («  +  1)  (»  +  2)  (m  +  1)  (m  -f  2)    willkürlichen   Goefficienten 

der  Form  r"««  sich  um  :J^fi(n-f  l)m(i»  + 1)  vermindert.  So  be- 
steht für  die  Function  rlsy  mit  18  Goefficienten  das  äquivalente 
System  aus  der  Form  r|  s,,  mit  10  Goefficienten  und  der  jener 
Differentialgleichung  genügenden  Form  r^irsu)  mit  9  —  1  =  8 
Goefficienten.     In  derselben  Weise  werden  für  die  Formen 

die  äquivalenten  „reducirten''  Systeme  aufgestellt  und  bezüglich 
der  Zahl  der  in  den  einzelnen  Formen  auftretenden  unabhängigen 
Goefficienten  untersucht.  Ht 
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F.  DiNGBLDEY.  Die  Concomitanten  der  ternäreu  kubischen 
Formen,  insbesondere  der  Form  Xixl—4xl+g2xlx2']-gixl. 

Math.  Aon.  XXXI.  157.176. 

Nachdem  der  Verfasser  der  Uebersieht  halber  eine  ver- 
gleichende ZusammenstelluDg  der  verschiedenen  in  den  Arbeiten 
von  Aronhold,  Cayley,  Clebsch,  Gordan  und  Gundelfinger  ange- 
wandten Bezeichnungen  für  die  invarianten  Formen  der  ternären 
kubischen  Form  gegeben  hat,  werden  sämtliche  34  invarianten 
Formen  (Invarianten,  Covarianten,  Contravarianten  und  Zwischen- 
formen) der  kanonischen  Form  f=x^xl  —  4a?J  +g^xlx^  +  g^ x] 
berechnet,  d.  h.  als  Functionen  von  x^^  x,,  x^]  m^  u^,  u^ ;  ^„  ^3  aus- 
gedrückt. Schliesslich  werden  jene  34  invarianten  Formen  auch 
för  die  specielle  kubische  Form  f  =  ax^xl'-  Abxl  berechnet, 
und  es  wird  gezeigt,  wie  man  mit  Hülfe  gewisser  von  diesen 
Ausdrücken  die  Gleichung  einer  beliebigen  Curve  dritter  Ordnung 
mit  Rückkehrpunkt  in  jene  kanonische  Gestalt  ax^  xl  —  Aibxl  =  0 
transformiren  kann.  Ht. 


F.  Mertens.     üeber  die  invarianten  Gebilde  einer  ter- 
nären  kubischen  Form.       Wien.  Ber.  XCVir.  437-518. 

Die  Arbeit  behandelt  die  zuerst  von  P.  Gordan  mittelst 
symbolischer  Rechnung  erledigte  Aufgabe,  fUr  eine  kubische 
ternäre  Form'  das  System  derjenigen  invarianten  Gebilde  (Inva- 
rianten, Covarianten,  Gontravarianten,  Zwischen  formen)  aufzu- 
stellen, durch  welche  jedes  andere  invariante  Gebilde  ganz  und 
rational  ausdrückbar  ist.  Die  Methode  schliesst  sich  in  der 
Hauptsache  an  diejenigen  Entwickelungen  an,  welche  in  einer 
früheren  Arbeit  (vgl.  F.  d.  M.  Bd.  XIX.  1887.  131)  dem  Ver- 
fasser zum  Beweise  des  Satzes  dienten,  wonach  die  Invarianten 
eines  Systems  von  Grundformen  dadurch  entstehen,  dass  man 
auf  eine  ganze  homogene  Function  der  Coefficienten  der  trans- 
formirten  Grundformen  gewisse  Differentiationsprocesse  so  oft 
anwendet,  bis  das  Resultat  von  den  Substitutionscoefficienten  frei 
wird.*  Die  einzelnen  Schritte  der  Rechnung  sind  durch  die 
folgenden  Ergebnisse  bezeichnet:   Zunächst   wird   gezeigt,   dass 
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alle  invarianten  Gebilde  der  ternären  kubischen  Form,  mit 
(iijo:,  +  w,a?, -f  iigar,)'"  muUlplicirt,  wo>  den  Exponenten  des  Ge- 
bildes, d.  h.  eine  gewisse  dem  Gebilde  eigene  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, als  ganze  Functionen  von  16  besonderen  invarianten 
Gebilden  der  Grundform  darstellbar  sind.  Diese  16  Gebilde 
steigen  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  der  kubischen  Form  bis 
zum  7^°  Grade  an.  Hieraus  darf  man  keineswegs  JBchliessen, 
dass  alle  invarianten  Gebilde  der  Grundform  durch  diese  16  Ge- 
bilde in  ganzer  Weise  ausgedrückt  werden  können,  da  es  sehr 
wohl  ganze  Functionen  der  16  Gebilde  giebt,  welche  durch 
u^x^-{'U^x^-\-u^x^  teilbar  sind,  ohne  dass  der  Quotient  wieder 
eine  ganze  Function  jener  16  Gebilde  wäre.  Die  16  invarianten 
Gebilde  werden  ferner  zu  einem  gewissen  Systeme  von  21  in* 
Varianten  Formen  ergänzt,  mit  deren  Hülfe  in  Verbindung  mit 
u^x^^\■u^x^  +  u^x^  nicht  nur  alle  invarianten  Gebilde  vom  flxpo- 
nenten  0,  sondern  überdies  noch*  alle  überhaupt  möglichen  in- 
varianten Gebilde  der  ersten  sieben  Grade  in  ganzer  Weise  zu- 
sammensetzbar sind.  Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  das  volle 
luvariantensystem.  Dasselbe  besteht  im  ganzen  aus  34  invarianten 
Gebilden,  welche  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  der  Grundform 
bis  zum  12'^  Grade  ansteigen.  Ht 


J.  Deruyts.     Sur  la  th^orie  des  foniies   alg^briques  k 
un  nombre  quelconque  de  variables.      Beig.  Boll.  (3)  xv. 

951-980. 
C.   Le    PaIGE.      Rapport.      ibid.  935-937. 

Eine  wichtige,  aber  in  Kürze  kaum  zu  besprechende  Arbeit, 
in  welcher  der  Verfasser  die  (bisher  nur  für  die  binären  Formen 
durchforschte)  Theorie  der  Semiinvarianten  und  Semico  Varianten 
auf  Formen  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  Variabein  ausdehnt 

Mn.  (Lp.) 

W.  Gross.  Ueber  dieCombinanten  binärer  Formensy steine, 
welche    ebenen    rationalen    Gurven    zugeordnet  'sind. 

Math.  Ann.  XXXII.  136-150. 
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Ein  Aaszug  aus  der  Doctordissertation  des  Verfassers,  über 
welche  bereits  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  708  berichtet  worden  ist. 

My. 

G.  Frobeniüs.  üeber  die  Jacobi'schen  Covarianten  der 
Systeme  von  Berührungskegelschnitten  einer  Curve 
vierter  Ordnung.    J.  far  Math.  CHI.  139-183. 

Siehe  Abschnitt  IX.  My. 


H.  Schwarz.     Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Ordnungs- 

tjpen.     DisB.  Halle.  H.  W.  Schmidt. 

Siehe  Abschnitt  VIII.  My. 


K.   E.  J.  Keil.     Covarianten  eines  ebenen  Systems,  be- 
stehend aus  einem  Kegelschnitt  und  mehreren  Geraden. 

Dias.  GieaaeD.  19  8.  49. 


E.  Meyeb.  Die  rationale  ebene  Curve  vierter  Ordnung 
und  die  binäre  Form  sechster  Ordnung.    Königsberg  i.  Pr. 

40  S. 

G.  Battaglini.  Intorno  ad  nn'  applicazione  della  teoria 
delle  forme  binarie  quadratiche  all'  integrazione  dell'e- 
qaazione   differenziale  ellittica.      Atti  della  Reale  Acc.  delle 

Scienze  Fis.  e  Mat.  di  Napoli.  (2)  II.  11  S. 

Abdruck  aus  Batt.  G.  XXIV.  128-140  (Bericht  in  F.  d.  M. 
XVm.  1886.  97-98).  Vi. 

—  -  -.  — 

6.  Battaglini.     Sülle  forme  binarie  bilineari.    Atti  della 

Reale  Acc.  delle  Scienze  Fis.  e  Mat.  di  Napoli.  (2)  II.  14  S. 

Abdruck   aus   Batt.   G.  XXV.  281-297  (Bericht  in  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  126).  Vi. 
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Gapitel  3. 

Elimination  und  Substitution,  Determinanten, 

symmetrische  Functionen. 

J.  ViVANTi.       Ein    Satz     aus    der    Eliminatioustheorie. 

Schlomilch  Z.  XXXIII.  184-185. 

G.  LoRiA.     Zur  Eliminationstheorie.     Schiömiich  z.  xxxm. 

357-358. 

Herr  Vivanti  bildet  aus  /*  =  a^»"»  -^ ,  g  =  b^s^  -{ —  die 

beiden  Gleichungen  b^f—a^g  =  0,  b^nf—a^g  =  0  vom  (m — IJ^ 
Grade  und  gebt  von  diesen  zu  zwei  Gleichungen  (m— 2)**°  Gra- 
des, . . .  auf  dieselbe  Art  über.  Dies  wird  dazu  benutzt,  um 
zwei  Gleichungen  mit  derselben  Resultante  zu  erhalten,  wie  f,  g 
sie  haben,  deren  CoefBcienten  in  gewissen  Coefficienten  a,  b 
linear  sind. 

Herr  Loria  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  Sylvester'- 
sche  Eliminations-Methode  diese  und  allgemeinere  Resultate  ein- 
facher liefert.  No. 

H.  Laurent.     Sur  la  thöorie  de  r^Iimination.    Nouv.Ado. 

(8)  VII.  60-65,  116-119. 

Die  Resultante  A(y)  zweier  Gleichungen  der  Grade  m^n^m 

(1)        <p(x,y)  =  0,    V^(x,y)  =  0 

wird  folgendermassen  gebildet:  Man  bestimmt  die  Reste  von 
ff,  x,q>^  x^q>^  ...,  af^-^q>  durch  xp  und  eliminirt  aus  diesem 
Systeme  a?,  a?',  ...,  aj*~* .  —  Ä(y)  wird  vom  Grade  m .  n  in  y,  und 
jede  rationale  Function  einer  Lösung  von  (1)  wird  in  die  Form 
einer  ganzen  Function  des  Grades  ntfi— 1  einer  Wurzel  von 
A  =  0  sich  bringen  lassen.    Liegt  dann  noch  eine  dritte  Gleichung 

vor,  so  kann  man  dieselbe  Methode  benutzen,  um  y  zu  eliminiren, 
indem    man   x   ^^^  j^^^    Form    bringt,    dann    die  Reste   von 
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X»  y«Xi  y^'X}  •••  y*"""*.X  bildet,  die  bei  der  Division  durch  R 
bleiben,  und  dieses  lineare  System  behandelt. 

Die  bei  mehrfachen  Wurzeln  nötigen  Aenderungen  der  Me- 
thode übergehen  wir. 

In  der  zweiten  Note  wird  angegeben,  wie  man  die  Reste, 
welche  notwendig  sind,  direct  berechnen  kann.  No. 


E.  PoMET.  Sur  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynömes  entiers.  Nouv.  Add.  (3)  vii.  ee-po,  407-427. 
Es  sollen  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  die  Existenz  eines  grössten  gemeinsamen  Teilers  zweier 
ganzen  Functionen  aufgestellt,  der  Teiler  und  die  beiden  Quo- 
tienten sollen  berechnet  werden.  Zuerst  wird  die  Euler-Bözout- 
Sylyester'sche  Methode  discutirt,  sodann  die  B^zout-Cauchy'sche. 
Eingehende  Untersuchung  der  hierbei  auftretenden  Determinanten 
and  ihrer  Unterdeterminanten.  Sn. 


R.  Perrin.  Sur  la  relation  qui  existe  eutre  p  fonctions 
enti&res  de  (p— 1)  variables,    c.  r.  CVI.  I7b9-I79i. 

R.  Perrin.  Sur  les  crit^ria  des  divers  genres  de 
Solutions    multiples     communes     k     deux     ^quatious. 

C.  R.  CVII.  22-24. 

R.  Perrin.  Sur  les  eritöria  des  divers  genres  de  Solu- 
tions multiples  communes  k  trois  ^quations  k  deux 
variables,     c.  r  cvii.  219-221. 

Ist  fi  die  Resultante  von  «  =  0,  o  =  0,  ir  =  0,  wobei  die 
absoluten  Glieder  dieser  Functionen  a,  6,  c  sein  mögen,  und 
bezeichnet  man 

so  ist,  wie  sehr  einfach  bewiesen  wird : 
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Aus  dieser  Formel  werden  manche  interessante  Schlüsse  gezogen. 
Man  kann  sie  z.  B.  nach  den  Variabein  x,  y^  %  diffcrentiiren  und 
erhält  so  neue  Relationen,  die  fttr  die  Eliminationstheorie  nütz- 
lich sind. 

Stellt  man  die  Formel  ftlr  zwei  Fnntionen  ii,  o  einer  Va- 
riabein X  her,  welche  gemeinsame  Factoren  haben,  z.  B. 
u  =  a^ß^n^y  V  =  a^ßo^^  wo  a,  ß  lineare  Factoren  sind^  während 
tij,  Oj  zu  einander  teilerfremde  Polynome  bedeuten,  so  wird 
ft  =  0,  und  daraus  folgt,  dass  rechts  kein  einzelnes  Glied  vor- 
kommen kann,  welches  a  oder  ß  in  niedrigerer  Potenz  enthält, 
als  alle  anderen  Glieder  dies  thun.  Daraus  folgt  R^^  =  B^^ 
=z  R^^  =  Ä^j  =  Äj^  =1  Äjj  =  0;  das  Verschwinden  der  ersten 
5  Werte  folgt  schon  aus  dem  Lagrange'schen  Theorem-,  R^^  =0 
ist  neu.  Die  oben  erwähnte  Differentiation  nach  x  liefert  noch 
3äJ,  — 4Ä,oÄ„  =  0.  In  einer  Tabelle  werden  für  u  =  a'ß^u^, 
f)  =  af'ß^v^  bis  zu  x  +  A  =  4,  ^-f  v  =  4  die  entsprechenden  'Re- 
sultate angegeben. 

Die  dritte  Note  behandelt  den  Fall  von  3  Polynomen  u^  o,  w 
in  Xy  y\  aus  der  Formel  werden  die  Bedingungen  dafür  abge- 
leitet, dass  u  =  0  durch  eine  gegebene  Anzahl  der  gemeinsamen 
Punkte  fttr  0  =  0,  to  =  0  geht..  Es  zeigt  sich:  Teilt  man  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  in  homogene  Gruppen  nach  u,  o,  tr, 
dann  ist  die  Gruppe  niedrigsten  Grades  mit  nicht  verschwinden- 
den Coefficienten  in  9  lineare  Factoren  zerlegbar,  welche  bez. 
den  9  gemeinsamen  Punkten  der  drei  Curven  entsprechen. 

No. 


E.  Netto.     Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Sub- 
stitutionen-Gruppen.    J.  für  Math.  Olli.  321-336. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Bemerkung  aus,  dass  das  Haupt- 
ergebnis einer  Arbeit  von  Hrn.  Frobeuius  (J.  für  Math.  CI)  als 
eine  bedeutsame  Verallgemeinerung  einer  früher  von  ihm  auf- 
gestellten Formel  aufzufassen  sei,  und  sucht  nun  umgekehrt  wie- 
der über  den  Inhalt  der  Frobenius'schen  Arbeit  hinauszugehen. 

Dahin  gehört  zuvörderst  der  Satz,   dass  das  fc- fache  aller 
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Cykel  fc^  Ordnung,  die  in  einer  beliebigen  Gruppe  H  vorkommen, 
ein  Vielfaches  der  Ordnung  4  der  Gruppe  ist.  Herr  Frobenius 
hatte  sich  auf  den  Fall  &  =  1  und  transitive  Gruppen  beschränkt. 
Daran  schliessen  sich  Fragen  der  Art,  wann  die  Anzahl  aller 
Substitutionen  aus  n  Elementen,  welche  keinen  Cyklus  von  k  Ele- 
menten besitzen,  durch  k  teilbar  ist.  Dazu  muss  k  eine  Prim- 
zahl sein.     Das  Verhältnis   der   eben   erwähnten  Anzal^l  zu  n! 

nähert  sich  mit  wachsendem  n  einem  eigentQmlichen  Grenzwert, 

i_ 
nämlich  e^  u.  s.  f.  • 

Im  besonderen  geht  der  Verfasser  zuletzt  auf  Gruppen  ein, 

deren  Ordnung   die  Potenz   einer  Primzahl  p   ist.      Das  Haupt- 

resultat   ist   hier,    dass  jede  Gruppe  der  Ordnung  p^  und  des 

Grades  p^  eine  Untergruppe  der  Ordnung  p^~~^  besitzt.     Bei  Hrn. 

Frobenius  war  wiederum  der  Satz  bereits  fQr  transitive  Gruppen 

bewiesen  worden.  My. 

L.  Sylow.     Sur  les  groupes  transitifs  dont  le  degrö  est 
le  carr6  d'un  nombre  premier.     Acta  Math.  XI.  201-206. 

Herr  Sylow  bat  gezeigt  (Math.  Ann.  V),  dass,  wenn  p'"  die 
höchste  Potenz  der  Primzahl  p  ist,  welche  die  Ordnung  einer 
Gruppe  G  teilt,  diese  Ordnung  von  G  gleich  p^'/r  (np-f  1)  ist, 
wo  n  durch  p  nicht  geteilt  werden  kann;  dass  ferner  G  eine 
Gruppe  H  der  Ordnung  p"^^  enthält  und  diese  eine  dritte  Gruppe 
/  der  Ordnung  p*^;  dass*  endlich  die  Anzahl  solcher  in  G  ent- 
haltenen Gruppen  der  Ordnung  p"*  gleich  (tip  -{- 1)  ist.  Diese 
Zahl  allgemein  zu  ermitteln,  wäre  von  Wichtigkeit.  In  der  vor- 
liegenden Arbeit  wird  das  Problem  für  den  Fall  gelöst,  in 
welchem  der  Grad  der  Gruppe  p'  ist;  die  Formen  von  J,  H 
werden  bestimmt;  die  Grösse  der  Zahl  n  unteräucht;  es  werden 
hieraus  Folgerungen  gezogen,  die  sich  auf  die  Primitivität  und 
die  Nicht-Primitivität  von  Gruppen  stützen.  No. 


H.  Maschke.  Ueber  eine  quaternäre  Gruppe  von  51840 
linearen  Substitutionen,  welche  die  ternäre  Hesse'scbe 
Gruppe  als  Untergruppe  enthält.     Gott.  N.  78-86. 
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Es  handelt  sich  um  eine  zuerst  von  Herrn  Witting  besprochene 
Gruppe,  deren  erzeugende  Substitutionen  in  sehr  einfacher  Form 
gegeben  werden.  Für  die  in  ihr  enthaltene  ternäre  Hesse'sche 
Gollineationsgruppe  wird  das  volle  Formensystem  aufgestellt, 
welches  sich  aus  fünf  Formen  zusammensetzt.  Ebenso  wird  f&r 
die  Gesamtgruppe  dasselbe  Resultat  erreicht,  hinsichtlich  des 
Beweises  aber  auf  eine  spätere  Mitteilung  verwiesen.         Ko. 


A.  Cavley.     On  the  theory  of  groups.      American   J.    XL 

139-157. 

Die  Arbeit  giebt  fQr  die  Gruppen  von  n  Permutationen, 
denen  n  Dinge  unterworfen  sind,  eine  graphische  Darstellung. 
Jedem  Dinge  wird  ein  Punkt  in  der  Ebene  zugeordnet  und  jede 
Substitution  wird  dargestellt  durch  einen  die  n  Punkte  verbin- 
denden  Weg  von  bestimmter  Farbe,  welcher  aus  einem  oder  aus 
mehreren  geschlossenen  Polygonen  besteht,  je  nachdem  die  dar- 
zustellende Substitution  eine  cyklische  ist  oder  sich  in  mehrere 
cyklische  Substitutionen  zerlegen  lässt.  Durchläuft  man  einen 
Weg  von  bestimmter  Farbe  in  entgegengesetzter  Richtung,  so 
erhält  man  die  reciproke  Substitution.  Es  werden  nun  bis  zu 
91  =  12  die  in  Rede  stehenden  Permutationen  derart  untereinander 
geschrieben,  dass  die  n'  Buchstaben  die  Felder  eines  Quadrates 
ausfüllen.  Hieran  schliesst  sich  die  Ausführung  der  Zeichnungen 
für  die  einzelnen  Fälle.  Ht 


G.  FoGLiNi.     Delle  sostituzioni  e  della  loro  applicazione 
delle  equazioni  algebriche.      Rom.  Acc.  Pont.  d.  H.  L.  Mem. 

III.  3-90. 

Die  Abhandlung  liefert  nicht  das  Mindeste  an  neuen  Metho- 
den, Anschauungen,  Resultaten.  Es  ist  eine  Zusammenstellung 
der  elementaren  Eigenschaften  der  Substitutionen  nebst  der  An- 
wendung auf  die  Gleichungen  der  Grade  2,  3,  4.  No. 
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E.  GouRSAT.     Sur  les   Substitut! ons  orthogonales  et  les 
diTisions  rdguli^res  de  l'espace.   c.  r.  OVI.  1786-1789. 

Jeder  linearen  Substitution  von  vier  Variabein,  welche  eine 
quadratische,  homogene  Form  unverändert  lässt,  kann  man  eine 
lineare  Substitution  einer  gewissen  Form  entsprechen  lassen, 
derart,  dass  die  Aufsuchung  der  linearen  orthogonalen  Substitu- 
tionsgruppen endlicher  Ordnung  von  vier  Variabein  sich  auf 
diejenigen  linearen  Substitutionen  von  jener  Form  zurückführen 
lässt.  Jeder  solchen  endlichen,  orthogonalen  Substitutionsgruppe 
kann  man  eine  regelmässige  Einteilung  des  Raumes  in  eine  end- 
liche Anzahl  von  Regionen  zuordnen.  Diese  können  zu  den 
regulären  Figuren  im  Räume  von  vier  Dimensionen  in  Beziehung 
gesetzt  werden.  No. 

C.  Clapibr.     Solution. 

L.  Lew.     Note  d'algfebre.     J.  de  Math«  spec.  (3)  n.  249-252, 

274-275. 

Der  einfachste  Fall  eines  Noether'schen  Satzes  über  die 
Schnittpunkte  zweier  Curven  wird  in  der  ersten  Arbeit  falsch, 
in  der  zweiten  richtig  bewiesen.  No. 


B.  Marggrafp.     üeber  primitive  Gruppen  mit  transitiven 
Untergruppen  geringeren  Grades.   DiBs.  Gieseen.  3i  8.  8o. 


Th.  Muir.     The  theory  of  determinants  in  the  historical 
Order  of  development.     Bdinb.  Proc.  XV.  481-544. 

Fortsetzung  früherer  Abhandlungen  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  111,  XIX.  1887.  145).  Der  vorliegende  Teil  beendigt  die 
Besprechung  von  Gauchy's  Arbeit  aus  dem  Jahre  1812.  Nach 
einer  kurzen  Rückschau  auf  die  Periode  von  1693-1812,  w&hrend 
welcher  nach  des  Verfassers  Bemerkung  fast  jeder  bedeutungs- 
volle Fortschritt  von  französischen  Mathematikern  herrührt,  und 
hinter  einer  synoptischen  Tabelle,  welche  die  allmählichen  Fort- 
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schritte  in  der  Theorie  w&hrend  dieser  Periode  anfweist,  fährt 
der  Verf.  in  der  Besprechung  der  Abhandlungen  und  Schriften 
fort,  verfasst  von  Gergonne  (1813),  Wronski  (1815),  Desnanot 
(1819),  Cauchy  (1821),  Scherk  (1825),  Schweins  (1825),  Jacobi 
(1827).  Cly.  (Lp,) 

Th.  Muir.     An  incorrect  footnote  and  its  consequences. 

Natore  XXXVII.  246-247.  438-439 
R.    COPBLAND.      Nature  XXXVII.  343-344. 

In  den  fünf  Auflagen  von  Baltzer^s  Determinanten  pag.  1 
wird  eine  Schrift  „Demonstratio  eliminationis  Cramerianae"  dem 
Mollweide  zugeschrieben.  Dieselbe  ist  ohne  Bezeichnung  des 
Verfassers  mit  dem  Titel  erschienen  (Leipzig  1811):  Ad  memoriam 
Eregelio-Sternbachianam  in  auditorio  philosophorum  die  XVIII. 
Julii,  MDGCCXI.  h.  IX.  celebrandam  inyitant  ordinum  Acade- 
miae  Lips.  Decani  seniores  caeterique  adcessores  —^Demonstratio 
eliminationis  Gramerianae'.  Ihr  Verfasser  ist  aber  nicht  Mollweide 
sondern  De  Prasse.  .  Lp. 

F.  A.  y  C.  M.  MoKALKS.     Teorla  elemental  de  las  deter- 
minantes  y   sus   principales  aplicaciones  al  algebra  y 

la  geometrfa.       Buenos  Ayres.  M.  Biedona. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIIL  537-538. 


Th.    Muir.       Nomenclature     in     determinants.       Natur« 

XXXVIII.  589. 

Der  Verfasser  tritt  mit  Bezug  auf  die  Anzeige  des  Toran- 
gehenden  Werkes  für  Beibehaltung  der  alten  gebräuchlichen 
Namen  ein  und  spricht  sich  gegen  unnötige  Einführung  neuer 
Benennungen  aus.  Lp. 

A.  PowEL.    Anwendung  der  Determinanten  in  der  Schale. 

Pr.  Realgymn.  Gambinneo. 

Darstellung  ohne  besondere  Eigentümlichkeit.  No. 
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W.  Thomson.     Introduction  to  deteiminants,   wlth  nu- 
merous  examples.     Bdiobargh. 


W.  ScHKiBNER.     Mathematische  Bemerkungen.    Leipz.Ber. 

1-13. 

Diese  BemerkuDgen  sind  AaszQge  aus  Briefen  an  R.  Baltzer; 
sie  beziehen  sich  auf  dessen  „Determinanten*' -Buch  sowie  die 
„allgemeine  Arithmetik"  und  geben  eine  Reihe  von  Zusätzen, 
Veränderungs-  und  Verbesserungs- Vorschlägen.  No. 


F.  J.  Stüdnicka.      Neue  Ableitung  des   dritten    Funda- 
mentalsatzos  der  Determinantentheorie.    Casop.  xvir.  193. 

(Böhmiscb.) 

Wenn  man  den  Laplace'schen  Zerlegungssatz  als  erstes, 
die  Multiplicationsregel  als  zweites  Haupttheorem  der  Lehre  von 
den  Determinanten  hinstellt,  so  bildet  die  Formel,  welche 
das  Verhältnis  von  gegebenen  Determinanten  und  zugehörigen 
Subdeterminanten  zum  adjungirten  System  ausdrückt,  den  dritten 
Fundamentalsatz.  Sowie  nun  der  zweite  Satz  direct  aus  dem 
ersten  (nach  Gordan),  ebenso  wird  der  dritte  aus  dem  zweiten 
abgeleitet,'  wohingegen  derselbe  in  vorliegender  Abhandlung  ohne 
Verwendung  des  Multiplicationstheorems  und  zwar  auf  Grund- 
lage einer  vom  Verfasser  früher  (siehe  F.  d.  M.  XII.  1880.  114) 
gelieferten  Transformationsformel  unter  Zuhilfenahme  des  ersten 
Hanpttheorems  entwickelt  wird.  Std. 


B.  J.  Claskn.  Sur  une  nouvelle  m^thode  de  r^solntion 
des  öquations  unfaires  et  sur  lapplication  de  cette 
methode  au  calcul  des  d^terminants.     Broz.  S.  sc.  XIIB. 

251-281. 
P.   MaNSION.      Rapport,      ibid.  A.  50-59. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (1,),  (1,),  (la),(l4),  (IJ: 
(10        OiX  +  hiy  ^  Ci%  +  diU  +  e<c  =  /< 
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erhält  man,  wenn  man  a,&,  — a,bj  =  (ab)  setzt: 

(2,)        (ab)y  +  (ac):i  +  (od)  «  +  (ae)ü  =  (nH, 
danach : 

(2,)        —(ab)x  +  (bc)%  +  (bd)u  +  (be)f>  =  (bß. 
Aus  (2,),  (2,),  (1,),  danach  aus  (3.)  und  (2,),  aus  (3,)  und  (2.) 
eitet  man  her: 

(3,)        (afcc)»  +  (abd)u  +  (abc)o  =  (oft^, 

(3,)     -  (abc)y  +  (acd)u  +  {aee)v  =  {acf^^ 

(3,)        (a6c)x  +  (bcd)u  +  (6cOt>  =  (6cf), 

wo  (abc)  die  Determinante  IS'+a,6,c,  bedeutet.     Aus  (IJ,  (3,), 

(3,)f  (SJ    eliminirt    man    leicht    o;,  y,  «   und  findet,    wenn  man 

-i«,  6,^,^4  =  (a6cd)  setzt: 

(4J  (aAcd)  M  4-  (aftce)©  =  (abcf)^ 
u.  8.  w.  Alle  Eliminationen  erfolgen  durch  Addition  und  Sub- 
traction  bei  der  Aufsuchung  der  Gleichungen  (2,),  (3,),  (4^), ...; 
sie  gelingen,  weil  die  Goefficienten  der  aus  den  Gruppen  (2), 
(3),  (4)  zu  eliminirenden  Unbekannten  gleich  sind.  Die  Elimi- 
nation, welche  die  Gleichungen  (2,),  (3J  und  (3,),  (4,),  (4,)  und 
(4,)  giebt,  geschieht  auch  durch  Addition  und  Subtraction,  aber 
ausserdem  schafft  man  durch  Division  einen  nutzlosen  Factor 
fort,  der  bei  den  Rechnungen  auftritt.  Dies  beruht  auf  dem 
Satze  (^abc  ...  gkl)  {abc  ...  gh)  =  (abc  ...  gk)  (abc  ...  9O  — 
{abc  ...gl)  (abc  . . .  ghk). 

Bei  dieser  Art  der  Darstellung  der  Lösung  der  linearen 
Gleichungen  sind  alle  Rechnungen  umkehrbar,  so  dass  die 
Verification  der  Endwerte  nicht  nötig  ist,  wie  in  dem  Falle,  wo 
man  die  Determinanten  anwendet.  Die  Erörterung  der  F&lle 
der  Unvereinbarkeit  und  der  Unbestimmtheit  macht  sich  ganz 
natürlich.  Unter  dem  praktischen  Gesichtspunkte  ist  die  neue 
Methode  oder  die  „Methode  der  gleichen  Goefficienten"  forder- 
licher als  die  gewöhnliche  Methode.  Sie  liefert  ausserdem  das 
Mittel,  eine  beliebige  Determinante  schneller  als  durch  Zerlegung 
in  Unterdeterminanten  zu  berechnen.  Hr.  Glasen  verwendet  zur 
Darstellung  seiner  Theorie  die  Methode  der  unbestimmten  Goeffi- 
cienten, ohne  auf  die  Determinanten  zurückzugreifen. 

Mri.  (Lp.) 
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A.  8.  Flirt.     A  brief  control  for  general  Solutions  of 
normal  equations.     Aod.  of  Math.  IV.  182-185. 

Von  den  „NoriDalgleichungen"  der  Ausgleichungstheorie  wird 
hier  nur  der  Umstand  gebraucht,  dass  ihr  Coefiicienten- System 
symmetrisch  ist.    Findet  dies  bei 

statt,  so  wird  als  Kontrolle  der  aus  der  Determinantentheorie  so- 
fort ersichtliche  Satz  verwendet 

n  =  2!^xxOxX' 


x,A 


No. 


A.  H.  Anglin.      On   certain  theorems  mainly  connected 

with   alternantS   (IT).     Edinb.  Proc.  XV.  381-396. 

Fortsetzung  eines  früheren  Aufsatzes  über  denselben  Gegen- 
stand in  Edinb.  Proc.  XIII.  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  115). 

Cly.  (Lp.) 

A.  H.  Anglin.     Alternants  which  are  constant  roultiples 
of  the  difiPerence-product  of  tbe  variables.     £diub.  Proc. 

XV.  468-476. 

Bezweckt  eine  Verallgemeinerung  gewisser  in  der  voran- 
gebenden Abhandlung  enthaltenen  Sätze  betreffs  ganzer  Func- 
tionen allein.  Cly.  (Lp.) 

Th.  Mdir.     On  a  simple  class  of  alternants  expressible 
in  terms  of  simple  alternants.    Edinb.  Proc.  XV.  298-308. 

Bezieht  sieh  auf  Determinanten  von  etwas  allgemeinerer 
Form  als 

9>(ö),    x(o),    ... 

9>(*),    X(6),     ... 

•  .         • 

a  .  • 

auf  welche  der  Käme  „Alternanten"  bisher  beschränkt  worden 
ist  Cly.  (Lp.) 

Fortadir.  d.  Math.  XX.  1.  10 


l 
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Th.  Muir.      On    vanishing  aggregates   of   determinants. 

Bdinb.  Proc.  XV.  96-105. 

Der  Artikel  bezieht  sich  auf  eine  Abhandlung  von  Herrn 
Eronecker:  „Die  Subdeterminanten  symmetrischer  Systeme" 
(Berl.  Ber.  1882.  821-824,  F.  d.  M.  XIV.  111),  ferner  auf  Ar- 
beiten der  Herren  Runge,  Mehmke  und  Sehende).  Es  werden 
mannigfaltige  Beispiele  von  identisch  verschwindenden  Summen 
von  Subdeterminanten  gegeben.  Als  ein  Beispiel  diene  das 
Theorem  7 :  Aus  irgend  zwei  Determinanten  n^'  Ordnung  Ä  und 
B  bilde  man  zuerst  ein  System  von  n  Determinanten,  von  denen 
jede  in  einer  Zeile  mit  A  und  in  den  übrigen  mit  B  tiberein- 
stimmt, danach  ein  zweites  System,  in  welchem  jede  in  einer 
Zeile  mit  B  und  in  den  Übrigen  mit  A  übereinstimmt,  dann  ist 
die  Summe  der  Determinanten  des  ersten  Systems  gleich  der- 
jenigen des  zweiten.  Cly.  (Lp.) 


G.  LoRiA.     Nota  SU  una  classe  di  determlnanti.    Bau.  o. 

XXVI.  329-333. 

Es  tverden  die  Werte  der  Determinanten  bestimmt,  die  aus 
der  Matrize  entstehen: 

■*)  '^n  '^n    i»  •  •  •  1  '^i 
*»  '*'«)  '*'>»  ^i^  '••?"'« 


"■■1  '^«j  ""«j  '^m  •  •  •)  '''-• 


No. 


A.  Tarleton.  On  a  new  method  of  obtaining  the  con- 
ditions  fulöUed  when  the  harmonic  deterrainant  equa- 
tion  has  equal  roots.     Dublio  Proc.  (3)  l.  io-i5. 

Die  Determinante  J  =  |pa  — i//*|  (»?*  =  1, 2, 3, ...,  fi)j8t 
die  Discriminante  von  U—XV^  wo  I/und  K zwei  Formen  zweiten 
Grades  von  n  Veränderlichen  sind.  Wenn  V  immer  positiv  ist, 
kann  es  durch  eine  lineare  Transformation  als  die  Summe  der 
Quadrate    der   n  Veränderlichen  ausgedrückt  werden.    Wird  ü 


Capitel  3.    Elimination  n.  Sabstitation,  Determinanten  etc.        147 

in  eine  Fanction  dieser  selben  Veränderlichen  transformirt,  so 
wird  die  Determinante: 

ji         Pij»  Pji — *i  ''-i  P^n 

J  =       ,  .            .       . 

•  •  •       • 

•  •  •       • 

pl«)  P7ni  '••1    P<m — ^ 

Setzt  man  in  dieser  Determinante  Pn  ^-^ifPtt  — -^s) ...  an  die 
Stelle  von  Pi,  — A,p„— i,  .-.,  indem  unter  ^,,-<^„...  Func- 
tionen von  l  verstanden  werden,  so  gehe  üf  in  ii'  über.    Somit: 

dl  ~dui,     dl   +ö^,    dl    ^•••' 

welche  Gleichung  unter  der  Voraussetzung  ^,  =  ^,  =  . . .  =  A 
flbergeht  ia: 

wenn  man  mit  Jn  in  bekannter  Weise  die  Unterdeterminanten 
von  ^  bezeichnet.  Nun  wird  durch  die  Betrachtung  des  Systems 
Ton  n  linearen  Grleichungen 

Pu«i+P2t«»H Kp**— ^)«tH f-Piu«»  =  0   (*  =  1, 2,  ...,ii) 

gezeigt,  dass,  wenn  l  eine  Wurzel  von  J  =  0  ist,  alle  Determi- 
nanten Jkk  dasselbe  Zeichen  haben;  ist  also  ihre  Summe  Null, 
so  moss  jede  einzelne  Null  sein.  Mithin  muss  für  eine  zweifache 
Wurzel  von  //  =  0  jede  Unterdeterminante  von  J  verschwinden. 
Die  Untersuchung  lässt  sich,  wie  gezeigt  wird,  leicht  auf  den 
Fall  von  m  gleichen  Wurzeln  ausdehnen.  *Gb8.  (Lp.) 


Marchand.     Discussion  de  V^quation  en  s.     Nouv.  Ann.(3) 

VIL  431-435. 

Es  handelt  sich  um  die  Gleichung 

F(s)  =  \a„i-€^xs\  =  0. 
Der  ausgesprochene  Satz    ist   aber,  wie  die  allgemeine  Theorie, 
ebenso  wie  einfache  Beispiele  zeigen,    falsch,    dass  nämlich  die 
Existenz  einer  mehrfachen  Wurzel  von  F($)  =  0  das  Verschwin- 
den von  Unterdeterminanten  nach  sich  ziehen  soll.  No. 

10* 
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Wkill.     Sur  une  forme  du  däterminant  de  Vnndermonde. 

Nouv.  Ann.  (3)  VII.  427-429. 
Es  ist 

wenn    Sp  die  Summe  der  Producte  von  je  p  der  Grössen 
bedeutet.  No. 

Raimondl     Un   teorema   sui  determinanti  di  differenze. 

Batt.  O.  XXXI.  185-187. 

Die  Zeilen  einer  Determinante  n^  Ordnung'  werden  so  be- 
stimmt, dass  die  erste  Zeile  die  Glieder  einer  arithmetiscben 
Reibe  (n—  1)^^  Ordnung  sind,  die  zweite  die  Glieder  jlirer  ersten 
Differenzenreihe,  u.  s.  f.,  die  letzte  die  Constanten  Glieder  c  der 
(yi  — l)^^**  Differenzenreihe;  dann  ist  der  Wert  der  Determinante 
gleich  c"+'.  No. 

K.  Weihrauch.      Ueber  gewisse   Determinanten.     Schio- 

milch  Z.  XXXIII.  126-128. 

Es  werden  die  Werte  von 
Cjy  =  I  l,cosxit,8inirfcjCOs2xjb, sin2a?jt, ...,  sin(y  —  l)^*,  cosy^Ti^  |, 
Sfy  =  I  l^cosxk^s\nxk^coi2xjc^  sin2a;jk, ...,  sin  (v  —  1)«^,  sinyxib  | 
bestimmt.    Bezeichnet  man 


so  ist 


2»'— 1    2v  «.. «.  8r 

P,,  =  n    17  sin    \    *,  a  =  £x^ 


a  =  (~  1)'2«''^»''+'  P,K .  Bin  -|-, 
Si,  =  (-l)'->2*'''-»''+»/'a,.C08-J-. 


No. 


F.  G.  Teixbiba.    Demonstration  d'une  formule  de  Waring. 

Noav.  ADD.  (3)  VII.  882-384. 

Die  bekannte  Waring'sche  Formel  wird  nach  einer  von  Hm. 
M.  d'Ocagne  benutzten  Methode  abgeleitet.  No. 
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J.  MoucHBL.     Correspondance.     Noav.  Add.  (3)  vir.  400. 
Es  sei  i^aa  =  $kn  dann  ist 

|,4-2a«|  =  (-l)-»2»-^  (11-2).  I  ort].    (t,k  =  l,...,n). 

No. 

J.  Hekmks.     Determinanten   bei    wiederholter  Halbirung 
des  ganzen  Winkels.     Hoppe  Arch.  (2)  vi.  276-293. 

Es  sei  a  =  27^:2*"  und 

« 

Dy  =  |cos(Ä.i.Ä)I,    (x,A  =  1,3,5, ...,  (2*^-2 -1)), 

dann  ist  D^  für  v^3  eine  Potenz  von  2,  verschwindet  aber  für 
den  doppelt  so  grossen  Wert  des  Winkels.     Es  findet  sich 

Dy  =  (2'^-*)3'"*.  No. 


6.  Brunsl.      Sur    les    raoines    des   matrices  z^roidales. 

0.  R.  OVI.  467-470. 

Die  n^  Wurzel  aus  der  zeroidalen  Matrize  kann  als  lineare 
Function  von  |ii(n  — 1)  Matrizen  angesehen  werden,  deren  Ele- 
mente ^n(it— 1)  Constanten  enthalten;  ebenso  viele  Constanten 
treten  als  Coefficienten  der  linearen  Function  auf.  Es  werden 
einige  Eigenschaften  der  constituirenden  Matrizen  abgeleitet. 

No. 

A.  KuMAMOTO.     Zur  Theorie  der  „Matrices*    Tokio  Math. 

Ges.  III.  153-161.    (Japanisch.)  E. 


A.  BucBHBiM.     Note  on  matrices  in  involution.    Mose.  (2) 

XVIII.  102-104. 

Nimmt  man  zwei  Matrizen  n^'  Ordnung  a  und  b,  so  sind 
die  11*  Producte  von  der  Form  a*b^  im  allgemeinen  asyzygetisch. 
Sind  sie  aber  syzygetisch,  so  sagt  man,  a  Und  b  seien  in  Invo- 
lution. Diese  Definition  rührt  von  Hrn.  Sylvester  her;  derselbe 
hat  den  Satz  ausgesprochen,  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  daftlr,  dass  zwei  Matrizen   in  Involution    stehen,  sei 
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die,  dass  ein  latenter  Punkt  (vgl.  F.  d.  H.  XVII.  1885.  108)  der 
einen  in  dem  («— 1)-Punkte  liegen  mOsse,  welcher  durch  n  —  1 
der  latenten  Punkte  der  anderen  bestimmt  ist.  Zweck  der  gegen- 
wärtigen Notiz  ist  eS;  diesen  Satz  direct  zu  beweisen. 

Glr.  (Lp.) 

W.  J.  C.  Sharp,   D.  Edwardks.     Solution   of  qucFtion 

8940.     Ed.  Times  XLIX.  133-136. 

Es  sei 
S     =  o«'  +  by*  +  ca'  +  2/yÄ + 2mzx  +  2nxy+2pxu>  '{-2qyw  +2nu>^ 
P,„  =  ax,x^  +  6y,y,  +  ca,»,  +  /(y,»,  +  a,y,)  -f  •  •  • , 
so  ist 


Vi  y,  y, 

».       ».      «3 
IT,    IT,   fO, 


«  +  •..-[.  2L 


Ä,     Ä,     Ä, 

• 

»1 ».  »1 

ar,    sr,  «, 

W,  U>,  IT, 
Xj    «,    X, 


+ 


Vi  STf  yt 

wo  il, ...,  L, ...  die  ersten  Unterdeterminanten  der  Discriminante 
von  S  sind.  Lp. 


W.  J.  C.  Sharp,    D.   Edwardks.      Solution   of  question 

8970.      Ed.  Timee  XLIX.  136-138. 

Man  bezeichne  mit  X,  Y,  Z,  TT,  U  die  aus  der  Matrize 

I  X^yx^MtCn  Wx  I  (x  =  1,  2,  3,  4) 

hervorgehenden  Determinanten,  mit  F,(x  =  1,2,3,4)  die  Werte 
der  quinären  quadratischen  Form  K,  wenn  statt  (^,y,2,cP)«)  in 
V  gesetzt  wird  (j^x^yx,»»,«?»,««);  ferner  werde  S,,,  für 


i('^.-:^+y.^ +  •••)»'. 


(^J?. 


gesetzt,  so  ist 


^y» 


i<i 


l>S 


1)3 


I «I  1*4 

1*3  3«4 


S...      »^s 


Si4 


=  ^x»4-By'+ 


^1.4       Sj.«        ^1,1        ^4 

wenn  A,  B, . . .  die  ersten  Unterdeterminanten  von   V  sind. 

Lp. 


Capitel  3.     Blimioation  a.  SabstitatiOD,  DetermiDaDten  etc.        151 


8.  DiCKSTBiN.  Ueber  die  Eigenschaften  und  einige  An- 
wendungen der  Wronßkinne.  Prace  mat.-riE.  I.  5-25.  (Pol- 
nisch.) 

Eine  Wronskiane  heisst  nach  Muir  (A  Treatise  on  the 
Theory  of  Determinants,  1882.  S.  224)  die  von  Wrenski  in  die 
Wissenschaft  eingeführte  und  später  mehrfach  von  anderen  unter- 
suchte Differentialdeterminante 


y^.'^ 


yy' 


yi" 


j,f-0      yU-.) 


y(-.) 


C^M  y>»  •  •  -j  y«  ß'^d  Functionen  von  x  und  yW  =  -tt^)- 

Die  Schrift  enthält  eine  ausführliche  Darstellung  der  wichtigsten 
Sätze  Aber  diese  Determinante  und  ihre  Anwendungen  auf  die 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  Dn. 


T.-J.  Stibltjes.     Sur  une  g^n^ralisation  de  la  formale 
des  aecroissements  finis.    S.  M.  F.  Ball.  XVI.  loo-iis. 

Bezeichnet  man  mit  f,  g^  h^  h  vier  reelle  Functionen,  welche 
selbst  ebenso  wie  ihre  ersten,  zweiten  und  dritten  Ableitungen 
endlich  und  stetig  sind,  und  benennt  man  den  Quotienten 


1  xx^  x^ 

1    »  iS'  Ä* 

1  /  /'  /» 


=  ^, 


/■(*)  9(^)  AC«)  K^) 
m  9(y)  h(y)  k(y) 
/•(O     j7(0     Ä(*)     Ä(^) 

m  9(0  Ko  Aco 

so  ergiebt  sich  für  diesen  Quotienten  der  Wert 

f(x)      g(x)      h(x)      k(x) 

r(i)   9'a)   Ä'(5)  Ä'(ö 

r'M     9'Xi)      h\ri)    A"(i7) 

r"co  i?'"(ö  Ä'"(ö  *'"(?) 

Hieraus   werden   weitere   Schlüsse   für   den  Fall  gezogen,    dass 
ar,  y,  s,  t  sich  derselben  Grenze  a  nähern.  No. 


A  = 


1 


11213! 


a?<§  <  y 

«<  J7  <  a 
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E.  C.  Valentiner.  Om  Betingelserne  for,  at  der  mellem 
tre  hele  rationale  Polynomier,  der  ene  homogene  af 
fiamme  Grad  i  tre  Variable  findes  en  identisk  Ligning. 

Zeuthen  Tidsa.  VI.  (5)  49-52. 

Sind  /■„  ^„  f,  drei  homogene  Polynome  «*•"  Grades  der 
Variabein  a^:x^:  a;„  so  besteht  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  zwischen  ihnen  eine  identische  Gleichung 
vorhanden  ist,  in  dem  identischen  Verschwinden  ihrer  Jacobi'schen 
Function.  V, 

S.  Tebay,  D.  Edwardes,  Prince  de  Polignac.     Solution 

of  question    9325.     Ed.  Times  XLIX.  79. 

Sind  AjBjC  die  Flächenwinkel  an  der  Basis  eines  Tetraeders, 
X,  y,Z  ihre  bezüglichen  Gegenwinkel,  ferner 

T,  ==  (1  — cos'JJ— cos'C—cos'X— 2cosBcosCcosJ[)*, 
entsprechend  T,  und  T,,  so  ist 

TjTjCosX+rjTjCOsY  +  TjT^cosZ  =  1  —  cos"il  — cos'Ä  — cos'C 

—  cos  B  cos  Ccos  X  —  cos  Ccos  A  cos  Y — cos  il  cos  B  cos  Z 

+  cos  X  cos  Ycos  Z.  Lp. 


J.  Neuberg.     Solution  of  question  9 1 56.    Ed.TimeaXLViii. 

91-92. 

Sind  a,  b,  c,  d  die  Hohen  eines  Tetraeders  ABCD\  a,  /9,  /,  d 
die  Winkel  seiner  Seitenflächen  mit  einer  Ebene  E\  p  der  Ab- 
stand des  Gentrums  der  Umkugel  zu  ABCD  von  £,  so  befriedigt 
jeder  Punkt  P  von  E  die  Relation 

Analytischer  Beweis  mit  Hülfe  von  Determinanten.  Ist  P  ein 
Punkt  ausserhalb  E,  so  ist* der  Abstand  des  Punktes  P  von  E 
gleich  der  halben  Differenz  der  beiden  Seiten  der  obigen  Gleichung. 


W.  J.  C.  Sharp,  J.  Wolstbnholme.     Solution  of  question 

2109.     Ed.  Times  XLVIU.  177-178. 
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Hr.  Sharp  beweist  unter  Bezugdkhme  auf  seine  Arbeit  „On 
the  properties  of  simplicissima«  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  837)  den 
folgenden,  früher  einmal  von  Hrn.  Wolstenholme  zum  Beweise 
gegebenen  Satz  mit  Hülfe  von  Determinantensätzen :  Sind 
ilj,  .4,,  ii„  A^j  A^  fünf  feste  Punkte  des  Raumes,  P  ein  beliebiger 
Punkt;  Fj,  F,, .  . .  die  Volumina  der  Tetraeder  A^  A^  A^  A^  u.  s.  w. 
mit  solchen  Vorzeichen,  dass  F,  +  F,  -[-  F,  +  F^  +  K^  =  0,  so  ist 

(1)     F,.  PAl  +  F,.  PA]  +  V,.  PAl  +  F,.  PAl  +  F,.  PA] 

unabhängig  von  der  Lage  von  P.  Sind  C^,  C„  C,,  C^,  C^  die 
Mittelpunkte  der  Umkugeln  jener  Tetraeder,  rj,r„r„rj,rj  ihre 
Radien,  so  ist 

^   CA*     r'     =Q'   r,(C,A\-rl)  =  V,(C,Al-rl)  =  ... 

^x  ^n  —  'X 

=  :2  F,.  PAl.  {%  =  1,  2,  3, 4, 5). 

In  Bezug  auf  den  Satz  selbst  ist  auf  die-  Abhandlung  des 
Herrn  Frobenius  zu  verweisen  „Anwendung  der  Determinanten 
auf  die  Geometrie  des  Masses""  (J.  für  Math.  LXXIX.  223;  F. 
d.  M.  VI.  1874.  381),  wo  Möbius  (Bd.  XXVI.  desselben  J.)  als 
Entdecker  angegeben  ist.  Lp. 


A.  Catlbt.     Note .  on  the  relation  between  the  distances 
of  five  points  in  space.     Hess.  (2)  xvni.  1CX)-102. 

In  Lagrange's  Schrift  „Solutions  analytiques  de  quelques 
problemes  sur  les  pyramides  triangulaires^  (Berlin,  Mämoires, 
1773;  Oeuvres  IIL  677)  kommt  der  folgende  Ausdruck  für  die 
Beziehung  zwischen  den  gegenseitigen  Abständen  von  fQnf  Punkten 
im  Baume  vor: 

4^Y=a(a  +  f-i7)'  +  a'(ö'+/'-^7  +  «'V  +  /^-ff")' 

+  2/?(a' +  f  -  i;')K + /^-^'O  4- 2/?'(a  +  A- (;)(a"  +  A -  (/") 

Diese  Formel  identificirt  der  Verf.  mit  seiner,  im  Jahre  1841  in 
der  Form  einer  Determinante  gegebenen  Relation. 

Glr.  (Lp.) 
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A.   E.   Rahnsbn.      Sur  ^quelques    propriet^s    des    d^ter- 
minants,  appliqudes  ä  une  question   de  geotn^trie  ä 

n  dimensions.      Delft.  Ann.  de  rÄc.  Polyt.  IV.  104-139. 

An  erster  Stelle  werden  einige  allgemeine  Eigenschaften 
der  Determinanten  und  Matrizen  abgeleitet.  Nachher  werden 
sie  angewendet  auf  die  folgende  in  die  Geometrie  von  n  Dimen- 
sionen gehörige  Aufgabe:  Den  geometrischen  Ort  der  homologen 
Punkte  in  zwei  gleichen  oder  symmetrischen  Figuren  von  n 
Dimensionen  zu  bestimmen.  Alsdann  werden  die  Beziehungen 
abgeleitet,  welche  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
einen  Figur  in  denjenigen  des  homologen  Punktes  der  anderen 
ausdrücken.  Zwei  Figuren  sind  gleich,  wenn  der  Abstand  zweier 
beliebigen  Punkte  der  einen  gleich  dem  der  homologen  Punkte 
der  anderen  sind.  Je  nachdem  die  Hauptdeterminante  gleich 
ist  +1  oder  — 1,  sind  die  Figuren  gleich  oder  symmetrisch. 
Zwei  gleiche  Figuren  von  n  Dimensionen  haben  bei  endlichem 
Abstände  einen  Raum  von  n  —  2k  Dimensionen  gemein  oder  bei 
unendlichem  Abstände  einen  solchen  von  n — 2k — 1  Dimensionen. 
Zwei  symmetrische  Figuren  von  n  Dimensionen  haben  bei  end- 
lichem Abstände  einen  Raum  gemein  von  n— *2fc— 1  Dimensionen 
oder  bei  unendlichem  Abstände  einen  solchen  von  n  —  2k—2 
Dimensionen.  Die  verschiedenen  Fälle,  die  hierbei  eintreten 
können,  werden  näher  betrachtet.  Schliesslich  werden  die  er- 
haltenen Resultate  an  Figuren  von  2  und  3  Dimensionen  geprüft, 
welche  demnach  in  der  Ebene  oder  im  Raum  liegen.        6. 


A.  BoucHBR.      Du   d^terininant  quadrilat^re.      Paris.  Gau- 

thier- Villars  et  Fils.  80. 


I).  HiLBKRT.     üeber  die  Discriminante  der  im  Endlichen 
abbrechenden  hypergeometrischen  Reihe.    J.fürMath  cm 

337345. 
Wenn  die  hypergeometrische  Reihe  fiberhaupt  im  Endlichen 
abbricht,   so   wird   sie   zu   einer   binären  Form  f  =  a"  mit  den 
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CoefBcienten 

ß(ß+l)  . . .  (ß+i-1) 

Fflbrt  man  homogene  Variable  x^,  x^  ein,  so  ergiebt  sich  zu- 
Yörderst  aus  der  Differentialgleichung  der  Reihe,  dass  die  Form 
f  überhaupt  nur  die  Linearftfctoren  o;,,  x„  fl;,4-^9  mehrfach  auf- 
weisen kann.  Durch  Anwendung  specieller  linearer  Transforma- 
tionen Yon  /",  welche  bekannten  Umformungen  der  Reihe  ent- 
sprachen, resultirt  für  die  Discriminante  D  von  f  der  Ausdruck: 

/>  = 

(y+«-l)"-^(y+n-2)»  . . .  y»«-»  ' 

der  bereits  früher  yon  Hrn.  Stieltjes  auf  anderem  Wege  ge- 
wonnen worden  ist. 

Der  Verfasser  macht  eine  Anwendung  auf  die  Losung  der 
Aufgabe,  zu  entscheiden,  wie  viele  reelle  Wurzeln  die  Gleichung 
/"  =  0  für  beliebig  gegebene  reelle  Werte  der  Parameter  ß  und 
Y  besitzt.  Mj. 

Fr.  Mkybr.     Ueber  Discriminanteu  und  Resultanten  von 
Singularitätengleicbungen.     Gott.  N.  74-77. 

Die  Discriminanteu  und  Resultanten  der  Singularitätenglei- 
cbungen müssen  in  eine  Anzahl  rationaler  Factoren  zerfällbar 
sein,  deren  Verschwinden  ausdrückt,  dass  von  den  vorher  ge- 
trennt auftretenden  Singularitäten  irgend  welche  zusammenrücken. 
Hieran  knüpft  der  Verfasser  die  Frage:  Sind  die  Punktcoor- 
dinaten  einer  rationalen,  ebenen  Curve  Rn  durch  ein  System  von 
drei  binären  Formen  it^'  Ordnung  gegeben 

so  sollen  die  Discriminanteu  und  Resultanten  für  Wendepunkte, 
Spitzen,  Doppelpunkte,  Doppeltangenten  in  Factoren  zerlegt 
werden,  welche  in  den  dreireihigen  Coefßcientendeterminanten  d 
der  fi{X)  rational  sind,  aber  in  gleicher  Weise  nicht  weiter  zer- 
legt werden  können.  Eine  Tabelle  enthält,  ohne  Beweise,  die 
Resultate  der  Untersuchung.  No. 
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K.   Lachlan.      On   certain  Operators  in  connection  with 
Symmetrie  fuuctiouR.     Lond.  M.  S.  Proc.  XIX.  294-299. 

Die  Note  ist  eine  Ergänzung  «iner  früheren  Arbeit  des  Ver- 
fassers (vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  152).  Mit  Hülfe  der  dort  an- 
gewandten Operationssyrabole  werden  gewisse  symmetrische 
Functionen,  z.B.  ^aTlr,..^  Sa*b^g...h,  durch  die  elementar- 
symmetrischen  Functionen  der  Grössen  a,  b,  ...,  A  ausgedrfickt 

Ht 

P.  A.  MacMahon.     Symmetrie  functions  and  the  theory 

of  distributions.      Lood.  M.  S.  Proc.  XIX.  220-256. 

P.  A.  MacMahon.     Memoir  on   a  new  theory   of  Sym- 
metrie functions.      American  J.  XI.  1-36. 

In  diesen  beiden  Arbeiten  geht  der  Verfasser  aus  von  dem 
folgenden  „Reciprocitätstheorem^:  Setzt  man 

x,  =  (2>,+(n«i, 

^4  =  (4)«.  +  (31)x.x,  +(2')x\  +  (21>,«J  +  (V)x*, 
so  ist  der  Goefficient  von 

in  der  Entwickelung  des  Productes  X^/X^J^*...  gleich  dem 
Coefficienten  von 

in  der  Entwickelung  des  Productes  Xi',  Xl'^X^jf,...  Dabei  bedeutet 
das  Symbol  (p^r...)  die  symmetrische  Function  Sa^b^tf ...  der 
Grössen  a,  b,  c,  ...  und  beispielsweise  für  (pppsjr...)  ist 
(p'yV  '. . .)  gesetzt.  Aus  der  Zahl  der  weiteren  Theoreme  sei 
noch  der  folgende  in  jenen  beiden  Arbeiten  behandelte  Satz  er- 
wähnt.   Die  symmetrische  Function  (A/iv  . . .)  ist  ausdrückbar  mit 

Hülfe  der  „Separationen"  von  (X,  i,  A,  •  •  •  f^i f*jf«a  •  •  •  ''i  •'i*'«  •  •  Oi 
wo  A„  A„  A„  ...;  /ij,  ju„  /u„  ...;  v„  v„  y„  ...  ganze  Zahlen 
sind,  deren  Summe  beziehungsweise  A;  fi]  v ...  ist.     Dabei  ver- 


Capitel  3.    ElimioatioD  n.  SabstitatioD,  DetermiDanteo  eto.        157 

• 

steht  man  beispielsweise  unter  den  „Separationen*'  von  (p,  q,  r, 
f,  i)  Produete  von  der  Gestalt  (pg)(r«)(0,  Cp?O(*0-  Dieses 
Theorem  führt  im  besonderen  auf  den  bekannten  Satz,  dass 
eine  jede  symmetrische  Function  sich  ganz  und  rational  durch 
die  elementarsymmetrischen  Functionen  darstellen  lässt.  An  die 
beiden  erw&hnten  Sätze  knüpft  der  Verfasser  eine  weitläufige 
Untersuchung  über  die  Darstellbarkeit  symmetrischer  Functionen 
und  ihre  zweckmässige  tabellarische  Anordnung.  Ht. 


P.  A.  MacMahon.     The  eliminant  of  two  binary  quan- 

tics.       Qnart.  J.  XXIII.  189-143. 

Der  Verfasser  drückt  die  Resultante  von  zwei  binären  For- 
men mit  Hülfe  der  Partitionssymbole  (pqr  . . .)  aus,  betreffs  deren 
man  das  vorige  Referat  vergleiche.  Beispielsweise  ist  die  Resul- 
tante der  kubischen  Form  a,«*— a,a;'4-a,a;-~l  und  der  quadrati- 
schen Form  x'—A^x+A^  gleich  dem  Ausdrucke 

l-(l)A,  +  (2)A,+(nAl-(2l)A,A,-(V)A\ 

+  (2*)A\+(2V)A,A\-(2n)AlA,  +  (2')Al, 

wo  die  Klammersymbole  auf  die  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln  der  Gleichung 

x^—a^x^  +  a^x—a^  =  0 
zu  beziehen  sind.  Ht. 


Dritter  Abschnitt. 

Niedere  und  höhere  Arithmetik 

Gapitel  L 

Niedere  Arithmetik, 


Th.  Spirker.      Lehrbuch    der   Arithmetik    und    Algebra 
mit  Uebungsaufgaben.     3.  verbesserte  Aufl.    Aag.  stein. 

Potsdam.  398  S. 

Ref.  hat  die  yorzfiglichen  Spieker'schen  LehrbOcher  seit 
längeren  Jahren  im  Unterrichte  erprobt  und  sich  namentlich  tlber 
die  stetigen  Verbesserungen  gefreut,  welche  dieselben  mit  jeder 
neuen  Auflage  bringen.  Auch  in  der  vorliegenden  Arithmetik 
sind  wesentliche  Fortschritte  gemacht.  Die  kubischen  Gleichungen 
sind  in  §  308  bis  312  durch  die  allgemein  für  Gleichungen 
höherer  Grade  gültigen  Sätze  eingeleitet  und  in  §  324  bis  339 
durch  die  Behandlung  der  numerischen  Gleichungen  ergänzt 
worden.  Abschnitt  23:  „Entwickelung  der  Functionen  in  unend- 
liche Reihen"  ist  ganz  neu  hinzugekommen.  Ueberall  sind  die 
Grenzen  und  Anforderungen  des  Unterrichts  gewahrt,  so  z.  B. 
werden  die  irrationalen  Wurzeln  der  numerischen  Gleichungen 
nur  mit  der  regula  falsi  und  den  beiden  lläherungsmethoden  von 
Newton  und  Lagrange  bestimmt,  die  unendlichen  Reihen  durch- 
weg nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  entwickelt 
und  ihre  Convergenz  mit  Hülfe  weniger  vorangeschickter  Sätze 
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uDtersQcht.    Durch  AuBmerzung  von  Druckfehlern  und  Versehen 
der  frfiberen  Auflagen  hat  das  Buch  gleichfalls  gewonnen. 

Lg. 

C.    E.    EnHOLTZ.      Reine   Arithmetik.    T,.      Aaraa.  Saaerlaoder. 

Hit  dieser  Lieferung  (IX.  Elementare  Zahlenlehre  (Fort- 
setzung). X.  Gemeine  Brüche.  XI.  Beziehungen  zwischen  systema- 
tischen und  gemeinen  Brüchen.)  schliesst  der  erste  Band  dieses 
Werkes  (s.  F.  d.  M.  XIX.  158) :  Es  ist  zunächst  für  den  mathemati- 
schen Unterricht  am  aargauischen  Lehrerseminar  bestimmt,  es  soll 
ausserdem  den  im  Amte  stehenden  Lehrern  an  Primär-  und  Secun- 
därschulen  ein  Erg6nzungsbuch  sein  und  auf  mancherlei  methodische 
Fragen  Antwort  geben.  Diesem  Zwecke  entspricht  die  grosse  Aus- 
führlichkeit der  Darstellung,  sowie  die  besondere  Berücksichtigung 
des  Rechnens  mit  bestimmten  Zahlen.  Wz. 


K.  Lbmbke,  Seminar] ehrer.     Allgemeine  Arithmetik  und 
Algebra   in  ihrer  Beziehung  zu  einander  und  zu  den 

höheren  bürgerlichen  Rechnungsarten.    Hiastorff.  Wismar. 

170  S. 
'Es  werden  Seite  1—70  die  Gleichungen  l*«"  und  Sl*«"  Grades 
mit  einer  und  mehreren  Unbekannten,  70-94  die  Logarithmen, 
94-170  Zinseszins-  und  Rentenrechnungen  behandelt.  Am  Schlüsse 
sind  auf  19  Seiten  Tabellen  zur  Berechnung  der  Zinseszinsen 
angefügt.  Die  Methode  des  Verfassers  ist  folgende:  Er  wählt 
Musterbeispiele  aus  Meier-Hirsch,  rechnet  dieselben  bis  auf  das 
kleinste  Detail  vor,  unter  steter  Angabe  der  in  Verwendung 
kommenden  Sätze  aus  seiner  eigenen  allgemeinen  Arithmetik 
und  schreibt  dann  die  Nummern  der  Aufgaben  aus  Meier-Hirsch 
und  Pleibers  Elementarmathematik  auf,  welche  ebenso  gerechnet 
werden.  Nicht  überall  hat  der  Herr  Verfasser  erreicht,  was  er 
sich  in  der  Vorrede  vorgenommen.  Er  will  „selbständiges, 
streng  logisches  Denken  und  Arbeiten  erzielen'',  bei  der  Lüsung 
der  Gleichungen  aber  geht  sein  Bestreben  dahin,  „die  Begründung 
durch  arithmetische  Lehrsätze  mehr  und  mehr  zurückzudrängen 
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und  das  Verfahren  zu  einem  rein  meehanisehen  zu  machen^ 
(cf.  S.  5  und  8).  —  Ausserdem  ist  das  Buch  nicht  frei  von 
Druckfehlern,  die  namentlich  dem  Anfänger  das  Studium  des- 
selben erschweren,  so  finden  sich  z.  B.  in  jedem  der  Beispiele 
10  und  11  S.  46  und  47  je  drei  solcher  Fehler.  Lg. 


F.  Fischer.  Anfangsgründe  der  Mathematik  zum  Ge- 
brauche an  höheren  Schulen.  I.  Arithmetik  und  Al- 
gebra.    LeipBig.  Fr.  W.  GruDOW.  190  S.  gr.  8^  (1887.) 

Der  Inhalt  ist  in  vier  Abschnitte  von  allerdings  sehr  un- 
gleichem Umfange  gegliedert.  Der  Abschnitt  I  (S.  2-121)  be- 
handelt die  sogenannten  sieben  Rechnungsarten,  der  Abschnitt  II 
(bis  S.  159)  die  algebraischen  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade, 
Abschnitt  III  (S.  160-186)  die  Reihen  mit  Einschluss  derjenigen 
für  die  Logarithmen  und  Ereisfunctionen,  Abschnitt  IV  (S.  187 
bis  189)  die  Euler'sche  Methode  fQr  die  Lösung  diophantischer 
Gleichungen  ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten.  Die  Aus- 
stattung ist  sehr  gut.  Lp. 

G.  Taschjstti.      Trattato  di   aritmetica  razionale  per  la 

IV   e    V   classe   del   ginnasio.     Palermo.  Bemo  SaDdroD.  * 


D.  A.  CoEN.     L'Aritmetica  Razionale  richiesta  dal  pro- 
grammi  ministeriali  per  il  Ginnasio  Superiore.   VieeoEa. 

Tip.  G.  Borate. 

Lacroix.     Elements    d'Algfebre.      25®    ödit.,    revue    par 

PrOÜHET.      Paris.  Gauthier-Villara  et  Fils.  S». 

Lacroix.     Complöment  des  ^ßl^juents  d'Alg^bre.   7^  ädit. 

Paris.  Gaathier-Yillars  et  Fils.  8». 


A.  NüNEZ  DE  CouTo.     Tratado  de  arithmetica  theonco- 

practica.     Madrid.  (1886-1887).  435  S. 
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H.  Servus.     Sammlung   von  Aufgaben   aus   der   Ärith- 
metik  und  Algebra.     3  Hefte,      Leipzig.  Teubner.   47,   öi 

n.  94S. 

Verfasser  hält  es  nicht  fOr  angebracht,  einem  Schüler  von 
vornherein  eine  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  gesamten 
Arithmetik  in  die  Hände  zu  geben,  da  dieselbe  aus  jedem  Gfe^ 
biete  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Aufgaben  bringen  kann, 
falls  sie  nicht  zu  umfangreich  und  zu  teuer  werden  soll.  Er 
lässt  daher  drei  Hefte  von  geringerem  Umfange  und  Preise  er- 
scheinen, von  denen  Heft  I  die  vier  Species,  Heft  II  Quadrirung 
und  Kubirung  von  Summen,  Zerlegung  in  Factoren,  Heben  der 
BrQche,  Proportionen  u.  s.  w.,  Quadrat-  und  Kubikwurzeln, 
Heft  III  Potenzirung,  Radizirung  und  Logarithmirung  behandelt. 

Lg. 

M.   Fetscheb.      Arithmetisches.      Auflösungen    zu    den 
arithmetischen  Aufgaben  aus  den  ReallehrerprUfungen 

in    Württemberg.       Stuttgart.  J.  B.  Metzler.  84  S. 

Das  Buch  löst  die  Prüfungsaufgaben  aus  den  Jahren  1860 
bis  1886,  soweit  sie  im  Gorrespondenzblatt  fttr  die  Gelehrten- 
und  Sealschulen  Württembergs  veröffentlicht  sind,  sämtlich  ohne 
Beihfllfe  der  Algebra  durch  einfache  Schlussfolgerungen.  Wie 
dasselbe  mit  der  Behandlung  von  Aufgaben,  welche  nur  fflr  die 
alten  Masse,  Münzen  und  Gewichte  Wert  hatten,  „einem  wirk- 
lichen Bedürfnisse  entgegen kommf^,  ist  nicht  recht  einzusehen. 
Die  Lösungen  sind  oft  umständlich ;  so  wird  die  Regel  für  die 
Teilbarkeit  der  Zahlen  durch  7  auf  1^  Seiten  hergeleitet,  anstatt 
sie  neben  der  für  11  und  13  mit  der  Bemerkung  zu  erledigen, 
dass  1001  durch  diese  Zahlen  teilbar  ist.  Zur  Vergleichung  ist 
häufig  auf  Bücher  ä  4,  3  und  2  Bändchen  hingewiesen,  welche 
der  Verfasser  im  Verein  mit  Prof.  Stockmayer  für  12-15jährige 
Schüler,  jedes  mit  einem  „Schlüssel^  versehen,  herausgegeben 
hat     Ein  Anhang  giebt  noch  20  Uebungsaufgaben.  Lg. 
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A.  MoROPP.  Regeln  und  Erläuterungen  zum  Rechnen, 
nebst  Skizze  eines  Ijehrgangs  und  Masstafel.  Zum 
Gebrauch   an  Gymnasien    und  anderen  Mittelschulen. 

Bamberg.  Bachoer.  fi.  M. 


F.  ÄMODBO.     Correlazione  fra  i  teoremi  delje  operazioni 

sui  numeri  interi.      Besso  Per.  mat.  in.  69-75,  103-lOS. 

Es  giebt,  nach  einer  nichts  weniger  als  neuen  Bemerkung 
des  Verfassers,  eine  gewisse  Correlation  zwischen  den  Sätzen 
Qber  die  Addition  und  denjenigen  über  die  Multiplication,  so  dass 
die  letzteren  sich  aus  den  eroteren  nach  Ersetzung  des  Wortes 
Summe,  Summand,  Coefficient,  . . .  durch  Product,  Factor,  Expo- 
nent, . . .  ergeben.  Um  diesen  Zusammenhang  zu  veranschau- 
lichen, richtet  der  Verfasser  die  betreffenden  Sfttze  auf  zwei 
Golumnen  derart  ein,  dass  die  Sätze  über  Addition  links  und 
die  entsprechenden  über  Multiplication  daneben  rechts  sich  be- 
finden. Vi. 


M.  Gremigni.     Le  proprietk  della  somma  e  della  diffe- 
renza  estese  ai  polinomi  algebrici.      Beaso  Per.  mat  IIT. 

161-167. 

Beweis  der  Gommutativität  und  Associativität  einer  Summe 
von  positiven  und  negativen  Zahlen.  Vi. 


Jos.  Kaspr.     üeber  die  Bestimmung  der  dritten  Potenz 
und  Wurzel  aus  dekadischen  Zahlen.      Casop.  XVII.  28. 

(Böhmisch.) 

Enthält    eine    diesbezügliche    praktische    Verwendung    der 
Identität 

(a  +  by  =  a'  +  3(a  +  b)ab^b\  Std. 


G.  Giuliani.    Sopra  un  teorema  della  divisione  algebrica. 

Beeso  Per.  mat.  III.  39-40. 
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Beweis  durch  vollständige  Induction  fttr  die  Formel: 

+ (oy"  +  fcy*  ~^  H h  «'y' + «y  +  /")• 

Vi. 

E.  Sadun^     Coudizioni  di  divisibilitk  d'un  poliuomio  per 

un  binomio   della   forma  X^'—tf.     Beeeo  Per.  mat.  III.  129-136. 

n 

Der  Best  der  Teilung  von  f(x)  =  ^c<«*-»  durch  af^-a"  ist 

wo: 

hier  bezeichnet  k  die  grösste  Zahl,  für  welche  0  ^  n  —  tr  <  r, 
und  jeder  Goefficient  c,  dessen  Index  negativ  ausfällt,  soll  als 
der  Null  gleich  betrachtet  werden.  Die  Bedingungen  fttr  die 
Teilbarkeit  von  f(x)  durch  ü^—a^  sind  demgemäss: 

Ti  =  0  (t  =  1,2,  ...,r). 

Es  ist  ferner  zu  beachten,  dass,  wenn  f(x)  durch  af—ar  teilbar 
ist,  flT  in  Cn-r+i,  c»^r+s,  -  •  -,  ^  aufgcht  und  die  Form  mT+d  hat, 
wo  01  irgend  eine  ganze  Zahl  und  d  ein  positiver  Teiler  von 
Km)  ist.  Vi. 

F.  GiUDiCE.     Suir  estrazione  di  radice  approssimata  dai 
numeri  aritmetici.    Besso  Per.  mat  iii.  dd-d6. 

Schreibt  man  a",  6»  statt  a,  6,  so  lauten  die  vom  Verfasser 
aufgestellten  Formeln  so: 

6— (6  — a;-r;; T"  <  V ^^  <  0  —  (5  —  a) -r —, 


wo  0  <  a"  <  a:  <  6*.     Die  untere  Grenze  ist  in  beiden  Formeln 
dieselbe  und  ist  >a;  von  den  oberen  Grenzen  ist  die  erste  ^ 

11* 
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X  —  a*  <r     a""^ 


als  die  zweite,  je  nachdem  -j- ==     .,  ,    .    Jedenfalls  ist  die 

zweite  obere  Grenze  <  6.  Ist  also  bekannt,  dass  die  n^  Wurzel 
einer  Grösse  zwischen  a  und  b  liegt,  so  kann  man  dieselbe  durch 
wiederholte  Anwendung  der  angegebenen  Formeln  in  immer 
engere  Grenzen  einschliessen.  Vi. 

Sydney  Lüpton.     The  art  of  computation  for  the  pur- 

poses   of  SCience.     Natare  XXXVIL  237-239,  262-263. 

W.  Ramsay,  Sydnby  Yoüng,  E.  Erskink  Scott,  G.  King, 
The   art  of  computation    for  tbe  pnrposes  of  science. 

Natare  XXXVIL  294-295,  819-320. 


S.  MiBCZNiKOWSKi.     Näherungsrechuung.    Warscban.  s^.  40  s. 

(Polnisch.)  Dn, 

J.   DiEKMANN.      Zur  Auflösung    der    dreigliedrigen  irra- 
tionalen Gleichungen  mit  linearen  Radicandeu.   Hoffmann 

Z.  XIX.  481-48B, 

In  Hoffmann  Z.  XVII  ist  Ober  die  Gleichung 

Vl+4a:-Vl~4«=r4y« 
ein  Streit  entbrannt,  in  welchem  Verfasser  hier  Stellang  nimmt. 
Er  kommt  zu  dem  Resnitat: 

1)  In  den  irrationalen  Gleichungen  sind  die  Wurzelausdrficke 
absolut  zu  nehmen  und  als  zunächstliegende  Unbekannte  zu  be- 
trachten, deren  Werte  sich  selbständig  aus  den  CoefiGoienten  der 
Gleichung  berechnen  lassen. 

2)  Aus  den  Werten  der  Wurzelausdrücke  ergeben  sich  die 
zugehörigen  Werte  von  x.  Lg. 


J.  VAN  Hbngel.  Beweis  des  Satzes,  dass  unter  allen 
reellen  positiven  ganzen  Zahlen  nur  das  Zahlenpaar 
4  und  2   ftir  a  und  b  der  Gleichung  a^  =  6"*  genügt. 

Pr.  Gymn.  Emmerich«  ; 
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Bedeuten  r,  n   positive   ganze   Zahlen  >  3,   so  gelten  die 
Ungleichheiten: 

r«>(l  +  -^J  und  2'«>(l  +  -^y. 

In  Folge  der  ersten  können  a,  b  nicht  beide  ^  3  sein,  in  Folge 
der  zweiten  kann  auch  die  grössere  von  beiden  nicht  >  4  sein. 

B.  M. 


G.  Bernardi.  Tavole  dei  quadrati  e  dei  cubi  dei  numeri 
interi  da  1  a  1000  ossia  delle  radici  quadrate  a  ineno 
di  una  unitk  degl'  interi  da  1  ad  1000000  e  delle 
radici  cubiche  a  meno  di  una  unitk  degl'  interi  da  1 
ad  1 000  000  000  con  un  teorema  sopra  la  radice  qua- 
drata  con  dimostrazione  nuova  e  con  un  teorenoa  nuovo 
sopra  la  radice  cubiea  ad  uso  dei  corsi  di  Matematica. 

Parma.  Ferrari  e  Pellegrini.  XXX 11  u.  25  S. 

Das  zuletzt  erwähnte  Theorem  lautet  so: 

Es  sei  a  eine  ganze  Zahl,  k  die  grösste  ganze  Zahl  für 
welche  Ä'<a,  und  bestehe  k  aus  t  Ziffern,  wo  <^2ii4-l.  Be- 
deutet dann  c  die  aus  den  von  links  an  ersten  t — n  Ziffern  von 
k  gebildete  Zahl,  q  den  Quotienten,  r  den  Rest  der  Teilung 
a—  c\  10'"  :  3cM0^,  so  ist  ä  =  c.  10"  +  g  oder  ä  =  c.  10»  +  ?— 1, 
je  nachdem  r=  oder  <3g'c.  10»  +  7'.    Nur  wenn 

(10*-  +  10*)»  -  103*  <  a  <  (10>«  +  lO»)'  - 1, 
hat  man  k  =  cAQ^  +  q—2* 

Ein  analoger  Satz  über  Quadratwurzeln,  welcher  im  vor- 
liegenden Buche  bewiesen  wird,  wurde  schon,  nach  Angabe  des 
Verfassers,  von  Bertrand  (Traitä  d'arithm^tique)  aufgestellt 

Vi. 


H.  WoLFP.  Sätze  und  Regeln  der  Arithmetik  und  AI* 
gebra  nebst  Beispielen  und  gelösten  Aufgaben.  Zum 
Gebrauche  au  Baugewerkenschulen  etc.  Leipzig.  Teoboer. 

IV  u.  102  S.  8». 
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E.  Bardey.  Arithmetische  Aufgaben  nebst  Lehrbuch 
der  Arithmetik,  vorzugsweise  für  höhere  Bürgerschulen, 
Realschulen ,    Progymnasien    und    Realprogymnasien. 

5*®  Aufl.      Leipzig.  Teaboer.  X  a.  269  S.  8«. 

E.  Bardbt.  Resultate  nebst  Auflösungen  und  Commentar 
zu  den  arithmetischen  Aufgaben  u.  s.  w.  Leipsig.  Teaboer. 

125  S.  8<>. 

E.  Bardey.  Methodisch  geordnete  Aufgabensammlung, 
mehr  als  8000  Aufgaben  enthaltend,  über  alle  Teile 
der  Elementar- Arithmetik,  vorzugsweise  für  Gym- 
nasien, Realgymnasien  und  Oberrealschulen.   14^«  Aufl. 

Leipzig.  Teaboer.  XIV  a.  330  S.  8^ 

E.  Bardey.  Methodisch  geordnete  Aufgabensammlung. 
Abschnitt  XXII  (S.  121-155)  aus  der  14.  Aufl.,  be- 
sonders  abgedruckt  für  die  Besitzer  der  früheren  Auf- 
lagen.    Leipzig.  Teaboer. 


Capitel  2. 
Zahlentheorie. 

A.    Allgemeines. 

J.  SocHOTZKT.     Höhere  Algebra.    Bd.  II.     Die  Anfangs- 
grunde  der  Zahlentheorie.     St.  Peterebarg.  (Bassiach.) 

Der  enge  Zusammenhang,  der  zwischen  den  algebraischen 
und  den  zahlentheoretischen  Fragen  besteht,  hat  den  Herrn  Ver- 
fasser bewogen,  den  zweiten  Teil  seiner  „Höheren  Algebra"  der 
Zahlentheorie  zu  widmen.  „Die  moderne  Zahlentheorie*',  wie  der 
Verfasser  in  seiner  Vorrede  bemerkt,  „beruht  auf  drei  Principien: 
Pdem  Princip  des  grössten  gemeinschaftlichen  Teilers  (Euklides), 
2^  den  Kettenbrtichen  (Huygens)  und  3°  dem  Princip  Dirichlet's." 
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Das  vorliegende  Buch  ist  fast  ohne  Ausnahme  dem  Euklid'schen 
Princip  in  seiner  Anwendung  auf  ganze  Zahlen  und  ganze  Func- 
tionen gewidmet.  Daher  sind  mit  besonderer  Sorgfalt  diejenigen 
Teile  der  Zahlentheorie  auseinandergesetzt,  die  mit  diesem 
Princip  in  nächstem  Zusammenhange  stehen.  Das  Werk  ist  in 
zehn  Kapitel  geteilt. 

Das  erste  Capitel  trägt  den  Titel:  „Das  Princip  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Teilers.  Erste  Anwendungen.*'  Nach  der 
Entwickeluug  des  Princips  des  grössten  gemeinschaftlichen  Teilers 
handelt  es  sich  um  seine  Anwendung  auf  die  Zerlegung  der 
Zahlen  in  Primfactoren,  auf  die  Divisoren  d  und  die  Function 
^(iV).  Ausser  dem  gewöhnlichen  Inhalte  werden  auch  Tsche- 
bjseheff'sche  Formeln  für  die  Anzahl  der  Primzahlen  abgeleitet 
und  die  allgemeine  Aufgabe  gelöst,  aus  der  Gleichung: 

d 

WO  die  erste  Summe  über  alle  Divisoren  der  Zahl  JV  erstreckt 
ist,  die  Function  tp  zu  bestimmen,  wenn  die  Function  f  be- 
kannt ist. 

Das  zweite  Capitel  beginnt  mit  der  allgemeinen  Auflösung 
einer  linearen  homogenen  Gleichung  mit  n  Unbekannten  in  ganzen 
Zahlen.  Es  werden  dann  specielle  Methoden  gegeben,  die  folgen- 
den Gleichungen  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen: 


.  .  .      ün—l 
•  •  •     ^n—l 


&, 


», 


Ä*»-l 


=  1    und 


a. 


6     b. 


X       0?. 


%       iS. 


*«-! 


=  Ä, 


welche  in  der  Theorie  der  Composition  der  quadratischen  Formen 
(falls  die  Determinante  9^'  Ordnung  ist)  eine  grosse  Wichtig- 
keit haben. 

Das  dritte  Capitel  handelt  von  den  allgemeinen  Eigen* 
Schäften  der  Congruenzen  und  von  der  Klassification  der  Zahlen 
in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Modul;  es  werden  verschiedene 
Beweise  der  Theoreme  von  Format,  Euler  und  Wilson  gegeben. 
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Dann  folgt  die  Auflösung  der  Congruenz  ersten  Grades  mit  beson- 
derer Berücksichtigung  der  simultanen  Congruenzen  ersten  Grades. 

Das  vierte  Capitel  behandelt  die  Congruenzen  zweiten  Grades 
flir  primen  Modul,  die  Eigenschaften  der  Symbole  von  Legendre 
und  Jacobi  und  die  Auflösung  der  Congruenz  x'^q  (mod.  p) 
in  einigen  einfachen  Fällen. 

Das  fttnfte  Capitel  trägt  den  Titel:  ^Ueber  die  quadratischen 
Reste    und    Nichtreste.      lieber    die    Auflösung    der    Gleichung 

f— J  =  +  1  und  über  die  Divisoren  der  Form  t* — Da*." 

Das  sechste  behandelt  die  Congruenzen  zweiten  Grades  bei 
zusammengesetztem  Modul. 

Das  siebente  Capitel  beginnt  mit  dem  Theoreme  von  Lagrange 
über  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Congruenzen  höherer  Grade. 
Dann  wird  mit  besonderer  Sorgfalt  die  Anwendung  des  Euklid'- 
sehen  Princips  auf  die  Zerlegung  der  Function  in  Factoren  in 
Bezug  auf  einen  Modul  behandelt  und  der  Begriff  der  irreduc- 
tiblen  Function  erklärt.  Am  Ende  des  Capitels  werden  die  An- 
wendungen der  Theorie  auf  die  Congruenzen  höherer  Grade 
im  allgemeinen  und  die  binomischen  insbesondere  auseinander- 
gesetzt. 

Das  achte  Capitel  enthält  die  Theorie  der  primitiven  Wurzeln 
und  die  Theorie  der  Indices  mit  Anwendungen  für  den  Fall  des 
primen  und  zusammengesetzten  Moduls. 

Das  neunte  Capitel  ist  der  Theorie  der  Functionalcongruenzen 
(besonders  binomischer)  gewidmet.  Das  zehnte  beschäftigt  sich 
mit  den  absolut  irreduetiblen  Functionen;  hier  wird  die  Frage 
von  der  Auffindung  der  Divisoren  an  zwei  eingehend  und  sorg- 
fältig ausgearbeitetea  Beispielen  erläutert.  In  den  beiden  letzten 
Capiteln  ist  die  Frage  von  der  Zerlegung  der  Function  a^— 1 
in  irreductible  Factoren,  die  eine  grosse  Wichtigkeit  in  der 
Theorie  der  Kreisteilung  hat,  mit  besonderer  Sorgfalt  erörtert. 
Das  sehr  elegant  geschriebene  Buch  liefert  also  vollkommen  das 
für  die  Behandlung  der  höheren  algebraischen  Fragen  nötige 
zahlentheoretische  Material.  Wi. 
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J.  J.  Sylvester.      Note  on  a  proposed  addition  to  the 
vocabulary  of  ordinary  arithmetic.   Natore  XXX Vll.  152-153. 

Da  die  von  Hrn.  S.  erdachten  Benennungen  von  den  Eng- 
ländern vielleicht  weiter  gebraucht  werden,  8o  mögen  sie  hier 
Platz  finden. 

Die  Anzahl  verschiedener  Primzahlen,  welche  eine  gegebene 
Zahl  teilen,  hejsst  ihre  „Vielfältigkeit  oder  Multiplicität"  (mani- 
foidness  or  multiplicity).  Eine  Zahl,  deren  Vielfältigkeit  n  ist, 
heisst  eine  „n-faltige''  Zahl.  Sie  kann  auch  „näre^  Zahl  ge- 
nannt werden;  z.  B.  itlr  n  =  1,  2,  3,  4,  ...  eine  „unitäre^  oder 
primäre,  eine  „binäre*',  „ternäre",  „quatemäre^  . . .  Zahl  Ihre 
Primdivisoren  heissen  die  „Elemente'';  die  höchsten  Potenzen 
dieser  eine  Zahl  teilenden  Elemente  ihre  nComponenten";  die 
Grade  dieser  Potenzen  ihre  „Indices",  sodass  die  Indices  einer 
Zahl  aus  der  Gesamtheit  der  Indices  ihrer  einzelnen  Componenten 
besteht.  Demnach  ist  eine  Primzahl  eine  einfaltige  Zahl,  deren 
Index  1  ist  Der  Nutzen  dieser  Benennungen  wird  an  der 
Fassung  mehrerer  zahlentheoretischer  Sätze,  besonders  über  voll- 
kommene Zahlen  erläutert. 

In  einer  Anmerkung  sagt  der  Verfasser  selbst,  er  erhebe 
den  Anspruch,  der  mathematische  Adam  zu  heissen,  weil  er  den 
Geschöpfen  des  mathematischen  Sinnes  mehr  Namen  gegeben 
habe,  als  alle  Mathematiker  des  Zeitalters  zusammen. 

Lp. 

J.  J.  Stlvestsb.      Oll    certain    inequalities    relatiiig   to 
prime  nunibers.     Natare  xxxvin.  259-262. 

Der  Verfasser  erläutert  zuerst  eine  Methode,  durch  welche 
man  beweisen  kann,  dass  die  Anzahl  der  Primzahlen  unendlich 
ist;  in  ähnlicher  Weise  zeigt  er  dann,  dass  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen von  der  Form  An +  3  und  6ii-t-5  unendlich  ist  (ohne 
dabei  der  Dirichlet'schen  Untersuchungen  Erwähnung  zu  thun). 
Eine  der  erwähnten  Ungleichheiten  ist 

5,~iS,+iS,-iS,  +  ...>loglogAr, 
worin  Si  die  Summe  der  reciproken  i^°  Potenzen  aller  Primzahlen 
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bedeutet,  die  uicht  grösser  als  die  Zahl  N  sind.     Ebenso  ist 

^,~i^,  +  i^,-i^4+->iloglogJV+ilogJ»jv-ilog2, 

worin  2i  die  Summe  der  reeiproken  i^  Potenzen  aller  Prim- 
zahlen qj  von  der  Form  4n-f-3  bezeichnet,  welche  nicht  über  N 
hinausgehen,  und  (^a^,  bedeutet  die  Anzahl  dieser  qj) 

^  9j     yV  ql    J      \  q\,^  J 

Aehnlich  ist  fUr  die  Primzahlen  von  der  Form  6n-f  5: 

0.-iö,  +  i0,-i©,  +  ...>ilogIogJV+ilogilf^-ilog3. 

Hierauf  folgen  Bemerkungen  über  das  Wesen  des  Euklidischen 
Beweises  für  die  Unendlichkeit  der  Anzahl  der  Primzahlen,  mit 
Bezug  auf  eine  Mitteilung  des  Verfassers  in  den  C.  R«  desselben 
Jahres;  ferner  über  einige  Euler'sche  Formeln  und  Beweise  der- 
selben von  Hertens,  wobei  die  Arbeit  von  Gram  (F.  d.  M.  XVI. 
1884.  146)  erwähnt  wird;  endlich  über  die  Grenzen,  innerhalb 
deren  die  Summe  der  Logarithmen  aller  über  N  nicht  hinaus- 
gehenden Primzahlen  liegt,  wobei  auf  Tschebysche£rs  bezügliche 
Formeln  und  auf  einen  Aufsatz  des  Verfassers  im  Phil.  Mag.  XVI. 
251  (1883)  verwiesen  wird.  Lp. 


P.  W.  Preobraschensky.  üeber  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen und  zusammengesetzten  Zahlen  zwischen  ge- 
gebenen Grenzen.     Mosk.  math.  Samml.  XIIL  707-739.  (EUiBsisch.) 

Die  Untersuchungen  des  Verfassers  über  die  Dichtigkeit  der 
Primzahlen  in  verschiedenen  Intervallen  der  Reihe  der  natür- 
lichen Zahlen  führen  ihn  zu  einer  Annäherungsformel  fElr  die 
Anzahl  der  Primzahlen,  welche  eine  gegebene  Zahl  nicht  über- 
steigen.   Es  wird  nämlich  gezeigt,  dass  der  Ausdruck 

X  X 

1 


logaJ— 1  — 


15600 +  iV^ 


logx 

mit  einer  grossen  Annäherung  die  bekannte  Riemann'sehe  Reihe 
reproducirt,  dass  z.  B.  im  Intervalle  der  neun  ersten  Millionen  die  Ab- 
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weichung  dieser  Formel  yon  der  Riemann'schen  Reihe  niemals 
neun  Einheiten  flbersteigt.  Der  Verfasser  verallgemeinert  seine 
Untersuchnngen,  indem  er  auch  die  Formel  für  die  Ansah!  der 
primären,  d.  b.  durch  ein  Quadrat  nicht  teilbaren  Zahlen  giebt. 

Wi. 

P.  S.  PoRKTZKY.     Zur  Lehre  von  den  Primzahlen. 

Kasao.  Oes.  VI.  52-142.  (Raasisch.) 

Der  Verfasser  bezeichnet  durch  das  Symbol  tfj  (m)  die  mehr- 
deutige Function,  welche  alle  g>(m)  Zahlen  darstellt,  die  kleiner 
als  m^undjmit  m  prim  sind,  und  giebt  für  die  betrachtete  Func- 
tion eine  Formel,  welche  viel  einfacher  ist,  als  die  frflher 
von  Dormoy  und  Duprä  gegebenen.  Für  den  wichtigsten  Fall, 
wo  in  =  2.3.5.7  ...p,  ist  die  Formel: 

tp(2. 3.5.7.. .p)  =  2. 3.5.7... pj  ^   ..litl jf) 

wo  p  eine  Primzahl  und  K  eine  ganze  Zahl. 

Aaf  diese  Formel  gestützt,  erläutert  der  Verfasser  sehr  aus- 
führlich verschiedene  praktische  Methoden  für  die  Auffindung  der 
Primzahlen  mittelst  einer  Verallgemeinerung  des  bekannten 
Eratosthenes'schen  Verfahrens.  Im  besonderen  wird  die  Methode 
betont,  welche  noch  von  Leibniz  empfohlen  wurde  und  auf  der 
Betrachtung  zweier  arithmetischen  Progressionen  1+Gk  und 
5  + 6k  beruht.  Die  Wichtigkeit  der  Einführung  der  Function 
tp(m)  wird  auch  bewiesen  durch  die  Anwendung  auf  andere 
zahlentheoretische  Fragen.  Es  wird  u.  a.  die  Möglichkeit  gezeigt, 
mit  Hülfe  der  Function  xfj  (m)  eine  Primzahl  zu  finden,  welche  jede 
gegebene  Zahl  übersteigt.  Das  Ende  der  inhaltreichen  Abhand- 
lung bilden  die  Untersuchungen  des  Verfassers  über  den  Legendre'- 
scben  Satz:  „Die  Primzahlen  streben  nach  einer  gleichmftssigen 
Verteilung  zwischen  den  verschiedenen  arithmetischen  Progres- 
sionen km — 9^(m)^,  und  über  die  Intervalle  zwischen  zwei  auf- 
einanderfolgenden Primzahlen.  Wj. 


L.  Gegknbaubr.     Note  über  die  Anzahl  der  Primzahlen. 

Wien.  Ber.  XCVII.  374-377. 
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Der  Eaklidisehe  Satz  über  die  Existenz  unendlich  vieler 
Primzahlen  wird  mit  Hfilfe  einer  Function  Or(n)  bewiesen,  welche 
die  Anzahl  aller  ganzen  Zahlen  yon  1  bis  n  angiebt,  welche 
durch  keine  r^  Potenz  (ausser  1)  teilbar  sind.  My. 


R.  Saint- Loup.      Sar    la  repr^sentation   graphique   des 
diviseurs  des  nombres.     0.  R.  OVII.  24. 

Versuche,  das  Sieb  des  Eratosthenes  graphisch  darzustellen. 

Sn. 

J.  Pkrott.      Remarqne  au  snjet  du  theor^me  d'Eüclide 
sur  rinfinit^  du  uombre  des  nombres  premiers.    American 

J.  XI.  99-138. 

Gruppentheoretische  Studien  zur  Theorie  der  Zahlkörper.  Es 
liegt  nur  die  Einleitung  vor,  welche  noch  nicht  auf  das  eigent- 
liche Thema  eingeht.  Sn. 


LoiR.     Caract&re   de  la  divisibilit^  d'un  nombre  par  uu 
nombre  premier  quelcouque   (7,    11,   13,    17,    19,  23, 

29,   31,   .  .  .).     CR.  OVI.  1070-1071. 

Der  Verfasser  empfiehlt,  die  Teil  versuche  nicht  von  links 
nach  rechts,  sondern  von  rechts  nach  links  zu  beginnen,  die 
Einer  durch  Subtraction  eines  geeigneten  Vielfachen  der  Prim- 
zahl wegzuschaffen  u.  s.  f.  Sn. 


C.  A.  Laisant.     Remarques  arithm^tiques  sur  les  nom- 
bres  COmpos^S.      S.  M.  F.  Bull.  XVI.  150-155. 

Anzahl  der  Zerlegungen  einer  ganzen  Zahl  JV  in  k  Faetoren. 
Darstellung^durch  netzförmige  Gebilde  und  mit  Hfilfe  von  Farben. 

Sn. 

F.  W.  PfiBOBBASCHENSKT.      Eiuo  besondere  Art  der  tri- 
gonometrischen Reihen,     Kas.  Ges.  VI.  10-13.  (Rassisch.) 


Gapitol  2.    Zahlentbeorie.  ^  173 

Wenn  9b(x)  =  +1,-1,0,  je  nachdem  sina?  positiv,  negativ 
oder  Null  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Zahlen,  welche  kleiner  als 
m  und  durch  2  und  3  nicht  teilbar  sind,  gleich 

m     .      1  1         /  mn  \ 


+  -9-  +  -ß-««(-T)' 


3     •      2     *     6    "V     3 
oder  gleich  der  darin  enthaltenen  grössten  ganzen  Zahl.      Wi. 


R,  W.  D.  CuRisTiB.     Note  on  perfect  numbers.     Ed.Timea 

XLVIir.  183-191.  (Appendix  IV.) 

Zusammenstellung  der  Eigenschaften  der  vollkommenen 
Zahlen  zur  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Lehrbflcher  Ober  Zahlen- 
theorie. Lp. 

J.  J.  Sylvester.     Sur   les  nombres   parfaits.     c.  R.CVI. 

403-405. 

J.  J.  Sylvester.  Sur  une  classe  speciale  des  diviseurs 
de  la  somme  d'une  s^rie  g^omötriqne.  0.  R.  OVI.  446-450. 

J.  J.  Syj^vestbr.  Sur  rimpossibilitö  de  Texistence  d'un 
nombre  parfait  impair  qui  ne  contient  pas  au  moins 
5  diviseurs  premiers  distincts.    c.  R.  GVL  522-526. 

J.  J.  Sylvester.     Sur  les  nombres  parfaits.     CR.  cvi 

641-642. 

Herr  Sylvester  behandelt  die  Frage,  ob  es  ungerade  voll- 
kommene Zahlen  gebe,  mit  Hülfe  von  Eigenschaften  der  Ausdrücke 

g^-^1 
ö-  1    ' 
welche  er  „Fermatiane''  nennt,  und  zeigt,  dass  keine  vollkom- 
menen Zahlen  mit  nur  3;  5,  7  Elementen  existiren.         Sn. 


J.  J.  Sylvester.     Sur  les  nombres  parfaits.  Mathesia  yiiL 

67-61. 

Hit  Anmerkungen   versehener   Abdruck   des  in   G.  R.  GVL 
403-405  erschienenen  Artikels.  Mn.  (Lp.) 


174.  Iir.  Abschoitt.    Niedere  und  höhere  Arithmetik. 

Gl.  Sbrvais.      Sur    leg    nombres   parfaits.      Mathems  viii. 

92-93.  135. 

Wenn  es  eine  yollkoramene  Zahl  mit  n  Primzahlen  giebt,  so 
geht  der  kleinste  dieser  Factoren  nicht  Aber  n  hinaas.  Es  giebt 
keine  vollkommenen  Zahlen,  welche  nur  drei  Primzahlen  ent- 
halten.   Mn.  (Lp.) 

M.  d'Ocagne      Sur  la  d^terraination  du  chiffre  qui,  dans 
la  suite  naturelle  des  nombres,  occupe  un  rang  donu^. 

CR.  CVr.  190-191. 

Einfachere  Erledigung  einer  von  Barbier  behandelten  Auf- 
gabe, vgl.  F.  d.  M.  XIX.  169-170.  Sn. 


J.  J.  Sylvester,  Culley,  R.  W.  D.  Christie.     Solution 

of  question    9112.      Ed.  Times  XLVIir.  48-49. 

Eine  jede  Zahl  kann  als  Summe  auf  einander  folgender 
Zahlen  der  Zahlenreihe  so  oft  dargestellt  werden,  wie  sie  un- 
gerade Factoren  enthält  (z.  B.  l-f2-f3  +  4-f5  +  64-7-f-8  +  9 
=  5  +  6-1-7  +  8  +  9+10  =  7  +  8  +  9+10  +  11  =  14  +  15  +  16 
=  22  +  23  =  45).  Jede  Zahl  kann  durch  eine  Reihe  von  der 
Differenz  2  in  so  vielen  Arten  dargestellt  werden,  wie  Factoren 
vorhanden  sind,  welche  nicht  tiber  ihre  Quadratwurzel  hinaus- 
gehen.    Lp. 

M.  d'Ocagne.     Solution  de  la  question  de  math^matiques 
^lömentaires  proposöe  au  concours  g^nöral    de    1887. 

NoQV.  ADD.  (3)  VII.  449-456. 

Der  vierte  Teil  der  Ebene  ist  durch  Parallelen  zu  den  Axen 
in  gleiche  Quadrate  geteilt  und  diese  sind  in  doppelter  Weise 
numerirt,  zuerst  nach  Art  von  Coordinaten,  sodann  schräg,  vom 
Ursprung  anfangend,  stets  in  gleicher  Richtung.  Die  Relationen, 
welche  sich  zwischen  beiden  Bezifferungsweisen  aufstellen  lassen, 
geben  zu  mancherlei  Aufgaben  Anlass  und  stehen  in  Beziehung 
zu  dem  Newton'schen  Parallelogramm,  welches  bei  der  Unter- 
suchung der  Zweige  einer  Curve  angewandt  wird.  Sn. 
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A.  Andrbini.  Sopra  nna  proprietk  singolare  di  alcuni 
nnmeri  dipendente  dal  sistema  particolare  di  numera- 
zione  nel  quäle  8ono  scritti.    Bau.  G.  xxvi.  310-326. 

In  einem  Zablsystem  von  beliebiger  Basis  werden  die  Zahlen 
gesucht,  deren  Vielfache  mit  denselben  (cykliscb  permutirten) 
Ziffern  geschrieben  werden  (z.  B.  im  Decimalsystem  142857). 

Sn. 

O.   SiMONT.      üeber  einige  mit  der  dyadischen  Schreib- 
*    weise   der  ganzen  Zahlen    zusammenhängende   arith- 
metische Sätze.     Math.  ADD.  XXXI.  549-565. 

Sind  1  und  0  die  einzigen  anzuwendenden  Zahlzeichen,  so 
lassen  sich  symbolisch  alle  ungeraden  Zahlen  in  der  Form : 

alle  geraden  in  der  Form 

zusammenfassen,  wo  die  Exponenten  anzeigen  sollen,  wie  oft 
jede  Ziffer  1  oder  0  wiederholt  zu  denken  ist.  Es  werden  nun 
die  Eigenschaften  des  Kettenbruchs 

1 


c,  +  l 


c,  H 

untersucht,  und  gezeigt,  in  welchen  Beziehungen  die  Näherungs- 
werte desselben  zu  gewissen  Zahleneinteilungen  (Linearformen 
u.  a.)  stehen.  Sn. 

C.  A.  Laisant.      Sur   la   num^ration   factorielle,    appli- 
cation  aux  permutations.  S.  M.  F.  Ball.  xvi.  176-183. 

Jede  ganze  Zahl  N  ist  darstellbar  in  der  Form: 
N  =  a„.n!  +  a„_i  .(»—1)1+  •••  +a,  .21-ha,, 
wo  at  unter  kl  liegen  soll.    Mit  Httife  dieser  Darstellungsform 
wird  eine  einfache  Klassification   der  Permutationen  ermöglicht, 
und  weiterhin  werden  einige  Vorteile  fttr  Entwickelungen  von 
Determinanten  erzielt.  Sn. 
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0.  ScHLöMiLCH.      Eine    Eigenschaft    der    Binomialcoef- 

ficienten.      Schlömileh  Z.  XXXIU.  190-191. 

G.  ViVANTi.     Ueber  eine  Eigenschaft  der  Binomialcoef- 

ficienten.      Schlomilch  Z.  XXXIII.  358-360. 

„Bezeiohnet  fi  eine  positive  ganze,  k  eine  gerade  Zahl,  so 
ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  V^  Potenzen  der  zu  n  ge- 
hörigen Binomialcoefficienten  immer  eine  ganze  Zahl.*'  Herr 
Schlomilch  stellt  diesen  Satz  auf,  Herr  Vivanti  beweist  ihn. 

Sn. 

A.   I^UGU      Sul    nuniero  dei   numeri   primi  da   1    ad  n. 

Batt.  G.  XXVI.  8S-95. 

Nach  dem  Vorgange  von  Legendre  und  Meissel  wird  die 
gesuchte  Anzahl  auf  eine  in  einem  engeren  Gebiet  enthaltene 
Anzahl  zurückgeführt.  Sn. 


J.  J.  Sylvester.     Preuve  el^inentaire  du   th^or^me  de 
Dirichlet   sur   les  progressions   arithm^tiques  dans  le 
cas  oü  la  raison  est  8  ou  12.    c.  r.  cvi.  1278-1281,  I38ö*i886. 
Als  Nerv  eines  Beweises  für   das  Vorhandensein  unendlich 
vieler  Primzahlen  in   einer   gewissen   Form  kann  nach  Angabe 
des  Herrn  Verfassers  die  Bildung  einer  unendlichen  Progression 
von  ganzen  Zahlen  dienen,  welche  sämtlich  zu  einander  relativ 
prim  sein  sollen,  und  unter  denen  sich  mindestens  eine  wirkliche 
Primzahl  von  der  vorgeschriebenen  Form  findet.    Das  Verfahren 
soll  nicht  nur  für  die  in  der  Ueberschrift  angegebenen  Reihen, 
sondern  auch  für  die  Formen  Ax+l  anwendbar  sein,  und  zwar 
für  Ax+1  einen  unmittelbaren,  füril^  —  l  einen  etwas  umständ- 
licheren Beweis  liefern.  Sn. 


J.  J.  Sylvester.  On  the  divisora  of  the  sum  of  a  geo- 
metrical  series  whose  first  term  is  unity  and  common 
ratio  any  positive  or  negative  integer.     Natare  XXXVIL 

417-418. 
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Ueber  die  Divisoren  des  AuBdrucks: 

r-1  ' 
Aus  diesem  Aufsatze  werde  zunächst  eine  neue  Benennung 
erklärt  Alle  algebraischen  Diyisoren  des  Ausdrucks  (Fermatiane 
benannt)  sind  auch  Diyisoren  eines  anderen  von  niederem  Grade 
mit  Ausnahme  eines  einzigen.  Dieser  eine,  so  zu  sagen  der 
„Kern"  (core)  oder  gewöhnlich  der  irreducible  primitive  Factor 
genannt,  wird  als  ,,cyklotomische^  Function  oder  ^^Cyklotom*'  der 
Basis  bezeichnet. 

Der  mit  Hülfe  dieser  Bezeichnung  bewiesene  Satz  lautet: 
9  Die  Summe  einer  geometrischen  Reihe,  deren  erstes.Glied  1 
und  deren  Quotient  irgend  eine  positive  oder  negative,  von  1 
oder  —1  verschiedene  ganze  Zahl  ist,  muss  wenigstens  ebenso 
viele  verschiedene  Primdivisoren  enthalten,  wie  die  Anzahl  ihrer 
Glieder  Divisoren  aller  Arten  enthält;  ausgenommen  ist  der  Fall, 
wenn  der  Quotient  —2  oder  2  und  die  Anzahl  der  Glieder 
gerade  im  ersten  Falle,  6  oder  ein  Vielfaches  von  6  im  anderen 
ist,  in  welchen  Fällen  die  Anzahl  der  Primdivisoren  um  1  ge- 
ringer sein  kann  als  im  allgemeinen  Falle^.  Den  Anstoss  zu 
dieser  Untersuchung  haben  die  Sätze  Ober  die  ungeraden  voll- 
kommenen Zahlen  gegeben.  Lp. 


.    F.  Panizza.     Nota  su  alcune   somme   di   potenze    e  di 

prodotti.      Genova  G.  1888.  8  8. 

Ist  p  eine  ungerade  Primzahl,  und  bezeichnet  man  durch  tt» 
irgend  ein  n-äres  Product  der  Zahlen  1,2,  ...,p  —  1,  durch  JSnn 
die  Samme  aller  solchen  Producte,  u.  s.  w.,,  so  werden  die  folgen- 
den Sätze  bewiesen: 

1.  ^i*  =  J(mod.p)  für*  =  J''^'---'''"^    (mod.p-l). 

2.  2;^*=^j(mod.p)fttrfe=^'^Y"''^'"^- 

3.  ^— =0(mod.p)  fürk  =  1,2,  ...,p-2. 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  1.  12 
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4.    j;nr'=  ~]  (mod.  p)  (tlr  ik  =  J'f ''"f. 

Dazu  ist  Folgendes  za  bemerken:  Die  S&tze  1,2  sind  nicht  neu 
(siehe:  Serret,  Coars  d'alg.  sup.  V  6d.  N.  302);  ferner  kann  man 
den  zweiten  aus  dem  ersten  durch  die  Newton'schen  Formeln 
ganz  einfach  ableiten.     Der  Satz  3  ist  nicht  correct  ausgesprochen, 

denn  JS —  ist  keine  ganze  Zahl;  man  muss  sagen:  Ist  der  Bruch 

£ —  auf  seine   einfachste   Form   gebracht,   so   ist  der  Zahler 

durch  p  teilbar.  Endlich  möge  erwähnt  werden,  dass  der  vom 
Verfasser  aufgestellte  Beweis  des  Wilson'schen  Satzes  nicht  neu 
ist;  er  ist  nämlich  mit  dem  von  Wertheim  (Elemente  der  Zahlen- 
theorie, Leipzig  1887,  S.  186)  für  den  yerallgemeinerten  Wilson'- 
schen  Satz  angegebenen  identisch.  Vi. 


M.  Martone.     Nota  ad  una  dimostrazione  di  un  celebre 
teorema  di  Fermat.    Napoli.  Joveue.  6  s. 

Siehe  den  Bericht  Qber:  Martone,  Dimostrazione  di  un  celebre 
teorema  di  Fermat  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  187-88).  Vi. 


C.  Garibaldi.      Nuova   dimostrazione  di  un  teorema  di 
Fermat.    Batt.  G.  xxvi.  197-200. 

Der    Fermat'sche   Salz  a^-*  =  1  (mod.  p)   wird   aus  Eigen- 
schaften des  Binomialcoefficienten 

abgeleitet.  Sn. 

H.  Keferstein,      Eine  Methode    zur    Bestimmung    der 

primitiven  Wurzeln  der  Congruenz  gT^^  ^  l  (mod.p), 

für  einen  reellen  Primzahimodul  p.     Hamb.  Mitt.  8. 256-265. 

Exhaustion  durch  Loschen  aller  Potenzreste,  deren  Exponenten 

den  Teilern  von  p  —  1  entsprechen,  u.  s.  f.  Sn. 
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Jos.  Mater,     üeber  die  Grösse  der  Periode  eines  un- 
endlichen Decimalbruchs  oder  die  Oongruenz  lO'^l 

(mod.   P).      Pr.  d.  E.  StadienaoBt.  BorghauBeo.  52  S. 

Einheitliche  Bearbeitang  des  bekannten  Materials  mit  ge- 
ringen Zusätzen.  Im  Anhang  zwei  Tafeln,  deren  erste  die  Indices 
von  2  and  5  für  je  eine  angegebene  primitive  Wurzel  aller 
Prinazahlen  und  Primzablpotenzen  unter  1000  enthält;  die  zweite 
ausgedehntere  giebt  an,  welche  Divisoren  von  p  —  1  der  Stellen- 
zabl  des  Decimalbruchs  gleich  werden.  Sn. 


L.  Gegenbaubr.     Note  über   das  quadratische  Recipro- 

citätSgesetZ.     Wien.  Ber.  XCVII.  427-431. 

Erweiterung  des  Geltungsbereiches  für  eine  bestimmte  Fassung 
dieses  Gesetzes.    Neue  Relation  zwischen  grössten  ganzen  Zahlen. 

'_ Sn. 

J.  Hacks.     Scbering's  Beweis    des  Reeiprocitäts  -  Satzes 
für  die  quadratischen  Reste  dargestellt  mit  Hülfe  des 

Zeichens   [x].      AeU  Math.  XII.  109-11L 

Der  Beweis   des   Herrn   Schering   findet   sich    Gott.  Nachr. 
1879,  S.  217  (vgl.  F.  d.  M.  XI.  130).  Sn. 


H.  Bork.     Untersuchungen  über   das   Verhalten   zweier 
Primzahlen   in  Bezug   auf  ihren    quadratischen  Rest- 
charakter.    Di88.  Halle.  21  S.  4^ 
S.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  152. 


L.  LiBBETRUTH.      Beitrag    zur    Zahlentheorie.      Pr.  Herz. 

FraDCiBceiiiD  Zerbst. 

Eigenschaften  der  Zahlenreihe: 

Pn  =  xPn-i  —  Pn—2» 

Grösste   gemeinschaftliche    Teiler,    einige   Summirungen,   Rest- 

12* 
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Systeme,  Zahlen  mit  negativem  Index,  Entwickelang  als  ganze 
Function  von  x^  Beziehungen  zu  den  Näherungswerten  eines 
Kettenbruches.  Sn. 


M.  Fkolow.     Sur  les  egalit^s  k  deux  degr^s.    G.B.  GVII. 

881-832. 

Eigenschaften  der  Zahlengruppen,  welche  den  beiden  Glei- 
chungen 

Ol  +««+'•'  + öl.  =    A^+A^ -}"•'  + An, 

a]  +  al  +  -'  +  ai  =  ^J  +  JJ  +  ...  +  J> 
gleichzeitig  genügen.    (Blosse  Ankündigung).  Sn. 


L.  Gegknbaüer.      Zwei    Eigenschaften    der  Primzahl  3. 

Wien.  Ber.  XOVII   271-276. 

„Das  Quadrat  von  3  ist  die  einzige  Potenz  einer  Primzahl, 
welche  sich  als  Summe  der  a^*°  Potenzen  von  zwei  ganzen  posi- 
tiven teilerfremden  Zahlen  darstellen  lässt,  wo  a  mindestens 
einen  ungeraden  Divisor  (ausser  1)  besitzt.^  —  „Das  Quadrat 
von  3  ist  die  einzige  Potenz,  welche  unmittelbar  auf  die  Potenz 
einer  Primzahl  folgt.^  —  Diese  Sätze  liefern  zugleich  die  Be- 
weise einiger  empirischen  Theoreme  des  Herrn  Gatalan. 

Sn. 


Tb.   Pepin.      Sur    quelques    formules    d'analyse    utiles 
dans  la  tb^orie  des  nombres.    Joam.  de  Math,  (i)  IV.  83-127. 

Die  sehr  umfangreiche  Abhandlung  will  eine  lange  Reihe 
von  Liouville'schen  Formeln  (Journal  (2)  III  u.  f.  bis  X),  welche 
sich  auf  Zerlegungen  von  der  Form: 

aa  +  bß  ==  dd 

beziehen,  im  Zusammenhang  beweisen,  Anwendungen  auf  qua- 
ternäre  quadratische  Formen  u.  dgl.  soll  ein  folgender  Artikel 
bringen.  Sn. 
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N.  Sarkab,  ä.  Martin.     Solution  of  question  9237. 

Ed.  Times  XL VIII.  118*119. 

Drei  rechtwinklige,  inhaltsgleiche  Dreiecke  zu  finden,  deren 
Seiten  gante  Zahlen  sind.  Die  Lösung  wird  allgemein  ange- 
geben, sodann  in  den  kleinsten  Zahlen: 

1)  24,    70,    74;        40,    42,    58;      15,  112.  113. 

2)  120,  182,  218;      105,  208,  233;      56,  390,  394. 

Lp. 

F.  J.  Stüdnicka.      üeber  die  allgemeine  Auflösung  der 
unbestimmten  Gleichung  zweiten  Grades 

axy+x^—y^  =  ±  1- 

Prag.  Ber.  92-95. 

Zusammenhang  der  Reihe  der  Lösungen  mit  den  Näherungs* 
werten  eines  Eettenbruchs.  Sn. 


R.  Marcolongo.     Sulp  analisi  indeterminata  di  2^  grado. 

NoUII»   Batt.  G.  XXVL  63-85. 

Analyse  der  diophantischen  Gleichung: 

Ax^+2Bxy  +  Cy*+F  =zO, 

Vollständige  Literatur.     Ueber  die  frühere  Note  siehe  Batt.  6. 
XXV.  161-173,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  182.  Sn. 


B.  H.  Raü,  H.  Plamenewsky,  H.  L.  Orchard.     Solution 

of  question   9111.       Ed.  Times  XL VIII.  48. 

Lösung  der  Gleichung  x^—19y*  =  81  in  positiven  ganzen 
Zahlen.  Lp. 

R.  W.  D.  Christie.     Notes,   Solutions,    and   questions. 

Ed.  Times  XLIX.  159-182.  (Appendix  IV). 

Der  Verf.  hat  hier  eine  grössere  Anzahl  von  Lösungen  ver- 
schiedener Aufgaben  vereinigt,  von  denen  die  Mehrzahl  der 
Zahlentheorie  angehört.    Unter  il,  „diophantischer  Analysis^,  sind 
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15  Aufgaben  enthalten.  Der  Abschnitt  B  beschäftigt  sich  mit 
der  Zerlegung  einer  Zahl  in  Quadrate  (12  Aufgaben);  in  C  wird 
die  Auflösung  in  Kuben  behandelt.  In  D  folgen  Lösungen  yer 
schiedenartiger  älterer  Aufgaben,  unter  E  neu  gestellte  Fragen. 

Lp. 

K.  ScHWERiNG.      Eiue   Eigenschaft   der    Primzahl   107. 

Acta  Math.  XI.  119-120. 

Die  Ansicht  des  Herrn  Kronecker  (J.  für  Math.  XCIV. 
359-360),  dass  es  nicht  immer  möglich  sei,  die  aus  der  Theorie 
der  Ereisteilung  bekannten  Ausdrücke  (a,  x^  als  Producte  con- 
jugirter  Factoren  }p  darzustellen,  wird  hier  durch  ein  neues  Bei- 
spiel bestätigt  (vgl.  F.  d.  M.  XIV.  1882.  48-49;  XIX.  1887. 
177-178).  Sn. 

L.  Kroneckbr.  Ueber  die  arithmetischeD  Sätze,  welche 
Lejeune  Dirichlet  in  seiner  Breslauer  Habilitations- 
schrift entwickelt  hat.     Berl.  Ber.  417-423. 

Die  Primteiler  jeder  Form  zweiten  Grades  sind  durch  ge- 
wisse Linearformen  charakterisirt;  bei  «"+1  findet,  wie  Euler 
zeigt,  dasselbe  statt;  Dirichlet  fQhrt  dieselbe  EigentQmlichkeit  bei 

den  Formen  ü^  T«,  welche  durch  (a?+V«)*  =  Ün+VnYi  definirt 
werden,  an  und  bestimmt  die  Primteiler  von  F«,  falls  n  Prim- 
zahl und  von  Un,  falls  n  eine  Potenz  von  2  ist. 

Herr  Eronecker  bebandelt  das  Problem  mit  Hülfe  Yon  Modul- 
systemen auf  rein  arithmetischem  und  ganz  im  absoluten  Ratio- 
nalitätsbereiche der  gewöhnlichen  Zahlen  bleibendem  Wege,  und 
lost  es  in  Überraschend  einfacher  Weise  für  jedes  n  und  z. 
Statt  der  F»  betrachtet  er  den  „primitiven"  Teiler  Gn  von  Vn 
(durch  den  dann  auch  das  Problem  der  Un  gelöst  wird),  und 
setzt  diesen  mit  der  merkwürdigen  Gongruenz  in  Verbindung 

/7(a;-Ä0  =  Fn{x)    (mod.  JF,(»», 

wobei  F„  das  Polynom  der  primitiven  n**"  Einheitswurzeln  be- 
deutet, und  r  ein  vollständiges  System  (mod.  n)  incongruenter 
Zahlen  durchläuft,  die  zu  n  relativ  prim  sind.     Hierdurch  gelingt 
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es,  die  Primteiler  q  von  (?„,  welche  nicht  in  n  enthalten  sind, 
mittels  der  Congruenz  q^\ — J  (mod.  ti)  zu  charakterisiren. 

No. 


E.  Busche.     Zur    Anwendung    der    Geometrie    auf   die 
Zahlentbeorie.     J.  fär  Math.  oiv.  32-37. 

In  einer  früheren  Abhandlung  des  Verfassers  (J.  für  Math. 
C.  461,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  170)  findet  sich  die  Verallgemeine- 
rung einer  Formel  des  Herrn  Hermite,  welche  hier  geometrisch 
abgeleitet  und  auf  complexe  Zahlen  ausgedehnt  wird.  Neben 
ganzen  Punkten  werden  ganze  Strahlen  betrachtet.  Das  Haupt- 
gewicht wird  auf  die  principielle  Bedeutung  der  Methode  gelegt. 

_    Sn. 

E.   Busche.     Ueber  die  Euler'scbe  9)- Function.  Math.  Ann. 

XXXr.  70-74. 

Bezeichnet  q>(x)  die  Anzahl  aller  zu  x  teilerfremden  Zahlen, 
welche  kleiner  als  x  sind,  und  legt  man  der  Zahl  x  alle  Werte 
hij  welche  die  Bedingungen: 

r-f  r  V  a?  ^        r      r 

(y  =  1,  2...,r;    y'  =  1,2,  ...,  rO 
erfiUen,  so  ist 

2q>(x)  =  r .  r' .  d'. 
Diese  Formel  enthält  als  Specialfall  das  bekannte  Theorem  von 
Gaiss,  welches  für  die  qp- Function  charakteristisch  ist. 

Sn. 

E.  Busche.     Ueber  grösste  Ganze.     J.farMath.cm.  118-125. 

Eine  unmittelbare  Ableitung  des  Reciprocitätsgesetzes  ist 
aus  folgender  Modification  des  Gauss'schen  Lemmas  möglich: 
„Die  ungerade  positive  Primzahl  p  ist  quadratischer  Rest  oder 
Nicht'est  der  ungeraden  positiven  Primzahl  9,  je  nachdem  die 

AnzaU  der  Zahlen  l.-|-,  2.-|-, "»,  ^T    » -~-,  welche  zwischen 
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einem  ungeraden  und  dem  darauf  folgenden  geraden  Vielfachen 

von  -|-  gelegen  sind,  gerade  oder  ungerade  isf    Diese  Formu- 

lirung,  welche  in  mehrfacher  Hinsicht  einen  Ausblick  auf  das 
biquadratische  Reciprocitätsgesetz  gestattet,  tritt  hier  als  sehr 
specielle  Folge  einer  allgemeinen  Relation  zwischen  Summen 
von  grössten  ganzen  Zahlen  auf.    Es  bezeichne 

a— l<[a]<a    und    a— l<[a]'<a. 
Die  reellen  Functionen  y  =  f^X^)  und  deren  inverse  x  =  f^^(y^ 
seien  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  b  endlich,   stetig, 
eindeutig,  b>a,  y  dazwischen  niemals  abnehmend;  F  eine  be- 
liebige Function.    Dann  ist: 

Es  werden  mannigfaltige  Specialisirungen  dieser  sehr  umfassen- 
den Formel  gegeben,  bei  welchen  Analogien  mit  Integralformeln 
hervortreten.  Sn. 


E.  Meissbl.     Ueber  Restsummen.     Pr.  Ober-Reaisch.  Kiel. 
Für  die  Anzahl  der  in  der  Reihe: 


«/f.  'U'-'^h 


enthaltenen  Reste,  welche  unter  einem  vorgeschriebenen  echen 
Bruch  liegen,  wird  eine  scharfe  Formel  und  Näherungsfornsln 
gegeben.  Mittelwert  aller  Reste.  Beziehungen  zur  Gammafunctbn. 
Zahlenbeispiele.  Sn. 

M.  Lerch.     Sur  une  formule  d'arithmdtique.    DarbonxJaii. 

(2)  XII.  100-108. 

M.  Lerch.     Th^orömes  d'arithmötique.    Darbou  Bali.  (2x11. 

121-126. 

M.  Lerch.     Sur  une  formule  d'arithmätique.     c.  r.  CVL 

186-187. 

Die  Divisoren  von  p  .seien  geteilt  in  solche,  welche  gösser 
als  q  und  in  solche,  welche  nicht  grösser  als  q  sind ;  die  inzahl 
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der   ersteren   sei    tp(pj  9),    die   Anzahl    der    letzteren   x(p,  9). 
Alsdann  lautet  die  Formel  des  Herrn  Lercb: 

2:  [i^(m-aa,  *+a-l)-x(»»— oa,  a)] 

a=U 

+  Ü*[V(«»+ia,  A-l)-;c(m  +  ia,  a)l  =  0. 
1=1 

Diese  Formel  wird  abgeleitet  aus  der  Gleichung: 


r=i  (1— «?•')( l—x«+»')         1— a:«  i,t^i  1— a;"       aSw^i  1— a;«+ 
und  andererseits  zu  der  Formel  des  Herrn  Hermite: 

n— 1 


2!  e(x+—)=z  Efnx) 


in  Beziehung  gesetzt  Zahlreiche  Specialisirungen  ergeben  be- 
sonders Eigenschaften  der  ^-Function,  sowie  einen  Beweis  eines 
Satzes  von  Catalan,  wonach  die  Gesamtanzahl  der  ganzzahligen, 
nicht  negativen  Losungen  der  n  Gleichungen 

fec-|-(a?+l)y  =  **—* 
(*  =  1,  2, ...,  n) 

genau  gleich  n  ist.  Sn. 

A.  Stbnad.     Vier  arithmetische  Lehrsätze.      Casop.  xvii. 

204.  (Böhmisch.) 

Erweitert  Lerch's  Abhandlung  „Deux  thöoremes  d'arith- 
m^tique""  (Prag.  Ber.  1887.  683,  F.  d.  M.  XIX.  168)  um  weitere 
zwei  Sätze,  nämlich 

(II)     iy(«+^,^)  =  «(2n  +  i), 

(IV)      -iV(«-(,, ,)  =  ^^, 

wobei  W(a,  ß)  alle  über  ß  liegenden  Teiler  der  Zahl  a  bezeichnet. 

Std. 

N.  W.   BuGAiBFF.     Sur   les  fonctions   discontinnes   loga- 
rithmiques.     c.  R.  ovi.  1067-1070. 
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Unter  discontinairlichen  logaritfamischen  Funetionen  ver* 
steht  der  Verfasser  alle  arithmetischen  Functionen,  welche  ein 
dem  logarithmischen  gleichgeartetes  Additionstheorem  besitzen. 
Er  weist  an  einem  sehr  verwickelten  Beispiel  nach,  wie  sieh 
eine  derartige  Grundeigfenschaft. benutzen  Iftsst.  Sn. 


N.  W.  BuGAiBFP.  Die  Eigenschaften  eines  Zahleninte- 
grals nach  den  Divisoren  und  seine  verschiedenen 
Anwendungen.    Die  logarithmischen  Zahlenfunctionen. 

Mosk.  math.  Samml.  XIII.  757-777.  (Rassisch.) 

Es  sei  9(11)  eine  Zahlenfunction,  welche  durch  die  Gleichungen: 
}(1)  =  1,  g(a)  =r  —  1,  q{ab)  =  +1)  q(abc)  =  —1  u.  s.  w.  und 
die  Bedingung  definirt  ist,  dass  sie  fttr  alle  übrigen  durch  ein 
Quadrat  teilbaren  Zahlen  Null  ist.  In  der  Abhandlung  wird  be- 
sonders die  Summe  L(n)  =  2nq{d)  \og{d)  (auf  alle  Divisoren  d 
der  Zahl  n  ausgedehnt)  betrachtet.  Diese  Function  hat  fol- 
gende Eigenschaften:  lr(l)  =  0,  L(a)  =  —  loga,  L(a^)  =  —  log(a), 
L(ja!^ycy^  . . .)  =  L{Qbc  . . .)  =  0.  Ihre  Betrachtung  führt  zum 
Beweise  der  Tschebyschefifschen  Formeln  ftlr  die  Function  0(n), 
welche  die  Anzahl  der  n  nicht  übersteigenden  Primzahlen  giebt 
Die  Eigenschaften  des  Zahlenintegrals  2nq{d)  log(d)  können  auch 
auf  das  Zahlenintegral  2nq(d)  L(d)  ausgedehnt  werden,  wenn 
L(n)  den  Hauptbedingungen  genügt: 

L(l)  =  0,  L(n' .  «")  =  L(n')  +  L(n''). 

Der  Verfasser  nennt   solche  Functionen    „logarithmisch   discon- 
tinuirliche^  Functionen.  Wi. 


N.  W.  BüQAiBFF.  Allgemeine  Methoden  der  Berechnung 
der  Zahlenintegrale  nach  den  Divisoren.  Natürliche 
Klassification  der  ganzen  Zahlen  und  der  discontinuir- 
lichen  Functionen.     Mosk.  math.  Samml.  xiv.  1-45. 

Die   Methode   der   Berechnung   der   Zahlenintegrale,    d.  h. 
der  auf  alle    Divisoren  d  der    Zahl  n  ausgedehnten   Summen 
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^»0(^1  beruht  aaf  der  folgeDden  Regel :  „Um  das  Zahlenintegral 
nach  den  Divisoren  einer  Zahl  n  =  a^b^c^  ...  zu  finden,  setze 
man  anstatt  d  den  Ausdruck  a^'b^'&'  . . .  und  berechne  die 
Summe  nach  a!  von  0  bis  a,  nach  ß'  von  0  bis  ß^  u.  s.  w.** 
Es  werden  viele  Beispiele  gegeben,  welche  diese  Methode  er- 
läutern. So  wird  der  Wert  des  Zahlenintegrals  2nL(d)  ermittelt, 
wo  L(ft)  eine  discontinuirliche  logarithmische  Function  (siehe  das 
vorhergehende   Referat)   ist,    welche   die   Gleichung   befriedigt: 

L(n)  =  Kfi^'b^cr  . . .)  =  xp(a) .  a+xpQi) .  ß+tp{c)  .  y  +  . .  .; 
i^(fi)  ist  eine  willktlrliche  Zahlenfunction.    Man  hat 

2nLCd)  =  i(a+l)  {ß+D  (y+1)  [a^(a)  +  ßtp(b)  +  yxpdc)]. 

Wi. 

N.  W.  BuGAiEPF.     8ur  une  integrale  num^rique  suivant 
les  diviseurs.    *C.  R.  CVI.  652-653. 

Ist  die  Function  V(n)  durch  die  Gleichung  definirt: 

Snl^d)  =  logn, 
(die  Summation  Ober  alle  Teiler  d  der  ganzen  Zahl  n  ausgedehnt), 
so  ist  fQr  jede  Primzahlpotenz 

r(pf)  =  logp, 

für  alle  anderen  Werte  /'(n)  =  0.  Es  sei  ferner  q(n)  eine  nu- 
merische Function  von  der  Eigenschaft,  dass 

9(1)  =+1,     9(a)=-l,     g(a6)=+l,     g(a6c)  = -1, 

verschwinde  also  für  jede  durch  ein  Quadrat  teilbare  Zahl.  Als- 
dann wird 

2nqid)loed=^  -r(n). 

Von  dieser  Gleichung  werden  drei  Anwendungen  gegeben,  von 
denen  zwei  Reihenform  haben,  und  deren  dritte  einen  Ausdruck 
fbr  die  Bernoulli'schen  Zahlen  als  Quotienten  zweier  unendlichen 
Producte  giebt.  Sn. 

E.  Cesaro.     Sur  une  fonction  arithm^tique.      c.  r.   CVI. 

1340-1343. 

Herr  Cesaro  hat  sich  mit  der  im  vorigen  Referat  erwähnten 
Function  V(n)  bereits  früher  beschäftigt.     Er  zeigt  den  Zusammen- 
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Lang  derselben  mit  auderen  zahlentheoretischen  Functionen,  leitet 
die  oben  erwähnte  Form  der  Bernoalli'schen  Zahlen  ab  und 
giebt  eine  ähnliche  für  die  Euler'schen  Zahlen;  zum  Schluss 
ruft  er  einen  Satz  von  Halphen  in  Erinnerung,  wonach  die 
Summe 

r(i)+/'(2)  +  ...  +  r(n) 

asymptotisch  gegen  n  convergirt.  Sn. 


E.  Cesaro.     Sur   les   lois    asymptotiques    des   nombres. 

Rom.  Acc.  L.  Bend.  (4)  IV.  452-457. 

Der  Verfasser  stellt  folgende  Verallgemeinerung  eines  Cauchy'- 
sehen  Theorems  auf:  „Es  ist  für  n  =  oo 

lim   aiSi+a,9,  +  '"  +  anen   ^  j.^    at+a,  +  '"  +  an 

*i«j  +  *j*jH H*««»  &i4-^H b  ^n    ' 

wenn  der  zweite  Grenzwert  existirt  und  wenn  das  Verhältnis 
der  Zahlen 

(*i+^  H f-  60«»i+i»    fti«i+^«.  H h  &«€• 

endlich  bleibt,  während  ihre  Differenz  ins  Unendliche  ohne  Oscil- 
lationen  wächst^.  Aus  den  Anwendungen  sei  der  folgende  allge- 
meine Satz  hervorgehoben:  j,Ist  k  der  mittlere  Wert  einer  (stets 
endlichen)  Function  f(n),  so  convergirt  die  fiber  alle  Teiler  von 
n  erstreckte  Summe  der  Werte  dieser  Function  asymptotisch 
gegen  fc  log fi".  Sn. 

E.  Cesaro.      Sur    les    syst^mes    des    nombres    entiers. 

Rom.  Acc.  L.  Reod.  (4)  IV.  457-462. 

Häufigkeitsbestimmungen  für  Zahlen  von  irgend  welchen 
Eigenschaften  innerhalb  eines  irgendwie  definirten  Zahlkörpers; 
Anwendungen  der  im  vorigen  Referat  erwähnten  Sätze. 

Sn, 

E.  Cesaro.     Sur  les  fondements  du  calcul  asymptotique. 

0.  R.  OVI.  1651-1654. 

Jensen.     Observations  sur   une  communication   r^cente 
de  M.  Cesaro.     c  R.  ovii.  81-82. 
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E.  Gesaro.  Remarques  relatives  aux  objections  faites 
par  M.  Jensen  k  l'une  de  ces  prdcddentes  Commu- 
nications.   C.  R.  CVII.  426-427. 

E.  Gesaro.     ßur  une  proposition  de  la  tb^orie  asymp- 

totique   des   nombres.      Annali  di  Mat.  (2)  XVI.  1 78-180. 

Der  in  diesen  Noten  auftretende  Meinungsunterschied  bezieht 
sich  auf  den  Begriff  der  asymptotischen  Annäherung  und  ist  in 
letzter  Instanz  nur  eine  Differenz  des  Wortgebraucbs.  Herr  Jensen 
nennt  asymptotisch  die  Annftherung  an  eine  feste  Grenze,  fttr 
welcbe  Herr  Gesaro  flberhaupt  keine  neue  derartige  Bezeichnung 
nötig  findet,  während  er  die  Annäherung  des  mittleren  Wertes 
einer  Function  an  eine  feste  Grenze  kurzweg  als  asymptotisch 
bezeichnet  wissen  möchte.  So  ist  also  das  Wort  in  folgenden 
beiden  Sätzen  Cesaro's  zu  verstehen:  „Die  Anzahl  der  mit  einer 
gewissen  Eigenschaft  behafteten  Teiler  von  n  ist  asymptotisch 
zu  logn  multiplicirt  mit  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  irgend  ein 
II  dieselbe  Eigenschaft  habe^.  „Die  Anzahl  solcher  Zerlegungen 
von  fi  in  zwei  Factoren,  bei  denen  der  grösste  von  diesen  beiden 
eine  gewisse  Eigenschaft  haben  soll,  ist  asymptotisch  zu  logn, 
multiplicirt  mit  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  grösste  gemein- 
schaftliche Teiler  irgend  zweier  ganzen  Zahlen  dieselbe  Eigen- 
schaft habe.''  Sn. 


P.  GoYEN.     Higber  arithmetic  and   elementary  mensu- 

ration.      New  York.  360  S. 


J.   Marchand.       La    science    du     nombre    en    g^n^ral. 

LoavaiD.  172  S.  (Antographi^). 
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B.    Theorie  der  Formen. 

C.  Jordan.     Sur   les  transformations   d'une  forme  qua- 
dratique  en  elle^mSme.     Jonro.  de  Math.  (4)  IV.  349-368. 

Es  handelt  sich  um  die  notwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen,  denen  eine  lineare  Substitution  S  genOgen  muss, 
um  eine  quadratische  Form  F  (von  nicht  verschwindender  De- 
terminante) in  sich  selbst  zu  transformiren. 

Ist  F  =  aj  die  Form  und  ^  =  |  a„  — «,  a,,, ...,  aji,  [  =  0  die 
zugehörige  charakteristische  Gleichung,  so  hängt  die  Lösung  der 
Aufgabe  bekanntlich  wesentlich  von  den  Wurzeln  der  Gleichung 
// =  0  ab.  Sind  «,,«„...  die  von  einander  verschiedenen 
Wurzeln  von  ^  =  0,  so  lässt  sich  durch  Einftlhrung  geeigneter 
neuer  Variabeln  die  Substitution  S  nach  Jordan  in  eine  kano* 
nische  Form  bringen,  in  der  die  einer  m, -fachen  Wurzel  t,  ent- 
sprechenden m^  Variabein  einer  und  derselben  „Klasse''  noch  in 
mehrere  „Reihen"  zerfallen  können,  sodass  die  Variabein  jeder 
Reihe  durch  sehr  einfache,  mit  s,  proportionale,  lineare  Func- 
tionen ihrer  selbst  ersetzt  werden.  Die  Anzahlen  der  Individuen 
jeder  Reihe  sind  nebst  den  »  Invarianten  der  Substitution.  Dem- 
gemäss  giebt  es  nur  eine  einzige  kanonische  Form  der  ange- 
führten Art  fttr  S,  und  es  kommt  die  Aufgabe  darauf  hinaus, 
diejenigen  Vertauschungen  der  Variabein  zu  ermitteln,  welche 
jene  Form  von  iS  ungeändert  lassen,  und  dadurch  zugleich  den 
Ausdruck  von  F  möglichst  zu  vereinfachen.  Solcher  Vertau- 
schungen existiren  aber  nur  zweierlei  Arten. 

Untersucht  man  jetzt  den  Einfluss  von  S  auf  J^  mit  Berück- 
sichtigung der  erwähnten  Vertauschungen,  so  folgt  bei  geeigne- 
ter Anordnung  der  Glieder  von  F,  dass  die  charakteristische  Glei- 
chung ^  =  0  eine  reciproke  ist  Sind  demgemäss  «,,  — ; «,,  — ; ... 

die  Wurzeln,  und  («,),  (y, );(«,),  (y,); ...  die  entsprechenden 
Klassen  von  Variabein,  so  zerlegt  sich  F  in  eine  Summe  von 
Formen,   die   bezüglich  je    zweier  zusammengehörigen  Klassen 
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(x),(y)  bilinear  sind  und  nur,  wenn  eine  Wurzel  +1  oder  —  1 
existirt,  quadratisch  werden  können.  Zugleich  zerlegt  sich  S 
selbst  in  ein  entsprechendes  Product  S'S",  ...,  wo  jede  partielle 
Substitution  nur  die  Variabein  der  beiden  zugehörigen  Klassen 
&ndert. 

Dadurch  ist  die  ursprüngliche  Frage  auf  eine  Reihe  weit 
einfacherer  reducirt. 

Die  erwähnten  partiellen  bilinearen  Summanden  von  F 
weisen  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  als  CoefScienten  nur  die 
BinomialcoefGcienten  der  successiven  Differenzen  m  — 1,  m  — 2, 
m  —  3j  etc.  auf.  Die  partiellen  Substitutionen  S\  S'\  •..  lassen  sich 
auf  die  beiden  Elementarformen  zurttckftthren : 

IL  I  »,  ...  Äsfp-i;  tej  ...  <Ä2p_i  I  (/  =  ±1). 

Das  sind  zugleich  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen, damit  S  die  Form  F  (die  also  dadurch  völlig  bestimmt 
ist)  in  sich  überführt.  Mj. 

J.  Studnicka.  Neue  Transformation  einer  homogenen 
quadratischen  Form  von  n  Variabelu  in  die  Summe 
von  n  Quadraten.     Prag.  Ber.  256-265. 

Ist  die  vorgelegte  quadratische  Form  f  =  aj,  und  bezeichnet 
Hg  die  Hesse'sche  Determinante  /if^®°  Grades 

so  haben  nach  einem  früheren  Ergebnisse  des  Verfassers  die 
Coefficienten  a  in  der  kanonischen  Darstellung  f  =  Ssx^i  die 
Bedeutung 

ex  =  -^    (ff.  =  1). 

Es  wird  hier  eine  neue  einfache  Ableitung  dieser  Formeln  gegeben, 
welche  ganz  direct  vorgeht  und  sich  auf  eine  Umformung  einer 
symmetrischen  Determinante  stützt,  welche  im  einfachsten  Falle 
lautet: 
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B.= 


•^11     "it     "!• 

«u  «fj   «n     =  «II 

«II     «11    «M 


«II  «11 

«II   «81  — «l>  «II  «11    «»  —  «?» 


«II  «11 


Auch  im  allgemeinen  Falle  werden  die  Elemente  a^  durch 
gewisse  zweireihige  Determinanten  derselben,  dividirt  durch  a,,, 
ersetzt.  My. 

Valyi.      Zur  Lehre    der    quadratischen  Formen.     Hoppe 

Arch.  (2)  VI.  445-448. 

Das  vielfach  untersuchte  Kriterium  dafür,  dass  eine  quadra- 
tische Form  mit  n  Veränderlichen  durch  lineare  Transformation 
in  eine  andere  mit  m(<n)  Veränderlichen  transformirt  werden 
kann,  bringt  der  Verfasser  in  die  Form,  dass  die  Determinante 
der  Form  nebst  ihren  sämtlichen  „  Diagonaldeterminanten ^  bis 
zum  (m-fl)^"  Grade  incl.  verschwindet.  Dabei  sind  Diagonal- 
determinanten diejenigen,  deren  sämtliche  Hauptdiagonalelemente 
zur  Hauptdiagonale    der   ursprünglichen  Determinante   gehören. 

My.    • 

A.  Mbter.     Ueber  einen  Satz  von  Dirichlet.    J.  far  Math. 

cm.  98-117. 

„Jede  eigentlich  primitive  binäre  quadratische  Form 

deren  Determinante  1>  =  6'  — ac  kein  Quadrat  ist,  stellt  unend- 
lich viele  Primzahlen  dar,  welche  zugleich  in  einer  gegebenen 
mit  den  Charakteren  des  Geschlechts  jener  quadratischen  Form 
verträglichen  primitiven  Linearform  ilfa;-{-iV  enthalten  sind."  Ffir 
die  erste  Hälfte  dieses  Satzes  hat  Herr  Weber  einen  Beweis  ge- 
geben (Math.  Ann.  XX,  301-330;  F.  d.  M.  XIV  141-142);  die 
hier  gegebene  Ergänzung  schliesst  sich  möglichst  eng  an  den- 
selben an.  Sn. 

L.  Geqenbauer.      Notiz    über    gewisse   binäre  Formen, 
durch    welche    sich   keine   Potenzen   von   Primzahlen 

darstellen   lassen.     Wien.  Ber.  XGVII.  368-373. 
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Es  wird  bewiesen,  dass  die  binftre  Form: 

WO  die  a  (gewissen  Einschränkongen  unterliegende)  ganze  posi- 
tive Zahlen,  p  eine  ungerade  Primzahl  ist,  bei  positiven  Werten 
der  Variabeln  x^y  keine  Primzahlpotenz  darstellen  kann. 

My. 


H*   J.  8.  Smith.      Memoire    sur    la    repr^sentation    des 
Tiotnbres  par  des    sommes   de   cinq   carr^s.      M^m.  Sat. 

fitr.  (2)  XXIX.  No.  1.  72  8.  (1887.) 

Der  Band  der  Mämoires  des  Sayants  £trangers  mit  den 
wichtigen  preisgekrönten  Arbeiten  der  Herren  Smith,  Minkowski 
und  (s.  Abschn.  VI,  Oap.  7)  Appell  ist  der  Redaction  erst  kurz 
Tor  dem  Drucke  des  gegenwärtigen  Jahrganges  (1888)  zugäng- 
lich geworden.  Um  die  Abhandlungen  nicht  wieder  unbe- 
sprochen  zu  lassen,  beschränken  wir  uns  im  Folgenden  auf  Aus- 
züge aus  denselben. 

Die  Preisschrift  des  leider  zu  frflh  yerstorbenen  herror- 
ragenden  englischen  Oelehrten  hat  das  Motto: 

Quotqoe  quibusque  modis  possint  in  quinque  resolri 
Quadrates  numeri,  pagina  nostra  docet 
Sie  ist  in  17  Artikel  eingeteilt,  von  denen  die  ersten  die  For- 
sebuDgaergebnisse  des  Verfassers  auf  dem  Gebiete  der  quadra- 
tischen Formen  aus  seinen  früheren  Arbeiten  zusammenstellen, 
erläntem  und  ausführen  (Lond.  Phil.  Trans.  CLI,  1861;  GLVII, 
1867;  Lond.  R.  S.  Proc.  XIII,  XVI,  1867).  Aus  den  allge- 
meinen Betrachtungen  werden  im  Artikel  16  die  Folgerungen 
für  die  zu  lösende  Preisfrage  gezogen: 

.Da  die  Form  SxJ  («  =  1,2,3,4,5),  welche  ihre  eigene 
Contravariante  ist,  die  einzige  Klasse  darstellt,  welche  bei  einer 
quinftren  Form  von  der  Determinante  1  existirt,  so  kann  man 
offenbar  aus  den  vorangehenden  Theoremen  einen  Ausdruck  für 
die  Anzahl  der   Zerlegungen   einer    gegebenen  Zahl  M  in  fünf 

Fortachr.  d.  Math.  XX.   1.  13 
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Quadrate  herleiten.  Zu  diesem  Zweeke  ha,t  man  die  Dichtigkeit 
des  einzigen  Genus  oder  der  beiden  Genera  der  quaternären 
Formen  (1, 1,  if)  zu  bestimmen,  welche  durch  f&nf  Quadrate 
dargestellt  werden  können.  Man  bezeichne  mit  y  diese  Dichtig- 
keit,; mit  fi.  die  Anzähl  der  ungeraxlen  Primdivisoren  von  Jlf;.y  sei 
gleich.  0,  1,  2,  je  nachdem.  1)  if  .ungerade  oder  s  2  (med.  4), 
2)  m  =4  (mod.  8),  .3)  «  =  0  (mod.  8);  JV  sei  die  Anzahl  der 
primitiT?en  Darstellungen  von  Jif  durch  fQnf  Quadrate.  Da  die 
Dichtigkeit  der  quinären  Klasse  l/n*i75  ist,  so  ergiebt  sieh  f&r 
iV  der  folgende  Ausdruck : 

AT  =  2*x  JT5><2''+>Xy, 

worin  ^  =:  2^^  ist,  f  einer  der  Coefficienten  der  Tabelle  oder 
die  Sumnie  aus  Zweien  •  dieser  Coefficienten.  '  Alles  kommt  also 
auf'' die  Bestimmung  des  Coeffleientfen  ^'  hihauö.  Sechs' Fälle 
smd  zu-  betrachten: 

I.  Jlf  =  3  (mod.  4)-,  IL  «  =  5  (mod.  8);  III.  M^  1  (tood.  8); 
IV.Af  S2  (mod.  4);  V.  af=4  (mod.«);    VI.  »EsO  (mod.  8). 

I.  ilf  =  3  (mod.  4).  Es  giebt  keine  geraden  Formen,  welche 
(1,  l,Jf)  als  Invarianten  besitzen^  und  folglich  giebt  es  nur  ein 
einziges  Genus,  das  eine  Darstellung  durch  eine  Summe  von 
fünf  Quadraten  zulässt.  £s  ist  also  X'  "»  ^,  dw  h.  ^  =  1,  weil 
ja  für  alle  Genera  f  =  L 

II.  Jlf  ^5  (mod. '8).  Es  besteht  ebensoWoHl  eine  getade 
wie  eine  ungerade  Ordnung  quaternärer  'Formen  mit  d«o  Inva- 
rianten (1^  1,  itf),  und  bei  jeder  dieser  beiden  Ordnungen'  besteht 
ein  Genus  von  Formen^  die  durch  eiüe  Summe  von=  fäaf  Qua- 
draten darstellbar  sind.  •   ' 

Bei  der  geraden  Ordnung  lässt  sich  die  Möglichkeitsbedin- 
gung, der  jeder  Genuschärakter  genügen  muss,   durch  die  Gtei- 

chung(-^;  =  (~l)"  oder      .         .  ; 

a  =  K«;  -  1)(Ö,  - 1)  +  Kö.  -  1)(ö;  - 1) 

•     +i(<?;~i)+Ke,-i)+Kö;-l)      (mod.  2) 

äusdrüeken.    Niin  ist  aber  |(0,  — 1)^1  (mod.  2),  weil  0,  eine 
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gerade  Form  ist,  deren  erste  layariante  5  1  (m0d;  4)  isi;;  mitt- 
hin  ist  a=  1  (idod.  2),  indem  die  Formen  d[,^',  des  Aasdru^ked 
fClr  a  Ton  selbst  yerschwinden,  und  die :  Möglicbkeitsbddingung 
wird  *  ... 

(4-)=-'>*-(4-)=-t4-)=+>- 

Andererseits  führt  die  Gongruenz  — 0^  ^  D  (naod.  M),  welche 
die  notwendige  nnd  hinreichende  Bedingung^  dafür  ausdrückt, 
dass  ^,  als  eine  Summe  von  fttnf  Quadraten  dars^lbai^  ist,  z^^ 

dem   nämlichen  Werte  von  (-jp).    Daraus  schliesst*  man,   dass 

ein  gerades  Genus  vorhanden  ist,  welches  eine  derartige  Dar- 
stellung gestattet.  FQr  dieses  Genus  ist  ^  der  Wert  des  Coeffi- 
cienten  C.  -  ./      * 

Was  die  gerade  Oijdnung  anbetrifft^  so  genügt  das  d,urcli 
die  Gleichungen 

(-f )  =  (-1)«'-".  c-ir- (4)=^  1 

definirte  Genus  (q  ein  Primteiler  von  M)  der  Möglichkeitsbeäin- 
gung  und  ist  zugleich  als  Summe  von  fünf  Quadraten  darstell- 
bar: der  Coefficient  C  ist  i.     Durch  Addition  erhält  man 

IIL  Jf  ^  1  (med.  8).  Die  gerade  Ordnung  ist  imnier  Vor- 
banden,  aber  keine  Form  dieser  Ordnung  ist  durch  fünf  Quadrate 

danrtcUbar.    Da  nämlich  (-^)  =  + 1,  (^)  =  +  J,  i^t,  Bf^  i^t 

die  CongnienE  —  ö,  =D  (mod.  M)  mitäeV'MdglichkeiläBbödingUflg^ 

y-^J  =  —  1    vnvereiabar.     Bei .  der   ungeraden  Qrdnjingt  ist, 

wie  im  Falle  II.,  ein  durch  fünf  Quadrate  darstellbares^  Geitula^ 
vorhanden;   für  dasselbe  ist  ( — ly  ä  —  1,  ^  =  ^,  und  folglich 

IV.  M  ^  2  (mod.  4).  Hier  existirt  nur  ein  einziges  un* 
gerades  darstellbares  Genus,  und  es  ist  ^'  =  ^  =£  1. 

V.  If  =  4 (mod.  8);  Ä  =  4*'.  Aus  der  Gongruenz  —  ö^ ^  Q 

(mod.  Af)  schliesst  man  (— l)tc^»-i)  =  -i,  (-J^)=  (-l)*^^-^). 

13* 
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Bezeichnet  man  also  den  gemeinschaftliehen  Charakter  der 
Formen  d„  ö,  mit  (— ly,  so  ist  (— !)•  =  — 1|  weil  naeh  der 
Möglicbkeitsbedingung : 

Somit  folgt  C  =  i;   doch   ist  dieser  Wert  zu  verdoppeln,   >veil 
j=:l.    Also  ist  C  =  2C=i. 

VI.  If  =  0  (mod.  8).  Bezeichnet  man  wieder  den  grOssten 
ungeraden  Divisor  von  If  mit  M'j  so  ergiebt  sich  fllr  das  Genus 
der  durch  eine  Summe  von  fön f  Quadraten  darstellbaren  Formen: 

(-ly  =  1. 

Der  Wert  von  ^  ist  -1^;  da  er  jedoch  zu  vervierfachen  ist, 
so  stimmt  das  Ergebnis  mit  dem  von  Fall  V.  Qberein.*' 

Die  in  den  Formeln  auftretenden  Summen  unendlicher  Reihen 
werden  im  17.  Artikel  nach  einer  Methode  erhalten,  die  der 
Verfasser  schon  früher  zur  Anwendung  gebracht  hatte. 

Lp. 

H.  Minkowski.      Memoire    sur    la    thdorie    des    formes 
quadratiques    k    coefficients    entiers.^     Wm.  8a?.  itr.  @) 

XXIX.  No.  2.  180  S.  (1887). 

Wir  begnügen  uns  aus  dem  im  vorangehenden  Referate  an- 
geführten 6runde  mit  der  Wiedergabe  des  Inhaltsverzeichnisses 
dieser  umfangreichen  Arbeit. 

Erster  Teil.    Ueber  die  Reste  quadratischer  Formen. 

I.  Klassen  quadratischer  Formen:  Index,  Invarianten  und 
Ordnung  einer  Form. 

II.  Reste  von  Formen.  Die  Invarianten  o(f)  sind  ganze 
Zahlen. 

III.  Reste  und  Hauptreprisentanten  für  einen  Modul  M 

IV.  Existenzbedingungen  einer  Ordnung. 

V.  Theoreme  über  die  Hauptreste.  Fund  amental  formen  für 
einen  Modul  N. 

VI.  Gruppen  von  Formen  für  einen  Modul  iV.  Charaktere. 
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VII.  Ueber  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Congruenzeh: 

n 

f  =  JS^^i^k  ^  w    (mod*  N). 

1 

VIII.  BestimmaDg  der  Grössen  f(A;  q^  in  den  einfachsten 
Fällen. 

IX.  Charaktere  der  Hauptrepräsentanten  und  der  Funda- 
mentalformen. 

X.  Bedingungen  für  eine  Congruenz  f^g  (mod.  q^y 

XI.  Genera  von  Formen.  Bedingungen  für  die  Existenz 
eines  Genus. 

XII.  Adjungirte  Formen.  Reeiprocität  zwischen  den  Ord- 
nungen : 

Zweiter  Teil.  Ueber  die  Darstellungen  ganzer  Zahlen 
durch  quadratische  Formen. 

XIII.  Hülfssatz. 

XIV.  Darstellung  einer  Form  von  v  Variabein  durch  eine 
von  ff  Variabein  (y  <  n).  Aequiyalente  Darptellungen  und 
Gruppen  von  Darstellungen. 

XV.  Adjungirte  Darstellungen  und  adjungirte  Gruppen  von 
Darstellungen. 

XVI.  Darstellungen  ganzer  Zahlen  durch  Formen  mit  » 
Variabein. 

XVII.  Darstellungen  von  Formen  mit  n«—  1  Variabein  durch 
solche  mit  n  Variabein. 

XVIII.  Index,  Ordnung  und  Genus  einer  Form  von  n  —  1 
Variabein,  die  durch  eine  mit  n  Variabein  dargestellt  ist. 

XIX.  Ueber  die  Gesamtheit  der  Darstellungen  einer  ganzen 
Zahl  durch  die  verschiedenen  ITormen  eines  Genus  G. 

XX.  Mass  eines  positiven  Genus.  Mass  der  Darstellungen 
einer  ganzen  Zahl  durch  die  Formen  eines  positiven  Genus. 

XXI.  Ueber  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  ganzen 
Zahl  durch  eine  Summe  von  ffinf  Quadraten. 

XXII.  Ueber  die  Bestimmung  des  Masses  einiger  positiven 
Genera. 
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XXill.  Ma6^  eine»  beliebigen  Gentts  ton  einer  Ordnhiig; 

.  (  ^J  ■  [0*  =  1  (mod.  2)]. 
NfOiie  tti^t*  die  Oongruenzen  f^g  (mod.  j*).  Lp. 


..'..  ,  i    •  •'     '•  •  • 


L.  Gbgrnbauer.  Zahlentheoretische  Notiz.  Wien  Ber.  XC vir. 

42049(5.  ;   ' 

Einige  Verallgemeinerungen  von  Sätzen  der  Herren  Cesaro 
i^nd  Busphe.  welche  dann  .wieder  auf  neue  Arten  specialisirt 
werden:  Ausdrücke  für  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Primzahlen 
in  einem  Torgeschriebenen  Intervall;  Beziehung  zwischen  der 
AhsiaU  der  Darstellungen  von  9  dnr6h  das  System  der  quadra- 
tischen Formen  der  Discriminante  J  und  der  Anzahl  der  Trans- 
formationen  einer  Form  dieser  Discriminante  in  sich  selbst  u. 
dgl.  m.  Sn. 


•<  :     r 


P.  HiLBBRT.       Ueber  die  Darstellung   definiter   Formen 
als  Summe  von  Formenquadrate».       Math.  a^d.    XXXIL 
.342-350-  ;     .   .  : 

Eine  Form  gerader  Ordnung  n  mit  reellen  Goefficienten  und 
n  homogenen  Yaria^eln  heisse  allgemein  ^definit^,  wenn  die- 
selbe füf  jedes  reelle  Wertsystem  der  m  Variabein  einen  posi- 
tiven  Wert  abnimmt  und  überdies  eine  von  Null  verschiedene 
Discriminante  besitzt  Eine  Form  mit  reellen  Coeffieienten  wird 
eine  „reellö**  Foröi  genannt.  '         =      .' 

Den  bisher  bekannten  Darstellungen  solcher  Formen  als 
Summen  von  Forteenquädraten,  nämlich  I.  n  =  2,  m  beliebig, 
II.  n  beliebig,  m  =  2,  fügt  der  Verfasser  einen  weiteren  Fall  III. 
n  ^  4,  m  '^  3  hinzu;  insofern  je'de  Sefinite  biqüadi^atische  ter- 
näre  Forin  (und  zwar  noch  auf  dreifach  unendlich  viel^  Arten) 
sich  als  Sumtne  von  drei  Quadraten  reeller  quadratischer  Fbrmen 
darstellen  lässt. 

Weiterhin  aber  wird  das  merkwürdige,  bereits  von  Htn.  Min- 
kowski vermutete  Ergebnis   aufgedeckt,  dass  in  allen  sonstigen 
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Fällen  stets  Formei)  existiren,  welche  sieh  nkht  ttts  todlicUe 
Summen  von  Quadraten  reeller  Formen  darstellen  lassen^.  Das 
BeweispriBcip  wird  zuerst  am  Beispiel  der  tetnären  Formen 
seehster  Ordnung  dargelegt 

Sa  werden  zuvörderst  solche  Forben  constrüirt,  welche  in 
acht  Punkten  verschwinden,  dagegen  für  alle  anderen  reellen 
Wertsysteme  der  Variabein  von  Null  verschieden  und  positiv 
ausfallen;  sodann  solche,  welche  sich  nicht  als  Summen  von  28 
oder  weniger  Quadraten  reeller  Formen  darstellen  lassen,  und 
mit  Hfllfe  dieser  endlich  solche,,  welche  sich  überhaupt  nicht  als 
endliche  Summen  von  Quadraten  reeller  Formen  'darstellen  lassen. 

Analog  bei  höhpr^n  yprf^en.«  \  .  i       /.  My. 


D.  HiLBBRT.     Lettre  adi^esöÄe^'ä  M.  Her  mite.    Joüra  deMath. 

,(4)  IV.  249-256. 

Der  Verfasser  giebt  hier  Anwendungen  eines  allgemeinen, 
von  ihm  früher  aufgestellten.  Prinöipes  auf  die  Theorie  der 
biquadratischen  binären  und  der  kubischen  ternären  Formen.  Ist 
f  =  Gg  eine  erstere,  so  werden  äiejenig^n  quadratischen  binären 
Formen  q>  —  aj  gcfifücht,  für  welche  (äayal  —  Aaj,  wo  X  ein 
constanter  Fäötör  ist."  Dann  hängt  X  von  der  bekannten  kubischen 
Gleiehun^  abt  *  *' 

J(X)  =  i'-U-  2j  =  (A-i,)a-i,)a-A,)  ^  Ö.  ' 

Die  Ränderung  der  Determinante  J(l)  mft  Grössen  x],  — ^a^n 
x?  erieugf  fdr  Ä  =  X,,  X„  A,  die  drei  wohlbekannten  Quadrate 
qpj,  ^J,  yj,  welche  sich  in  dem  Büschel /+ Äff  vorfinden  u.  s.  w^ 
Sucht  man  andererseits  solche  kubischen  binären  Formen  <p^  für 
die  analog  (/",  f\  =  k(p^  so  stösst  man.  auf  die  viel  untersij^chten 
beiden  Formenl)ü8cbel  qp,    deren  Jacobi'sche  Form    mit,/",  'den- 

r  .  *      »  I         . 

tisch  ist. 

Die'  Befolgung*  de&  nämlichen  Trincipes  führt  bei  einer 
kubischen  ternären  Form  auf  die  algebraische  Theorie  dei*  Wende- 
dreiseite der  bez.  Curve  dritter  Ordnung.  Dadurch  wird  für 
die   irrationalen   Covarianten  *  der   genanüten  Gebilde   und   den 


' 
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ZusamineiihaDg  der  letzteren  ein  eiDheitlieher  Oesichtspankt  ge- 
wonnen. 

Znm  Schlosse  wird  gezeigt,  wie  sieh  die  Dftntellang  von 
Formen^  insbesondere  der  qaaternftren,  als  Potenssoninien  in  dem 
angegebenen  Sinne  gestaltet  M7. 


Gapitel  3. 
Kettenbrüche. 

F.  J.  Studni&ka.     lieber  die  Näherungswerte  der  Ketten- 
brttche  mit  constantem  Nenner.    Ca8op.xyii.aoo.(Böhmi8ch.) 

Bezeichnet  man  den  n^  Nfthemngswert  des  Eettenbmches 

mit  p» :  9»,  so  gilt  fBr  denselben  die  Formel 

g.  ""    a»    +  (n—l\  a— »+  (n-2),  a-*  +  -  • .  ' 

wobei  das  Symbol  (n)«  den  V*^  Binomialcoefficienten  bezeichnet 
und  die  Formel 

verwendet  wird,    wenn  Kn-u    die  Summe   von    Combinationa- 
producten  2j!p^°  Grades  ausdrQckt.  Std. 


J.  W.  Sle8CHIN8KY.     Ueber  die  Convergenz  der  Ketten- 

brttche.      Odesea.  Ges.  VIIL  97-127.  (Raesiech.) 

J.  W.  Slbschinsey.    Beweis  der  Existenz  einiger  Grenzen« 

Odessa.  Ges.  VIII.  129-137.  (Rassisch.) 

Es  werden  im  ersten  Artikel  folgende  Theoreme  bewiesen: 
1)   Wenn  die  Reihe  |  ^i  |  + 1  a,  |  +  *  *  *  convergent  ist,  so  ist  auch 
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der  KettenbrQch 

conTergent  f&r  alle  eDdlichen  Werte  von  x  und  stellt  eine  tran- 
seendente  Function  mit  einem  wesentlich  singulären  Punkt  im  Un- 
endlidien  dar.    2)  Im  Falle  lima„  =  a^O  ist  der  Kettenbruch 

1+1^1  +   1^ 

convergent  f&r  alle  endlichen  Werte  Ton  x  mit  Ausnahme  der 
Werte  zwischen  0  und 3 — ,  wenn  die  Reihe 

IM  +  IM  +  -,    wo    6,  =  l-^, 

convergent  ist. 

Im  zweiten  Artikel  werden  dieselben  Theoreme  aus  der  Ab- 
hängigkeit zwischen  der  Convergenz  verschiedener  Reihen  abge- 
leitet Wi. 


A.  HuRwiTZ«    Ueber  die  Entwickelung  complexer  Grössen 
in  Kettenbrtlche.    Acta  Math.  XI.  I87-200. 

Den  Satz  von  der  Periodicität  der  Eettenbruchentwickelung 
quadratischer  Irrationalitäten  erweitert  der  Verfasser  auf  folgende 
Weise.  Aus  den,  wie  üblich,  durch  die  Punkte  einer  Ebene  dar- 
gestellten complexen  Zahlen  möge  ein  System  (S)  unendlich 
vieler  Zahlen  so  ausgewählt  sein,  dass  die  Summe,  die  Diffe- 
renz, das  Produet  je  zweier  Zahlen  des  Systems  wieder  Zahlen 
des  Systems  sind,  dass  femer  0  und  1  dem  System  angehören, 
dass  aber  in  keinem  endlichen  Teil  der  Ebene  unendlich  viele 
Zahlen  des  Systems  liegen.  Dann  werde  eine  beliebige  complexe 
Grösse  x^  in  einen  Kettenbrach  entwickelt  nach  dem  Schema: 

*•  =  «0  +  -r-j    ^1  =  «1  +  -— »  •  •  •  1  ^«  =  ^  + 


WO    die  a  irgend  welche  Zahlen  aus  (S)  sind;   es   sei   endlich 

—  der  !!*•  Näherungswert  und  a?,.  —  ^  =  -4  •     Falls  dann  0n 
9*  qn       ql 

für  alle  n  kleiner  als  eine  endliche  Grösse  q  bleibt,  9«  dagegen 
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mit  wachsendem  n  über  alle  Grenzen  wächst,  so  coflyergirt  der 
Kettenbruch  stets  und  zwar  gegen  x^]  er  bricht  nur  dann  ab, 
wenn  x^  der  Quotient  zweier  Zahlen  aus  (S)  ist;  er  wird  perio- 
disch, wenn  x  einer  quadratischen  Gleichung  gönflgt,  deren  Coef- 
fioienten  Zahlen  aus  (8)  sind. 

'    Die   tielen   Voraussetzungen   dieses  Satzes  sind   erfttllt   in 
zwei  interessanten  Beispielen. 

1.  (S)  sei  das  System  der  ganzen  complexen  Zahlen  m  +  ni, 
wo  t*  =  — 1.  Die  ganze  Ebene  wird  dann  in  Quadrate  geteilt, 
und  jedem  Punkte  xi  zugeordnet  der  Mittelpunkt  ai  des  Quadrats, 
welches  xi  enthält. 

2.  (S)  sei  das  System  der  gana^^n  complexen  Zahlen  m+ff^, 
wo  Q^  =  1.  Hier  wird  zu  demselben  Zwecke  die  ganze  Ebene 
in  reguläre  Sechsecke  zerlegt.  R.  M. 


G.  H.  Halphen.      Sur    la    convergence    d'une  fraction 
continue  algdbrique.    CR.  GVL  1326-1329. 

In    Fortsetzung  frttherer  Untersuchungen  1([ F.   d.  BT.  XVIL 

1885.  367)  hat  der  Verf.  die  Function:       .  .  ♦ 


in  einen  Kettenbruch  von  der  Form: 


»    t 


".  +  y»*± 


.      .t    ,  , 


entwickelt.  Hierbei  bedeuten  F(x)  ein  Polynom  4**"*  loder  S**" 
Grades  und  !<  eine  beliebige  complexe  Grösse«  In  dieser  AUge- 
meinheit  aber  fand  der  Verfasser  nur  den  Satz:  In  jedem  noch 
so  kleinen  Teil  der  Ebene  giebt  es  unendlich  Tiele  Punkte  $, 
für  welche  der  Kettenbruch  conve^girt,'  und  unendlich '  viele 
andere,  für  welche  er  divergirt.    Um  zu  genaueren  Resultaten 

m  -  -  '  ■ 

tiber  die  Gonvergenz  und  ihre  Gleichmässigkeit,  über  Periodicitftt 
etc.  zu  gelangen,   beschränkt  der  Verfasser'  sich  auf  den  Fall, 
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WO  die  Tier  Wuraelwerte  von«  F(x)  t=  0  Punkte  einer  Kreis- 
peripherie-  siad  (die  reelle  Axe  ebenfalls-  als  Ereifi  betrachtet), 
ooid  wo  $  aacb  auf  dieeer  Peripherie  liögt  B.  M.  ' 

h  • 

••'  l't  ..'  ,  •  . 

•        •  I  <  1  '  ■ 

•  •  * 

H.  Gtlden.  Quelques  '  remarques  relativetiient  k  la 
repr^seiitation  des  nombi'es  irralionriels  au  niöyen  des 
frnctions  coutinues.    c.  R.  cvi  1564-15Ö7,  lYtt-lTSl.' 

Der  Verfasser  geht  von  dem  Erfahrungssatz  aus,  dass  bei 
der  Entwickelung  einer  Irrationalzahl  n  <  1  in  den  Kettenbruch 

1 
"=  1 


«,+ 


die  Quotienten  a«  gewöhnlich  nicht  grosse  Zahlen  seien.  Dies 
fuhrt  ihn  zu  der  Frage,  ob  es  für  eine  gegebene  Zahl  a  eine 
Wahrscheinlichkeit  giebt,  sie  als  Quotienten  anzutreffen.  Hier 
fehlt  durchaus  eine  nähere  Begriffsbestimmung  dieser  Wahrschein- 
lichkeit; denn  zu  sagen,  dass  die  Zahl  u  „zufällig^  (par  hasard) 
genommen  sei,  hat  keinen  hinreichend  genauen  Sinn.  Es  ist 
nicht  ersichtlich,  wie  der  Verfasser  sich  diesen  Uebergang  zur 
Grenze  denkt,  den  man  machen  muss,  wenn  man  den  Begriff 
der  Wahrscheinlichkeit  auf  unendlich  viele  und  sogar  nicht  ab- 
zählbare Dinge  ausdehnen  will-,  ebensowenig,  wenn  gesagt 
wird:  On  a  däveloppä  plusieurs  nombres  irrationnels  pris  occa- 
sioDoellement  (in  KettenbrQche).  Dem  Menschen  ist  es  schlechter- 
dings unmöglich,  eine  Irrationalzahl  „zufällig^  zu  nehmen.  Er 
muss  sich  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Ziffern  in  der  dekadisch 
geschriebenen  Zahl  genügen  lassen,  was  zur  Folge  hat,  dass  der 
Zufall  nur  bei  der  Wahl  der  ersten  Ziffern  spielen  kann,  während 
er  später  völlig  ausgeschlossen  ist  durch  die  thatsächliche  Wahl 
von  lauter  Nullen.  Der  Verfasser,  welcher  die  von  ihm  ge- 
wählten „Irrationalzahlen*'  nicht  anführt,  teilt  eine  Tabelle  mit, 
welche  einerseits  die  theoretisch  ausgerechneten,  andererseits  die 
wirklich  erhaltenen  Resultate  kurz  zusammenstellt,  wobei  sich 
eine  grosse  Uebereinstimmung  zeigt. 
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Wenn  scharfe,  das  Wort  Zufall  hier  ersetzende  Begriffe  an 
die  Spitze  der  Untersuchung  gestellt  wQrden,  so  wflrde  sieh 
ganz  unzweifelhaft  ergeben,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  ftlr  das 
Vorhandensein  einer  bestimmten  Zahl  unter  den  a  ganz  von  der 
Wahl  dieser  Begriffe  abh&ngt,  genau  so,  wie  man  durch  Um- 
stellung der  Summanden  einer  convergenten  Beihe,  deren  absolute 
Werte  aber  eine  divergirende  Reihe  bilden,  jeden  Wert  dar- 
stellen kaun,  oder  auch  gar  keinen.  Dz. 


Vierter  Abschnitt. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Com- 

hinationslehre. 

Zogb.     Zar  Lehre  Ton  den  Cotnplexionen.      HoflmaDD  z. 

XIX.  16-19. 

Es  werden  die  Variationen  an  die  Spitze  gestellt  nnd  die 
Combinationen  und  Permatationen  auf  dieselben  zurückgeführt, 
während  gewöhnlich  in  den  Lehrbtichern  der  umgekehrte  Weg 
eingeschlagen  wird.  Lg. 

D.  Andre.     Etüde  sur  las  permutations  de  deux  esp&ces 

de  lettres.     Parii  Soc.  Phil  85-42. 

Der  Verfasser  knüpft  seine  Untersuchungen  an  die  Permu- 
tation von  a  Buchstaben  A  und  ß  Buchstaben  B.  Er  nennt  die 
Aufeinanderfolge  von  je  zwei  Buchstaben,  wenn  dieselben  ver- 
Bchieden  sind,  eine  Variation,  wenn  sre  gleich  sind,  eine  Per- 
manenz, und  untersucht  die  folgenden  beiden  Fragen: 

1.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  Pa,ß,r  der  Permutationen,  deren 
jede  9  Variationen  enthält? 

2.  Wie  gross  ist  die  Gesamtzahl  Va,ft  aller  Variationen, 
welche  in  s&ratli<^en  Permutationen  vorkommen? 

Er  findet 
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(o-l)!     (ß-\)l       (a  +  ß-2-2k) 


Pa,ß,3k+i    = 


Vn.a   =  2 


ütl  (*  +  1)1  («  -  1  — *)  1  (/»- 1  -  *)! 

(0  +  /J-1)! 


«•^--(o- 1)10?- 1)1 

Da  bei  der  Ableitung  des  letzten  Satzes  angenommen  wurde, 
dass  a  >  /},  so  zeigt  der  Verfasser  noch  specieli,  dass  die 
Formeln  gtlltig  bleiben,  auch  wenn  a  =  ß  wird.  Ls. 


WORONTZOFP.  ;  JSlII*  Un^  tbÖ01*^in^'  de  Jl#,  Weill.    Nour.  Ann. 
(3)  vir.  97-99. 

Das  Theorem,  fQr  .welches  der ;  Verfitsser  efnen^  eletol^ta/^ 
Beweis  giebt,  ist  das  folgende:       *      ,  /,  < 

Ci  ^m  +  3'«  - . . .  =  ±  2*-s 

wo  C2  die  Zahl  der  Kombinationen  von  h  Dingen  ku  je  a:  be- 
deutet, und  h  =  3m -f  1,  3m 4-2  ist.  Dabei  wird  das  Zeioiien 
präcisirt,  und  der  Wert  0  für  A  =^  3m  bestimmt      .  .   .  No^ 


PiCQUET.     Quelques  tli^orfemes  sur  les  iiombres  figur^s 
et  leur   application  k   une    question    de    probabilites. 

J.  de  Math.  sp^c.  (3)  II.  150- 154,  172-176,  196-199. 

.»  '  '      ■ 

„        .  ^  m(m — l)...(m  — p  +  1)  u    *  i.         j- 

Es  sei  Cfn.p  =  — ^^ ^    L^ ^  %    80    bestehen    die 

^  1  . 2  ...  p  * 

Formeln: 

:?(-  lfC„,,       C„,.H^  =  0  (ft  =±  0, 1, 2, ...,  m^p), 

2(-  lyOn-k^l  an-Ä^  =0  (p  <  m  -  fc), 

S(-  1)*  Crn^H         (Z^t^  =^  0  CP  <  \^\ 

u.  s.  w.    Endlich 
m!  =  m'^-On,!  (m-l)-  +  C„.,2(m-2)« +  (- l)«.-i q^^_^. 

Diese  letzte  Formel,  welche  der  Verf.  als  Uebangsanfgabe  zum 
Beweise  vorgelegt  hatte,  kommt,  wie  Hr.  C^talan.  S.  236-237 
schreibt,  schon  in  Lacroix's  Traitö  du  calcul  diffärentiel  et  du 
calcul  intÄgral,  T.  III.  p.  26  vor.  l-p. 
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F.  ß.  J.  Hervey.     Solution  of  question  8461..  EcJ.  Umea 

XLIX.  J>l-93. 

•  •  ■■  , 

Es  soll  bestimmt  werden,  auf  wie  viele  Arten  n  Verszeilen 
gereimt  werden  können,  1)  falls  keine  Zeile  ungereimt  bleibt 
(yn),  2)  falls  die  Beschränkung  in  1)  fortfällt  (fn).  Der  Ver- 
fasser zeigt,  wierdie  Zahlen  q>n  und  fn  zu  berechnen  sind,  und 
giebt  die  Tabelle  der  ausgerechneten  Werte  von  n  =  3  bis  14. 
Im  letzteren:  Ffitle,  .  dem  des  Spnnetts,;  ist  f  =;=  190899322, 
^=?4  011157.  Lp. 

A.  Macfablanb.     Problem  in  relationship.    Edinb.  Proc.xV; 

116-117. 

Die  von  Brn:  Kirkman  gestellte  Aufgabe  lautet:  Zwei 
Knaben  Smith  und  Jones  gleichen  Alters  sind  beide  Neffen  von 
einander;  wie  viele  gesetzliche  Lösung:en  giebt  es?  Die  Lösung 
illustrirt  des  Verfassers  „Caiculus  of  relationship^  in  Edinb. 
Proc.  Xr.  S.  5  und  162.  CI7.  (Lp.) 


RüSTicus,    A.   Macfarlane,    D.    Biddlb.      Solution    of 

QOeatioD    9403.     Ed.  Times  XLIX.  114-116. 


qoeatioD    9403.     Ed.  Tipies  XLIX.  114-116. 


Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  (vgl.  den  vorigen  Bericht): 

Baby  Tom  of  baby  Hugh 
The  nephew  is  and  uncle  too. 
In  how  many  ways  can  this  be  Irue?  Lp. 


C.  Jordan.     Siir  la  marche  du  cavalier.    PaiermoReDd.il. 

59-68. 

Es  wird  die  Frage  behandelt,  welches  die  kleinste  Anzahl 
der  Zöge  ist,  um  einen  Springer  von  einem  gegebenen  Feld  des 
Schachbrettes  nach  einem  bestimmten  anderen  Felde  zu  briugen.^ 

Ls. 
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6*  Platnbr.  8u1  Dnmero  delle  maniere  di  ottenere  una 
sonima  n  o  una  somma  non  superiore  ad  n  (n  intiero, 
poflitivo)    pi-endendo   r    termini   della  8erie   indeBnita 

1,  2,  3,   4,   ...      Lomb.  lat  Bend.  (2)  XXL  690-695,  703.708. 

In  der  eraten  Arbeit  werden  die  Formeln  allgemein,  nicht 
fllr  bestimmte  Werte  von  n  abgeleitet  fBr  die  Werte  von  r  gleich 
1,  2,  3,  4,  5,  6. 

In  dem  zweiten  AuiBatz  werden  die  Formeln  ab  Fanctionen 
von  n  ansgedrOckt  La. 

F.  Clauss.     Ueber  magische  Quadrate.    Hopp«  Arch.  9)  v  i. 

424-486. 

Ohne  auf  frühere  Lösungen  der  Aufgabe  Rttcksicbt  zu 
nehmen,  giebt  der  Verfasser  sowohl  f&r  ein  gerades  wie  fBr  ein 
ungerades  x  die  Verteilung  der  Zahlen  1,  2,  3, ... ,  x'  auf  den 
Feldern  eines  Schachbretts  an  und  erhärtet  die  Richtigkeit  der 
durch  gesetztnässige  Vertauschungen  erzielten  Anordnungen. 
Weder  die  Notwendigkeit  derselben,  noch  die  Anzahl  der  Mög- 
lichkeiten wird  untersucht.  Lp. 


R.  W.  D.  CuRiSTiB.     Solution  of  question  9091.  Ed.  Times 

XLVIII.  201-202. 

B.  W.  D.  Christik.     Solution  of  question  9278.  Bd.  Times 

XLVIH.  203-204. 

Eine  Lösung  fUr  die  Aufgabe,  die  ersten  n*  Zahlen  zn  einem 

magischen  Quadrate  anzuordnen,   ohne   dass   frühere  Lösungen 

berücksichtigt  werden.  Lp. 


L.  CuAMBBYRON.      Theorie    des  carr^s  magiques. 
29  S.  

J.  Vbnn.     The  logic  of  chance.     3''^  ed.  rewritten  and 

enlarged.      London.  530  S.  8^ 


IV.  Abflcbnitt  WahrscheiDHchkeitsrechnaDg  q.  GoDibiDatioDstebre.  209 
OlTRAMARB.      Essai  SUr   le  hazard.      Gent  Barkbardt.  26  B. 


J.  Bbrtrand.     La  th^orie  des  chances.    Noav.  Ann.  (8)  Yii. 

5&3-588. 

Es  ist  dies  die  Ankttndigaog  des  bei  Gautbier- Villars  &  Fils 
1889  erscbieneneD,  Galcul  des  probabilitös  betitelten  Werkes  von 
Bertrand  dureh  Rouchö,.  weniger  eine  Kritik  als  eine  Analyse 
des  Inhalts,  dureb  welcbe  Roucbö  glaubt,  auch  denjenigen 
Lesern,  welchen  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  fremd  ist,  einen 
Ueberblick  der  Grundsätze  dieser  Theorie  und  ihrer  wichtigsten 
Anwendungen  geben  zu  können.  Ref.  ist  der  Meinung,  dass 
dieser  Zweck  schwerlich  erreicht  worden  ist,  dass  aber  bei  den- 
jenigen, welche  sich  mit  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  be- 
schäftigt haben,  durch  diese  Zusammenstellung  der  Wunsch  wach 
gerufen  wird,  das  Werk  von  Bertrand  genauer  kennen  zu  lernen. 

Ls. 

Fritz  Hofmann.      Notiz    über    zwei    Sätze    der    Wahr- 
scheinlichkeitsreclinuDg.     Schiomilcb  z.  xxxiii.  375881. 

„Der  erste  Satz,'  auf  welchen  sich  die  Notiz  des  Verf.  be- 
zieht, lautet  in  der  Einleitung  zur  Theorie  analytique  des  pro- 
babilitös  yon  Liaplace'' : 

.Es  sei  das  Eintreffen  eines  Ereignisses  E  constatirt  wor- 
den, das  verschiedene  Ursachen  il,  B,  C,  ...  haben  konnte.  Die 
Wahrscheinlichkeit  daflir,  dass  die  Ursache  A  das  Ereignis  her- 
beigefbhrt  bat,  verhält  sich  dann  zur  Wahrscheinlichkeit,  dass  B 
das  Ereignis  herbeigeführt  hat,  wie  die  Wahrscheinlichkeit  für 
das  Eintreffen  des  Ereignisses  £,  wenn  die  Ursache  A  sicher 
ist,  sieh  verhält  zur  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des 
Ereignisses  £,  wenn  die  Ursache  B  sicher  ist.^  Zu  diesem  Satz 
bringt  der  Verfasser  einen  ganz  elementaren  und  sehr  anschau- 
liehen  Beweis.  Ffir  den  zweiten  Satz:  über  die  Verteilung  der 
weissen  und  schwarzen  Farbe  auf  den  unendlich  vielen  Kugeln 
in  einer  Urne,  nachdem  man  nach  unendlich  oftmaliger  Wieder* 
holung  der  Versuche  das  Verhältnis  a;b  gefunden  hat,  führt  der 

FortMhr.  d.  M«th.  XX.  1.  14 
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Verfasser  ans  der  Chemie  ein  populäres  Beispiel  an,  darcb  dessen 
Betrachtang  eine  klare  Vorstellang  von  dem  mathematischen 
Satze  gewonnen  wird.  Ls. 

Em.  Czuber.      Zum  Gesetz   der  grossen   Zahlen.      Prag. 

DomioicQS.  41  S. 

Bei  den  Ereignissen,  welche  von  bekannten  Ursachen  ab- 
hängen, lässt  sich  die  Wahrscheinlichkeit  ihres  Eintreffens 
a  priori  berechnen,  und  die  Ergebnisse  einer  erst  vorzunehmen- 
den ßeobachtungsweise  lassen  sich  in  dem  Sinne  vorher  be- 
stimmen, dass  man  die  Grenzen,  innerhalb  welcher  diese  Ergeb- 
nisse mit  gegebener  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  sind,  be- 
rechnen kann,  oder  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  welcher  sie 
innerhalb  gegebener  Grenzen  fallen  werden.  Die  Vergleichung 
des  wirklichen  Erfolges,  nachdem  die  Versuche  ausgeführt  sind, 
mit  der  Vorhersagung  der  Theorie  bietet  eine  auch  dem  Laien 
verständliche  Demonstration  des  Gesetzes  der  grossen  Zahlen. 
Fällt  der  Erfolg  aber  weit  über  die  mit  genügend  grosser  Wahr- 
scheinlichkeit zu  erwartenden  Grenzen  hinaus,  dann  muss  unter- 
sucht werden,  ob  die  wirklichen  Ursachen  mit  den  vorausge- 
setzten übereinstimmten,  oder  ob  auch  unbekannte  Ursachen  mit- 
gewirkt haben. 

Das  Beobachtungsmaterial,  welches  der  Verf.  in  der  vor- 
liegenden Schrift  mitteilt  und  untersucht,  besteht  aus  den  Zie- 
hungsergebnissen  der  Lotterien  in  Prag  und  Brunn  seit  ihr^n 
Beginn  1754  resp.  1771  bis  zum  Jahre  1886.  Es  handelt  sich 
um  Lotterien  von  90  Nuinmern,  von  denen  bei  jeder  Ziehung  5 
Nummern  gezogen  werden.    • 

Die  Untersuchungen  beziehen  sich 

1.  auf  die  Zusammensetzung  der  Ziehungen  aus  ein«  und 
zweizifferigen  Nummern, 

2.  aur  die  Anordnung  der  Nummern  innerhalb  einer  Ziehung, 

3.  auf  die  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  i 
aufeinanderfolgenden  Ziehungen  sämtliche  Nummern  der  Lotterie 
erschöpft  werden  ^ 

4.  auf  wiederholte  Nummern,  Amben,  Temen, 
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5.  auf  dieOesamtwiederholuDgszahlen  der  einzelnen Nammern, 

6.  anf  die  Wiederholungszahlen  der  einzelnen  Nummern,  ge- 
ordnet naeh  der  erBten,  zweiten,  bis  fünften  Stelle,  an  welcher 
sie  erschienen  sind. 

Die  Ergebnisse  der  Beobachtung  stimmen  sehr  gut  mit  den 
aus  der  Rechnung  hervorgehenden  Resultaten  Qberein. 

Ls. 


W.  G.  Imschbnktzky.  Elementare  Ableitung  des  Ge- 
setzes der  grossen  Zahlen  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung.    Cbaik.  Ges.  (2)  1.  1-6.  (RasBisch) 

Herr  Tschebyscheff  hat  im  Jahre  1867  (Moskauer  Mathemati- 
sche Sammlung  Bd.  II)  einen  elementaren  Beweis  für  das  Theorem 
Ober  die  mittleren  Grössen  gegeben;  in  der  vorstehenden  Ab- 
handlung wird  dieser  Beweis  vereinfacht  und  zur  Ableitung  des 
Gesetzes  der  grossen  Zahlen  angewandt.  Wi. 


P.  S.  Nasimopf.  Zum  Newton'schen  Binome.  (Aus 
den  Vorlesungen  über  die  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. )    Warsch.  Univ.  Naobr.  1888.  9.  (BaasiBch.) 

Verschiedene  Eigenschaften  des  Newton'sehen  Binoms,  welche 
zam  Beweise  des  Theorems  von  BernouUi  dienen,  werden  ab* 
geleitet.  Wi. 

VoTBR.     Note  sur  un  probl^me  du  calcul  des  probabilit^s. 

C.  a  CVI.  256-257. 

Eine  Urne  enthält  a  weisse  und  m—a  schwarze  Kugeln. 
Ein  Spieler  zieht  Kugeln,  stets  je  eine,  bis  er  p  weisse  Kugeln 
gezogen  hat.  Er  bekommt  für  jede  gezogene  Kugel  einen 
Franken.  Wie  gross  ist  die  mathematische  Hoffnung  der  zu  er- 
haltenden Summe? 

Erster  Fall.    Nach  jeder  Ziehung   wird  die  Kugel  wieder 


in  die  Urne  zurtlckgelegt.     Die  Lösung  ist  p 


m 


a 
14 
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Zweiter  Fall.    Die  gezogene  Kugel  wird  nicht  in  die  Urne 

zurückgelegt.     Die  Lösung  ist  p 7-.  , 

H  -f«  1  JL/8. 


StDNKY  LüPTON.     Micheirs  problem.     NatnreXXXVIII. 272-274. 

Die  von  Michell  in  den  Phil.  Trans.  1767,  S.  243  zuerst 
aufgestellte  und  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung beantwortete  Frage  nach  der  Ursache  der  ungleich- 
förmigen Verteilung  der  Sterne  am  Himmel  oder  der  Zusammen- 
gehörigkeit einzelner  zu  Systemen  ist  wiederholt  behandelt  wor- 
den, u.  a.  von  Forbes  (Phil.  Mag.  1850)  und  Struve.  Die  Resultate 
stimmen  nicht  überein.  Der  Verfasser  sucht  den  Grund  der  Ab- 
weichung in  den  willkürlichen  Annahmen,  welche  jeder  Autor 
machen  muss,  um  die  Aufgabe  einer  mathematischen  Bearbeitung 
zug&nglich  zu  machen.  Ueber  den  Gegenstand  äussert  sich  Hr. 
Bertrand  (S.  171  des  Calcul  des  probabilitös)  ungefähr  ebenso, 
jedoch  in  klarerer  Weise.  Lp. 


J.  Kleiber.     Micheirs  problem.    Natare  xxxviii.  342. 

Verweis  auf  den  Artikel  in  Phil.  Mag.  (5)  XXIV  (F.  d.  M. 
XVIII.  1887.  207)  und  Versuch,  die  Ansichten  des  Hm.  Lupton 
zu  widerlegen.  Lp. 

S.  Lupton.     Micheirs  problem.    Natare  xxxviii.  4X4. 
Erwiderung  auf  die  vorige  Notiz.  Lp. 


E.  RoucHE.     Sur  uu  probl^me  relatif  k  la  durde  du  jeu. 
C.  R.  cvi.  47.49. 

J.  Bertrand.      Demonstration    du    th^or&me   pr^c^dent. 

C.  R    CVI.  49-51. 

Peter  und  Paul  spielen  gegen  einander  so  lange,  bis  einer 
von  beiden  ruinirt  ist.  Die  Vermögen,  die  sie  bei  Beginn  des 
Spieles  besitzen,    werden    mit  A  und  B  bezeichnet,  die  Einsätze 
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bei  jeder  Partie  mit  a  und  ft,  die  WahrscheiDlichkeiten,  eine 
Partie  zn  gewinnen,  mit  p  und  9,  wo  ^  +  9  =  1* 

Johann,  der  nicht  am  Spiel  teilnimmt,  boII  für  jede  Partie, 
die  gespielt  wird,  1  Franc  erhalten.  Wie  gross  ist  die  mathe- 
matiBche  Hoffnung  V  dieser  Zusage? 

Vorausgesetzt  wird,  dass  das  Spiel  nicht  nach  den  Regeln 
der  Billigkeit  eingerichtet  ist,  sondern  dass  (a'\-b)p'-a^O. 

Angenommen,  diese  Differenz  sei  positiv,  so  ist  der  Vorteil 
auf  Seiten  yon  Peter,  und  wenn  P  die  Wahrscheinlichkeit  be- 
zeichnet, dass  Peter  den  Paul  ruinirt,  dann  findet  Rouchä 

^^   (A  +  B)P-A 
(a  +  ft)  p  —  a 

Zu  dem  gleichen  Ergebnis  kommt  Bertrand  auf  einem  etwas 
andern  Wege. 

£8  wird  noch  besonders  hervorgehoben,  dass  die  Lösung 
keine  Oöltigkeit  hat,  wenn  das  Spiel  nach  den  Regeln  der  Billig- 
keit eingerichtet  ist.  Ls. 

E.  Rouch:6.  Sur  la  dar^e  du  Jeu.  c.  R.  cvi.  253-256,  338-340. 
Dblamnot.     Sur   la   durde    du  jeu.      s.  m.  p.  BuII.  xvi. 

124-128. 

E.  RoucH]^.     Observations  en  r^ponse  k  une  Note  de  M. 
Delannoy.    8.  M.  P.  Bull.  xvi.  149-150. 

Es  wird  angenommen,  dass  Peter  und  Paul,  die  gegen  ein- 
ander spielen,  gleiche  Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnens  haben; 
jeder  von  beiden  besitzt  bei  Beginn  des  Spiels  n  Francs,  bei 
jeder  Bnräe  zMt  der  Verlierende  dem  Gewinner  1  Franc,  und 
das  Spiel  soll  so  lange  dauern,  bis  einer  der  Spieler  ruinirt  ist. 
Genehi  wird  die  Wahrscheinlichkeit  P,  dass  dieser  Fall  nach 
einer  angegebenen  Anzahl  von  Partien  eintritt. 

In  dem  ersten  Aufsatz  giebt  Rouchä  eine  strenge  Lösung, 
und  in  dem  zweiten  formt  er  dieselbe  um  in  eine  fQr  die  nu- 
merische Rechnung  geeignete  Formel. 

Delannoy   behandelt   das   Problem  in   anderer   Weise  und 
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kommt* ZU  einem  Resultat,  welches  von  der  UDgeformten,  für  die 
numerische  Rechnung  bestimmten  Formel  Rouchä*8  abweicht 

In  seiner  Antwort  darauf  nimmt  Rouchö  sein  Verfahren  und 
seine  Formeln  gegen  Delannoy  in  Schutz,  behauptet  auch  die 
Richtigkeit  der  von  ihm  gegebenen  Hauptformel,  giebt  aber  zu, 
dass  er  sich  bei  der  Umformung  im  letzten  Stadium  der  Rechnung 
bei  der  Division  geirrt  habe.  Ls. 


J.  Bbrtrand.  Sur  rind^termination  d'un  problfeme  r^sola 
par  Poisson.  C.  R.  CVI.  636-638. 
Bekanntlich  hat  Buffon,  um  das  St.  Petersburger  Problem 
experimentell  zu  prüfen,  eine  MQnze  4040-mal  in  die  Höhe  ge- 
worfen, wobei  er  2048-ma)  die  Bildfläche  erhielt  Poisson  hat 
die  Wahrscheinlichkeit  gesucht,  dass  die  Monze  einen  Fehler 
hatte,  und  dieselbe  gleich  0,81043  gefunden.  Dieses  Resultat  ist 
dem  Verfasser  nach  zwei  Richtungen  sehr  auffallend,  die  erste 
Ziffer  8  ist  sehr  gross,  und  er  versteht  nicht,  wie  bei  einer 
solchen  Aufgabe  die  Lösung  bis  zu  einem  Hunderttausendtel  gehen 
kann.  Er  gelangt  zu  dem  Schluss,  dass  die  Rechnung,  welche 
Poisson  gemacht  hat,  durchaus  nicht  auf  den  Versuch,  den  Buffon 
anstellte,  angewandt  werden  kann.  Ls. 


A.   AURIC.      Probleme.    Nonv.  Aqd.  (3)  VII.  198-199. 

Es  drehen  sich  n  Zeiger  um  dieselbe  Axe  in  gleicher  Rich- 
tung, jedoch  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten;  die  des 
nächsten  Zeigers  ist  immer  p-mal  so  gross,  wie  die  des  vorher- 
gehenden. 

Es  handelt  sich  darum,  eine  Position  der  n  Zeiger  zu 
finden,  welche  eine  circuläre  Permutation  zulässt  Ls. 


J.  Bertrand.  Probabilit^  du  tir  ä  la  cible.     c.  r.   cvi. 

232-234. 

J.  Bbrtrand.  Seconde  uote  sur  la  probabilitä   du    tir 

k  la  cible.  C.  R.  CVI.  387-391. 


IV.  AbBchoitl.  WahncheinlichkeiUrecbnoDg  n.  Combi oatioDsIdbre.  215 

Mbnabrba.  Remarqne  relative  aux  travaux  snr  la  ba- 
listiqne  de  M.  Siacci.    C.  B.  GVL  391. 

J.  Bertrand.  Troisi^me  note  sur  la  probabilitä  du  tir 
k  la  cible.     c  r.  GVI.  021-022. 

Gros.  Jung.  A  propos  de  denx  r^centes  comrannications 
de  M.  J.  Bertrand  „Sur  la  probabilitä  du  tir  k  la 
cible.*     c.  R.  ovi.  1001-1003. 

J.  Bbrtrand.     Note  Bur  le  tir  k  la  cible.    G.B.CVII.  205-207. 

Man  hat  hinsichtlich  der  Wahrscheinlichkeit  beim  Scheiben- 
schiessen  einen  Satz  gelten  lassen,  den  Bertrand  nicht  f&r  richtig 
hält  Der  Satz  heisst:  Wenn  man  durch  das  Gentrum  einer 
Scheibe  eine  horizontale  und  eine  verticale  Axe  legt,  um  anf 
dieselben  die  Coordinaten  des  getroffenen  Punktes  zu  beziehen, 
und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Abscisse  zwischen  x  und 
(x  +  dx)  enthalten  ist,  mit  tp(x)dx^  entsprechend  die  Ordinate 
zwischen  y  und  (y-f  ^v)  mit  V'(y)dy  bezeichnet,  so  wird 

g>{x)\p(y)dxdy 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  getroffene  Punkt  in  dem  Recht- 
eck dx  dy  liegt,  dessen  Ordinaten  x  und  y  sind. 

Die  hier  gemachte  Anwendung  des  Satzes  von  dem  Product 
der  Wahrscifeinlichkeit  erklärt  Bertrand  f&r  unrichtig,  weil  die 
Wahrscheinlichkeiten  tp  und  xp  nicht  von  einander  unabhängig 
sind,  und  man  fp{x)dx  mit  einem  Factor  multipliciren  muss,  der 
eine  Function  von  x  und  y  ist. 

Damit  werden  dann  die  Formeln  von  Poisson  in  dem 
, Memorial  d' Artillerie''  und  die  Formeln  von  Bravais  über  die 
Lage  eines  Punktes  hinfällig.  Des  weiteren  beschäftigen  sich 
diese  Aufsätze  mit  der  Frage,  was  an  die  Stelle  jener  Formeln 
zu  setsen  ist,  wobei  auf  die  Arbeiten  von  Oeneral  Putz  und 
Major  Siacci  Bezug  genommen  wird.  ^  Endlich  wird  die  grosse 
Uebereinstimmung  der  Formeln  mit  den  Ergebnissen  von  1000 
Scbiessversuchen  mit  10  Flinten  desselben  Modells  auf  200  m 
Entfernung:  nachgewiesen.  Ls. 
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Putz.  Memoire  siir  les  principes  fondamentanx  de 
Tapplication  du  calcul  des  probabilit^s  aux  qaestioiis 
d'artillerie.     Nancy.  60  s. 


J.  Bbrtrand.     Sur  Passociation  des  ^lecteurs  par  le  sort. 

c.  R.  CVI.  17-19. 

Es  ist  wiederholt  betont  worden,  dass  bei  der  Vereinigung 
der  Wähler  eines  Landes  durch  das  Los  zu  WahlcoUegien  die 
Gewählten  keineswegs  die  verschiedenen  Meinungen  in  ihren 
wahren  Verhältnissen  sur  Darstellung  bringen  wttrden,  dass  viel- 
mehr die  vorherrschende  Partei  im  höchsten  Masse  dadurch  be- 
günstigt wflrde. 

Bertrand  demonstrirt  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  und 
weist  an  einem  Beispiel  nach,  dass  bei  5^+^  Millionen  Wählern, 
von  denen  500  Abgeordnete  gewählt  werden  sollen,  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  die  Minorität  auch  nur  einen  einzigen  ihrer 
Candidaten  durchbringt,  kleiner  ist  als  die  Wahrscheinlichkeit, 
nach  einander  zwei  Quinen  in  der  Lotterie  zu  gewinnen,  falls 
die  Wähler  durch  das  Los  in  Oruppen,  deren  Bildung  er  an- 
giebt,  gebracht  werden.  Ls. 


J.  Bertrand.      Sur   Tapplication  da  calcul   des  proba- 
bilit^s  k  la  th^orie  des  jugements.    Paris  Soc.  Phil.  69-76. 

Der  Verfasser  erklärt  sich  gegen  die  Anwendung  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf  die  richterliche  Beurteilung  der  Straf- 
fälle und  die  Möglichkeit  der  Vergleichung  eines  dabei  began- 
genen Irrtums  mit  dem  Ziehen  weisser  oder  schwarzer  Kugeln 
aus  einer  Urne,  und  wendet  sich  mit  grosser  Schärfe  gegen  die 
von  Gondorcet,  Laplace,  Poisson  und  Arago  in  dieser  Hinsicht 
aufgestellten  Behauptungen.  Ls. 


E.  DoRMOY.     L'^cart^.     Trait^  math^matique  du  Jen  de 

ViCHYii.     PariB.  8«. 
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E.  CzuBBR.     Mittelwerte,  die  Krümmung  ebener  Ciirven 
ond  krammer  Flächen  betreffend.      Hoppe  Arcb.   (-2)    vi. 

394-904. 

Der  Verfasser  entwickelt  fttr  ebene  Curven  den  mittleren 
KrflmmaDgsradios  und  die  mittlere  ErQmmuog  eines  Bogens. 
Bei  den  krummen  Flächen  werden  unterschieden  die  Schnitte: 

1.  durch  eine  Tangente  der  Fläche, 

2.  durch  eine  Normale  derselben, 

3.  durch  einen  Punkt  der  Fläche,  und  für  jede  dieser  Klassen 
wird  der  mittlere  Krtimmungshalbmesser  festgestellt,  ebenso  wie 
die  mittlere  KrQmmung,  und  schliesslich  wird  auch  die  mittlere 
ErQmmung  und  der  mittlere  Krümmungsradius  der  Fläche  be- 
stimmt Ls. 


De  Wächter,    A.  Martin.      Solution  of  question  9271. 

Ed.  Times  XLIX.  24. 

Eine  gegebene  Strecke  wird  in  vier  Stücke  beliebig  geteilt. 
Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  vier  Segmente  die  Seiten  eines 
Vierecks  bilden,  ist  gleich  |.  Lp. 


J.  Nbüberg,  De  Wächter,   P.  H.  Schoutb.     Solutions 

of  question   9423.     Ed.  Times  XLIX.  69-70. 

Zwei  Stäbe  von  den  Längen  a  und  b  werden  willkürlich  in 
je  zwei  Stücke  zerbrochen.  Die  Wahrscheinlichkeit  tr,  dass  ein 
Stück  des  ersten  und  eins  des  zweiten  Stabes  zusammen  eine 
kleinere  Gesamtlänge  als  c  haben,  ist: 

1)  IT  =  cV2flfc,  wenn  fc  >  o  >  c; 

2)  »  =  (2c— a)/26,  „      6>c>a; 

3)  IT  =  1- (a+6-c)V2a6,  „      c>  6  >  a. 

Lp. 

T.  C.  SmiiGNs,    P.  H.  Schotte.      Solution   of  question 

9015.     Bd.  Times  XLVIU.  74-75. 
Die  Längen  dreier  Strecken  gehen  nicht  über  a,  fr,  c  hinaus; 
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die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  die  Seiten  eines  Dreiecka  bilden, 

ist  (a  <.b  <.  e): 

.  Lp. 

De  Wächter,    J.  Bbtens.     Solution  of  queation  9350. 

Ed.  Times  XLIX.  87. 

Ein  Punkt  wird  beliebig  im  Innern  eines  Dreiecks  ange- 
nommen. Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  seine  AbstAnde  von  den 
Seiten  eines  Dreiecks  selber  die  Seiten  eines  neuen  Dreiecks 
bilden  können,  ist  2abc/[{b-\'C)(c-\-d)(a-\'b)\.  Lp. 


W.  S.  B.  WooLHOusE.     Solution  of  questions  2396,  6931, 

8935.     Ed.  Times  XLIX.  41-46. 

ABCD  sei  ein  beliebiges  convexes  Viereck,  dessen  Diagonalen 
AC  und  BD  sich  in  £  schneiden;  man  setze  2AE.EC;AC^  =  q^ 
2BE .  ED :  BD*  =  q\  Fünf  Punkte  werden  im  Innern  dea  Vier- 
ecks als  Ecken  eines  FQnfecks  F^  angenommen.  Die  Wahrschein- 
lichkeit, 1)  dass  F^  nur  concave  innere  Winkel  hat,  ist  iV(ll^+5^?'); 
2)  dass  F,  eine  einzige  einspringende  Ecke  hat,  ist  |;  3)  dass 
zwei  einspringende  Ecken  vorhanden  sind,  ist  -f^il  —  QQ')- 

Lp. 

C.  B.  Clarkb.      Solution    of   question    4251.     Bd.  Times 

XLIX.  61-62. 

Sind  il,  fi,  C  drei  Kreise,  von  denen  B  innerhalb  Ä^  C  inner- 
halb B  liegt,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Mittelpunkt 
von  A  innerhalb  C  liegt,  gleich  |.  Lp. 


D.  BiDDLE,  W.  S.  B.  WooLHOUSE.     Solution  of  question 

9516.     Ed.  Times  XLIX. 

Erörterung  über  den  Sinn  der  „Willkflrlichkeit**  bei  der 
geometrischen  Wahrscheinlichkeit  über  die  Annahme  eines  Kreises 
nnerhalb  eines  anderen.  Lp. 
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F.  Y,  Edgbworth.      On    a    new    method    of    reducing 
observHtions  relating  to  several  quantities.  Pbil.  Mag.  (o) 

XXV.  184. 191. 

Da  manche  Einwände  gegen  den  von  Hrn.  Edgeworth  vor- 
geschlagenen Ersatz  fflr  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  von 
Hrn.  Turner  erhoben  sind  (s.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  216),  so  fasst 
Hr.  Edgeworth  in  dem  gegenwärtigen  Aufsatz  seine  Regel  in 
einer  Form  ab,  auf  welche  die  Einwände  nicht  mehr  passen, 
und  Iftsst  sich  abermals  Aber  den  Nutzen  seiner  vorgeschlagenen 
Methode  aus  als  einen  Ersatz  oder  doch  ein  HQlfsmittel  fUr  die 
gewöhnliche  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Gbs.  (Lp.) 

R.  H.  Smith.      True    average    of    observations.      Natnre 

XXXVII.  464. 

Statt  des  arithmetischen  Mittels  schlägt  der  Verf.  folgendes 
Verfahren  vor.  Man  schliesse  zunächst  stark  abweichende  Be- 
obachtungen aus  und  setze  eine  obere  und  untere  Grenze  fest. 
Es  seien  ,x^yX^yX^^.,.  die  Ueberschflsse  der  verschiedenen  Mass- 
zahlen Ober  die  untere  Grenze,  x^  der  Ueberschuss  des  wahr- 
scheinlichsten Wertes.    Man  gebe  jedem  x  das  Gewicht 


■-(■^y 


und  nehme  das  Mittel  der  mit   diesem  Gewichte  behafteten  x^ 
so  folgt 

2x2x''-^2x^ 


x^  = 


*  2x^2x^2x^    ' 

eine  quadratische  Gleichung  fttr  x^  mit  der  Wurzel 

2x^  {        ,/I        2x2x* 

Lp. 


J.  Bkrtrand.      Sur    la   loi    de    probabilitä    des   erreurs 
d'observation.     c.  r.  ovi.  153-106. 
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F.  TissRRAND.      Remarqne    ä    Toccasion  d'une  commu- 
nication  de  M.  J.  Bertrand.     0.  R.  QYL  231-232. 

Das  Ganss'sche  Fehlergesetz  ist  das  einzige,  aus  welchem 
folgt,  dass  aas  Terschiedenen  unter  gleichen  Verhältnissen  ge- 
machten unmittelbaren  Beobachtungen  der  mittlere  Wert  der 
wahrscheinlichste  ist.  Der  Verf.  giebt  hierzu  weitere  Erläute- 
rungen. La. 

J.  A.  Kletber.     Theorie  der  Ausgleichung  der    Beob. 

achtungsreihen.     Kasan.  Ges.  VI.  148-239.  (BoMiscb.) 

Herr  Schiaparelli  hat  in  seiner  Abhandlung:  „Sul  modo  di 
ricavare  la  vera  espressione  delle  leggi  della  natura  dalle  curre 
empiriche*'  (Effemeridi  Astronomiche  di  Milano.  1867)  eine  neue 
Methode  der  Ausgleichung  der  Beobachtungsreihen  auseinander- 
gesetzt. Nach  dieser  Methode  wird  in  dem  allgemeinen  Falle, 
welcher  zuerst  im  Torliegenden  Aufsatze  betrachtet  wird,  der 
Wert  y^  irgend  einer  Function  y  von  x  ttir  x  =^  x^  als  eine  lineare 
Function  der  beobachteten  Werte  y^,  y„  ...,  y»  dieser  Function  für 
die  Werte  a;,,a;„  ...,  x«  der  Variable  x  dargestellt: 

die  Coefficienten  o^  werden  unter  der  Bedingung  erhalten,  dass  der 
Wert  y^  das  grösste  Gewicht  hat.  Wenn  wir  jetzt  ytiVn  -*-i  y» 
durch  y^  mit  Hülfe  der  Taylor'schen  Reihe  ausdrücken  und  da- 
bei nur  die  n  ersten  Differentialquotienten  bebalten,  so  bekommen 
wir  nach  der  Anwendung  der  bekannten  Methode  der  Maxima 
und  Minima  die  gesuchte  Formel.  In  dem  Falle  dass  die  Werte  yi 
ein  gleiches  Gewicht  haben  und  den  äquidistanten  Werten  von  x 
entsprechen,  bekommen  wir  die  Formeln  des  Herrn  Schiaparelli. 
Der  vorliegende  Aufsatz  hat  zum  Zweck  sowohl  eine  Verall- 
gemeinerung der  Resultate  des  Herrn  Schiaparelli,  als  auch  eine 
umständliche  Anwendung  seiner  Methode  auf  die  Ausgleiehung 
der  Derivirten,  die  Auffindung  der  Coefficienten  der  empirischen 
Formeln,  die  Integration  und  verschiedene  andere  fttr  die  Praxis 
der  Meteorologie  sehr  wichtige  Fragen. 

In  einem  Anhange  werden  die  Eigenschaften  der  Determi- 
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DaDten  von  der  Form 


«.»    0      o„    0 
0       o,,     0      a 


II 


•  • 


^10         ^  ^29         0        .  .  . 

0       a„     0       o„  . .  - 


betrachtet,  die  im  Aufsatze  eine  Anwendung  finden.  Wi. 


J.  Bertrand.     Sur  la  dötermination  de  la  pröcision  d'un 
Systeme  de  mesures.     CR.  cvi.  440  443. 

Wenn  eine  Grösse  sehr  häufig  gemessen  worden,  so  schliesst 
man  aus  der  grösseren  oder  geringeren  Uebereinstimmung  der 
Resultate  auf  die  Gttte  des  Instruments  und  auf  die  Geschick- 
lichkeit des  Beobachters.  Setzt  man  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  Fehlers  a  proportional  dem  Ausdruck  6"^^*%  so  misst  die 
Constante  k  die  Genauigkeit. 

Nach  Gauss  hat  man  die  Gleichung 

2*'    ""       n     ' 
wo  S,  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  und  n  die  Anzahl  der 
Messungen  bezeichnet. 

Bertrand  weist  darauf  hin,  dass  man  k  auch  in  anderer 
Weise  finden  kann,  und  dass  keineswegs  aus  der  Bestimmung 

1       ^     S, 


2*'  n 

gefolgert  werden  darf,  dass  man  immer  am  besten  tbut,  diesen 

Wert  za  adoptiren;  denn  der  wahrscheinlichste  Wert  einer  Grösse 

sei  keineswegs  unter  allen  Umständen  auch  der  plausibelste. 

Dies  wird  dann  weiter  ausgefQhrt.  Ls. 


J.  Bertrand«      Sur  la    rigueur  d'une    d^monstration  de 

Gauss.       C.  R.  OVI.  563-565. 

Der  Verfasser  weist  darauf  hin,  dass  Gauss  selbst  das  von 
ihm  1809  veröffentlichte  Gesetz  der  Fehlerwahrscheinlichkeiten, 
welches  von  allen   Beobachtern  aogenomnien    worden,    und    be- 
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ständig  darch  seine  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrang  be- 
stätigt wird,  später  als  streng  richtig  nicht  anerkannt  habe. 
Gauss  habe  zwei  Abbandlungen  geschrieben,  um  sich  gewisser- 
massen  von  diesem  Gesetz  frei  zu  machen,  indem  er  die  aas 
demselben  abgeleiteten  Resultate  unabhängig  yon  dem  Gesetz 
beweist.  Bertrand  glaubt  die  Erklärung  dafür  gefanden  %n 
haben.  Die  Gauss'sche  Beweisführung  gründet  sich  auf  das 
Postulat,  dass  der  Mittelwert  aus  den  Resultaten  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Messungen  der  wahrscheinlichste  Wert  sei,  den  man 
aus  diesen  Messungen  ableiten  kann.  Der  Verfasser  nimmt  nun 
keineswegs  an,  dass  die  Unmöglichkeit,  diesen  Satz  zu  beweisen, 
Gauss  bestimmt  habe;  er  will  auf  ein  anderes  Bedenken  auf- 
merksam machen.  Wenn  J  der  begangene  Fehler  ist,  so  be- 
zeichnet Gauss  ohne  weiteres  durch  ip(J)  die  Wahrscheinlich- 
keit dieses  Fehlers.  Die  Wahrscheinlichkeit  hängt  allerdings  von 
der  Grösse  des  Fehlers  ab,  aber  nicht  minder  auch  von  der  ge- 
messenen Grösse.  Wenn  man  das  beachtet,  und  Bertrand  giebt 
dafür  Beispiele  an,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  ^ 
gleich  q>(X^J)^  wo  X  die  gemessene  Grösse  ist;  dann  ist  aber 
die  Beweisführung  nicht  möglich. 

Auch  zeigt  Bertrand  an  einem  Beispiel,  dass  die  Schluss- 
folgerung wirklich  nicht  streng,  sondern  nur  näherungsweise 
richtig  ist.  Ls. 

J.  Bertränd.      Sur  la  combinaison   des   mesures   d'une 
m^me  grandeur.     c.  R.  OVI.  701-704.  • 

Es  liegen  verschiedene  Messungen  derselben  Grösse  vor, 
aus  denen  die  constanten  f^ehler  eliminirt  sind;  alle  Beobach- 
tungen verdienen  gleiches  Vertrauen,  und  man  hat  den  Mittel- 
wert der  Messungen  als  den  besten  Wert  acceptirt,  auch  gefan* 
den,  dass  der  zu  befürchtende  Fehler  sehr  klein  ist.  Unter 
diesen  Verhältnissen  wird  man  geneigt  sein,  die  Beobachtungen 
nicht  als  gleich  vertrauenswürdig  anzusehen ;  es  erscheint  natür- 
lieh,  diejenigen,  welche  sich  weiter  vom  Mittelwert  entfernen,  für 
minder  gut  zu  halten,  sie  vielleicht  ganz  vernachlässigen  zu 
wollen. 
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Der  Verfasser  antersücht  die  Folgen,  welche  entstehen,  wenn 
man  BeobachtODges,  die  man  für  minder  vertrauenswert  hält, 
anssdKeidet,  and  kommt  zu  dem  Resultat,  dass  man  es  thun 
darf,  wenn  dadurch  das  Quadrat  des  aus  der  ganzen  Beobach- 
tungsreihe  abzuleitenden  mittleren  Fehlers  verringert  wird. 

Ls. 

H.  Fatb.     Sar  certains  points  de  la  th^orie  des  erreurs 
accidentelles.     c.  R.  CVI.  783-786. 

Dies  ist  ein  Schreiben  von  Hrn.  Faye  an  den  Sekretär  der 
Akademie,  in  welchem  er  sich  aber  die  GrQnde  ausspricht,  die 
ihn  zu  der  Annahme  veranlassen,  dass  das  arithmetische  Mittel 
keineswegs  unter  allen  Umständen  das  wahrscheinlichste  Resultat 
giebf.  Er  betrachtet  den  Satz  nur  als  näherungsweise  zutreffend, 
will  aber  trotzdem  abweichende  Beobachtungen  nur  dann  aus- 
dchliessen,  wenn  sie  sofort,  nachdem  sie  angestellt,  und  bevor 
sie  irgend  einer  Rechnung  unterworfen  worden,  als  zweifelhaft 
erkannt  wurden.  Ls. 

J.  Bbrtrand.     Sur  la  valeur  probable   des   erreurs   les 
plus  petites  dans  une  sdrie  d'observations.     o.  a  cvi. 

786-788. 

Der  Verfasser  ist  der  Meinung,  dass  man  den  Mittelwerten 
eine  zu  grosse  Bedeutung  beigelegt  hat.  Wenn  man  im  Stande 
wäre,  die  besten  Messungen  einer  wiederholt  gemessenen  Grösse 
zu  entdecken,  so  wflrden  diese  den  Mittelwerten  weit  vorzuziehen 
sein.  Ls. 

J.  Bbrtrand.     Sur  T^valuation  a  posteriori  de  la  con- 
fiance  m^rit^e  par  la  moy6nne  d'une  s^rie  de  mesures. 

CR.  OVI.  887-891. 

Der  Verfasser  argumentirt  folgendermassen :  Wenn  die 
Uebereinstimmung  der  Beobachtungen  besonderes  Vertrauen  ein- 
flössty  so  liegt  die  Ursache  darin,  dass  man  daraus  mit  vollem 
Recht  auf  die  GQte  der  Instrumente   und.  die   Geschicklichkeit 
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des  Beobachters  schliesst  Man  habe  einen  Winkel  dreimal  ge- 
messen  und  dreimal  dasselbe  Resultat  bekommen  bis  auf  0,1 
Seeunde;  so  dQrfe  man  das  Instrument  fbr  yortOglicb  und  den 
Beobachter  ffir  sehr  geschickt  erklären.  Gauss  und  Bessel  haben 
den  Beobachtungen  gegenüber  die  Genauigkeit  als  Unbekannte 
betrachtet.  Der  zu  befürchtende  Fehler  sei  proportional  der 
Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  Differenzen 
zwischen  den  verschiedenen  gefundenen  Werten  und  ihrem 
arithmetischen  Mittel.  Sind  die  gefundenen  Werte  gleich,  so  er* 
klärt  die  Formel  das  Instrument  för  vollkommen.  Der  Verfasser 
will  ein  anderes  Problem  lösen,  und  stellt  sich  auf  einen  andern 
Standpunkt.      Das    Instrument    sei    bekannt;    vorausgegangene 

« 

Versuche  und  sich  täglich  wiederholende  Erfahrungen  lassen  keine 
Unsicherheit  zu  über  seinen  Genauigkeitsgrad  und  auch  nicht 
Über  die  Geschicklichkeit  des  Beobachters.  Daran  kann  nichts 
durch  das  Ergebnis  von  5  oder  6  neuen  Messungen  geändert 
werden.     Die  Genauigkeit  ist  als  gegeben  zu  betrachten. 

Welches  ist  der  mittlere  zu  befürchtende  Fehler,  und  wie 
hängt  er  von  der  Uebereinstimmung  der  Resultate  ab? 

Es  wird  gezeigt,  dass  eine  solche  Abhängigkeit  gar  nicht 
stattfindet.  Ls. 

E.  Carvallo.  Sur  rapplication  de  la  m^tbode  des 
moindres  carrös.  c.  R.  CVI.  924-927. 
Die  Bemerkungen  beziehen  sich  auf  den  Fall,  wo  die  Ge* 
nauigkeit  der  Beobachtung  als  variabel  betrachtet  werden  muss, 
und  schliessen  sich  an  Formeln  an,  welche  der  Verfasser  schon 
früher  veröffentlicht  hat.  Ls. 


J.  Bertrano.     Sur  l'erreur  k  craindre  dans  T^yalaation 
des  trois  angles  d'un  triangle.     0.  R.  GVL  967-970. 
Die  drei  Winkel  eines  Dreiecks   sind   gemessen   nach  Me- 
thoden, die  für  jeden  derselben  den  gleichen  Fehler  befOrcbteu 
lassen.    Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  s  sei  gleich 

Yfi 
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Mmn  hat  fflr  die  drei  Winkel  gefunden  A  +  B+C=:  180''  +  a 
und  muss  al8o  jeden  Winkel  um-^  verkleinern.    Das   Quadrat 

des  zu  befürchtenden  Fehlers  ist 


3if 

Der  Verfasser  fragt,  ob  das  Vertrauen,  welches  man  den 
Beobaehtungen  schenken  kann,  von  dem  absoluten  Wert  ron  a 
abhängig  ist.    Er  unterscheidet: 

1.  Die  Instrumente  sind  unbekannt  oder  wenig  bekannt;  dann 
ist  die  Winkelsumme  ein  schätzbares  Zeichen,  zuweilen  das  ein- 
zige der  Güte  der  Operation. 

2.  Das  Instrument  ist  gut  bekannt,  und  der  Wert  von  h  steht 
fest;  dann  ändert  die  Grösse  o  nichts  an  der  Schätzung  des  zu 
befflrchtenden  Fehlers.  Ls. 


J.  Bertrand.     Sur  la   möthode  des  moiadres  carr^s. 

C.  B.  GVL  1115-1118. 

Der  Verfasser  zeigt,  worin  der  Fortschritt  besteht,  den  Gauss 
in  seiner  Beweisführung  1821  gemacht,  gegenüber  derjenigen  von 
1809,  welche  ohne  Gegenrede  vonLaplace  angenommen  worden 
war.  Ls. 

J.  Bertrand.     Sur  la  pr^cision  d'un  syst^oie  de  mesures. 

ü.  B.  CVI.  1195-1198. 

J.  Bbktrand.  Sur  las  cons^quences  de  T^galit^  antra  la 
valeur  vraie   d'un    polynöme    et   sa  valaur  inoyenne. 

CR.  CVI.  1259-1263. 

E.  GüYON.  Note  relative  ä  Taxpression  de  Ferraur  pro- 
bable d*un  Systeme  d'observations.  c.  r.  ovi.  1282-1285, 

Ls. 

J.  Bertrand.  Note  sur  l'introduction  das  probabilit^s 
moyennes  dans  rintarprötation  des  r^sultats  da  la 
statistique.     G.  B.  ovi.  1311-1314. 

Wenn  man  bei   den   statistischen   Beobachtungen    die  Yer- 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  1.  15 
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hftltnisse  in  Betracht  zieht,  so  pflegt  man  sie  mit  den  Ziehungen 
von  weissen  und  schwarzen  Kugeln  aus  einer  Urne  zu  ver- 
gleichen. Ein  genaueres  Studium  der  Tabellen  zeigt  jedoch, 
dass  die  Abweichungen  von  dem  wahrscheinlichsten  Fall  andere 
sind  bei  dem  Ziehen  von  Kugeln  als  bei  den  statistischen  Er- 
hebungen. Soll  man  deshalb  darauf  verzichten,  diese  Resultate 
als  den  Ziehungen  von  Kugeln  analog  zu  betrachten? 

Wenn  es  sich  z.  B.  um  die  jährlichen  Sterbef&Ile  fttr  Per- 
sonen von  40  Jahren  handelt,  so  konnte  man,  wie  der  Verfasser 
meint,  an  verschieden  zusammengesetzte  Urnen  denken,  ver- 
schieden für  Männer  und  fQr  Frauen,  fQr  die  ländliche  und  für 
die  städtische  Bevölkerung,  verschieden  endlich  nach  Berufsarten 
und  Lebensweise;  dann  wQrde  sich,  einerlei  wie  gross  die  Anzahl 
und  wie  auch  die  Zusammensetzung  der  Urnen  ist,  eine  mittlere 
Wahrscheinlichkeit  ergeben,  und  eine  unveränderliche  Beziehung 
zwischen  der  Zahl  der  schwarzen  Kugeln,  die  aus  den  ver- 
schiedenen Urnen  hervorgegangen  sind,  und  der  Gesamtzahl  der 
Ziehungen.  Der  Verf.  teilt  mit,  dass  er  das  folgende  Theorem 
erwiesen  habe. 

Einerlei  wie  gross  auch  die  Zahl  der  Urnen  und  ihre  Zusammen- 
setzung ist,  so  bleibt  doch  das  Gesetz  der  Abweichungen  dasselbe 
wie  bei  einer  einzigen  Urne  von  gegebener  Zusammensetzung; 
aber  diese  Urne  ist  nicht  diejenige,  welche  die  mittlere  Wahr- 
scheinlichkeit giebt.  Will  man  also  die  Resultate  der  Statistik  mit 
denen  der  Rechnung  vergleichen,  so  muss  man  zwei  verschiedene 
Urnen  annehmen;  die  mittleren  Resultate  entsprechen  den  Zie- 
hungen aus  der  ersten,  die  Abweichungen  denen  aus  der  zweiten 
Urne.  Ls. 


F.  Crotti.     Sulla  compensazione  degli  errori  con  speciale 
applicazione  ai  rilievi  geodetici.      Milano.  Hoepli.  IV  und 

260  S.  320. 


H.  Stadthagen.     Ueber  die  Genauigkeit  logarithmischer 

Berechnungen.      Berlio.  J.  Dammler.  82  s. 
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Der  Verfasser  bemerkt,  dass  es  bei  den  heutigen  Anforde- 
rungen an  die  Genauigkeit  astronomischer  ResuUiite  unumgäng- 
lich geboten  sei,  jeden  der  dabei  ins  Spiel  kommenden  Factoren, 
also  auch  die  angewandten  Logarithmen,  auf  ihre  Genauigkeit 
zu  prüfen.  Bremiker  habe  das  Verdienst,  im  Jahre  1852  zuerst 
eine  Theorie  der  Logarithmenfehler  gegeben  zu  haben;  seine 
Schrift  sei  indes  wegen  ihrer  grossen  Fülle  von  Druckfehlern, 
sowie  ihrer  allzugrossen  Knappheit  der  Darstellung  für  das 
Studium  wenig  geeignet.  Auch  sei  es  wünschenswert,  in  den 
theoretischen  Entwickelungen  etwas  weiter  zu  gehen,  als  es 
Bremiker  gethan  hat. 

Es  bandelt  sich  um  die  Fehler,  welche  durch  die  Abkürzung 
der  Logarithmen  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von  Decimalstellen 
entstehen,  und  es  wird  zunächst  der  Nachweis  geführt,  dass  die 
Grundbedingungen  einer  Fehlertheorie  bei  den  logarithmischen 
Abkttrzangsfehlern  erfüllt  sind.  Auf  Einzelheiten  können  wir 
hier  nicht  eingehen;  wir  wollen  nur  noch  hinzufügen,  dass  der 
Verfasser  selbst  darauf  hinweist,  dass  die  Abweichung  zwischen 
den  Ergebnissen  der  Praxis  und  der  Theorie  noch  weitere  Unter- 
suchungen wünschenswert  macht.  Ls. 


W.  GosiEWSKi.     Ueber  die  Wahrscheinlichkeit  zufälliger 

Fehler.       Prace  mat.-fiz.  I.  1-4.  (PolDisch.) 

Es  wird  die  Annahme  gemacht,  dass  der  Begriff  eines  zu- 
fälligen Fehlers  mit  der  Ausführung  von  mindestens  zwei 
Schätzungen  der  Messungen  a  und  b  einer  Grösse  x  untrennbar 
ist,  dass  also  die  Wahrscheinlichkeit  p  eines  solchen  Fehlers 
eine  Function  zweier  Grössen  x  —  a  und  x  —  b  ist.  Der  Ver- 
fasser bestimmt  das  Maximum  dieser  Function,  und  gelangt 
in  weiterer  Entwickelung  seines  Gedankens  zu  dem  Gauss'schen 
Fehlergesetz,  hat  aber  später  (Prace  mat.-fiz.  IL,  Referat  im 
nächsten  Jahrg.)  seine  Beweisführung  als  nicht  ganz  zulässig 
erkannt  und  durch  eine  andere  eraetzt.  Dn. 


15' 
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W.  G0SIBW8KI.  lieber  den  Zusammenhang  zwischen 
dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  und  dem  wahr- 
scheinlichsten System.  Warschau.  Prace  mat.  -  fis.  I.  97-110. 
(Polnisch.) 

Das  ganze  Weltsystem  betrachtet  der  Verfasser  als  ein  zu- 
sammengesetztes, beim  Zusammentreffen  zweier  unabhängigen 
Systeme  entstehendes  Ereignis,  nämlich  1.  des  Systems  s  der 
Elemente  (System  allgemeiner  Coordinaten)  9p  9,,  •••,  9»i  2-  des 
Systems  s'  der  Veränderungen  dieser  Elemente  (System  der  Ge- 
schwindigkeiten) 9  ^  9',, ...,  ^i,  wo  g,' =  -^-  Die  Wahrschein- 
lichkeit des  Systems  oder,  genauer  ausgedrtlckt,  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Zustandes  (9,  q*)  ist  zusammengesetzt  aus  den  ein- 
fachen, den  unabhängigen  Systemen  zukommenden  Wahrschein- 
lichkeiten g>  und  t^,  ist  also  gleich  dem  Producte  g>tp.  Wirft 
man  die  Frage  auf,  unter  welchen  Bedingungen  ist  das  Welt- 
system unter  allen  denkbaren  Systemen  das  wahrscheinlichste, 
so  wird  die  Lösung  dieser  Frage  auf  das  Problem  des  Maximums 
des  Integrals 

(1)      P  =/ d/log(9t^), 

also  auf  die  bekannte  Frage  der  Variationsrechnung  zurückge- 
führt. Auf  diese  Weise  gelangt  man  zum  folgenden  System  von 
Gleichungen : 

d  rdlog(p\  _  aiogy  _  3 log»  ^  ^ 
^  ^  dt  ^     dq*     ^  dq  dq  ^ 

und  das  Integral  (1)  erhält  dann  die  Form 

H  ist  eine  Constante.  Es  ist  also  neben  (2)  das  Maximum-Werden 
des  Integrals 

die  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  fClr  das  wahrschein- 
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lichste  System.    Vergleicht  man  die  Oleichangen  (2)  mit  den  be- 
kannten Lagrange'schen  Gleichungen 

d    f  dT  \       dT         du    _ 
dt  ^  dq'  )^  dq  dq    ""  ^' 

so  gelangt  man  zur  Formel 

^xp  =  ge^(T+V^2kqy, 
g  ist  eine  willkürliche  Gonstante.     Es  ist  also  Q  dann  ein  Maxi- 
mum, wenn 


/ 


*2Tdt 


ein  Minimum  wird.  Mithin  gilt  der  Satz:  „Von  allen  denkbaren 
Systemen  ist  das  wahrscheinlichste  dasjenige  System,  in  welchem 
das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  stattfindet". 

In  den  folgenden  Teilen  der  Abhandlung  betrachtet  der 
Verfasser  die  yerschiedenen  Arten  der  Systeme,  untersucht  die 
Verteilung  der  Geschwindigkeiten  und  gelangt  zu  einer  Verall- 
gemeinerung des  bekannten  Maxweirschen  Gesetzes  der  kinetischen 
Gastheorie.  Dn. 


W.  P.  Maximowitsch.  üeber  das  Gesetz  der  Wahr- 
scheinlichkeiten der  zufälligen  Grössen  und  seine  An- 
wendung auf  eine  Frage  der  Lehrstatistik.    Kiew.  Uoiv. 

Nachr.  1888.  1.  (Rossisch.) 

Alle  individuellen  Abweichungen  von  einem  Typus  sollen 
dem  Laplace' sehen  Fehlergesetz  folgen;  wenn  also  die  Prüfungen 
uns  eine  exacte  Klassification  der  geistigen  Fähigkeiten  der  jungen 
Leute  geben,  so  muss  die  Summe  der  Fftlle  auch  demselben 
Gesetze  folgen.  Das  hat  nun  wirklich  bei  den  PrQfungen  zur 
Aufnahme  in  die  Polytechnische  Schule  zu  Paris  statt,  wie  der 
Verfasser  es  nach  den  Prflfungslisten  fär  die  letzten  20  Jahre 
bestätigt  hat  «      Wi. 

J.  BsRTRAND.  Sur  les  lois  de  mortalit^  de  Goinpertz 
et  de  Makeham.    c.  r.  cvi.  1042-1043. 

A.  QüiQCET.     Sur  la  loi  de  Makeham.    CR.  CVI.  U65-1466. 
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VAN  Dorsten.     Quelques  remarques  relatives  k  nne  note 
sur  les  lois  de  mortalit^  de  Gompertz  et  de  Makehain. 

c.  R.  CVII.  386. 

Die  Wahrscheinlichkeit  fQr  eine  Person  vom  Alter  <,  das 
Alter  (t  +  J)  zu  erleben,  ist  nach  der  Sterblichkeitsformel  von 
Gompertz  von  der  Form  Kq*(jq^' — 1),  nach  der  Formel  von 
Makeham  von  der  Form  K(f{q^ — 1)*^»  ^o  Äf,  q  und  h  Con- 
stanten sind.  Diese  Formeln  bieten  dem  Lebensversicherungs- 
techniker den  Vorteil,  dass  sich  die  Berechnung  der  Verbindungs- 
reuten  für  zw^i  oder  mehr  Personen  verschiedenen  Alters  zurück- 
führen lässt  auf  diejenige  gleichaltriger  Personen. 

Bertrand  wirft  die  Frage  auf,  ob  Simpson  die  eine  oder  die 
andere  dieser  Formeln  gekannt  habe,  da  er  davon  spricht,  man 
könne  die  Verbindungsrente  zweier  Personen  verschiedenen 
Alters  zurückführen  auf  die  Rente  zweier  gleichaltriger  Per- 
sonen. In  grösster  Allgemeinheit  führt  diese  Behauptung  auf  die 
Gleichung 

q>{a^x)  flp(fc  +  x)  =  F[y (<?  +  «)], 

wo  q>(jk)  die  Anzahl  der  Lebenden  vom  Alter  %  aus  der  Sterbe- 
tafel bedeutet*  Bertrand  zeigt  dann,  dass  die  Bestimmung  von 
fp  und  F  auf  die  Gleichung  führt 

wo  Hy  6r,  K  und  C,  Constanten  sind.  Dies  ist  die  Formel  von 
Makeham,  und  setzt  man  (7,  =  0,  so  geht  dieselbe  in  die  Formel 
von  Gompertz  über. 

Quiquet  kommt  durch  eine  etwas  abweichende  Betrachtung 
zu  dem  Besultat,  dass  der  Forderung  genügt  wird  sowohl  durch 
die  Form 

wie  durch  die  Form 

wo  ff,  m  und  m!  Gonstanten. 

Die  Bemerkungen  von  van  Dorsten  beziehen  sich  auf  die 
Literatur  über  diesen  Gegenstand.  Ls. 
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H.  Zimmermann.     Beiträge   zur  Theorie    der    Dienstun- 
fähigkeits-   and  Sterbens- Statistik.     III.  Heft.      Berlin. 

Pattkammer  &  Mählbrecht. 

Ebenso  wie  in  den  vorhergehenden  Heften  hat  der  Verf.  den 
Stoff  in  drei  Teile  geteilt: 

1.  Mathematisch  statistische  Beiträge, 

2.  Bericht  über  die  statistischen  Ergebnisse  des  betreffenden 
Jahres, 

3.  Tabellen. 

Der  erste  Teil  ist  derjenige,  der  uns  hier  am  meisten  in- 
teressirt.  In  der  Vorbemerkung  zu  demselben  wird  es  als  eine 
Hauptaufgabe  des  mathematisch  -  statistischen  Bearbeiters  der 
Dienstunfähigkeits-  und  Sterbens-Statistik  bezeichnet,  „das  darge- 
botene Material  fQr  den  Gebrauch  herzurichten  und  so  die  An- 
wendung desselben  möglichst  weiten  Kreisen  nahe  zu  legen", 
welche  Aufgabe  sich  mit  dem  Wachsen  des  Materials  immer 
mehr  erweitert,  wie  das  in  den  Beiträgen  selbst  dargelegt  wird. 
In  dieser  Hinsicht  möchten  wir  besonders  auf  den  {>.  Beitrag 
hinweisen,  in  welchem  von  der  im  vorhergehenden  Heft  be- 
sprochenen Methode  einer  rationellen-  Ermittelung. der  Sterbens- 
wahrscheinlichkeit dienstunfähiger  Beamte  die  praktische  An- 
wendung gemacht  wird.  Es  handelt  sich  dabei  um  die  Er- 
scheinung, dass  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  solcher  Personen, 
welche  erst  seit  kurzem  pensionirt  worden,  erheblich  grösser  ist, 
als  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  solcher  Dienstunfähigen  des- 
selben Alters,  welche  schon  längere  Zeit  vorher  dienstunfähig 
erklärt  waren.  Will  man  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  der 
Dienstunfähigen  bestimmen,  so  mdsste  man  für  jedes  Alter, 
in  welchem  Dienstunfähigkeit  erklärt  wird,  eine  besondere  Ab- 
sterbeordnung ermitteln.  Für  die  directe  Lösung  dieser  Aufgabe 
ist  aber  das  vorhandene  Material  durchaus  nicht  genügend,  und 
es  müssen  daher  indirecte  Wege  versucht  werden,  von  denen  der 
Verf.  in  dem  vorhergehenden  Heft  einige  angegeben  hatte,  welche 
in  diesem  Heft  zur  Herstellung  einer  Tabelle  benutzt  werden. 

Ls. 
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J.  P.  Gram.     Om    Middelfeilen    paa   Värdien    af  Livs- 

forsikringer.      Zeatben  Tidi.  (5)  VI.  97-120. 

J.  P.  Gram.      Tillag    til    Afh^ndlingen    om    Middelfeil 
paa  Värdien   af  Livsforsikringer.      Zeathen  Tide.  (5)  vi. 

184-187. 

Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  die  von  Bremiker,  Witt- 
stein  und  anderen  angefangenen  Untersuchungen  über  die  Be- 
stimmung eines  Masses  des  Risicos  für  die  verschiedenen  Gat- 
tungen der  Lebensversicherungen  fortzusetzen.  Der  Verfasser 
sucht  dieses  mit  Hülfe  des  sogenannten  Mittelfehlers  zu  bewerk- 
stelligen.    Dieser  wird  definirt  durch  die  Formel 

/*'  =  ^>, +»>.+^J  •».  +  •••  1 

wo  w^y  tr„  t&y,  ...  die  Wahrscheinlichkeit  in  beziehungsweise 
1,  2y  3,  . . .  Jahren  zu  sterben,  <7n  y,,  ^si  '  •  -  die  entsprechenden 
Verluste  bedeutet.  Diese  Formel  kann  als  eine  Grenzformel  des 
Ausdruckes 

^>i  (l-»i)+P>>(l— «>,)  +  ••  • 

betrachtet  werden,  welcher  ti'  darstellen  würde,  wenn  iTf,  ir,, . . . 
von  einander  unabhängig  wären. 

Die  Untersuchung  wird  in  hohem  Grade  durch  die  Anwen- 
dung der  continuirlichen  Methode  vereinfacht    Diese  giebt 

WO  X  das  Alter  des  Versicherten,  /  die  Zeit  und  Ib  die  Anzahl 
der  jetzt  lebenden  a;-jährigen  Personen,  ist. 

Für  die  gewöhnliche  Versicherung  mit  einer  Versicherungs- 
summe gleich  1  bekommt  man 


^=(^y(^--^')'' 


wo  p  die  continuirliche  Prämie  bedeutet,  d  den  continuirlichen 
Zinsfuss,  ila»  den  Kapital  wert  der  prämienfreien  Versicherung 
gleich  1,  Ax  denselben  Eapitalwert  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  Zinsfuss  2d  ist. 
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Eine  Reihe  ähnlicher  Formeln  fQr  die  yerschiedenen  gewöhn- 
lichsten Versichemngsgattangen  wird  entwickelt  und  so  trans- 
formirt,  dass  die  Formeln  bequem  zur  Bestimmung  des  Mittel- 
fehlers der  gesammelten  Prftmienreserye  einer  Versicherungs- 
gesellsehaft  yerwendet  werden  können.  Endlich  zeigt  der  Ver- 
fasser, wie  eine  solche  Bestimmung  in  der  Praxis  ausgeführt 
werden  kann,  und  welche  Verkürzungen  in  den  Rechnungen  man 
sich  erlauben  darf. 

Eine  kleine  Tabelle  ist  beigefügt  zur  Erleichterung  der  An- 
wendung. V. 

JuL.  Kaan.  AuIeituDg  zur  Berechnung  der  einmaligeu 
uud  terminlicheu  Prämien  für  die  VersicheruDg  der 
Leibrenten,  Activitäts-,  Invaliditäts-  und  Witwen- 
renten, sowie  zur  Berechnung  der  bezQglichen  Pra- 
mienreserven  zum  Zwecke  der  Bilanz-Berechnung  der 

Bmderladen.     Wien.  Hof-  u.  Staatsdrockerel.  133  8.  8o. 

Der  Verfasser,  welcher  der  Vorstand  des  versicherungs- 
technischen  Departements  des  österreichischen  Ministeriums  des 
Innern  ist,  hat  diese  Schrift  im  Auftrage  des  Ackerbauministeriums 
Tcrfasst. 

Aus  dem  Titel  ersehen  wir  den  Inhalt  derselben.  Wie 
der  Verfasser  in  dem  Vorwort  bemerkt,  lag  die  Aufgabe  vor, 
zu  zeigen,  durch  welche  mathematischen  Entwickelungen  man  zu 
den  im  „Bericht  über  die  im  Auftrage  des  Ackerbauministers 
Torgenommenen  Berechnungen ,  betreffend  die  österreichischen 
Bruderladen''  (yeröffentlielit  1885  als  Beilage  der  österr.  Ztschr. 
für  Berg-  und  Httttenwesen)  erhaltenen  Werte  gelangen  kann. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  drei  Gapitel.  Das  erste,  welches  kaum 
drei  Seiten  umfasst,  enth&lt  einige  wenige  Sätze  der  Zinseszins- 
rechnung und  eine  kurze  Erläuterung  der  Mortalitäts-  und  Inva- 
liditätstafeln. 

Das  zweite  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  Rentenversiche- 
rung einzelner  Personen  und  zwar  mit  Leibrenten,  Activitäts- 
und  Invalidenrenten,  sowie  den  terminlichen  Prämien  zur  Den- 
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tung  derselben.  Die  Begriffe  der  Lebenswabrscheinlichkeit,  der 
Activitfttswahrscheinlichkeit,  der  wabrecheinliehen  und  mittleren 
Lebens-  und  Aetivitätsdauer  werden  erklärt,  und  sodann  werden 
die  Formeln  fbr  Verbindungsrenten  und  Ueberlebungsrenten  so- 
wie fttr  die  terminlichen  Prämien  derselben  entwickelt. 

Das  dritte  Capitel  endlich  behandelt  die  Reserve  und  deren 
Berechnung.  Nach  vorangestellten  ungemein  treffenden  allge- 
meinen Bemerkungen  werden  die  Reserveformeln  entwickelt,  und 
schliesslich  wird  gezeigt,  wie  die  Bilanzaufstellung  und  Reserve- 
berechnung der  humanitären  Institute  ohne  versicherungstechnische 
Basis  (ßruderladen,  Knappschaftskassen)  vorzunehmen  ist. 

Es  handelt  sich  Überall  mehr  um  die  praktische  Anwendung 
als  um  die  möglichst  grosse  theoretische  Vollkommenheit,  und 
es  wird  überall  auf  die  bei  den  Bruderladen  und  den  Knapp- 
schaftskassen getroffenen  Einrichtungen  Bezug  genommen. 

Ein  Anhang  von  neun  Tafeln  enthält  die  Zahlen,  welche  bei 
der  Anwendung  der  in  der  Schrift  enthaltenen  Theorien,  d.  h. 
also  bei  der  Bilanzaufstellung  fttr  eine  Bruderlade  benutzt  wer- 
den sollen.  LfS. 

G.  Jahn.      Ueber   die  Ermittelung  der  Beiträge  fQr  die 
W^ittwen- Versicherung  beim  Bergbau.  lMag.-DiM.  Freiberg. 

Der  Verfasser  unterscheidet  zwischen  der  Witwen  Versorgung, 
wie  sie  durch  die  Rentenanstalten  erfolgt,  und  derjenigen  bei 
Knappschaftskassen  oder  ähnlichen  Vereinigungen.  Bei  den 
ersteren  handelt  es  sich  um  einige  Ueberlebensrenten  der  Ver- 
heirateten, bei  den  letzteren  haben  alle  männlichen  Mitglieder, 
verheiratet  oder  unverheiratet,  gleichmässig  fflr  die  Versorgung 
der  künftigen  Witwen  beizutragen;  dabei  handelt  es  sich  keines- 
wegs um  die  Versorgung  im  voraus  bestimmter  Ehefrauen,  son- 
dern um  die  Versorgung  derjenigen  Frau,  welche  der  Mann  beim 
Tode,  bez.  beim  Eintritt  in  die  Erwerbsunfähigkeit  zurQcklässt 
Die  im  Invalidenstand  geehelichten  Frauen  pflegen  vom  Pensions- 
genuss  ausgeschlossen  zu  sein.  Man  muss  daher  vor  allen 
Dingen  wissen,  wie  viel  Mitglieder  beim  Tode,  bez.  beim  Beginn 
der  Erwerbsunfähigkeit  im  Besitz  einer  Frau  sein  werden. 
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Die  Grundlagen  für  diese  Zahlen  bilden  die  Invaliditäts- 
and Sterbenswahrscheinlichkeiten  der  Männer,  die  Lebenswahr- 
scheinliebkeiten  der  Frauen^  und  die  Wahrscheinlichkeiten  der 
Verheiratung  activer  Bergleute.  Diese  letzteren  sind  bis  jetzt 
nur  ungenügend  ermittelt.  Der  Verfasser  beabsichtigt,  die  von 
Küttner  aufgestellte  „Heirats Wahrscheinlichkeit  für  die  Bergleute 
Sachsens"  in  seiner  Abhandlung  „Die  Eheschliessungen  im  König- 
reiche Sachsen  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  Bergmanns- 
standes^  und  die  aus  dieser  Arbeit  sich  ergebenden  mittleren 
Altersdifferenzen  von  Mann  und  Frau  zur  Bestimmung  des  für 
die  Wittwenversicherung  der  Enappschaftskassen  erforderlichen 
Beitrages  zu  yerwerten. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  vier  Abschnitte.  Im  ersten  wird  die 
.^Heiratstabelle"  abgeleitet,  eine  Tabelle,  welche  angiebt,  wie 
die  von  einer  gegebenen  Gesamtheit  von  activen  Bergleuten  im 
Laufe  der  Zeit  noch  activ  bleibenden  sich  nach  Verheirateten 
und  Unverheirateten  verteilen.  Es  werden  dabei  verschiedene 
Voraussetzungen  gemacht.  Der  zweite  Abschnitt  handelt  von  der 
Ermittelung  der  die  Witwenkasse  belastenden  Ehefrauen  bez. 
Witwen,  die  man  kennen  muss,  um  die  Verpflichtungen  der 
Rasse  festzustellen,  was  im  dritten  Abschnitt  geschieht,  während 
der  vierte  Abschnitt  endlich  sich  mit  der  Ermittelung  des  für 
die  Witwenversicherung  erforderlichen  Beitrags  beschäftigt. 

In  einem  Anhang  sind  die  ermittelten  Zahlenwerte  als  Tabellen 
beigefügt.  Ls. 


C.  L.  Landr^:.      Lyfrente  in   Termynen   en   dorloopend. 

Nieuw  Archief.  XV.  1-15. 

Der  Verfasser  untersucht  die  Genauigkeit  der  verschiedenen 
Formeln,  welche  man  anwendet,  um  aus  den  Werten  der  jähr- 
lich zahlbaren  Leibrente  (die  pränumerando  zahlbare  Leibrente 
80II  mit  R  bezeichnet  werden)  die  Werte  der  Leibrente,  welche  prä- 

n 

iiumerando  n-mal  im  Jahr  bezahlt  wird  (R "  ),  zu  bestimmen.  Der 
Zinsfuss  sei  i. 

Wenn  man  die  zweiten  Potenzen  von  t  berücksichtigt  und  erst 
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die  dritten  und  höheren  Potenzen  yernachl&ssigt,  so  kommt  man 
je  nach  der  Annahme,  welche  man  Ober  die  Zahlung  der  Zinsen 
macht,  zu  verschiedenen  Formeln,  von  denen  diejenige  von 
Lobatto 

die  beste  ist.  VerDachlftssigt  man  aber  auch  die  zweite  Potenz 
von  t,  so  fahren  alle  diese  Formeln  auf 

und 

Der  UDterschied  in  den  nach  diesen  Formeln  berechneten 
Werten  gegen  die  nach  den  genaueren  Formeln  berechneten  ist 
so  gering,  dass  die  Werte  bis  auf  0,01  genau  sind,  und  der 
Fehler  im  Verhältnis  zum  Rentenwert  0,0002  nicht  Obersteigt. 
Wendet  man  aber  die  Formeln 


n— 1        ,   ^^ 


Rn  ^  R^-Z^-JL  und  Ä"  =  Ä— i 

an,  so  kann  man  nicht  sicher  sein,  dass  die  Werte  bis  auf  0,01 
genau  sind. 

Daran  knüpft  der  Verfasser  noch  einige  allgemeine  Betrach- 
tungen, um  zu  zeigen,  dass  es  zwecklos  wäre,  die  Leibrenten- 
werte überhaupt  auf  mehr  als  0,0001  genau  bestimmen  zu  wollen. 

Ls. 

C.  L.  Landre.     Ovar  Correctie  van  Getaalreeksen  door 
middel  van  tweede  Verschilleu.    Kieuw  Archief  XV.  15  22. 

Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  für  die  Cor- 
rection  von  Zahlenreihen  hin  und  wieder  Regeln  aufgestellt 
worden  sind,  welche  weit  über  ihren  Zweck  hinausgehen,  indem 
sie  an  die  Stelle  der  zu  corrigirenden  Zahl  eine  andere  setzen, 
•welche  von  der  ursprünglichen  ganz  und  gar  unbeeinflusst  ist 
und  lediglich  von  den  Nachbarzahlen  abhängt.    Er  zeigt  das  an 
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einer  fQr  die  Auegleichung  von  Sterbliehkeitstafeln  empfohlenen 
Methode,  indem  er  den  dort  begangenen  Missgriff  beleuchtet. 

Ls. 


C.  L.  Landre.  Over  den  infloed  der  Levenskansen  en 
van  den  rentevoet  op  tarief  en  reserve  bj  levena- 
verzekering.     Nienw  Archief.  XV.  22-36. 

Der  Verfasser  unterflucbt  zuerst  den  Einfluss,  welcher  durch 
eine  Veränderung  des  rechnungsmässigen  Zinsfusses  i  ausgeübt 
wird  auf  den  Wert  der  yorschussweisen  Leibrente  A,  der  ein- 
maligen Prämie  C  für  die  Ablebensversicherung  und  der  jähr- 
lichen Prämie  P  f&r  dieselbe. 

Aus  den  fQr  R  und  C  entwickelten  Formeln  geht  ohne 
weiteres  hervor,  dass  diese  Werte  kleiner  werden,  wenn  t 
wächst,   und  grösser,   wenn   t  abnimmt      Für   den   Wert  von 

P  =  -^  bleibt  die  Veränderung  jedoch  unentschieden.     Bringt 

man  jedoch  P  auf  die  Form 

p=4-   ' 


R        l  +  i  ' 

80  läsat  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Wahrscheinlich- 
keit, im  nächsten  Jahr  zu  sterben,  mit  dem  wachsenden  Alter 
beständig  zunimmt,  zeigen,  dass  auch  der  Wert  von  P  abnimmt 
mit  steigendem  Zinsfuss,  und  umgekehrt.  Bei  der  Untersuchung, 
welche  Veränderung  der  Beservewert  der  Lebensversicherung 
mit  jährlicher  Prämienzahlung  erleidet,  wenn  man  der  Rechnung 
einen  anderen  Zinsfuss  zu  Grunde  legt,  wird  vorausgesetzt,  dass 
man  es  mit  einer  mit  dem  zunehmenden  Alter  stets  wachsenden 
Sterblichkeit  zu  thun  hat,  und  flir  die  Versicherung  einer  Person, 
die  beim  Eintritt  x  Jahr  alt  gewesen  und  seit  n  Jahren  ver- 
sichert ist,  wird  die  Reserveformel 

.         R(x  +  n) 
R(x) 

angewendet.  Dann  ergiebt  sich,  dass  der  Reservewert  sich  bei 
dem  höhern  Zinsfuss  vermindert,  bei  dem  geringeren  erhöht. 
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Bleibt  der  Zinsfass  unverändert,  und  wird  der  Rechnung 
eine  andere  Sterblichkeitstafel  zu  Grunde  gelegt,  welche  durch- 
weg, d.  h.  fQr  alle  Altersklassen,  eine  grössere  Sterblichkeit  zeigt, 
so  vermindert  sich  der  Wert  von  Ä,  während  der  Wert  von  C 

C 

wächst,  folglich  wird  auch  P  =  -o'  grösser.     Das   umgekehrte 

tritt  ein,  wenn  die  neue  Sterblichkeitstafel  durchweg  eine  gerin- 
gere Sterblichkeit  zeigt.  Hinsichtlich  des  Reservewerts  kommt 
es  darauf  an,  ob  die  Aenderung  der  Sterblichkeit  in  den  Alters- 
klassen bis  zu  (x  4-  n)  Jahren  oder  in  den  höheren  Altersklassen 
überwiegt.  Es  kann  sehr  wohl  der  Fall  sein,  dass  der  Reserve- 
wert trotz  höherer  Jahresprämien  geringer  ausf&llt  und  umge- 
kehrt, weil  derselbe  keineswegs  von  der  absoluten  Höhe  der 
Prämien,  sondern  von  dem  Grad  der  Steigerung  der  Sterbtiebkeit 
mit  dem  wachsenden  Alter  abhängt. 

Zum  Schlüsse  behandelt  der  Verfasser  auch  noch  den  Fall, 
dass  zwei  oder  mehrere  ganz  verschiedene  Sterblichkeitstafeln 
fUr  alle  Altersklassen  und  fttr  jede  Versicherungsdauer  genau 
denselben  Reservewert  ergeben  können.  Seine  Entwickelungen 
sind  dieselben,  welche  bereits  früher  von  englischen  Autoren, 
insbesondere  von  Sprague,  über  diese  Frage  gegeben  worden  sind. 

Ls. 

F.  J.  Stüdnicka.     Grundzüge  der  national-ö'kouomischen 
oder  juridisch-politischen  Arithmetik.      Prag.  1887.  312  S. 

(Böhmisch.) 

Der  reichhaltige  Stoff  wird  in  vier  Abschnitten  verarbeitet, 
wovon  der  erste  vorbereitender  Natur  ist,  der  zweite  Rechnungen 
betrifft,  welche  reine  Procenterträgnisse  bedingen,  wobei  auch 
die  continuirliche  Verzinsung  eine  allseitige  Beachtung  erfährt, 
während  der  dritte  Abschnitt  den  Rechnungsbedürfnissen  der 
Sparkassen,  der  letzte  hingegen  den  Banken  gewidmet  ist.  .  Zwölf 
reichhaltige  Tabellen  bilden  den  Schluss  des  originell  angelegten 
und  mit  zahlreichen,  vollständig  durchgerechneten  Beispielen  ver- 
sebenen Werkes.  Std. 
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Hr.  Bleicher.     Grandriss  der  Theorie  der  Zinsrechnung. 

Berlio.  Springer.  75  S. 

Der  Verfasser  will  einen  kurzgefassten  Grundriss  f&r  eine 
voUsULndige  Theorie  der  Zinsrechnung  geben,  und  wir  glauben, 
dass  er  seine  Aufgabe  auch  gelöst  hat  Er  giebt  nach  einer 
ausführlichen  Erläuterung  der  Zinsfunction  eine  systematische 
Entwickelung  der  Orundformeln,  wobei  der  Ausgangspunkt  in 
der  continuirlichen  oder  augenblicklichen  Verzinsung  liegt  Am 
Schlüsse  des  Buches  sind  einige  Tabellen  betreffend  die  augen- 
blickliehe Verzinsung,  welche  Ton  anderen  Autoren  mehr  in  den 
Hintergrund  gestellt  zu  werden  pflegt,  hiozugefllgt.  Ls. 


F.  RoNCBiTTi.  Calcolo  del  valore,  al  netto,  di  titoli 
soggetti  a  tassa  di  circolazione  e  dritto  di  provvigione 
come  le  obbligazioni  ferroviarie.   Batt  6.  xxvi.  133-154. 

Ls. 

6.  King.  Institute  of  actuaries'  textbook  of  the  prin- 
ciples  of  interest,  life  annuities  and  assurances,  and 
their  practical  application.  Part  IL  Life  contingencies 
(inclading  life  annuities  and  assarances).       London,   c. 

aod  £.  Layton.  1887. 

Anzeige  in  Nature  XXXVII.  457-458.     Danach  ist  der  erste 
Teil  1882  erschienen.  Lp. 

Pbospbr  de  Lafitte.  Essai  d'une  thdorie  rationnelle 
des  soci^t^s  de  secours  mutuels.     Paris. 


E.  Gelin.     La  monnaie.     Mathesis  viii.  Snppi.  i.  16  s. 


Fünfter  Abschnitt 

B  e  i  h  e  n. 

Capitel  1. 

Allgemeines. 
J.  L.  W.  Jbnsbn.      Sur    un    th^or^me  de  coDvergence. 

Noav.  Ann.  (3)  VII.  196-198. 

J.  L.  W.  Jenskn.      Sur    un  th^or^me  gän^ral   de  con- 
vergence.    C  R.  cvi.  729-731. 

P.  DU  Bois-Retmond.     Sur  les  caract&res  de  convergence 
et  de  divergence  des  s^ries  k  termes  positifs.    c.r.  cvi. 

941-944. 

E.  Gbsaro.     Sur   deux   r^centes  Communications  de  M. 
Jensen,     c.  r.  cvi.  ii42-ii43. 

J.  L.  W.  Jensen.      8ur    un   th^or^me   g^n^ral    de  con- 
vergence.     R^ponse    aux    remarques    de    M.  Cesaro. 

C.  R.  CVI.  1520.1622. 

E.  Cesaro.      Sur   un  th^or^me  de   Kummer,     c.  r.  cvi. 

1791-1794. 

E.  Cesaro.     Remarques  sur  divers  articles,  concernant 
la  th^orie  des  s^ries.     Nouv.  Ann.  (3)  Vli.  401-404.  (So.  5.) 

Die  bekannten  Convergenzkriterien  Cauchy's^  Duhamers  und 
Bertrand's  sind  specielle  Fälle  des  von  Herrn  Jensen  gefundenen 
Satzes:     Enthält   die  Reihe  2un  nur  positive  Glieder,    bedeutet 
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o,  eine  positive  Fanction  der  ganzen  positiven  Zahl  u  und  fi 
eine  positive  Gonstante,  so  ist  Sun  convergent,  wenn 

ist  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  leicht  ersichtlich,  da  aus 
(1)  unmittelbar  folgt: 

Da  man,  so  fährt  Herr  Jensen  fort,  a«  so  wählen  kann,  dass  (1) 

befriedigt   und   gleichzeitig  2 divergent  wird,  so  hat  sowohl 

dieser  Satz  allgemeine  Gültigkeit,  wie  auch  der  folgende:  Die 
Reihe  positiver  Glieder  Sun  ist  convergent  oder  divergent,  je 
nachdem  von  einem  bestimmten  Werte  von  n  an 

««+1 

grösser  als  /u  oder  kleiner  als  Null  ist,  wobei  a»  und  /u  positiv 

sind   und  S divergirt. 

Diese  Sätze  sind,  wie  du  Bois-Reymond  ausführt,  soweit 
sie  die  Convergenz  betreffen,  in  einer  von  ihm  im  J.  für  Math. 
LXXYL  veröffentlichten  Arbeit  enthalten;  soweit  sie  die  Divergenz 
betreffen,  sind  sie  allgemeiner.  Die  sich  in  letzterer  Hinsicht 
ergebende  Verschiedenheit  wird  von  du  Bois-Reymond  be- 
sprochen und  im  Anschluss  daran  die  Frage  gestellt,  ob  eine 
Funetion  Ip  von  der  Beschaffenheit  existire,  dass  die  Reihe  Sup 
convergirt,  wenn 

Up 

ist;  er  zeigt,  dass  eine  solche  Function  nicht  existirt. 

Herr  Cesaro  giebt  an,  wie  er  seit  zwei  Jahren  das  Jensen'- 
sche  Convergenzkriterium  beweist;  er  behauptet,  dass  dasselbe 
nicht  neu  sei,  es  stimme  vielmehr  mit  dem  von  Herrn  Kummer 
(J.  für  Math.  XIII.)  gegebenen,  von  Herrn  Dini  (Annali  del- 
r  Univ.  Torino  1867)  modificirten  und  vervollständigten  überein; 
aus  der  Arbeit  des  letzteren  ergebe  sich  auch,   dass  dem  zwei- 

Fortaehr.  d.  Math.  XX.  1.  16 
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ten  Satze  des  Herrn  Jensen  keineswegs  allgemeine  Gültigkeit 
zukomme. 

Herr  Jensen  weist  in  seiner  Entgegnung  darauf  hin,  dass 
limoMtifi  =  0  für  n  =  oo  unmittelbar  aus  der  Ungleichung  (1) 
folge  (dies  hatte  auch  schon  Herr  Cesaro  angegeben);  mithin 
bezeichne  seine  Darstellung,  durch  welche  die  durch  den  Eum- 
mer'schen  Satz  geforderte,  oft  sehr  schwierige  Untersuchung  Ton 
limonUn  als  überflüssig  nachgewiesen  sei,  eine  neue  und  grosse 
Vereinfachung  der  Gonvergenztheorie. 

Dagegen  bemerkt  Herr  Cesaro,  dass  der  Kummer'sche  (resp. 
Jensen'sche)  Satz  nur  eine  beschränkte,  nicht  eine  allgemeine 
Anwendbarkeit  zulasse.  Er  sei  unzureichend,  wenn  Onti»  keine 
bestimmte  Grenze  habe;  es  könne  durch  denselben  die  Divergenz 
derjenigen  Reihen,  für  welche  a^tin  abnehmend  oder  oscillirend 
gegen  Null  convergire,  nicht  nachgewiesen  werden,  während  sich 
dieselbe  aus  der  Existenz  von  lima»ti»  leicht  ergebe.        Wz. 


E.  Cesaro.     Sur  la  convergence  des  söries.      Nonv.  Ann. 

(3)  VII.  49-59. 

£.  Cesaro.     Sur  la  comparaison  des  s^ries  divergentes. 

Born.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IV,.  115-118. 

E.  Cesaro.     Sur  une  distribution  de  signes.     Rom.  Acc.  l. 

Rend.  (4)  IV,.  133-138. 

J.  Bagnera.     Sur  une   propriet^  des  s^ries  simplement 

COnvergentes.      Darboax  BqU.  (2)  XII.  227-228. 

E.  Cesaro.     Remarques  sur  divers  articles,   concernant 
la  theorie  des  söries.    Nouv.  Ann.  (3)  vii.  401-407.  (No.4.) 

Zur  Entscheidung  der  Divergenz  gewisser  Reihen  können 
folgende  Sätze  dienen: 

1.  Eine  Reihe  «,  +  «>  +  •••  ist  divergent,  wenn  (fBr 
fi  =  oo)  limnUn  =  A(A^O)  ist. 

2.  Teilt  man  das  System  der  ganzen  Zahlen  in  Systeme 
il,,  i4,,  ...,  Ar]  ist  dann  (für  n  =  oo)  MmOn  =^  Aj,  falls  On  die 
Zahlen  von  Ai  durchläuft;  bedeutet  1?»  die  Anzahl,  a,  die  Summe 
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der  Zahlen  von  Aij  welche  kleiner  sind  als  fi,  Wi  die  Wahr- 
scheinlichkeit,  dass  eine  beliebig  herausgegriffene  Zahl  dem 
System  Ai  angehört,  so  muss,  wenn  die  Reihe  u^+u^-^-u^  -f-  *** 
convergent  sein  soll,  A,«,  -f  A,aij  +  •••  +  ^Wr  =  0  sein. 

Aus  2.  ergiebt  sich  z.  B. :  Damit  die  harmonische  Reihe 
1|  i?  i)  if  if  •  •  •  convergent  sei  (ferner  auch  Reihen,  die  nicht 
weniger  divergent  sind  als  diese),  mOssen  ebensoviel  Glieder 
mit   positivem  wie  mit  negativem  Vorzeichen  versehen  werden. 

Herr  Cesaro  nennt  von  zwei  divergenten  Reihen  tfi+<<9  +  *** 
and  o,-ff>, -}-•••  die  erste  weniger  divergent  als  die  zweite,  wenn 

^1  +*'t  +  •"  +  ^n 

für  n  =•  oo  gegen  Null  convergirt.  Falls  ti«:v«  eine  Grenze  l 
besitzt,  muss  auch  V  gegen  dieselbe  Grenze  convergiren.  Gemäss 
dieser  Erklärung  sind  z.  B.  diejenigen  Reihen,  für  welche 
limntf«  =  0  ist,  weniger  divergent  als  die  harmonische  Reihe. 
Allgemein  kann  man  leicht  divergente  Reihen  angeben,  welche 
weniger  divergent  sind  als  eine  gegebene  Reihe.  Herr  Cesaro 
bespricht  das  Eummer'sche  Convergenzkriterium  (J.  ftlr  Math. 
XIII.  171)  und  den  Fall,  dass  u»:v»  zwischen  einer  endlichen 
Anzahl  von  endlichen  Grenzwerten  schwankt. 

Bedeutet  t«, +«s  +  "'*  eine  divergente  Reihe  positiver  Glie- 
der, a^j  a„  ...  Zahlen,  welche  beständig  und  unbegrenzt  wachsen, 
so  convergirt  für  n  =  oo  das  Verhältnis  V  gegen  dieselbe 
Grenze  wie 

lim  ^'^'  "^^«^«  "I *"  ^^* 

falls  dieser  letzte  Ausdruck  existirt. 

Hieraus  ergiebt  sich  —  und  dies  ist  der  Satz,  den  Herr 
Bagnera  auf  anderem  Wege  ableitet  —  dass  die  Wahrscheinlich- 
keit (ja)^  „in  einer  einfach  convergenten  Reihe  ein  positives 
Glied  zu  treffen**,  gleich  ^  ist,  oder  dass  in  derselben  die  posi- 
tiven Glieder  ebenso  häufig  sind  wie  die  negativen,  falls  die- 
selben ihrem  absoluten  Werte  nach  beständig  abnehmen. 

Hierin  ist  die  Existenz  von  w  stillschweigend  angenommen; 

16* 
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aber  aacb,  wenn  to  nicht  existirt,  bietet  die  Verteilung  der  Vor- 
zeichen eine  gewisee  Regelmässigkeit  dar.  Wz. 


J.  L.  W.  Jknsbn.     Sur  une  g^n^ralisation  d'un  th^orfeme 
de  Caiichy.     c.  R.  cvi.  833-836. 

E.  Cesaro.     Sur  deux   r^centes  Communications  de  M. 
Jensen,     c. r.  cvi,  ii42ii43. 

J.  L.  W.  Jensen.     Sur  un  thöorferae  gän^ral  de  conver- 
gence.     R^pouse  aux  remarques  de  M.  Cesaro.      c.  r. 

CVI.  1520-1522. 

Die  von  Herrn  Jensen  bewiesene  Verailgemeinerang  des 
Cauchy 'sehen  Satzes  lautet:  Bedeuten  q>n  und  On  derartige  Func- 
tionen  der  ganzen   positiven  Zahl  n,    dass  (fn   eine   bestimmte 

n 

Grenze  tp^  hat,  wfthrend  |  a^  |  ==  oo  und  £  \  o».— Or-i  | :  ou  be- 
beständig  kleiner  ist,  als  eine  gegebene  Zahl,  so  ist: 

^  ,j^  (g.-flp) y,  +  (fl«-q,) y,  +  "•  +  (g--<^-i)y» 

Hieraus  folgt:  Bedeutet  Sun  eine  conyergente  Reihe,  so  ist: 

lim  gitf|  +  g»^«  +  '"  +  g»«>  ^  Q 

woraus  sich  noch  Verallgemeinerungen   eines  Satzes   von  Abel 
und  eines  solchen  des  Herrn  Stieltjes  ergeben. 

Herr  Cesaro  behauptet,  dass  die  VerallgemeineruDg  des 
Gauchy* sehen  Satzes  schon  frOher  (Rendiconti  dei  Lincei)  ge- 
geben sei,  worauf  Herr  Jensen  entgegnet,  dass  er  dieselbe  bereits 
im  Jahre  1884  (Tidsskrift  for  Mathematik  (5)  IL  81-84;  Tergl. 
F.  d.  M.  XVI.  1884.  193)  veröffentlicht  habe.  Ws. 


O.  Stoltz.     Ueber  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von 

Cauehy.      Math.  Ann.  XXXIII.  237-245. 

Es  seien  g(n)  und  ^(n)  reelle  Functionen,  q/(n)  ändere  sich 
bei   wachsendem   n  stets   im   nämlichen   Sinne    und    habe    bei 
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Kmn  =  -f-  ^  einen  unendlichen  Grenzwert.  Wenn  g(n)  bei 
lim»  =  +cx>  eine  endliche  obere  (untere)  Unbestimmtheitsgrenze 
0(ü)  besitzt,  so  ist  die  entsprechende  Unbestimmtheitsgrenze  yon 

entweder  — oo(-f-oo)  oder  eine  endliche  Zahl  O'(ü'),  welche 
nicht  grösser  (kleiner)  als  0{U)  ist.  Hat  g(n)  bei  limn  =  -foo 
den  Grenzwert  +oo(— c»),  so  auch  die  Function  F(n). 

Dieser  Satz  wird  bewiesen  und  in  Beziehung  gesetzt  zu  Ar- 
beiten der  Herren  Jensen  (G.  B.  CVI.  833)  und  Cesafo  (Bom. 
Acc.  L-  Bend.  (4)  IV,.  116,  Nouv.  Ann.  (3)  VII.  54,  Palermo 
Bend.  I.  225,  vgl.  die  voranstehenden  Berichte). 

Dem  hieraus  über  das  Verhalten  von  f(n) :  q>(n)  sich  er- 
gebenden Satze  stellt  der  Herr  Verfasser  einen  analogen  an  die 
Seite,  der  sich  mit  dem  Quotienten  zweier  fttr  jeden  endlichen 
Wert  von  x  definirten  reellen  Functionen  f(x\  q>(x)  für  a:  =  +  oo 
beschäftigt.  Wz. 


A.  Pbingshkim.     Deber  die  Convergenz  unendlicher  Pro- 

dacte.      Math.  ADD.  XXXIII.  119-154. 

Der  Herr  Verfasser  will  in  dieser  Abhandlung  die  Haupt- 
sätze Aber  die  Convergenz  unendlicher  Producte,  welche  zuerst 
von  Cauchy  mit  Hülfe  der  Theorie  der  Logarithmen  und  der 
logarithmischen  Beihe  bewiesen  sind,  unmittelbar  aus  der  Defi- 
nition des  Productes  rein  elementar  ableiten,  d.  h.  ohne  Be- 
nutzung der  Logarithmen  und  der  trigonometrischen  Form  der 
complexen  Zahlen.  Nachdem  er  die  Convergenz  eines  unend- 
lichen Productes  definirt  hat,  zeigt  er: 

L  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
absolute  Convergenz  des  unendlichen  Productes  n(l+Uy)  be- 
steht in  der  absoluten  Convergenz  der  unendlichen  Beihe  Su^. 

Das  absolut  convergente  Product  convergirt  auch  stets  un- 
bedingt. 

Dabei  heisst  ein  unendliches  Product  iTCl+t^O  absolut  con- 
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vergent,  wenn  11(1  +  |fiy()  convergirt,  unbedingt  convergent,  wenn 
es  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Factoren  convergirt.  Die 
Grössen  u^  sind  beliebig  reell  oder  complex. 

IL    Die  notwendige   und   hinreichende  Bedingung   f&r  die 

(X 

Convergenz  des  Productes  //yCl+Pr+ff^O»  ^^  diep^  unter  sich, 
desgleichen  die  q^  unter  sich  gleiches  Vorzeichen  besitzen,   be- 

OD 

Steht  in  der  Convergenz  der  Reihe  2!y(Pv+qyi). 

1 

Ein  Product  dieser  Art  ist,  wenn  überhaupt,  stets  absolut 
und  unbedingt  convergent. 

Nachdem  der  Herr  Verfasser  sodann  die  vollständige  Iden- 
tität zwischen  absoluter  und  unbedingter  Convergenz  eines  un- 
endlichen Productes  dargethan  hat,  leitet  er  einige  Hülfssätze 
über  gewisse  endliche  Producte  ab,  um  schliesslich  zur  bedingten 
Convergenz  reeller  Producte  flberzugehen;  hierfür  zeigt  er  den 
von  Cauchy  mit  Hülfe  der  logarithmischen  Reihe  bewiesenen 
Satz: 

Convergirt  die  Reihe  JSyCy  bedingt  in  der  durch  die  Indices 

1 

SD 

vorgeschriebenen   Anordnung,    so    convergirt   /7r(l+Cy)    oder 

1 

OB 

divergirt  nach  Null,  je  nachdem  JSyC}  convergirt  oder  divergirt 

Wz. 


Ch.  Merat.  Sur  rimpossibilitä  de  franchir  par  la  for- 
mule  de  Taylor  les  cercles  de  convergence  de  cer- 
taines  s^ries  enti&res.     Darbouz  Ball.  (2)  Xll.  248-352. 

Es  habe  die  Reihe 

f(x)  =  l+a?^'  +  aJ^^ i-ajw'-f  ... 

den  Charakter  einer  ganzen  Function  (der  Convergenzradius  der- 
selben ist  höchstens  gleich  Eins),  es  bedeute  a  eine  beliebige 
Grösse,  deren  Modul  <:1  ist,  dann  hat  die  mit  Httlfe  des 
Taylor'schen  Satzes  gefundene  Entwickelung  von  f^a  +  h)  höchstens 
1  — mod.a  zum  Convergenzradius. 
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Fflr    diesen   Satz   des    Herrn   Weierstrass  wird  vom  Herrn 
Verfasser  ein  elementarer  Beweis  gegeben.  Wz. 


Hadamard.      Sur    le    rayon   de  convergence  des  s^ries 
ordonndes     suivant     les     puissances    d'une    variable. 

C.  R.  OVI.  259-262. 

Der  Convergenzkreis  der  Reihe  a^  +  a^X'\'a^x^+  >*•  wird 

mit  Hülfe  der  Folge  |  a,  | ,  |  j/ö^  | ,  . . . ,  bestimmt  und  der  von 
Herrn  Lecomu  (vergl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  228)  gegebene  Satz 
modificirt.  Wz. 

Ch.  Biehlbr.     Sur  les  söries  ordonn^es  suivant  les  puis- 
sances croissantes  d'uue  variable.    Noav.  Aon.  (3)  Vli.  200-203. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  fflr  alle  innerhalb  des  Gon- 
vergenzkreises  der  Reihe  a^  +  a,  a?  +  a,aj*4-öa«'  +  -"  gelegenen 
Werte  der  Veränderlichen  x  auch  die  Reihe  a,  +  2  a^a?  +  SOj  a:'  +  ••  • 
convergirt,  wird  bewiesen,  dass  für  dieselben  Werte  von  x  die 
zweite  Reihe  die  Ableitung'  der  ersten  ist.  Wz. 


S.  PiNCHERLB.      Una  transformazione  di  serie.      Palermo 

Bend.  II.  225-226. 

Wenn  a»  so  beschaffen  ist,  dass  f(x)  =  SOnX*^  in  einem 
Kreise,  dessen  Radius  grösser  als  2  ist,  convergirt,  so  kann  die 
Function 

dargestellt  werden.  Wz. 

M.  WoRONTZOF.      Sur  le  ddveloppement  en   s6*ies    des 

fonCtioDS   implicites.     Nonv.  Add.  (3)  VII.  362-365. 

Sind  die  beiden  Gleichungen  m  =  f(t/);  x  =  q>(y)  gegeben, 
so  wird  eine  Function  von  x  mittelst  der  Maclaurin'schen  Reihe 
und  des  Lagrange'schen  Restes  nach  Potenzen  von  m  entwickelt 
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und  das  Resultat  auf  zwei  Beispiele: 

a;  =  c«y,  III  =  ^ — Ä  und  «  =  y*»,  iw  =  y*  — Ä 
angewandt.  Wz. 

A.  GuTZMBR.      £in    Satz    Über    Potenzreihen.    Math.  Ado. 

XXXII.  596-600. 

Es  sei  die  Potenzreihe 

u 
ftr  den  durch  die  Ungleichung  \^\  ^1^  definirten  Bereich  ab- 
solut convergent.  Dann  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
Quadraten  der  absoluten  Beträge  aller  Werte,  welche  $(«)  auf 
dem  Kreise  \x\  =^  r(r<:R)  annimmt,  gleich  der  Summe  aus 
den  Quadraten  der  absoluten  Beträge  der  einzelnen  Glieder. 

Wz. 

A.  Harnack.  üeber  Cauchy's  zweiten  Beweis  für  die 
Convergenz  der  Fourier'schen  Reihen  und  eine  damit 
verwandte  ältere  Methode  von  Poisson.    Math.ADD.XXXiL 

175-202. 

Nach  dem  Vorgange  Dirichlet's  und  Riemann's  werden  in 
den  historischen  Darstellungen  der  Theorie  der  Fourier'scben 
Reihen  gewöhnlich  die  umfassenden  Versuche  Poisson's,  welche 
sich  auf  die  Convergenz  der  Reihen  mit  trigonometrischen  Func- 
tionen und  mit  Cylinderfunetionen  beziehen  (Journal  de  TEcole 
Polytechnique  vom  Jahre  1823;  XII.  Gab.  XIX.),  nicht  erwähnt; 
ebenso  wenig  wird  einer  ausftlhrlichen  Abhandlung  Cauchy's  ge- 
dacht, welche  die  Theorie  der  Residuenrechnung  schliesst  (Exer- 
cices  de  Math.  IL  1827.  341-376;  Oeuvres  (2)  VII.  545 flF.)  und  einen 
neuen  Beweis  fHr  die  Convergenz  der  Fourier'scben  Reihe  enthäjt 
Von  einer  Priorität  kann  wegen  Mangels  an  Strenge  bei  beiden 
Autoren  keine  Rede  sein.  Trotzdem  sind  diese  Arbeiten  von 
Interesse;  es  handelt  sich  in  ihnen  nicht  bloss  um  die  gewöhn- 
liche Reihe,  welche  nach  ganzzahligen  Vielfachen  des  Argumentes 
fortschreitet;   sondern   es  werden   auch  die  Reihen  in  Betracht 
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gezogen,   bei    welchen   die  Parameter  von  den  Wurzeln  irgend 
einer  Yorgeschriebenen  transeendenten  Gleichung  abhängen. 

Der  Beweis  Gauchy's  lässt  sich  nun  —  und  dies  geschieht 
im  ersten  Abschnitt  der  Harnack'schen  Arbeit  —  vervollstAn- 
digen;  man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Voraussetzungen  über 
die  Beschaffenheit  der  darzustellenden  Function  zu  betonen,  unter 
welchen  gewisse  Umformungen  bestimmter  Integrale,  die  bei 
Cauchy  vorkommen,  allein  und  Überdies  in  etwas  anderer  Form 
als  dort  zulässig  werden. 

Im  zweiten  Abschnitt  wird  gezeigt,  dass  in  den  von  Cauchy 
behandelten  Beispielen  die  Convergenz  der  Beihen  immer  auf 
der  Convergenz  des  bekannten  Dirichlet'schen  Integrales  beruht, 
so  dass  ebenso,  wie  für  die  gewöhnliche  Fourier'sche  Reihe, 
diese  Bedingung  die  notwendige  und  hinreichende  auch  bei  den 
allgemeinen  Beihen  dieser  Art  ist 

Im  dritten  Abschnitt  wird  gezeigt,  dass  die  von  Poisson  an- 
gegebene Methode  im  Grunde  nichts  anderes  als  eine  Besiduen-* 
rechnung  ist.  Wz. 

DiBiCHLBT.     On  the  convergency  of  the  trigonometrical 
series  wbieb  serves  to  represent  an  arbitrary  function 

between  given   limite.     Tokio.  Math.  Ges.  III.  249-266. 

Englische  Uebersetzung  der  bekannten,  im  4.  Bande  des 
Jonmals  für  Math,  erschienenen  Abhandlung  von  DirichleL 

E. 


M.  Lrbch.     Sur  une  fonction  discontiuue.     Batt.  G.  xxvi. 

375-376. 

OD 

s 

fiberall  unstetige  Function  der  reellen  Veränderlichen  x  darge- 
stellt wird,  während  die  Glieder  q>n(ßO  dieser  Beihe  stetige 
FuDCtionen  einer  reellen  Veränderlichen  sind.  Wz. 


Beispiel  einer  Beihe:  f(a;)  =  ^5P,(aj),   durch    welche    eine 
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8.  ZuBAKOwsKi.     Beweis  eiues  Satzes  von  H.  Wronski. 

Krak.  Deokachr.  XIY.  56-58.  (Polnisch.) 

Die  Wronski'sche  Formel 


X    1   .„  .     i»     1 


9'    f*^ 

<f>"(rn' 


1 


1.2.3   ip'* 


1.1.2 


+ 


1    <p  1.2  q> 

g>-  (q>r  er  Fj 

{q>  und  f  sind  durch  die  Gleichung 

verbunden,  deren  eine  Wurzel  gleich  a  ist;  F,  f,  F'  u.  s.  w.  be- 

deuten  F(a\f{a\ — .        ,  «»-J  erhält  der  Verfasser  durch  eine 

geeignete  Umformung  der  bekannten  Bttrmann'schen  Reihe.  Es 
ist  aber  zu  bemerken,  dass  die  Formel  von  Wronski  die  allge- 
meinere ist,  und  dass  in  ihr  sowohl  die  Bttrmann'sche  wie  auch 
die  bekannte  Lagrange'sche  Reihe  enthalten  ist  Dn. 


G.  Tbixeira.     Extrait  d'une  lettre  adressde  ä  M.  Hermite. 

Darbonx  Ball.  (2)  XII.  272-276. 

Wenn  innerhalb  des  Intervalls  (a ...  6)  1)  v(p\  V(^)'  "n  ^s«  -" 
stetige  Functionen  bedeuten  und  2)  9^(0;)  in  eine  gleichmässig 
convergente  Reihe  entwickelt  werden  kann,  so  ist: 

/b  /•b  pb  /»6 

(p(x)tff(x)dx  =  /  u^tff{x)dx  4- /  u^tl/(pB)dx  -j-  •  •  •  -{- 1 Un^{x)dx-\ — 

a  a  a  a 

Setzt  man  %lß{x)  =  1,  so  ergiebt  sich  hieraus  ein  bekannter 
Satz  der  Analysis.  Der  Herr  Verfasser  macht  auf  die  Vorzüge 
seines  Beweises  aufmerksam  und  leitet  aus  demselben  einen  be- 
quemen Ausdruck  fSr  den  Fehler  ab,  der  entsteht,  wenn  man 
die  Entwickelung  beim  n^  Gliede  abbricht.  Wz. 


E.  PiCARD.     Sur  la  oonvergence  des  s^ries  repr^sentant 
les  integrales  des  ^quations  difF^rentielles.   Darbou  Boll. 

(2)  XII.  148-166. 
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Es  sei  f(x,  y)  eine  Function,  welche  ftir  alle  Werte  ypn  x 
und  y  innerhalb  der  mit  den  Radien  a  und  b  um  die  Punkte 
x^  resp.  y«  beschriebenen  Kreise  holomorph  ist ;  Jlf  sei  der  grösste 
Wert  des  Moduls  von  f(x^y\  wenn  x  und  y  Punkte  des  üm- 
fangs  dieser  Kreise  bedeuten;  dann  giebt  es  ein  Integral  der 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

4- = ««."• 

welche  fQr  x^  den  Wert  y^  annimmt  und  durch  eine  Reihe  dar- 
gestellt werden  kann,  deren  Gonvergenzradius 

aTl—  e    2aMJ 

ist  Der  Herr  Verfasser  erweitert  den  Convergenzbereich,  indem 
er  zeigt,  dass  diese  Reihe  innerhalb  eines  Kreises  convergirty 
dessen  Radius  die  kleinere  der  Grössen 

a  und  —jjjj- 

ist.  Wz. 

J.  PuzYNA.     AnwenduDgen    der    verallgemeinerten  La- 
grange'scben  Interpolationsformeln.    Krak.  Denksehr.  xiv. 

1-55.  (Polnisch.) 
Ist 

a,+^,  +  -  +  An,  =  0,l,2,...,fl) 

eine  algebraische  Gleichung  pf^  Grades  mit  m  Veränderlichen 
^i9^99--'9^m  ^^d  '+1  Goefficienten,  und  sind 

«10),  «2(1),  .  ..  «m(l), 


«!(*),  «i(#),  •  .  •  «m(#), 

s  Systeme  der  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  kann  jedes  Glied 
x*,i  a?^ . . .  0?^"»  linear  durch  9  Werte 

dargestellt  werden,  so  dass 

«J«^  ...  «>  =  a,«J|,^«^,, ...  <7l)+*•••+«.«lV2^) ...  <w; 
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ttp  o,,..-,  er«   sind  rationale  Functionen   aller  anderen  Glieder 
x^i  ^^ ...  x^m  der  Gleichung  G  =  0  und  genQgen  der  Bedingung 

a^  -\'  O^  -\-  •"  -\-  ctg  =  1 . 

Diese  Formel  nennt  der  Verfasser  die  verallgemeinerte  Lagrange'- 
sehe  Interpolationsformel. 

Die  Schrift  behandelt  ausfUhrlich  die  Anwendungen  dieser 
Formel  auf  die  Theorie  einiger  geometrischen  Gebilde,  nämlich 
der  Punktreihen  zweiten  Grades  und  der  Parameter  der  Gurven 
dritten  Grades  und  dritter  Klasse.  Dn. 


Carvallo.  ,  Formales  d'interpolation.   c.  b.  cvi.  346-349. 

Es   giebt   zwei   Methoden,   um   aus   Gleichungen   yon   der 
Form;^ 

tfi  =  aUi  +  bVi  +  cWi-\-  •••        (i  =  1,  2, 3,  . . .) 

die  Grossen  a, b, c, ...,  zu  bestimmen,  deren  Anzahl  kleiner  ist, 
als  diejenige  der  Gleichungen,  nämlich  die  Gauchy'sche  und  die 
Legendre'sche.  Der  Herr  Verfasser  giebt  ein  Verfahren  an, 
welches  die  Vorzüge  beider  vereinigt.  Wz. 


N.  Ekholm.  Zur  Ableitung  einer  periodischen  Functiou 
aus  einer  Reihe  nach  gleichen  Zeitin ter Valien  beob- 
achteter Grössen.     Met.  Zeitsohr.  (2)  V.  61-62. 


P.  Nekbassoff.  Der  Modul,  des  Maximum  Maximorum 
einer  Function  i//(r6^*)  in  Bezug  auf  y  und  die  Anwen- 
dung seiner  Eigenschaften  auf  die  Reihe  von  Lagrange. 

Math.  ADD.  XXXI.  337-358. 

Der  vorliegende  Aufsatz  enthält  einige  Resultate  der  in 
russischer  Sprache  veröffentlichten,  in  F.  d.  M.  XVIT.  212  be- 
sprochenen Arbeit:    Die  Reihe  von  Lagrange.  Wz. 
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O.  Stolz.  Bemerkung  zu  der  Abband luug  des  Herrn 
Professor  Dr.  E.  Weiss:  „Entwickelungen  zum  La- 
grange'schen  Reversionstheorem  etc.^     Wien.  Ber.  XGV. 

199-204.  (1887). 

lieber  die  Arbeit  des  Hrn.  Weiss  ist  F.  d.  M.  XVI.  1884. 
219  und  1099  berichtet  worden.  Aus  dem  Baue  der  in  den 
§§  2-4  enthaltenen  BeihenentwickeluDgen  hatte  Hr.  Weiss  bereits 
geschlossen,  dass  dieselben  einer  VerallgemeineruDg  fähig  sind. 
Herr  Stolz  erhält  diese  als  die  zunächst  liegenden  Resultate  bei 
der  Auflösung  gewisser  Aufgaben,  die  mit  der  Lagrange'schen 
Gleichung  s  =  X'{'af{i)  in  Verbindung  stehen.  Lp. 


E.  Cbsabo.  Remarques  sur  divers  articles,  couceriiant 
la  th^rie  des  s^ries.     Noav.  Ado.  (3)  vir.  401-407. 

Bemerkungen  über  gewisse  von  den  Herren  M.  Lerch  und 
E.  Ceaaro  im  Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas 
mitgeteilte  Reihen  (vergl.  F.  d.  M.  XVIL  1885.  207  und  208)  und 
aber  eine  Eigenschaft  derselben,  welche  von  den  Herren  Gutzmer, 
E.  Cesaro  und  E.  Weyr  (F.  d.  M.  XVIIL  1886.  195  und  199) 
abgeleitet  ist.  Wz. 

W.  Laska.  J.  Lieblein's  Sammlung  von  Aufgaben  aus 
der  algebraischen  Analjsis  zum  Selbstunterricht.  Zweite 
verbesserte    und    vermehrte    Aufl.    hrsg.    von    W.    L. 

Prag.  G.  Nengebaaer.  VIII  a.  180  S.  8*.  (1889). 

Die  erste  Auflage  war  von  J.  Lieblein  1867  für  das  poly- 
technische Institut  zu  Prag  herausgegeben.  Hr.  Laska  hat  neue 
Aufgaben  hinzugefügt  und,  soweit  es  ihm  gelang,  die  Quellen 
der  Aufgaben  angegeben.  Der  Inhalt  erstreckt  sich  auf  das 
ganze  Gebiet  der  Einleitung  in  die  Analysis,  so  wie  Euler  sie 
in  dem  ersten  Bande  seiner  Introductio  verstanden  hat.  Zur 
Einfibung  und  Aneignung  des  Stoffes  ist  die  Sammlung  recht  gut 
geeignet.  Zuweilen  sind  dem  Referenten  störende  Druckfehler 
aufgestossen.  Lp. 
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Besondere  Reihen. 
J.  L.  W.  Jensen.   Sar  une  g^n^ralisation  d'une  formale  de 

Tchebycheff.      Darbonz  Ball.  (2)  XII.  134-186. 

Bedeuten  «,,  u,,  ...;   9„  o,,  ...;  w^j  to,,  ...   drei  Folgen 
poBitiver  Grössen  von  der  Art,  dass 

-:>--*  •'i     -^    •'i     -^     •'i     -^ 

1  —    a  s.    t7  1        ^^    ««   ^^    —    ^^^    — 

ist,  80  ist: 

«1+©,  H h««  «'i  +  «'t  H h«'« 

Wz. 

L.  J.  Rogers.     An  extension  of  a  certain   theorem  in 
inequalities.    Mess.  (2)  xvil.  145-150. 

Der  Verf.  beweist  den  Satz,  dass 

N       a, +«,  +  •••  + ö»       -^  11«» 

wenn  a^,  o,,  ...,  o.,  6,,  fr„  ...,  b«  alle  positiv  sind;  and  aas 
diesem  folgert  er  viele  andere  mit  Einschluss  der  gewöhnlich 
in  den  Lehrbttchern  gegebenen  Sätze.  Einige  der  Ergebnisse 
beziehen  sich  auf  die  Integralrechnung;  so  wird  u.  a.  gezeigt, 
dass 

ist,  wo  m>r>t^  y  eine  beliebige  Function  von  x^  die  Grenzen 
so  beschaffen  sind,  dass  fQr  alle  Werte  zwischen  ihnen  y^,  y^,  y' 
endlich  und  positiv  bleiben.  Als  ein  besonderer  Fall  ist  zu  er- 
wähnen, dass  fttr  y  =  a; : 

wenn  m>r'>L  Glr.  (Lp.) 
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F.  0.  Wace.     Notes  on  inequalities.     Meas.  (2)  xviii.  90-94. 
Einfache  Beweise  bekannter  Ungleichheiten,  z.  B. : 
a^ap  ...  a^  >  (a.+a,  +  ...  +  a,)^^.-H-^^  ^ 

(aP^+ap  +  ...  +  aiy  1 

wenn  p>  q\  u.  s.  w.  Glr.  (Lp.) 

H.  Simon.      Ueber  einige  Ungleichnngen.      Schiömiich  z. 

XXXIII.  56-61. 

Der  Verf.  geht  von  dem  Quotienten 

(a*+^+a*+^+  f ..  +0*+''):  (af  +  aj  +...  +  aj) 

ans,  in  welchem  die  a  und  d  positiv  sind;  er  beweist,  dass  der 
Quotient  mit  k  wächst.    Daraus  folgt 

[°'+;+"'r>'^+;+^       (o<p<i), 


Am  Schluss  wird  mitgeteilt,  dass  Herr  Bienaymä  1840  ähnliche 
Resnltate  ohne  Beweise  angegeben  habe.  No. 


Chrtstal.     On  the  inequality 

ma^-^^x—l)  ^  a?^  —  1  ^  m(aj— 1), 

and  its  consequences.    Edinb.  m.  8.  Proc.  vi.  29-33. 

Der  Beweis  schliesst  den  Gebrauch  unendlicher  Reihen  aus. 
Zuerst  wird  gezeigt,  dass,  wenn  Xj  p,  e  alle  positiv  sind,  p  und 
i  ausserdem  ganz,  dann  («p— l)/p^(a?'— 1)/«,  je  nachdem 
p^€  ist.    Es  ist  nämlich 

je  nachdem  X  ^  0,  wo  X  für 

(x-l){«(«P-»+irP-2+  ...  4-a?+l)-p((r*-i+«'-^+  -  +«+!)) 
gesetzt  ist.    Ist  p>*6,  so  ist  X  gleich 

ix--l){€(xP'-^+xP-^  +  '''  +  ajO-(p-«)(«*'*+«*-'  +  •••  +«+ 1)}, 
und  falls  x>l: 
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a?p-*  -f  x^-'^  -^  ...  -j-  /p€  >  (p— «)^i 
a^-i  +  »«-2  +  ...  4-  1    <  e««-i, 
mithin 

und  ähnlich,  wenn  x  <  1,  X  <  0;  in  beiden  Fällen  daher 

(ajP-^l)/p>(ir«— 1)/«. 

Dasselbe  folgt  für  a;<l.  Indem  nunmebr  a;'  statt  x  and  m 
statt  p/«  gesetzt  wird,  dehnt  der  Verf.  die  Ungleichbeit  auf 
positive  Werte  von  m  aus  und  beweist  sie  darauf  für  negative. 
Der  Satz  wird  in  einer  etwas  allgemeineren  Form  als  sonst  be- 
wiesen und  seine  Bedeutung  hervorgehoben.  Gbs.  (Lp.) 


H.  Simon.     Zur  Theorie  der  harmonischen  Reibe.  (Fort- 
setzung.)     Hoppe  Aroh.  (2)  VI.  220-222. 

Der  Herr  Verfasser  vergleicht  einige  von  Herrn  Mildner  ab- 
geleitete Formeln  (F.  d.  M.  XIV.  1882.  182)  mit  der  seinigen  (F. 
d.  M.  XIX.  1887.  242)  und  begründet  den  Satz:  Man  erhält  immer 
eine  divergente  Reihe,  wenn  man  in  der  harmonischen  Reihe 
auf  p  positive  Glieder  immer  p  +  9  negative  folgen  lässt. 

Wz. 

F.  J.  Stüdnicka.     üeber  die  Veränderlichkeit  der  Summe 
einer    unendlichen  Reihe    mit   ungleich    bezeichneten 

Gliedern.      Caaop.  XVII.  256.  (Böhmisoh) 

Bildet  die  Ergänzung  einer  Abhandlung,  Aber  welche  in 
Bd.  XIV.  dieses  Jahrbuches  pag.  227  referirt  wurde,  betreffend 
die  Reihe 

welche  Schlömilch  in  seinem  Uebungsbuch  (II.  pag.  171)  vorf&hrt 

_  Std. 

E.  Cbsarq.     Sur  les  transformations  de  la  s^rie  de  Lam- 
bert.     Noav.  ADD.  (3)  VII.  374-382. 
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Herr  Cesaro  macht  einige  Bemerkungen  zu  der  ClauBen'schen 
Transformation  (J.  ftir  Math.  III)  der  Lambert'schen  Reihe.  Die 
Clausen'sche  und  eine  von  Herrn  Gesaro  gegebene  Form  dieser 
Reihe  sind  durch  eine  sehr  schnelle  Convergenz  ausgezeichnet 
und  daher  fOr  numerische  Berechnungen  sehr  geeignet. 

Wz. 


£.  Catalan.     Sur  un  cas  particulier  de  la  formule  da 
bindme.    Belg.  Bull.  xvi.  194.  Mn. 


J.  Dbruyts.     Sur  certains  syst^mes  de  polynömes  asso- 

Ci^.       Liöge  M6m.  (-2)  XIV.  16  8. 

Verallgemeinerung  einer  früheren  Arbeit  „Sur  une  classe  de 
polynömes  conjuguös*',  welche  im  Bande  XLVI.  der  M6m. 
couronnte  in  4°  der  Belgischen  Akademie  erschienen  ist  (F.  d. 
M.  XVIIL  1886.  212,  XVII.  1885.  218).  Mn.  (Lp.) 

Wellmann.     Die  Binomialcoefficienten  und  einige  wich- 
tigere Reihen.    (Pensum  der  Prima.)    Pr.Domgymn.Oolberg. 

Es  werden  behandelt  die  Binomialcoefficienten,  die  arithme- 
tischen Reihen  erster,  zweiter,  dritter  und  p^^'  Ordnung,  endlich 
die  geometrischen  Reihen.  Wz. 


McCuLLocH.     A  theorem  in  factorials.    Annais  of  Math  iv. 

16M63. 

Es  ist: 

n{a-pd)  =  a«-f  g),(n)a»-^(i+9),(ii)a«-2d'  +  ...  +  y^.i(n)a*— », 

Setzt  man  nun  fQr  beliebige  Werte  von  a,  d,  n 

a*  +  9,  (ii)a"-«  d  +  9),(fi)a*-2d"  +  • .  =p  d*'", 
so  gilt  der  Satz: 

Foruchr.  d.  Math.  XX.  1.  17 
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voraoBgesetzt,  dass  dem  nameriBchen  Werte  nach  y  kleiner  als 
X  ißt.  Wz. 


V.  Jamet.      Essai    d'ane    noavelle    th^orie    ^l^mentaire 

des  logarithmes.      Matheeis  VIII.  40-44,  89-91. 

I.  Ist  n  =-  gf",   wobei  p  ganz   sei,   und  a  grösser  als  1,  so 

II 
nimmt  der  Ausdruck  a«  =  n(/a— 1)  ab,    wenn    gleichzeitig  p 

1 
wächst;  man  hat  ferner  Om>1 ;  folglich  hat  o«  eine  end- 
liche Grenze  oberhalb  1 •  Nach  Definition  ist  lima«=loga. 

II.  Ohne  auf  die  Newton'sche  Binomialreihe  zurflckzugreifen, 
beweist  man,  dass 

fl«  >  log  a  >  o, 5 flj. 

III.  Die  so  definirten  Logarithmen  besitzen  die  folgenden 
Eigenschaften:  1.  log(a6)  =  loga-)-logb.  2.  logcx)  =  oo,  logO 
=  -—00.    3.  loga  ist  eine  continuirliche  Function  von  a.    4.  Ist 

log  oj  =  1,  so  ist  X  =  lim  (l  -j J  ftlr  »  =  oo. 

Mn.  (Lp.) 

F.  GiUDiCB.     Alcune  formole  ottenibiii  semplicemente  che 
possono  servire  al  calcolo  approssimato  delle  fanzioni 

circolari.     Besso  Per.  mat.  III.  1-7. 
Es  ist  für  «<-jT-: 


sino;  <4^|8sin-^ — sina?J 


28in'-|- 
o;  <  sin  d;  I   1  -\ 1  <  fang  x. 


2co8-|-^l-f  cos-^)—  1 


2  V'  •  "^•'  2 
Femer  gelten  für  »>!,  «<  «t — rir  ^'®    folgenden    ünglei- 
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chuDgeD : 


2(4»  +  l)'       tang^ 


(4«4-l)»_16fi'       "  2 

4ii4-l^        a?         l  ^       ,^^         « 

Vi. 


E.  RicoRDi.     Suir  approssimazione  dell'  ordinaria  inter- 
polazione  nelle  tavole  di  logaritmi  delle  fiinzioni  gouio- 

metriche.      Besso  Per.  mat.  III.  97-103,  137-144. 

Ist  a'   ein   angenäherter  Wert   von   a  und  \  a—  a' 
80  ist: 

loga— -loga'  I  <  i 


a'-^a 


I  ßina— sina'  |  <aco8^a' — ^\ 
logBina— logsina'  |  <| 


tang(a'--|-)-a 
tanga-tanga'  |  <    cos a- cos (a^  +  a)  - 
I  logtanga-logtanga'  |  <  ,ip(2a^^a)-3«  ' 

wo  log  den  Briggs'schen  Logarithmus  bezeichnet. 

Aus  diesen  Resultaten  ergiebt  sich  mit  HOlfe  eines  von  Herrn 
Besso  aufgestellten  Satzes  Folgendes: 

Sind  log  sin  a  und  logsin(a  +  d)  genau  bis  auf  g  bekannt, 
und  ist  0<A<d,  so  ist  der  Maximalfehler  bei  der  Berechnung 
von  logsin(a  +  A)  durch  die  gewöhnliche  Interpolation: 

Ist  dagegen  logsin(a-|-A)  genau  bis  auf  s  bekannt,  so  ist  der 
Haximalfehler  bei  der  Berechnung  von  a-f  A  durch  die  gewöhn- 

17* 
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liehe  Interpolation: 

log8in(a+ d)  — logsina — 2g     i*    sin'a  *^J 

Die  entBpreehenden  Grössen  fQr  logtang  sind: 

.      2d» 
9  + 


sin '2a 
bezw.: 


32^1ini^2^+'+^}- 


logtangCa-f-d)  — logtanga-'29  i  sin'2a 
Es  möge  hier,  der  Vollständigkeit  wegen,  der  oben  erwähnte 
Satz  von  Besso  (Sulla  approssimazione  deirordinaria  interpolazione 
nelle  tavole  di  logaritmi;  Annuario  del  R.  Istituto  Teenico  di 
Roma  1883)  angefahrt  werden. 

Sind  loga  und  log(a4-d)  genau  bis  auf  g  bekannt,  und  ist 
0  <  A  <  d,  so  ist  der  Maximalfehler  bei  der  Berechnung  von 
log(a-)-A)  durch  die  gewöhnliche  Interpolation: 


»+-f'»«( '+-!-) 


Vi. 


Ed.  Wbtr.     Extrait  d'une  lettre  k  M.  Hermite.    Darboux 

BqU.  (2)  XII.  25-28. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt  direct  die  auf  anderem  Wege  von 
Herrn  Hermite  bewiesene  Uebereinstimmung  zweier  Prodnct- 
darstellungen  fttr  cosa;  und  entwickelt  nach  zwei  verschiedenen 

Methoden   in  eine  absolut  convergirende  Reihe.        Wz. 

cos«  ° 


De  Prbslb.      Au    sujet    du   döveloppement  de   cot»   en 
s^rie  de  fractions.     8.  M.  F.  Bull.  XVI.  143-144. 

Durch  Anwendung  eines  Satzes  von  Herrn  Mittag  -  Leffler 
ergiebt  sieh 

cot»==G(»)+  — +  2— ^^^ 7      (n  =  ±l,  ±2,  ±3,  ...); 

G(z)  bedeutet  hierin  eine  holomorphe  Function  von  js.    Der  Herr 
Verfasser  zeigt,  dass  G(z)  gleich  Kuli  ist.  Wz. 
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L.  Saalschütz,  üeber  die  Entwickelung  von  e—'^-i^-^) 
in  eine  Potenzreibe  nebst  einigen  Anwendungen  der- 
selben.    Hoppe  Arch.  (2)  VI.  305-350. 

Der  Herr  Verfasser  setzt 

und  bestimmt  die  Grössen  6».  Die  namerisehen  Werte  ftlr  die 
bn  und  ßn  =  nbn  ergeben,  dass  die  ßn  in  Gruppen  von  ab- 
wechselnd positiven  und  negativen  Gliedern  zerfallen;  die  Anzahl 
der  Glieder  einer  Gruppe  nimmt  von  Gruppe  zu  Gruppe  zu;  in 
jeder  Gruppe  nimmt  der  absolute  Wert  der  Glieder  anfangs  zu, 
erreicht  ein  Maximum  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Denkt  man 
nun  für  grosse  Werte  von  n  den  Zuwachs  1  von  n  durch  dn 
bezeichnet,  so  ergiebt  sich  die  Differentialgleichung: 

d^ß         ß       r.       ^         d^ß    ,       ß 
if +  i=«    oder    -^  +  ^  =  0, 

WO  n  =  X  + 1  gesetzt  ist  und  l  den  Index  des  grössten  Wertes 
von  ß  (absolut  genommen)  in  einer  bestimmten  Gruppe  bedeutet. 
Diese  Differentialgleichung  wird  fQr  die  ersten  Annäherungen 
von  l:(il+ö,  nftmlich 

integrirt;  sodann  die  Convergenz  der  Reihe  b^+b^x-^b^x^^  '•- 
untersucht;  dabei  zeigt  sich,  dass  sie  für  o;  =  1  den  Wert  Null 
erhält    Zum  Schluss  werden  als  Anwendung  die  Integrale: 


1^1  u 


dz 


in  Seihen  entwickelt.  Wz. 


A.  Cayley.     The  investigation  by  Wallis  of  bis  expres- 

gion  for  n.     Quart  J.  XXIII.  165-169. 

Wallis  geht  von  einer  Formel  aus,  die  in  neuerer  Bezeichnung 
/    (x — x^ydx  = 


9(n)     2n  +  l 
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lautet;   ftlr   »  =  1,  2,  3  ist  entsprechend  g>(n)  gleich  2,  6,  20; 

n  4 

för  it  =  ^  dagegen  ist  das  Integral  gleich  -q-,  daher  —  =  9^^). 

Um  nun  q>(i)  zu  berechnen,  stellt  Wallis  eine  Tabelle  auf,  deren 
Diagonalglieder  g)(— i),  g>(0),  g)(i),  g>(l),  ...,  g>(i),  g>(4)  sind. 
Hierin  sind  die  1**,  S*«,  5*«,  1^  Reihe  unvollständig,  werden  je- 
doch nach  Analogie  des  ftlr  die  fibrigen  Reihen  gültigen  Gesetzes 

yervollständigt;  die  3**  Reihe  lautet  dann  \q>(i)  =  — ): 

TT' 


1 

2 

4 

1    ^.    3 

^'    nr'      2' 

4     4 

— .  • • 

3    «' 

3.5 
2.4  ' 

4.6 
3.5 

3.6.7 

4.6.8 

4 

2.4.6  ' 

3.5.7 

••; 

wird  diese  beliebig  weit  fortgesetzt,  so  nähern  sich  die  Glieder 
derselben,  beständig  wachsend,  der  Einheit,  während  f&r  drei 
auf  einander   folgende  «,  y,  z  das   Gesetz   zu   gelten   scheint: 

y  :  X  >•  s  :  y,    oder  y'  >  xs,    daraus   ergiebt  sich   die   bekannte 

4 

Formel  für  —  Wz. 

n 

W.  H.  H.  Hudson,  R.  F.  Davis.     Solution  of  question 

8913.     Ed.  Times  XLVIII.  45-46. 

Ist  B\n{X'\'h)  =  siux  +  h  C0H(x+dh)j   so  ist  der  Goefficient 
von   A'    bei    der   Ent Wickelung  von   0  nach  Potenzen  von  h: 

•^^g^  (57  cotga? + 55  cotg*aj).  Lp. 


F.  J.  Stüdnicka.     Sur  l'analogie  hyperbolique  du  nom- 

bre  71.     Liöge  M6m.  (2)  XIV.  12  8. 

Die  Zahl  il  ==  2  argshl  =  21og(l  +  y2)  und  nicht  der  dop 
pelte  Wert  hat  analoge  Eigenschaften  wie  fi.  Mn.  (Lp.) 


R.  E.  Allardicb.      On    Stirling's    approximation    to    n! 
when  n  is  large.    Edinb.  m.  s.  Proc.  VI.  22-24, 
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Ein   durch    elementare  Methoden  erbrachter  Beweis  für  die 
Nfiherungsformel    ( — j  ^2nn.  Gbs.  (Lp.) 


A.   Panek.      Heber    eine    besondere    unendliche    Reihe. 

Caeop.  XYII.  227.  (Böhmisch.) 

Behandelt  die  combinirte  Reihe 

nm  daraus  C  und  S  zu  finden,  sowie  specielle  Reihensummirungen 
abzuleiten.  Std. 


Axel  Thue.     Om  Irrational iteten  af  Tallet  e.    Zeutheo  Tids. 

VI.  (4)  200-202. 

Liouyille  hat  bekanntlich  zuerst  bewiesen,  dass  die  Zahl  e 
keine  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Grades  mit  rationalen 
Coef&cienten  sein  kann. 

Darch  ähnliche  Betrachtungen  wie  die  von  Liouville  ange- 
wandten wird  hier  nachgewiesen,  dass  e'  keine  Wurzel  einer 
Gleichung  zweiten  Grades  mit  rationalen  Goefficienten  sein  kann. 

V. 


M.  Martonb.     Dintiostrazione  della  trascendenza  del  na* 

mero  n.     Napoii.  Trani.  31  S. 

Es  ist  dem  Verfasser  unbekannt,  dass  die  Transcendenz  der 
Zahl  n  schon  seit  1882  von  Lindemann  (Ueber  die  Ludolph'sche 
Zahl,  Math.  Ann.  XX.  213-225;  F.  d.  M.  XIV.  1882.  369)  be- 
wiesen  worden  ist.  Er  arbeitet  ohne  jedes  Bedenken  mit  diver- 
genten und  mit  halbconvergenten  Reihen  und  scheint  auch  nicht 
zu  wissen,  dass  die  Summe  von  unendlich  vielen  rationalen 
Zahlen  eine  transcendente  Zahl  sein  kann  (siehe  S.  29).  Zur 
weiteren  Charakterisirung  seiner  Untersuchungen  mag  Folgendes 
wohl  genfigen.  Er  gelaugt  zu  den  folgenden  Formeln,  die  wir 
ohne  jede  Formänderung  abschreiben  wollen: 
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log-r —  log— — 

2m  "im 


„  =  -A_  j(i4.|/=:i)*'««"'«'+"*«l-_  (i_y3i)*'««'*<**+***J-i 


w»i Uli 


e  =  ^^l-)nji^Y^f^'''^'^^'''^^ 


wo  m,  fiij  zwei  zwischen  0,44  und  1,45  liegende  Grössen  be- 
deuten, und  scbliesst  hieraus,  wegen  der  bekannten  Transcendenz 
der  Zahl  e,  dass  auch  n  eine  transcendente  Zahl  ist! 

Die  Formel: 

(wo   Mi  =  -^^ ^!,T^^Q. — TTT —)^  welche  der  Verfasser  als 

^  (fl)'(2i-— 1)1  ^ 

einen  besonderen  Fall  der  von  ihm  aufgestellten  Relation: 


m  '      m'  *  m" 


(l+m')(l+4m«)(l+9m')    . 

+  ^4  Zu 1 


fr 


^(2t-l)!  +  2»'-Wl(t-l)I 
^wo   Si  = TTjv^^rnr" /  ®*'^*'*J  ^®*  schon  längst 

bekannt;  siehe  Montferrier,  Dictionnaire  des  sciences  math6mati- 
ques,  T.  III,  p.  270.  Vi. 

L.  HoBSCEi.     Deber  die  Coefficienten  des  Ausdrucks  J^sf 
und  einige  mit  ihnen  verwandte  Zahlenverbindungen. 

Pr.  Gymo.  2.  grauen  Kloster  BerliD. 

Bei  der  Berechnung  der  Coefficienten  des  aus  der  Diffe- 
renzenrechnung bekannten  Ausdrucks  für  ^x*  fahrt  der  Herr 
Verfasser 'die  Grössen 


Gapiiel  2.    Besondere  Reihen.  265 

'»J = "^-COc"-!^' + 0^'^^'^  -  - + (-!)""'(„"  i)' 

ein,  worin  «j,  «j,  . . .,  «»  die  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  i— (n— 1); 
e,,  £,,  ...,  £n-i  die  Zahlen  0,  1,  2,  ...,  A  bedeuten,  und  die 
Samme  der  e  gleich  l  ist;  er  leitet  Beziehungen  zwischen  diesen 
Grössen  und  den  Bernoulli' sehen  Zahlen  ab  und  benutzt  die 
o,  ßy  y  einerseits  zur  Summirung  der  Potenzen  der  natflrlichen 
Zahlen,  andererseits  zur  Berechnuug  gewisser  Determinanten, 
welche  von  den  a,  /?,  den  Bernoulli'schen  Zahlen  oder  den  Bino- 
mialcoefficienten  abhängen.  Wz. 


WiLLiOT.     Note  sur  le  proe^dd  le  plus  simple  de  calcul 
des  nombres  de  Bernoulli.     s.  M.  P.  Bull.  XVI.  144-149. 

Unter  Benutzung  einer  von  Herrn  Seidel  gegebenen  Formel 
wird  die  BernouUi'sche  Zahl  B^  durch  eine  Determinante  dar- 
gestellt; diese  Determinante  wird  mittels  des  Staudt-Clausen'schen 
Gesetzes  (vergl.  F.  d.  M.  XII.  1880.  128)  umgeformt  und  zu 
drei  Formeln  specialisirt,  welche  f&r  die  Berechnung  der  Zahlen 
^109  ^]9f  -*M  ^24  fi^hr  bequem  sind.  Wz. 


F.  J.  VAN  DEN  Berg.     Eenige  formulen  voor  de  berekening 
van  de  Bernoulliaanscbe  en   vau  de  tangenten  -  coef- 

ficienten.       Amst.  Versl.  en  meded.  (3)  V.  388-397. 

Nach  Anleitung  seiner  frtlheren  Untersuchungen  über  Reihen- 
entwickelang  (siehe  F.  d.  M.  XIII.  1881.  193)  behandelt  der 
Verfasser  die  Berechnung  der  Bernoulli'schen  Zahlen  und  der 
Tangenten- Coefficienten  mittels  der  Entwickelung  von  zwei  der 

einfachsten  goniometrischen  Functionen,  nämlich  von  ^%-^  und 

cot-^-    In  sehr  symmetrischer  Weise  leitet  er  daraus  die  Reihen 
ab,   welche  die  gewfinschte  Entwickelung  liefern,  und  zeigt  so- 
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dann,  wie  die  BernoulH'scben  Zahlen  in  verschiedenen  gonio- 
metiiBchen  Reihenentwickelungen  auftreten.  Am  Scbluss  der 
Abhandlung  stellt  er  die  über  den  Gegenstand  vorhandene  Lite- 
ratur  zusammen.  6. 


A.  Berger.     Sur  une  g^näralisatiou  des  nombres  et  des 

fonctions   de    Bernoulli.      Stockh.  Veteosk.  Bihang.  XIII.  43  8. 

Der  Herr  Verfasser  entwickelt 

c             ,        c'— 1 
T-    und    c 5— 

nach  Potenzen  von  t>  und  bezeichnet  die  Coefficienten : 

B(0),  B(l),  B(2),  ...,    resp.    g)(»,0),  g>(z,  1),  v(»,  2),  .,. 
als  Bernoulli'sche  Zahlen  resp.  Functionen;  ebenso  entwickelt  er 

nach  Potenzen  von  v  und  nennt  die  Coefficienten: 

B(0,^),  B(l,^/),  Ä(2,  J), ...,  resp.  y(a,0,^0,  9>(».l»^)i  ?>(».2,^/),  ... 
die  zur  Discriminante  z/  gehörigen  Bernoulli'schen  Zahlen  und 
Functionen;   J  bedeutet  dabei  eine  fundamentale  Discriminante, 

r — j  das  Legendre'sche,  durch  Herrn  Eronecker  verallgemeinerte 

Zeichen,  «  das  Vorzeichen  von  J,  so  dass  e  =  +1,  e^i  >  0  ist 
Die  Eigenschaften  dieser  Zahlen  und  Coefficienten  werden  in 
acht  Sätzen  zusammengefasst,  während  ein  neunter  Satz  sich 
mit  der  Function  — 9)(»,  1,  J)j  — B(l,  ^)  beschäftigt.       Wz. 


De  Preslb.  D^rivöes  successives  d'une  puissance  en- 
ti^re  d'une  fonction  d'une  variable,  d^riv^es  successives 
d'ane  fonction  de  fonction  et  application  k  la  d^ter- 
mination  des  nombres  de  Bernoulli.    s.  M.  P.  Bull.  XVL 

157-162. 

Der  Herr  Verfasser  geht  von  dem  bekannten  Ausdruck  fQr 
die  m^^  Ableitung  eines  Products  von  n  Factoren  einer  Veränder- 
liehen  aus,  erhält  daraus  durch  Oleichsetzung  aller  Functionen 
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die  m^  Ableitang  der  »^  Potenz  einer  Function  einer  Verftnder- 
lichen  und  specialisirt  diese  Formel  durch  Gleichsetzung  von 
n  und  m;  er  bestimmt  die  m^  Ableitung  einer  Function  von 
einer  Function  einer  Veränderlichen  und  giebt  als  Anwendung 
einen  Ausdruck  fDr  die  Bernoulli'schen  Zahlen,  nach  welchem 
er  B^  numerisch  berechnet.  Wz. 


M.  Mollini.      Formole   suUe  annualitä  in  progressione 
aritmetica.    Bbbbo  Per.  mst.  iii.  u-l9. 

Wird  am  Ende  des  ersten  Jahres  die  Summe  a,  am  Ende 
des  zweiten  die  Summe  a+d,  . . .,  am  Ende  des  n**°  die  Summe 
a  +  in — l)d  bezahlt,  so  wird  dadurch  eine  Schuld  getilgt,  deren 
gegenwärtiger  Wert  ist: 

wo  g  =  1+''  und  r  den  Zins  bezeichnet.  Geschehen  die  Zah- 
lungen am  Anfang  jedes  Jahres,  so  kommt  2^  statt  S^  vor,  wo 
S^  =  qS^.  Die  gegenwärtige  Schuld  2^  bezw.  2,  würde  nach 
n  Jahren  bis  zu  2",  =  q*2^,  bezw.  2^  ===  ^2^  =  ?""*"* -2",  steigen. 
Diese  Belationen  zwischen  2,.  und  2^,  2,  und  2,,  2^  und  2^ 
sind  ganz  evident,  und  daher  ist  die  selbständige  BerechDung 
von  2,,  2^  und  2^  eine  nutzlose  Mtthe.  Vi. 


Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integralrechnung. 

Capitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.) 

Ch.  Sturm.  Cours  d'Analyse  de  Tlfioole  Polytechnique. 
Revu  et  oorrigd  par  E.  Prouhet  et  augment6  de  la 
th^orie  ^Idmeiitaire  des  fonctions  elliptiques  par  H. 
Laurent.  IX^  Edition,  revue  et  mise  au  courant  du 
uouveau  programme  de  la  Lieence  par  A.  de  Saiut- 

Germain.      2   vol.      Paris.  Gaathier-VilUra  et  Fila.  XXXII  a.  563, 
X  ü.  657  S.  gr.  8^ 

Herr  A.  de  Saint-GermaiD,  welcher  ausser  einer  Reihe  wissen- 
schaftlicher Abhandlungen  in  verschiedenen  Zeitschriften  den 
sehr  guten  Recueil  d'exercices  sur  la  m^canique  ratiounelle  1877 
veröffentlicht  hat,  ist  der  dritte  in  der  Folge  der  Heransgeber 
von  Ch.  Sturm's  Cours  d' Analyse;  er  beginnt  sein  Vorwort  mit 
den  Sätzen:  „Der  von  Sturm  an  der  £cole  Polytechnique  vorge- 
tragene und  von  Prouhet  herausgegebene  Cours  d' Analyse  ist 
seit  seinem  ersten  Erscheinen  im  Jahre  1857  eines  der  Werke 
geblieben,  die  am  liebsten  von  denen  benutzt  werden,  welche  in 
die  Infinitesimalrechnung  eindringen  wollen.  Seine  Klarheit  and 
seine  Einfachheit  haben  ihm  einen  Erfolg  verschafft,  der  anh&lt 
und  noch  heute    als  gerechtfertigt  erscheint.''    Obschon   dieses 
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Urteil  zunAchst  nur  für  Frankreich  ausgesprochen  ist,  so  muss 
man  ihm  auch  fßr  Deutschland  beipflichten.  Seit  der  Zeit,  wo 
Ref.  zu  Anfang  der  sechziger  Jahre  stndirte,  ist  das  Werk 
wegen  der  vom  letzten  Herausgeber  gerühmten  Vorzüge,  zu  denen 
der  fortwährende  Hinweis  auf  die  Bearbeitung  von  beigefügten 
Aufgaben  zugesellt  werden  kann,  auch  an  den  deutschen  Hoch- 
schulen ein  beliebtes  Lehrbuch  gewesen.  Mag  auch  ein  Ver- 
gleich mit  noch  älteren  Werken,  wie  z.  B.  mit  Cournot's  vor- 
treff  liebem  Elementarlehrbuch  der  Theorie  der  Functionen,  zeigen, 
dass  St.'s  Vorlesungen,  die  ja  von  dem  zu  früh  verschiedenen 
Verfasser  nicht  mehr  redigirt  werden  konnten,  viel  äi'mer  in  der 
Entwickelung  der  philosophischen  Grundlagen  und  der  furcht- 
baren Gedanken  der  Infinitesimalrechnung  sind ;  mögen  deutsche 
Arbeiten  des  letzten  Jahrzehnts  wiederholt  darauf  hingewiesen 
haben,  dass  bei  der  Aufstellung  der  Begriffe  und  bei  der  Ab- 
leitung der  grundlegenden  Sätze  eine  gründlichere  Fassung  und 
eine  grössere  Strenge,  als  in  den  gangbarsten  Lehrbüchern  her- 
gebracht ist,  mit  der  Klarheit  und  Verständlichkeit  nicht  unver- 
träglich sei:  dennoch  muss  man  zugestehen,  dass  ein  Werk  wie 
das  vorliegende,  von  dem  viele  Mathematiker  dankbar  rühmen, 
dass  sie  ihm  die  ersten  Anregungen  zum  Arbeiten  schulden, 
das  sich  neben  der  Flut  französischer  „Cours  d' Analyse"  länger 
als  dreissig  Jahre  behauptet  hat  und  nicht  unter  dem  Einflüsse 
der  äusseren  Stellung  seines  Verfassers,  sondern  erst  nach  dem 
Tode  seines  geistigen  Urhebers  es  zur  neunten  Auflage  gebracht 
bat,  dass  dieses  Werk  einen  wirklich  tüchtigen  Kern  in  sich 
bergen  muss. 

Um  einzelne  Lücken  im  Vortrage  von  St  auszufüllen,  hatte 
schon  Prouhet  mehrere  Noten  zugefügt;  später  hat  H,  Laurent 
eine  elementare  Theorie  der  elliptischen  Functionen  (175  S.  in 
Bd.  II)  angehängt,  welche  er  ursprünglich  für  die  Nouvelles 
Annales  (1877-79)  verfasst  hatte.  Gegenwärtig  hat  Hepr  de 
St-G.  den  Stoff  durch  vier  „Ergänzungsnoten*'  vermehrt,  von 
denen  zwei  dem  ersten,  zwei  dem  zweiten  Bande  einverleibt 
sind.  Die  erste  (26  S.)  betrifft  die  Curven  doppelter  Krümmung, 
die  zweite  (15  S.)  bezieht  sich  auf  die  unicursalen  Curven  und 
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die  Redocfion  der  elliptischen  Integrale.  Die  dritte  (HS.)  liefert 
Ergänzungen  zur  Theorie  der  krummen  Oberflächen,  die  vierte 
endlich  (9  S.)  ist  den  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange  ge- 
widmet. In  der  That  sind  besonders  die  in  den  beiden  letzten 
Noten  bebandelten  Gegenstände  früher  etwas  zu  kurz  wegge- 
kommen, und  bei  den  Fourier'schen  Reihen  vermisst  man  auch 
jetzt  noch  die  Dirichlet'schen  Kriterien,  deren  Existenz  bloss  er- 
wähnt wird.  Im  flbrigen  hat  der  Herausgeber  das  algebraische 
Capitel  über  die  Einheitswurzeln  unterdrückt,  dafür  aber  nach 
einer  anderen  Niederschrift  von  St's  Vorlesungen  ein  neues 
Capitel  über  die  Elimination  der  Constanten  und  die  Vertauschung 
der  Variabein  eingeschaltet.  Ferner  ist  der  ältere  Beweis  für 
die  Taylor'sche  Reihe  durch  den  von  Rouchä  ersetzt.  Andere 
kleine  Aenderungen,  die  übrigens  mit  grosser  Vorsicht  ange- 
bracht sind,  müssen  hier  unerwähnt  bleiben.  Zu  den  Uebungs- 
aufgaben,  die  schon  immer  den  einzelnen  Capiteln  beigegeben 
waren,  sind  endlich  noch  viele  neue  hinzugetreten,  die  der  Heraus- 
geber teils  dem  anregenden  Recueil  compl6mentaire  d'exercices 
sur  le  calcul  infinitesimal  von  Tisserand  entlehnt,  teils  den 
questions  de  licence  entnommen  und  am  Ende  der  beiden  Bände 
zusammengestellt  hat.  Lp. 


H.  Laurent.     Traitd  d'analyse.     Tome  III.     Calcul  inte- 
gral.    Integrales  d^finies  et  indöfinies.      Paris.  Ganthier- 

VillarB  et  Pils.  IV  4- 511  8.  8». 

Der  dritte  Band  des  umfangreichen  Werkes,  dessen  beide 
ersten  Teile  in  F.  d.  M.  XVII.  236  u.  XIX.  251  angezeigt  sind,  behan- 
delt die  Integralrechnung  ohne  die  geometrischen  Anwendungen, 
welche  einem  späteren  Bande  vorbehalten  bleiben.  Nach  einem 
einleitenden  Capitel  über  die  Zerlegung  der  rationalen  Brüche 
in  Partialbrücbe  wird  im  zweiten  Capitel  die  Berechnung  der 
unbestimmten  Integrale  gelehrt,  im  dritten  die  Theorie  der  be- 
stimmten Integrale  gegeben,  im  vierten  die  Lehre  von  den  viel- 
fachen Integralen  entwickelt  und  im  fünften  zu  den  Integralen 
der  totalen  Diflferentiale  fortgeschritten.    Hierauf  folgt  nacli  einer 
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Erweiterung  des  Functionsbegriffes  TOa  reellen  Variabeln  auf 
complexe  das  seebete  Capitel  mit  der  Theorie  der  zwiseben 
complexeo  Grenzen  genommenen  Integrale  und  der  Residuen- 
rechnang  ron  Caachy,  Die  Integration  durcb  Reiben  bildet  den 
Gegenstand  des  siebenten  Capitels,  in  welcbem  die  Ableitung 
aad  der  Zusammenbang  sehr  vieler  Reihen  beleuchtet  wird.  Die 
Eigenschaften  der  monogenen  und  monodromen  Functionen, 
welche  im  achten  Capitel  entwickelt  werden,  werden  nach  Be- 
rttcksichtigung  der  Cauehy'aehen  Sstze  und  auch  einiger  Weier- 
Etrass'schen  Untersuchungen  bis  zum  Satze  ron  Hittag-Leffler 
und  seinen  Anwendungen  geftibrt.  Das  neunte  Capitel  handelt 
ron  den  periodisehen  Functionen,  insbesondere  von  den  trigono- 
metrischen Reihen,  den  Fourier'schen  Integralen  und  zuletzt  von 
der  Weierstrass'Bchen  Function  ohne  Ableitung,  die  der  Verfasser 
im  ersten  Bande  noch  nicht  kannte  und  zu  der  er  sich  auch  jetzt 
noch  skeptisch  verhält  Im  zehnten  Capitel,  das  der  Interpola- 
lion  der  numeriseben  Functionen  gewidmet  ist,  wird  auch  die 
Gammafnnction  nfther  behandelt,  ferner  die  Ableitungen  mit  be- 
liebieem  Index.     Das  eitle  Capitel  mit  Formeln  zur  mechaniseben 

>n  Formeln 
deutet  und 
.  Paradox 
!  eine  der 
in  früheren 
und  Noten 
Lp. 


5.      Bear- 

ihen  Natur 

iT  dieselbe 

d.     Solche 

H. 
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P.  DziwiNSKi.      Die  wichtigsteo  Sätze  und  Formelu  der 
höheren  Anaiysis.    Lithographirt.    Lemberg.  (PolniBcb.) 

Algebraische  Anaiysis,  Differential-  und  Integralrechnung  und 
ihre  Anwendungen.  Dn. 

O.  ScHLöMiLCH.     Handbuch  der  algebraischen  Anaiysis. 

6.    Aufl.     2.   Druck,     stattgart.  VIII  u.  413  S. 


8.  Newcomb.     Elements  of  the  differential  and  integral 

CalculuÄ.     New- York.  (1887.) 


H.   St.  J.    Hünter.      Key    to    Todhunter's    DiflFerential 

Calculus.      London.  Macmillan  and  Co.  152  S. 

Anzeige  in  Nature  XXXVII.  412.  Lp. 


A.  Führmann.  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung 
in  den  Naturwissenschaften,  im  Hochbau  und  in  der 
Technik.  Lehrbuch  und  Aufgabensammlung.  In  sechs 
Teilen,  von  denen  jeder  ein  selbständiges  Ganzes  bildet 
Teil  I.  Naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Diffe- 
rentialrechnung.     Berlin.  Ernst  a.  Korn.  XII  n.  148  S.  8^ 

Das  Buch,  welches  als  selbständiges  Werk  den  zweiten 
Titel  trägt  „Naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Differential- 
rechnung. Lehrbuch  und  Aufgabensammlung^,  soll  wie  die 
übrigen  geplanten  Teile  eine  Ergänzung  und  Erweiterung  der 
vorhandenen  Aufgabensammlungen  bilden,  indem  die  behandelten 
Beispiele  den  Fachgebieten  der  Studirenden  entnommen  sind. 
Für  „Studirende  und  Ausübende  der  Naturwissenschaften^  be- 
stimmt, behandelt  die  vorliegende  Schrift  in  ftlnf  Capiteln  1) 
Differenzen  und  Differentiale,  einfache  und  mehrfache  Differen- 
tiation; 2)  Linien  und  Flächen;  3)  vieldeutige  Symbole;  4)  Maxima 
und  Minima;  5)  Reiben.    Ein  alphabetisches  Sachverzeichnis  er- 
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lekhtert  die  Benutzung,  und  ein  Literaturverzeichnis,  welches  die 
benutzten  Quellen  angiebt,  soll  zum  Selbstschaffen  anregen.  Die 
aufgenommenen  Beispiele  sind  solche,  die  in  der  Mechanik, 
Physik,  Oeodftsie  etc.  behandelt  zu  werden  pflegen,  von  denen 
daher  auch  Autenheimer  aus  den  gleichen  Gründen  wie  der  Ver- 
fasser manche  in  sein  Elementarlehrbuch  der  Differential-  und 
Integralrechnung  aufgenommen  hat.  Wie  ansprechend  auch  der 
Gedanke  ist,  die  Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung  den 
Studirenden  interessanter  zu  gestalten,  so  ist  doch,  nicht  zu 
leugnen,  dass  viele  der  vorgeführten  Betrachtungen  dadurch  un- 
befriedigend wirken,  dass  sie  mit  Formeln  beginnen,  deren  Be- 
gründung in  anderen  Vorträgen  gegeben  wird;  danach  ist  es 
wohl  natflrlich,  diesen  Vorträgen  auch  die  Ausnutzung  des  In- 
strumentes der  Infinitesimalrechnung  zu  Überlassen.  Wie  von 
einem  langjährigen  bewährten  Lehrer  zu  erwarten  war,  ist  die 
Auswahl  der  Beispiele  eine  sehr  vielseitige.  Vielleicht  hätte  die 
Astronomie  auch  Berücksichtigung  finden  können,  wozu  Brünnow's 
sphärische  Astronomie  geradezu  einladet.  Ebenso  hätten  manche 
Aufgaben  aus  den  Schellbach'schen  Sammlungen  wohl  Beachtung 
verdient.  Von  Einzelheiten  sei  u.  a.  erwähnt,  dass  die  Lösung 
der  Aufgabe  §  66  nicht  bis  zum  einfachsten  Resultate  durchge- 
führt ist.  Wenn  ein  Punkt  U  einer  gegebenen  Geraden  zu  finden 
ist,  TQU  welchem  aus  eine  gegebene  Strecke  AB  unter  dem 
grössten  Winkel  BUA  erscheint,  so  ist  U  Berührungspunkt  des 
durch  Ä  und  B  gehenden  Kreises,  der  -die  gegebene  Gerade  tangirt. 

Lp- 

O.  Stolz.*    Ueber    zwei  Arten    von   unendlich  kleinen 
und  von  unendlich  grossen  Grössen.     Math.  auo.  xxxi. 

601-607. 

Ist  ^  eine  Grösse,  die  kleiner  als  jede  absolute  reelle  Zahl 
ist,  und  sind  sowohl  die  Vielfachen  ^.n,  wo  ti  jede  natürliche 
Zahl,  als  auch  die  Producte  £  •  i^,  wo  v  jede  transfinite  Ordnungs- 
zahl sein  darf,  erklärt,  so  muss  jedes  der  letzten  Producte  kleiner 
als  jede  noch  so  kleine  absolute  reelle  Zahl  sein.  Der  Herr 
Verfasser   zeigt,   dass  mit  diesem   Satze  des  Herrn  G.   Cantor 

Forttdkr.  d.  Math.  XX.  1.  18 
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(Zeitschrift  für  Philos.  XCI.  121;  cf.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  46)  die 
Theorie  der  bisher  aufgestellten  zwei  Arten  von  unendlich  kleinen 
Grössen  (cf.  des  Verfassers  Vorlesungen  über  allgemeine  Arith- 
metik I.  205-214)  keineswegs  in  Widerspruch  steht  T. 


P.  Mansion.     Methode  des  infiniment  petita.     Matheais  viii. 

149-157. 

Genauer  Sinn  des  Princips  der  Substitution  unendlich  kleiner 
Grössen.  Mn.  (Lp.) 

R.  Betxazzi.     Sulla    derivata    totale    delle    funzioni   di 
due  variabili  reali  e  suU'  inversione  delle  derivazioni. 

Batt.  G.  XXVL  21-32. 

Fortsetzung  der  Arbeit  Batt.  G.  XXII.  133  ff.,  ttber  welche 
man  F.  d.  M.  1884.  XVI.  227  vergleiche.  Es  handelt  sich  um 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Existenz  der  totalen  Ableitung 
und  der  der  gemischten  zweiten  Ableitungen  einer  Function  von 
zwei  reellen  Veränderlichen.  T. 


F.  J.  Stieltjes.     Sur  une  gön^ralisation  de  la  formale 
des  accroissements  finis.     Nouv.  Ann.  (3)  vii.  26-31. 

Für  die  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  (Annali  di  Mat.  (2)  X. 
129  ff.)  gegebene  Verallgemeinerung  des  Mittelwertsatzes,  worüber 
man  das  Referat  F.  d.  M.  XIII.  1881.  311  f.  vergleiche,  wird 
ein  elementarerer  (Integrationen  nicht  erfordernder)  Beweis  ge- 
geben. Derselbe  ergiebt  sich  sehr  einfach  aus  der  wiederholten 
Anwendung  des  Lemmas:  Wenn  eine  Function  f(/),  welche 
nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur  (n  — 2)**»  einschliesslich  inner- 
halb eines  gewissen  Intervalls  endlich,  eindeutig  und  stetig  ist  und 
auch  eine  endliche  (n—  1)*«  Ableitung  besitzt,  für  n  verschiedene 
Werte  dieses  Intervalls  'i,  <,,  . . ., '».  verschwindet,  so  giebt  es 
eine  zwischen  dem  kleinsten  und  dem  grössten  dieser  Werte  ge- 
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legene  Zahl  J,  für  welche  f^"  ""*^(ö  =  0  ist.  (Man  vergleiche  den 
fUr  den  Mittelwertsatz  gegebenen  Beweis  von  Serret,  Cours  de 
calcul  diff.  et  intögr.  T.  I.  6d.  II.  p.  *  17  flf.)  T. 


Capitel  2. 

Differentialrechnung  (Differentiale,  Functionen  von 
Differentialen.    Maxima  und  Minima). 

P.  S.  Nekrassopf.     Allgemeines  Differentiiren.  Mosk.  matb. 

Samml.  XIY.  45-163.  (Rasaitcb.) 

Die  dem  Andenken  von  Lettnikoff  gewidmete  Arbeit  verall- 
gemeinert die  Theorie  der  Differentiation  zwischen  Grenzen, 
die  Lettnikoff  in  die  Analysis  eingeführt  hatte;  und  fUhrt  sie 
auch  auf  dem  Gebiete  der  complexen  Veränderlichen  durch. 

Das  erste  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  Elassification  der 
Functionen  in  Bezug  auf  eine  Kontur  L,  welche  eine  gegebene 
Gruppe  der  singulären  Punkte  umschliesst.  Wenn  eine  Function 
f(z)  bei  der  Umschreibung  der  Kontur  L  in  positiver  Richtung 
den  Factor  e^''^*  annimmt,  so.heisst  sie  eine  Function  der  Klasse 
(9,0);  jede  solche  Function  hat  die  Form  (i  —  uyf(p(z%  wo  u  ein 
Punkt  innerhalb  der  Fläche  der  Kontur  L  (Focus)  und  q>(z) 
eine  Function  von  der  Klasse  (0,0)  ist.  Eine  Function,  die  in 
der  Form 

(»  —  m)«  log  ^(a  —  u)  q>(fi) 
sich  darstellen  lässt,  heisst  eine  Function  der  Klasse  (9,^).  Die 
Funetion,  welche  als  eine  Summe  der  n  Functionen  verschiedener 
Klassen  in  Bezug  auf  die  Kontur  L  und  den  Focus  u  darstell- 
bar ist,  heisst  eine  reductible  Function.  Die  Darstellung  der 
Function  f{z)  durch  die  Summe  der  Functionen  verschiedener 
Klassen  wird  immer  mit  Hülfe  analytischer  Operationen  ge- 
wonnen.    Die  Klassification    der  Functionen  kann  auch  auf  die 

18* 
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zweifach  zusamiDenhäDge&de  Fläche  T  bezogen  werdeo,  welche 
die  Kontur  L  enthält,  und  ausserhalb  welcher  die  gegebene 
Gruppe  der  singulären  Punkte  der  Function  liegt.  Die  Function 
f(z)  ist  eine  mehrdeutige  Function  der  Punkte  der  Fläche  T, 
kann  aber  als  eindeutig  betrachtet  werden,  wenn  man  anstatt 
der  Fläche  T  die  correspondirende  mehrblättrige  Riemann^sche 
Fläche  T,  betrachtet. 

Die  Betrachtung  dieser  mehrblättrigen  Fläche  erleichtert  die 
Ableitung  verschiedener  wichtiger  Relationen;  es  folgt  z.  B.  für 
die  complexen  Integrationswege  eine  Erweiterung  der  fundamen- 
talen Formel  von  Lettnikoff: 

a  a  a  y 

Diese  Formel  {A)  benutzt  LettnikoiF  zum  Studium  der  Differen- 
tialquotienten zwischen  Grenzen  bei  beliebigem  p:  * 

[DV(^)]a  und  [DPf{x)]l. 
Der  Verfasser  verallgemeinert  diese  Symbole,  indem  er  als  neu 
einfahrt: 

(ox) 

Hier  bedeuten  {ax)  und  (cx>a:)  gewisse  complexe  Integrationswege 
zwischen  den  Punkten  a  und  a?,  resp.  oo  und  x\  n  muss  grösser 
als  der  reelle  Teil  von  p  sein,  und  f{x)  muss  gewissen  Bedin- 
gungen in  Betreff  des  Unendlichwerdens  genügen. 

Der  eigentlichen  „Grunddifferentiation  mit  beliebigem  Index'', 
auf  eine  zweifach  zusammenhängende  Fläche  T  bezogen,  ist  das 
zweite  Capitel  gewidmet.    Hier  wird  das  Symbol 

studirt,  wenn  f{x)  eine  Function  der  Klasse  (qf,0)  und  «  grösser 
als  der  reelle  Teil  von  p  ist;    das   Integral   erstreckt  sich  Ober 


die  Kontur  L  vom  Punkte  x\  A^  =^  t^^"^ — 1.    Es  wird  bewiesen, 
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dass  der  betrachtete  Ausdruck  von  n  und  von  der  Form  der 
Kontur  L  unabhängig  ist,  Wenn  nur  diese  Kontur  immer  durch 
den  Punkt  x  geht.  Diesen  Ausdruck  kann  man  daher  betrachten 
als  eine  Derivirte  der  Ordnung  p,  bezogen  auf  die  zweifach  zu- 
sammenhängende  Fläche   7,    und   er   wird   durch   das   Symbol 

j  — J\      J    bezeichnet.    In  der  That  wird  bewiesen,  dass  dieses 

Symbol  alle  Eigenschaften  des  gewöhnlichen  Differentialquotienten 

hat:  1.  1 — J\^^  J    =  f(^)(x)^    wenn    m    eine    ganze    positive 

Zahl  ist. 

r  dP  fd^r(x)\l  ^    d'-  r dpf(x)  1  ^  [-  dP^-^f(x)  1 

'     L  dxP  \     da^    /Jr       dx^  L     dxP     Jj.      L      dxß^-^^      Jr' 
wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

3     f  dP^        dPf{x)   1  ^  r  dP+p^f(x)  1        {  dP       dP^fjx)  1 
'    IdxP^  '       dxP      Jj      L      dxP-^P'      Jj      IdxP'       dxP^     Jr' 

wenn  die  Differenzen  q  —  p  und  q—p^    nicht   Nyll   oder   ganze 

Zahlen  sind. 

4.    Die  Formel  von  Leibniz  hat  auch  für  das  neue  Symbol  Btatt. 

Das  Symbol I  —  l^^  J   kann  in  verschiedener  Weise  dar- 
gestellt werden;  z.  B.  haben  wir 

~    r(—p)  J       («  — a)*^! 

(unter  der  Bedingung,  dass  der  reelle  Teil  von  p  positiv  ist). 
Es  stellt  eine  endliche  und  stetige'Function  der  Klasse  (9'P,0) 
dar  und  kann,  wie  ein  bemerkenswertes  Theoi^m  zeigt,  auf  das 

Symbol  1-^— r-^^——^ — jj    reducirt   werden,    wenn   man   das 

bekannte  Theorem  von  Cauchy  für  die  Darstellung  der  Function 
durch  ein  complexes  Integral  benutzt 

Fflr  eine  redücible  Function 
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WO  foWj  f\  (*)i  •  •  •  Functionen  verschiedener  Klassen  (jojO)) (^i  iO), . . . 
sind  und  ausserdem  kein  q  Null  oder  eine  ganze  Zahl  ist,  wird 

das  Symbol  1  — dp~\     ^^^^^  ^'®  Summe  definirt: 

r  dpf, jx)  1     r  dpf,{x)  1 

und  es  zeigt  sich,  dass  dieses  Symbol  alle  Eigenschaften  des  ge- 
wöhnlichen Differentialquotienten  hat,  wenn  nur  keine  der  Diffe- 
renzen q^  —  p,  q^  — p,  . . .  Null  oder  eine  ganze  Zahl  ist  Falls 
die  Function  f(x)  von  der  Klasse  {q^ii)  ist,  wo  q  nicht  Null  oder 
eine  ganze  Zahl  ist,  wird  diese  Function  betrachtet  als 

lim  { A-i" [(a;  — f*)*]"(a?  — tt>y(a;)}A=,|. 

Das  in  solcher  Weise  auch  flir  diesen  Fall  eingefQhrte  Symbol 
besitzt  auch  unter  giewissen  Bedingungen  alle  Eigenschaften  des 
gewöhnlichen  Differentialquotienten.  Endlich  wenn  einige  der  q 
Null  oder  ganze  Zahlen  sind,  so  werden  die  früher  eingeführten 
Symbole  unendlich.  Das  fhhrt  zu  einem  neuen  Symbole  „der 
Grenzdifferentiation  mit  dem  Hauptfocus  a''.  Dieses  Symbol  wird 
definirt  durch  die  Gleichung 

[•    dPf{x)    -IC^»)  ^  ,j^  [\dP{x^afKw)-\   | 

Falls  die  Bedingungen  der  Möglichkeit  dieses  Symbols  «rfbllt 
sind,  bestehen  auch  für  dasselbe  alle  Eigenschaften  der  früheren. 

Die  „Grenzdifferentiation''  kann  noch  verallgemeinert  werden. 
Es  sei  nämlich  das  Symbol /)''{(j;  —  ti)9^(a;)}  durch  die  Gleichung 
definirt: 

Damit  dieses  Symbol  D  alle  Eigenschaften  des  gewöhnlichen 
Symbols  der  Differentiation  besitzt,  muss  die  Function  F(p^q)  den 
Gleichungen: 

^(P,9>^(Pii9--P)  =  nV  +  V^q)  und  F(m,q)  =  1 
(wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist)  genügen. 

Die  Function  F(p^q)  heisst  dann  der  Modul  der  Differentia- 
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tioD.     Der  Fall,  in  welchem  man  hat 

verdient  besondere  Beachtung.  Dann  wird  das  Symbol  Dpf{x) 
durch  I — -^-^ —  j  bezeichnet,  und  es  werden  die  Bedingungen 
der  Möglichkeit  sowohl  dieses  Symbols  als  auch  des  Grenzfalls 

•  « 

Die  Bemerkungen  über  die  Auflosung  der  Gleichungen 

bilden  das  Ende  des  Capitels. 

Das  dritte  Capitel  widmet  der  Verfasser  der  Erklärung  der 
Beziehungen  zwischen  den  neuen  Symbolen  und  den  im  ersten 
Capitel  erweiterten  LettnikofiTschen  Symbplen.  Es  wird  gezeigt, 
dass  die  letzteren  entweder  als  Grenzfälle  der  neuen  betrachtet 
werden  können,  oder  dass  sie  unter  gewissen  Bedingungen  voll- 
kommen mit  ihnen  coincidiren.  Die  neuen  Symbole  unterschei- 
den sich  aber  wesentlich  von  den  alten  dadurch,  dass  sie  noch 
in  den  Fällen  bestehen,  in  welchen  die  alten  Symbole  unmöglich 
werden.  Diesen  Vorteil  der  Einführung  neuer  Symbole  zeigt 
der  Verfasser  durch  die  Anwendung  auf  die  Integration  der 
Differentialgleichung : 

Die  Lösungen  dieser  Differentialgleichung  können  durch  die 
neuen  Symbole  auch  bei  solchen  Werten  der  Parameter  ausge- 
drückt werden,  bei  welchen  die  Symbole  von  Lettnikoff  un- 
möglich werden. 

Es  werden  am  Ende  des  Capitels  die  Beziehungen  auch  zu 
den  anderen  Theorien  des  „allgemeinen  Differentiirens^  (Liouville, 
Kelland,  Euler,  Peacock)  gezeigt. 

Im  vierten  Capitel  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  den 
Eigenschaften  der  Symbole: 
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und  in  einem  Anhange  zu  der  Arbeit  zeigt  er,  dass  in  der  neuen 
Theorie  die  Frage  der  „complementären  Functionen**  nicht  zu 
Missverstandnissen  Anlass  geben,  kann.  Wi. 


O.  ScHLöMiLCH.     Ueber  die  Differentiation   der  Potenz, 
des  Logarithmus  und  der  Exponentialgrösse.    Hoffmaon 

Z.  XIX.  81-83. 

Die  drei  Differentialformeln  werden  ohne  Anwendung  der 
Binomialformel  mit  Benutzung  des  Satzes  gefunden,  dass  die 
Differenz  zweier  gleich  hohen  ganzen  Potenzen  durch  die  Diffe- 
renz der  GrundgröBsen  teilbar  ist  Lg. 


W.  Krktkowski.     Ueber  Differentiation  gewisser  unend- 
licher  Ausdrücke.     Lemberg.  ^Musenm*.  495-498.  (PolDiseh.) 

Ist 

u  ==  F{«,  F[»,  F(z  . . .)]} 

ein  convergenter  unendlicher  Ausdruck,  so  hat  man 

u  =  F(z,  u) 
und  daraus 

du        dF  /,       dF\-i 


rfi»   ""    da  V         dti  / 


Der  Verfasser  wendet  diese  Formel  auf  unendliche  K^ttenbrQche 
und  Ausdrücke  von  der  Form 


«=}/fw+V7("*)+yf«  +  - 


an. Dn. 

R.  HoppK.     Bemerkung  zu   der  Formel  für  das   Diffe- 
rential einer  Function  mehrerer  Variabein.  Hoppe  Arch. 

(2)  VI.  351-352. 


Capitel  2.    DiffereniialrechnnDg.  281 

Ist  f(x,  y)  nebst  seinen  partiellen  Differentialquotienten  erster 
und  zweiter  Ordnung  stetig  in  Bezug  auf  x  und  y  einzeln,  so  ist 

lim    f(^+«>y+g)-K^iy) 

gleich  1,  wenn  die  beiden  Terme  des  Nenners  gleiche  Vorzeichen 
haben;  dagegen  kann,  wßnn  diese  Einschränkung  fallen  gelassen 
wird,  der  Grenzwert  jeder  vorgegebenen  Grösse  gleich,  auch 
anendlich  gross  und  unendlich  klein  gemacht  werden.         T. 


Marchand.  D^veloppement  de  raccroissenient  d'un 
polyn6me  entier  suivant  las  puissances  des  aceroisse- 
ments  des  variables.     Noav.  Add.  (3)  vil.  456-461. 

Als  symbolische  Bezeichnung  wird  gesetzt: 
(*!«,+*>,  +  ...  +  hpXfY  =  hl. 
Haben  x^^  ...,  o^  Incremente  y^,  ...,  y,,  so  wird  der  Dignand 
=  fr«  +  frjri  und  das  Increment  von  hZ  geht  aus  der  Entwickelung 
Yon  (&«  +  fry)"  hervor,  deren  Coefficienten  dieselben  sind  wie  die 
der  partiellen  Differentialquotienten  voy  bZ.  H. 


R.  Pebbin.     Sur  quelques  familles  d'op^rateurs  diff^ren- 

tiels.       C.  R.  GVI.  1131-1135. 

Der  Verfasser  betrachtet  folgende  auf  die  fi-fl  Veränderlichen- 
reihen  ö^,  o,,  ...,  o,;  aj,,  a^,  ...,  oi.;  o^,  o^»,  ...,  a^(^)  bezüglichen 
Differentiationsprocesse 
r   -  ^[„     «*     I  (P  +  1)'         «^      I  (p4-2)1  ^      d  -1 

<„  _  tL  -1-  4-  Cp  +  1)!  fl       «^       .  (P+2)!  «      rf      .       1 
FOr   die   wechselseitige  Anwendung   dieser  Processe  gelten  die 
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Formeln 

bp  b9   "~  b«  bp 


-  5,-CC,  =0, 


>.  ^         (P  +  7  — 1)!». 

Cp»?— >?&.  =  («— P+1)  &,.i  — 2pw^.  Ht. 


G.  Ricci.     Delle  derivazioni  covarianti  e  controvarianti 
e  del  loro  uso  nella  analisi  applicata.    Ans  dem  in.  Bde. 

der  ätud)  editi  dalla  Universitä  di  Padova  a  commemorare  Tottavo 
centenario  della  origine  della  Universiti  di  Bologna.  3  Vol.  Padova. 
Tipografia  del  Semioario.  1888.  23  8.  4°. 

Die  Definition  der  covarianten  Ableitung  wurde  vom  Ver- 
fasser in  einer  früheren  Arbeit  (Sulla  derivazione  covariante  ad 
una  forma  quadratica  differenziale,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  III,. 
15-18)  aufgestellt,  über  welche  im  vorigen  Jahrgange  S.  128 
berichtet  wurde.    Ist: 

eine  quadratische  Differentlalform  mit  n  Variabein  rr,, ...,  x»,  |a^^)  | 
die  reciproke  Determinante  von  |a^|,  setzt  man: 

und  bezeichnet: 

ein  m-faches  Functionensystem,  d.  i.  ein  System  von  n^  Func- 
tionen, ür,...r,,,i  welche  infolge  jeder  beliebigen  Coordinatentrans- 
formation  eine  lineare  Substitution  erleiden,  so  ist  die  „zur  Form 
(p^  covariante  Derivation"  diejenige  Operation,  welche  [ür,...r^] 
in  [Pn...r„^J  überführt,  wo: 


.r,  "> 


dUr 
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Ist  [i7(''«- •''m)]  ein  System  von  derselben  Beschaffenheit  wie 
[r/r,...rj»  so  fflhrt  die  „zu  9)  contravariante  Derivation^  [t/Cn  ■»'m)] 
in  [P^'^»  ••»'m+i)]  über,  wo: 

t       da?,  p,,  *=!  ' 

Werden  die  Yariabeln  Xi  durch  die  Variabein  qi  ersetzt,  und  . 
schliesst  man  die  auf  die  neuen  Variabein  bezüglichen  AusdrOcke 
in  (runde)  Klammern  ein,  so  dass  z.  B.: 

qp»  =  2:  (ap^)  dQpdQg 

ist,  so  heisst  [ür,.„r„J  oder  [ü^^f^nO]  ein  covariantes  oder  contra- 

variantes  m-faches  System,  je  nachdem  für  dasselbe  die  Trans- 
formationsgleichungen : 


—  •  •  • 


^"-'--'^  =  JJ'^-^  ög,     ■    dflr^^ 


oder: 


({/(n-r,^)  =    j;    £/(*-••*«.) 


A„.^A,„  dQh,  ÖQk^ 

gelten.    Z.  B.  ist  [apg]  ein  covariantes  zweifaches  System,  weil: 

/     \        ^         ^^r    Sxg 

dagegen  ist  [a<'^)]  ein  contravariantes  zweifaches  System,    weil: 

Es  gilt  nun  der  Satz:  Aus  einem  co (contra) Varianten  m-fachen 
Systeme  entsteht  durch  co  (contra)  Variante  Derivation  ein  co(con- 
tra}variantes  (m4-l)-faches  System. 

Der  Uebergang  von   einem   covarianten  m -fachen  Systeme 
[f^rj^j-J   zu   einem  contravarianten  m- fachen  Systeme  [l/'(«»-»m)] 

und  umgekehrt  kann  durch  folgende  Gleichungen  bewerkstelligt 
werden : 


'  i»  '—t^j 


w 


Qu  -"9m 
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Die  CO  (contra)  Variante  Derivation  ist  distributiv.  Dagegen 
ist  sie  in  Bezug  auf  die  Indioes  nicht  commutativ;  man  findet 
nämlich : 

^r,...r„,_2'"w-I'"in  "~  ^n  .••»•«-2 '"»»»'»*- 1 

p,q  A=sl 

•  « 

m— 2 

wo: 

Die  Gommutativität  findet  nur  in  zwei  Fällen  statt;  erstens,  wenn 
m  =  2,    weil    jedes    Glied    an   der   rechten .  Seite    der    obigen 

»1—2 

Gleichungen  eine  Summe  ^  als  Factor  enthält;  zweitens,  wenn 

der  fi-dimensionale  Raum,  dessen  Linienelement  tp  ist,  ein  eukli- 
discher ist,  weil  dann  sämtliche  aik^gie  identisch. verschwinden. 
Im  allgemeinen  besteht  die  Gommutativität  nur  zwischen  den 
zwei  ersten  Indices;  d.  h.  es  ist: 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  co  (contra)  Varianten  Ableitungen 
ist  folgende:    Bestehen  die  Relationen: 

oder: 

SO  folgt  hieraus: 

bezw. : 

Nachdem  der  Verfasser  die  Principien  seiner  Theorie  aus- 
einandergesetzt hat,  wendet  er  dieselbe  auf  folgende  Gegenstände 
an:  a)  Gleichungen  der  Erttmmungslinien;  b)  Gleichungen  der 
conjugirten  und  der  asymptotischen  Linien;  c)  Bedingungs- 
gleichungen für  die  .Coefficienten  der  Deformation  eines  elasti- 
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sehen  Körpers;  d)  Formeln  ans  der  Kinematik  der  elastischen 
Körper;  e)  Elasticit&tsgleichungen  im  enklidiscben  Baume;  QGlei- 
ehnng  der  Bewegung»  der  Wärme  im  euklidischen  Baume. 

Eigentlich  werden  statt  der  Gleichungen  c),  d)  allge- 
meine, in  einem  beliebigen  n  -  dimensionalen  Baume  geltende 
Gleichungen  aufgestellt,  welche  sich  für  den  gewöhnlichen  Baum 
auf  c)  bezw.  d)  reduciren..  Die  Gleichungen  c)  sind  gleichzeitig 
von  Herrn  Padova  (Suir  uso  delle  coordinate  curyilinee  in  al- 
cuni  problemi  della  teoria  matematica  della  elasticitä;  Bericht 
in  diesem  Bande)  ftlr  den  Fall  eines  3  -  dimensionalen  Baumes 
von  constantem  Krttmmungsmasse,  später  aber  voti  demselben 
(Sülle  deformazioni  infinitesime,  Bom.  Acc.  L.  Bend.  (4)  V,.  174-8) 
ftkr  den  allgemeinsten  Fall  gefunden  worden.  Es  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  die  Gleichungen  21,  22  und  23  S.  18  durch  die 
folgenden  zu  ersetzen  sind: 

Ghiji — Gjm  •='  0, 

Ghi4i  +  Gi^j^i  +  Ghi^is  =  0, 

ÄiA^fc  =  0, 

wonach  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
E  sieh  in  jedem  Falle  zu  — ^r^ — ^  reducirt.  (Siehe  die  zu- 
letzt  erwähnte  Note  von  Padova,  S.  176  Anm.)  Vi. 


6.  Ricci.     Sulla  classificazione  delle  forme  diiferenziali 

quadratiche.      Bom.  Acc.  L.  Read.  (4)  IV.  203-207. 

Unter  der  Klasse  der  quadratischen.  Dififerentialform 

^  dfgdxrdxg  (r,  9  =  1,  2, . . .,  n) 

versteht  der  Verfasser  die  kleinste  ganze  Zahl  A,  für  welche  es 
möglich  ist,  dieselbe  in  die  Gestalt 

idy!  (/=  1,  2,  ...,  n  +  Ä). 

zu  transformiren,  wo  die  y  geeignet  gewählte  Functionen  der 
Veränderlichen  x  sind..  Die  Bestimmung  dieser  Klasse  wird  — 
unter  Benutzung  der  Theorie  der  orthogonalen  Substitutionen  — 
auf  die  Untersuchung  eines  Systems  von  Gleichungen  zurückge- 
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fbhrt;  deren  Coefficienten  aus  den  gegebenen  Functionen  a„  und 
deren  Differentialquotienten  nach  den  Veränderlichen  x  zu  bilden 
sind.  In  den  speciellen  Fällen  A  =  0  und  A  =  1  findet  der 
Verfasser  diejenigen  Kriterien  wieder,  zu  denen  er  bereits  in 
einer  früheren  Arbeit  gelangt  ist.  Ht 


Hazzidakis.      lieber   invariante  iDifferentialausdrficke. 

J.  für  Math.  CIV.  102-115. 

Bezeichnet  man  mit  X,  Y,  Z  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
einer  Raumeurve,  so  ist  der  Ausdruck  fQr  den  Krümmungs- 
radius 

[(dXd'  F-  d  Yd'Xy  +  (d  Yd'Z—  dZd'  Y)'  +  (dZ4'X  -  dXd^Zy  ]* 

gegenüber  der  Substitution 

dX'  =  wdxj  d'X  =  tod^x  -j-  dwdx^ 
dY  =  wdy,  d*Y  =  wd^y  +  dwdy, 
dZ  =  fcdz^     d^Z  =  wd^z-^-dwdi 

eine  Invariante;  d.  h.  bei  Anwendung  dieser  Substitution  erh&lt 
man  denselben  Ausdruck  in  da:,  dy^  d^^  d\  d^y,  d%  multiplicirt 
mit  dem  Factor  w.  Der  Verfasser  fragt  nun  allgemein  nach  den- 
jenigen Ausdrücken  ^(X,,  Y,,Zj,X„  F,,Z,,...,  X,,  r«,Z„),  welche 
sich  nur  um  eine  Potenz  von  to  ändern,  wenn  man  die  Sub- 
stitution 

X,  =  ttJa?^,  X,  =  irx,  4-f(?ja:,,  X,  =  u>x^+2w^x^-\-fD^x^^  ..., 

^1  =  ^y^  Y,  =  wy,  +  w^y,,    Y,  =  u)y,  +  2w,y,+u>,y,,  ..., 

Z,  =  wa,,  Zj  =  ttJÄj,  +  «?! a, ,    Zg  =  ii>»y+ 2M?ja,  +  «>,«„  ... 

anwendet.     Alle   solchen   invarianten   Ausdrücke    genügen    den 

Differentialgleichungen 

(r-l)(r^2)    ^-  dg>  ^V     .t         ^^    )  -  O 

^ 172 (^'•-^"exT"^  '"-'"öYr+  ''-'"özri""®' 

^(r-l)(r^2)(r-3))  dg>  dq>     ,  d<p  ) 

17273 r'-^"exr  +  ^'--'"äYT  +^'-'"9zri ""  ' 

und  jeder  diesem  Systeme  von  Differentialgleichungen  genügende 
homogene  Ausdruck    ist   eine  Invariante  in  dem   vorhin  festge- 
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setzten  Sinne.  Es  wird  ferner  gezeigt,  dass  es  fttr  jede  Zahl  n 
gewisse  2  von  einander  unabhängige  Invarianten  Qny  Bn  giebt, 
welche  in  den  ersten  n  Ableitungen  zusammen  vom  Gesamtgrade 
n  sind,  die  n^  Ableitungen  X«,  Yn,  Zn  nur  linear  enthalten  und 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass  mit  ihrer  Hülfe  und  durch  X^,  Y^,Z{ 
sich  jede  andere  Invariante  rational  darstellen  lässt.  Diese  „ele* 
mentaren^  Invarianten  Qn,  Rn  werden  in  Determinantenform  auf* 
gestellt.  Den  Schluss  bilden  Anwendungen  auf  die  Integration 
von  solchen  Differentialgleichungen,  welche  man  erhftlt,  wenn 
man  Invarianten  der  betrachteten  Art  gleich  einer  Constanten 
setzt.  Beispielsweise  werden  alle  Curven  gesucht,  deren  zweiter 
Krümmungsradius  constant  ist,  oder  für  welche  die  beiden 
Krümmungsradien  ein  constantes  Product  haben.  Ht. 


R.  Harley.     On   the  general  quartine,  or  the  incritoid 
of  the  fourth  degree.     Ptfii.  Mag:,  (ö)  xxvi.  456-458. 

Da  Criticoide  solche  Functionen  der  Coefficienten  einer 
linearen  Differentialgleichung  sind,  welche  ungeändert  bleiben, 
wenn  die  Gleichung  durch  eine  Vertauscbung  einer  der  Variabein 
transformirt  wird,  so  wird  der  Name  Decriticoid  auf  die  Formen 
angewendet,  welche  durch  eine  Vertauschung  der  abhängigen 
Variabein  ungeändert  bleiben,  Incriticoid  auf  die  entsprechenden 
Formen  für  die  unabhängige  Variable.  Ein  Decriticoid  f?i^^° 
Grades  wird  eine  „m-ide^,  ein  Incriticoid  desselben  Grades  eine 
„m  ine**  genannt.  Der  vorliegende  Artikel  giebt  bloss  die  Form 
der  Quartine;  eine  allgemeine  Erörterung  wird  einer  anderen 
Abhandlung  vorbehalten.  Gbs.  (Lp.) 


A.   MüKHOPADHYAY.      Thc    geometrlc    Interpretation    of 
MoDge's    differential    equation    to   all   conics.       Natura 

XXXVIII.  173. 

R.  B.  H.     Interpretation   of  the  differential  equation  to 

a  COnic.      Natnre  XXXVIII.  197. 

Für    die    geometrische    Deutung    der    Differentialgleichung 
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aller  Kegelschnitte  liegen  zwei  Versuche  vor,  einer  von  Boole 
(Diff.  eq.  S.  19-20)  und  ein  anderer  von  Sylvester  (American 
J.  IX.  19).  Beide  leisten  nach  des  Verfassers  Ansicht  nicht, 
was  sie  bezwecken,  wie  er  dies  in  zwei  Artikeln  ausgeffihrt  hat, 
die  in  den  Proc.  Asiatic  Soc.  Bengal,  1888  S.  74-86  und  im 
Journ.  Asiatic  Soc.  Bengal,  1887,  Tl.  II.  S.  143  veröffentlicht 
sind.    Er  selbst  giebt  dagegen  folgende  Auslegung: 

Man  betrachte  den  osculirenden  Kegelschnitt  in  einem  be- 
liebigen Punkte  P  einer  gegebenen  Curve.  Der  Mittelpunkt  O 
des  Kegelschnitts  ist  das  „Abweiohungscentrum''  (centre  of 
aberrancy)  in  P,  und  wenn  P  sich  auf  der  gegebenen  Curve  be- 
wegt, so  ist  der  Ort  von  0  eine  neue  Curve,  welche  die  „Ab- 
weichungscurve*'  genannt  wird/  Mit  Benutzung  dieser  Be- 
nennungen lautet  die  geometrische  Auslegung  der  Monge'schen 
Gleichung : 

„Der  Krümmungsradius  der  Abweichungscurve  verschwindet 
fflr  jeden  Punkt  jedes  Kegelschnitts**.  FDr  die  Parabeln  wird 
der  reciproke  Wert  von  OP  der  Index  der  Abweichung  genannt, 
und  der  Satz  bewiesen:  „Der  Index  der  Abweichung  verschwindet 
in  jedem  Punkte  jeder  Parabel**.  Lp. 


A.  CuNNiNGHAM.       Geometrlc     meaning    of    di£ferential 

eqnations.      Nature  XXXVIII.  318-319. 

Der  Verfasser  nimmt  Hrn.  Mukhopadhyäy  in  Schutz  gegen 
einen  anonymen  Angriff,  zeigt  jedoch,  dass  jede  Gleichung  sich 
in  mjBhr  als  einer  Weise  geometrisch  deuten  lasse.  Lp. 


A.  MüKHOPADHYAY.      The    geometric    Interpretation    of 
Monge's  differential    equation    to    all   conics.      Natare 

XXXVIII.  564-565. 
R.    B.   H.      Natare  XXXVIII.  618. 

Erwiderung  auf  denselben  Angriff  und  Replik.         Lp. 
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AsPARAGUS,  J.  WoLSTBNHOLMB.      Solution    of   question 

9103.     Bd.  Times  XLVIII.  111. 

Die  Hfillcurve  der  Hyperbelschar  (fi  der  Parameter): 

rr'  1/' 

^  =  o'sinö 


2— sine  2  +  8inö 

ist  die  yierspitzige  Hypoeykloide.  Lp. 


G.  Peano.      Teöremi  su   massimi   e   minimi  geometrici, 
e  8U  normali  a  curve  e  superficie.     Palermo Bend.  iL  189- 192. 

Der  erste  der  sieben  Sätze,  aus  welchen  diese  Note  besteht, 
ist  folgender;  er  rührt  von  Poinsot  her: 

Bedeuten  r^^r^^ ,..  die  Abstände  eines  beweglichen  Punktes  P 
Ton  festen  Punkten,  Geraden  und  Ebenen,  so  hat  die  Normale 
der  Fläche  f(r,,r„...)  =  const.  (wo  f  eine  analytische  Function 
bezeichnet)  die  Richtung  der  Resultante  der  Kräfte,  deren  Grössen 

bezw.  J  ',~3^,...  sind,  und  deren  Richtungen  durch  die  festen 

Punkte  gehen,  bezw.  auf  den  festen  Geraden  und  Ebenen  senk- 
recht stehen.  Hat  f  in  einem  Punkte  P,  welcher  mit  keinem 
festen  Punkte  zusammenfällt  und  keiner  festen  Geraden  oder  Ebene 
angehört,  ein  Maximum  oder  Minimum,  so  ist  die  Resultante  in 
P  gleich  Null. 

Von  den  übrigen  Sätzen  werden  wir  nur  einen  als  Beispiel 
anführen : 

Geht  die  veränderliche  Gerade  p  durch  einen  festen  Punkt 
P  und  bildet  mit  festen  Geraden,  die  durch  P  gehen,  die  Win- 
kel a,,a,, ...,  so  ist  der  Ort  der  Geraden  p,  für  welche 
/'(a,,a,,...)  =  const  ist,  ein  Kegel.  Die  durch  eine  Erzeugungs- 
iinie  p  gehende  Normalebene  enthält  die  Resultante  der  Eräfte- 

paare,  deren  Momente  bezw.    J  ,  -^ — , . . .    sind,    und    deren 

Ebenen  durch  p  und  durch  die  verschiedenen  festen  Geraden 
gehen.  Hat  f  für  eine  Gerade  p  ein  Maximum  oder  Minimum^ 
80  ist  die  Resultante  für  diese  Gerade  gleich  Null.  Vi. 


Foruchr.  d.  Math.  XX.   1. 
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H.  KuMMBLL.     The  problem  of  relative  maxima  or  mi- 
nima under  a  new  point  of  view.  Annalsof  Math.  iv. 33-35. 

Reduction  des  bedingten  Problems  auf  ein  unbedingtes  mittels 
Lagrange'scher  Multiplicatoren.  T. 


Ch.  Biochb.      Sur  les   minima  des   sommes   de    termes 
positifs  dont  le  produit  est  constant.     Nouv.Aod.  (d)  Vll. 

287-288. 

Der  Verfasser  macht  die  (selbstverständliche)  Bemerkung, 
dass  der  betreffende  Satz  und  der  umgekehrte  von  dem  Maximum 
eines  Products  von  positiven  Factoren,  deren  Summe  coDStaot 
ist,  aus  ein  und  derselben  Ungleichheit  fliessen.  T, 


Tu.  Haebler.      I.    Maxima   und  Minima  symmetrischer 
Functionen.    II.  Betrachtungen  über  die  Determination. 

Pr.  Fürstea-  a.  Landesschale  su  Grimma.  53  S. 

I.  Es  wird  der  Lehrsatz  über  den  grössten  oder  kleinsten 
Wert  einer  symmetrischen  Function  bei  Gleichheit  der  Variabein 
bewiesen  und  einige  mit  demselben  sofort  zu  erledigende  Auf- 
gaben angeführt  (14),  darauf  werden  in  (5-7)  die  sogenannten 
symmetrischen  Mittelgrössen  (arithmetisches,  geometrisches,  har- 
monisches Mittel  etc.)  ihrer  Grösse  nach  mit  einander  verglichen 
und  in  (9)  entsprechende  Betrachtungen  bei  der  Lösung  geometri- 
scher Aufgaben  angestellt. 

IL  Nachdem  einige  wichtige  Sätze  tiber  das  Umformen  von 
Ungleichungen  erwähnt  sind  (1),  werden  für  mehrere  Dreiecks- 
stücke die  Grenzen  gegeben,  z.  B.  (2): 

nie  <i(a+6)<*  oder  2ß<Äc<2r; 
in  (3-5)  wird  der  Begriff  der  Determination  erklärt  und  in  (6-8) 
dieselbe  insbesondere  bei  geometrischen  Gonstructionsaufgaben 
verfolgt.  In  (9-10)  werden  die  Wurzeln  nicht  angewandter,  in 
(11-13)  diejenigen  angewandter  Gleichungen  discutirt.  (14-22)  be- 
handelt das  Princip  der  Zeichen  bei  Strecken,  Winkeln  und 
Dreiecksgebilden,  (23-31)  die  Determination  trigonometrischer  Auf- 
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gaben.  Besonderen  Wert  möchte  Verfasser  darauf  legen,  dass 
es  ihm  durch  hOlfsweise  Einf&hrung  des  in  Abschnitt  (19)  genau 
definirten  Jnneren*'  Winkels  gelungen  ist,  alle  reellen  Besultate 
der  gewöhnlichen  trigonometrischen  Formeln  zu  deuten  und  volle 
Uebereinstimmung  von  Rechnung  und  Construction  herbeizuführen, 
so  dass  man  klar  übersehen  kann,  welche  Lösungen  von  trigono- 
metrischen Aufgaben  gelten,  welche  zu  verwerfen  sind. 

Lg. 

• 

D.  Edwardes,  R.  f.  Davis.     Solution  of  question  9249. 

Bd.  Times  XLVIIl.  147. 

• 

Die  Normale  in  einem  Punkte  P  einer  Ellipse  schneide  die 
Curve  znm  zweiten  Male  in  Q,  Das  Maximum  des  Winkels 
CQP  zu  finden,  wenn  C  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist.  Die 
Aufgabe  fahrt  auf  eine  kubische  Gleichung  für  die  Cotangente 
des  zugehörigen  excentrischen  Winkels  0.  Lp. 


Chase,    J.  Neubbrg.      Solution    of   question    9040. 

Ed.  Times  XLVIIL  56-57. 

Ein  Punkt  0  wird  innerhalb  eines  Dreiecks  ABC  ange- 
nommen; P,  (?,  Ä  sind  die  Umkreiscentren  für  die  Dreiecke 
BOC^  COA,  AOB.  Den  Punkt  0  so  zu  bestimmen,  dass  der  In- 
halt von  JPQR  ein  Minimum  ist.  Für  den  Fall  des  spitzwink- 
ligen Dreiecks  bestimmt  Hr.  Neuberg  0  als  den  Höhenschnitt 
Yon  ABC.  Lp. 

E.  M.  Langley.     Note  on   a  problem  in    raaxima  and 

minima.    Natura  XXXVII.  605. 

E.  M.  Langley.      Further    use    of    Ptolemy's    theorem 
(Euclid  VI.  D)   for   a   problem   in    Maxima   Minima. 

Natare  XXXVIIL  149. 

• 

Elementare  Behandlung  der  Aufgaben:  1)  Einen  Punkt  £ 
innerhalb  eines  Dreiecks  so  zu  bestimmen,  dass 

l,AE+m.BE  +  n,  CE 

19* 
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ein  Minimum  ist,  wobei  l^m^n  so  gewählt  sind,  dass  je  zwei 
zusammen  grösser  als  die  dritte  Zahl  ist.  2)  £  so  zu  beatimmen, 
dass  AE  .  sin  BEC  -\-  BE .  sin  CEA  -|-  CE .  sin  AEC  ein  Minimam  ist. 

Lp. 

R.  Cbartres.     Note  on  a  problem  in  maxima  miniiria. 

Natare  XXXYII.  330. 

Für  die  Aufgabe,  den  Punkt  kleinster  Abstandssumme  von 
drei  Punkten  zu  finden,  wird  die  bekannte  elementare  Lösung 
nebst  Beweis  gegeben.  Lp. 


Capitel  3. 

Integralrechnung. 

A.  6.  Grbknhill.     A   cbapter  in   the  integral  caiculus. 

London.  Fr.  Hodgaon.  42  S. 

Die  mit  yielen  Uebungsbeispielen  yersebene  Scbrift,  welche 
als  Supplement  zu  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  der  Integral- 
rechnung dienen  soll,  behandelt  die  algebraischen  Integrale 
rationaler  und  irrationaler  Functionen  und  die  Integrale  Ton  aus 
Kreisfunctionen  und  hyperbolischen  Functionen  gebildeten  Aus- 
drücken. Um  den  Integrationsprocess  systematischer  zu  gestalten, 
verwendet  der  Verfasser  durchweg  dieselbe  Methode,  welche 
darin  besteht,  die  zu  integrirende  Function  selbst  oder  eine  Func- 
tion, aus  welcher  diese  in  einfacher  Weise  zusammengesetzt  ist, 
als  Integrationsvariable  einzuführen.  Hierbei  wird  von  den 
hyperbolischen  Functionen,  deren  Haupteigenschaften  daher  auch 
entwickelt  werden,  ein  umfassender  Gebrauch  gemacht.  (S.  das 
folgende  Referat.)  T. 

A.  G.  Greenhill.     A  chnpter*in  the  integration  culculus. 

Londou.  Fr.  HodgsoD.  42  S. 
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Die  Schrift  verfolgt  hauptsächlich  zwei  Ziele:  1)  zu  zeigeu, 
wie  /  g>(x)dx  als  eine  Function  von  g>(x)  oder  von  Bestand- 
teilen von  (p(x)  auszudrücken  ist,  2)  die  Vorteile  der  Hyperbel- 
functionen  bei  der  Integration  ins  Licht  zu  stellen.    Indem  die 

Ä  -4-äVä 

Fanction ~:=r-  (in  der  A.  Ä,  P,  Q   ganze   rationale   Func- 

p+OI/ä    ^ 

tionen  von  x  bedeuten,  A  eine  lineare  oder  quadratische  Func- 

M           N 
tion  von  x  ist)  in  die  Form 1 ;=-    umgewandelt    wird, 

"^  D       DYR 

m 

erfolgt  die  systematische  Integration  von    /- — — -•    Nach  Zer- 

N 
legung  von  -yc-  in  PartialbrQche  wird  gezeigt,  wie  sich  ein  In- 

/dx 
pr  als  eine  Function  des  Argu- 
(aj~p)yÄ 

1/ä 
ments  — —  ausdrücken  lässt;   zahlreiche  Belege   erläutern  die 

Methode.    Darauf  wird  bei  der  Integration  der  Ausdrucke 

/dx  r  dx 

(a  +  frcosa?)"    '   J    (a-ffccosha?)» 

ein  weiter  Gebrauch  von  den  Hyperbelfunctionen  gemacht,  und 
die  fiesultate  werden  als  Functionen  der  zu  integrirenden  Func- 
tionen ansgedrackt.  Die  Schrift  liefert  einen  recht  nützlichen 
Nachtrag  zu  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  der  Integralrechnung. 

Gbs.  (Lp.) 

W.   Kapteyn.      Note    sur    les    diflKreutielles    binömes. 

Darb.  Ball.  (2)  XII.  44-56. 

Es  wird  der  Satz  hergeleitet:  So  oft  die  Elimination  von  x 
und  y  zwischen  den  Gleichungen 

wo  q  eine  ganze  Zahl  >•  1,  die  Gleichung  einer  unicursalen 
Curve  F(X,  Y)  =  0  ergiebt,  ist  es  möglich  f  ydx  durch  die  Sub- 
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btitutioQ 

auf  das  Integral  einer  rationalen  Fanction  zurückzufahren,  und 
in  keinem  andern  Falle.  Als  Anwendung  davon  werden  die 
Bedingungen  der  Integrabilität  der  Differentiale 

x'»(a  +  hx'^y  dx,  «*" (a  +  6«"  +  c«^*)'  ^* 
untersucht,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen,  n  positiv,  p  ein  Bruch. 

H. 

£.  Lebon.     Sur  le  calcul  de  quelques  integrales.      J.  de 

Math.  sp^c.  (3)  IL  155-lö7r  176-180. 

Die  von  Hrn.  Herrn! te  in  seinem  Gours  d' Analyse  de  TEcole 
Polytechnique  (1873)  S.  260  und  S.  360  angegebenen  Integrale^ 
deren  directe  Ableitung  er  als  unzugänglich  durch  die  gewöhn- 
lichen Methoden  bezeichnet,  sind  seitdem  öfter  behandelt  worden. 
Ausser  Stern  (J.  für  Math.  LXXVIII.  340),  den  der  Verfasser 
citirt,  sind  u.  a.  P.  da  Silva,  Steen  (F.  d.  M.  XIV.  1882.  211  u.  212), 
Studnicka,  Lindman  (F.  d.  M.  XV.  1883.  217-218),  Obrastzoff 
(F.  d.  M.  XVII.  1885.  259)  zu  nennen.  Bei  der  ersten  Methode 
benutzt  der  Verf.  die  Formel: 

vv'dx  V  .   r  rdx 


r  vu'dx v_      r   rdä 


f- 


es  ist  dasselbe  Mittel,  welches  Hr.  Steen  angewandt  hat,  näm- 
lich die  partielle  Integration.  Eine  zweite  beruht  darauf,  dass 
in  der  Gleichung 

Ndx         _    Rg>  +  Stlf 
{Pg>  +  Qipy  "    Pg>  +  Qyj 

mit  der  Bedingungsgleichung 

N  =  (Pfi'  -  ÄP')(p'  +  (OS'  -  SQ')tp* 

+  (PS  -  jpÄ)  (<^  1/;' -  V'«^')  +  (PS' — 5P' +  (?Ä' -  Ä(?')  ?></' 
die  Functionen  /2,  S,  9),  tp  passend  bestimmt  werden.  Dies  ge- 
lingt z.  B.,  wenn  die  Bedingungsgleichung  sich  nach  den  unbe- 
kannten Functionen  R  und  S  so  in  Factoren  zerf&llen  lässt,  dass 
integrable  Differentialgleichungen  fQr  sie  entstehen. 

Lp. 
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E.  PoMEY.      Sur  quelques  int^graleß  remarquableB. 

Noüv.  Ann.  (3)  VII.  191-194. 

Entgegen  einer  Aeusserung  von  Gh.  Hermite,  der,  nachdem 
er  im  Cours  d'Analyse  de  TEcole  Polytechnique  die  Typen  der 
Fanctionen  aufgestellt  hatte,  für  deren  Integration  wir  eine 
sichere  Methode  besitzen,  ausser  diesem  Bezirke  insbesondere  4 
Integral  formein  fbr  specielle  transcendente  Functionen  anführte, 
die  sich  nach  keiner  Methode  herleiten  Hessen,  zeigt  der  Ver- 
fasser, dass  auch  diese  durch  gewöhnliche  teilweise  Integration 
einfach  hervorgehen.  H. 

J.  L.  Ptaszycki.      Extrait    d'une    lettre    adress^e    k  M. 

Hermite.     Darb.  Ball.  (2)  XII.  262-270. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen:  Damit  das  Integral 


/ 


m 


wo  R  eine  ganze,  F  eine  rationale  Function  ist,  sich  durch  alge- 
braische Functionen  und  Logarithmen  solcher  ausdrücken  lasse, 
ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  R  eine  der  zwei  For- 
men hat: 


Ph.  Gilbert.      Remarques  sur   riutdgration   par   partie. 

Nonv.  Ann.  (3)  VII.  365-366. 

Sind  u  und  v  zwei  Integrale  der  Gleichung 

entsprechend  zwei  Werten  der  Constante  C,  so  kann  man  unter 
endlicher  Form  das  Integral 


/"-S"'** 


finden.    Für  constantes  g>(x')  hat  man  die  gewöhnliche  Anwen- 
dung der  teilweisen  Integration.  H. 
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W.  Laska.     Reduction  einiger  Integrale.     Hoppe  Arch.   c^> 

VII.  110-112. 

Es  sind  die  zwei  Integrale 

r         di r         di 

J    y  t^  +  at'+l       '    ^    V  i»  +  al*+l       ' 
welche  auf  die  Form  elliptischer  Integrale  gebracht  werden.  D^ls 
erstere  stellt  sich  als  Differenz  zweier  Integrale  erster  GattuD^ 
mit  irrationalen  constanten  Coefficienten,  das  letztere  als  ein  lo- 
tegral  erster  Gattung  dar.  H. 


J.  L.  Ptaszycki.     Sur  Tint^gration  alg^brique  des  diffö- 
rentielles  algöbriques.     Acta  Math.  xi.  395-400. 

J.  L.  Ptaszycki.      üeber    die    algebraische    Integration 
algebraischer  Differentiale.    Prace  mat-fiz.  1. 81-90.  (PolDtech^, 

Chark.  Ges.  I.  61-73.  (RaesiBch.) 

J.  L.  Ptaschitzky.     Ein  Theorem  über  die  algebraischen 

Integrale.      Cbark.  Ges.  I.  74-77.  (RaBBisch.) 

Den  Gegenstand  dieser  Abhandlungen  bildet  das  folgende 
bekannte  Problem:    „Es  sei  y  mit  x  mittels  einer  algebraischen 

Gleichung   verbunden;    man   drficke   das   Integral  /  ydx  durch 

eine  algebraische  Function  von  x  aus  oder  zeige,  dass  dann  eine 
solche  Darstellung  unmöglich  ist.^  Dasselbe  ist  von  Liouville, 
Briot  u.  Bouquet,  Zeuthen,  Raffy,  Humbert  u.  a.  gelöst  worden. 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  grttndet  der  Verfasser  auf 
den  folgenden  Satz: 

Es  sei  P  eine  ganze  Function  von  x^  welche  einer  irreduc- 
tiblen  Gleichung 

mit  ganzen  Coefficienten  genügt;  es  mögen  is,,  «^, . . .,  js»  die  Werte 
von  s  sein,  und  es  bedeute  Yj  die  Determinante 


1, 

».. 

*!. 

.  .  ., 

^1 

1, 

.  .  ., 

%                   9 

I, 

a«, 

< 

•  •  •? 

.:- 

-ydx 
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Setzen  wir 

wo  D,  E  g^me  Functionen  sind,  deren  zweite  keine  vielfachen 
Wurzeln  hat,  so  besteht  der  Satz: 

„Ist  das  Integral 

/ 

algebraiseh,  so  ist 

J^dx=  j; , 

WO  1)  y  gleich  ist  dem  Producte  des  Polynoms  D  und  des 
groBsten  gemeinschaftlichen  Teilers  der  Polynome  P  und-^, 
2)  2,,  2,,  ...,  2.-.1  aus  den  Gleichungen 


(a)     X  =  -^ 


»— 1 
n 


(•  =  0, 1,2...,«-1). 
zu  bestimmen  sind. 

Will  man  also   das    aufgestellte    Problem  lösen,    so  bringe 

man  die  Function  y  auf  die  Form  -p-,  das  Polynom  J  auf 
die  Form  Z>'£,  bestimme  das  Product  von  D  mit  dem  grössten 
gemeinschaftlichen  Teiler  der  Functionen  P  und  —^ — ,  so.  er- 
hält man  auf  diese  Weise  die  Function  Y.  Man  entwickle 
weiter  die  Ausdrucke  (a)  nach  den  fallenden  Potenzen  von  x^ 
80  geben  die  ganzen  Teile  dieser  Entwickelungen  die  Polynome 
Xg,  ^, . . .,  Xn-f  Die  Coefficienten  dieser  Polynome  enthalten  m 
unbekannte  Constaoten  o,,  c„  . . .,  c^.i;  die  eine  von  ihnen  nimmt 
man  willkQrlich  an,   die   übrigen  bestimme  man  aus  der  Bedin- 
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gung,  dass 

identisch  gleich  Null  sei.    Wenn   die   Constanten '  dieser  Bedin- 
gang  gemäss  nicht  bestimmt   werden   können,   so  folgt  daraas, 
dass  das  Integral  keine  algebraische  Function  von  x  ist 
Der  Verfasser  erläutert  jene  Theorie  durch  Beispiele. 

Dn. 
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T,  J.  Stieltjks.     Note   sur  l'int^grale  /    f{x)  G{x)dx. 

Nouv.  Ann.  (3)  VII.  161-171. 

Es  wird  der  Satz  aufgestellt:  Ist  f{x)  eine  von  o;  =:  a  bis 
o;  =:  b  nie  abnehmende  Function,  so  ist  es  stets  möglich,  n  Con- 
stanten a?„a?„ ...,  a?„in  der Grössenfolge  o<ic,  <*,<... <a?,-<ft 
und  n-f-l  Gonstanten  a,,  a„  ...,  o^+i,  enthalten  resp.  in  den 
n  +  1  Intervallen  zwischen  den  n4-2  Grössen 

so  zu  bestimmen,  dass  man  hat: 

/  f{x)G%n{p)dx  =  a,  /  G2n{^)dx  +  a^  J  C2^•(«)<te^ — 

/n  rh 

G2n{^)dx-]ran^xJ  Gu(,^)dx, 

««-1  *ii 

« 

wo  G2»(a?)  ein  beliebiges  Polynom  höchstens  vom  Orade  2»  be- 
zeichnet. Die  Grössen  x  und  a^j.,.,an^i  werden  bestimmt  und 
der  Satz  bewiesen.  H. 
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Ph.  Gilbert.     Sur   la  convergence  des  integrales  k  li- 

mites    iofinies.      Darb.  Bnll.  (2)  XII.  66-76. 

Es  wird   durch   Beispiele   die   Möglichkeit   bewiesen,   dass 
f{x)dx  convergirt,  wenn  f{x)  bei  unbegrenztem  Wachsen  von 


ft 


a 


X  nicht  aufhört,  endliche  und  unbegrenzt  wachsende  Werte  fQr 
einzelne  q;  zu  erlangen.    Die  Beispiele  sind: 

f(x)  =  {An^nxy,  (sin'/iajji'W,  \p(x)(fi\xi*nxypi'^. 
Im  ersten  Falle  divergirt  das  Integral;  im  zweiten  convergirt  es, 
wenn  fflr  a?  =  oo 

ist,  z.  B.  wenn  q>{x)  =  r(a?),«*  (ft>-2);  im  dritten  convergirt  es, 
wenn  die  Bedingung  (3)  erfüllt  ist,  undy  V'(^+«)'^^^^®'°® 

0 

ganze  Zahl  n  eine  constante  Grenze  übersteigen  kann,  z.  B.  für 
%p(x)  =  —  logcos'/ra?,  wo  f(x)  nicht  aufhört,  unendliche  Werte 
zu  passiren,  während  im  zweiten  Falle  f(x)  ^  1  bleibt. 

H. 

W.  H.  L.  BusSBLL.     On  certain  definite  integrals. 

Lond.  R.  S.  Proc.  XLIV.  311-314. 

Fortsetzung  früherer  Untersuchungen.  Das  hier  angewandte 
Verfahren  ist  das  der  Differentiation  oder  Integration  in  Bezug 
auf  eine  Constante.  Cly.  (Lp.) 

6.  Ä.  GiBSON.      Extension    of   a    theorem   of  Abel's  in 
the  snmmation  ta  integration.     Edinb.  M.  s.  Proc.  vi.  40-42. 

Der  fraglich'e  Satz  ist  das  Theorem  III  der  Einleitung  zu  der 
Abhandlung  über  die  Binomialreihe.    (Ges.  Werke,  Bd.  I.  222). 

Gbs.  (Lp.) 

E.  Gatalan.      Rapport    sur   le   memoire:    Sur  quelques 
formules  de  caloul  integral,  par  J.  Bbaupain.   Belg.BaiL 

(3)  XVL  15-19. 
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Die  Integrale  von  der  Form: 

Bin^xcosfxdo;,    /  %VDß ximnxdx 

u  u 

werden  auf  Gammafunctionen  zurQckgefDhrt,  meistens  indem  die 
zu  integrirende  Function  durch  eine  Entwickelung  nach  den 
Sinus  oder  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  ersetzt  wird. 

Mn.  (Lp.) 

T.  C.  SiMMONS,  J.  WoLSTENHOLME,  J.  W.  Sharpe.     So- 
lution  of  question   9324.    Ed.  Times  XLIX.  25-27. 

Zur  Herleitung  des  Integrales  (p  u.  9  positiv): 

wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  wird  zuerst  die  Reductions- 
formel : 

^-  ==  ~l^^~Ä^^^*-'^  ==  (n-l)(n-2)    dp'^^-»)=- 
gegeben  und  (7,  in  der  Oestalt  entwickelt: 

Dasselbe   Verfahren  ist  auch   anwendbar,    wenn  im  Zähler 
des    Integranden   noch   tg'*'*^   steht.     Darauf  wird   nach    einer 

zweiten  Methode  fttr  Vg.tga;  der  Wertj/p-tga  substituirt. 

Lp. 

Ch.  Märay.      Valeur    de    l'intdgrale    d^fitiie  J     «-*•  dx 


u 


d^duite   de    la    formale    de  Wallis.     Darb.  Bull.  (2)  xii. 

174-176. 

Der  Gang  des  Beweises  beginnt  mit  der  Transformation  von 
S^  =  f^x^e-'^dx  in  Pf^,  wo  T^  =y  («y«-y)     aT"  ^y^      ^Qg 
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einer  Grössenscala  der  T  geht  f&r  die  S  eine  Ungleichung  der 
Form  herror: 

LS,  <  MS^  <  NS, 

woraus  durch  Uebergang  zur  Grenze  eine  Gleichung  der  Form 
Sl  =  QSl  entsteht.  Einer  der  Factoren  von  Q  ist  nach  der 
Wallis'schen  Formel  =  n,  S,  ist  bekannt  =  \^  und  es  ergiebt  sich 


e"^  dl. 

St.  Pötersboarg.  Leipzig.  Voss.  XXVII -h  98  S.  gr.  8<>. 


S.   PiNCHBRLE.     Sopra  certi  integrali  definiti.    Rom.  Acc.L. 

Rend.  (4)  IVi.  100104. 

Die  Arbeit  behandelt  die  formelle  Bedeutung  der  Integrale 
von  der  Form 


Je-*'q){t)dt 


0 


für  den  Fall  der  Divergenz  an  der  untern  Grenze,  indem  dann 
für  e~"'*  substituirt  wird: 

insbesondere  in  Anwendung  auf  das  Integral 

/V^'ÄCl-e"''''')''''* 

als  Verallgemeinerung  des  Euler'schen  Integrals  erster  Gattung. 

H. 


G.  Giuliani.    Agginiite  ad  una  memoria  de  Sig.  Kummer. 

Batt.  G.  XXVI.  234-250. 
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Setzt  man 

n 

ü»  =  /    cos*-*ft>co8r— ö-tgwJco8fi€ödai, 

0 

n 

F„  =  /     C08*~"*iü8inr-7^tga>j8innßidcö, 

80  genOgt,  wie  Kummer  im  J.  f&r  Math.  XVII.  bewie8en  hat, 

a=  Un-Vn 
der  linearen  Oleichung  zweiter  Ordnang: 

(1)       4a.^-4(A-.l)-*-(.  +  2«).=0, 

desgleichen  dasselbe  Integral  von  0  bis  n.    Hieraus  leitet  der 
Verfasser  die  Gleichung  vierter  Ordnung 

d^ü  d^U  d^U 


-2x(Ä-2)-^  +  (n«  +  l-Ä+^)ü  =  0 


ab,  welcher  U^  und  F„,  mithin  i4t/„  +  BF„  genügen.  Zur  Unter- 
suchung weiterer  Eigenschaften  von  Un  und  F«  werden  cosnoi 
und  sinitoi  nach  Potenzen  von  cos cti  entwickelt;  die  Terme  von 
Un  und  Vn  sind  Integrale,  die  Serret  und  Bierens  de  Haan  be- 
rechnet haben.  Mit  Anwendung  einer  Reihenentwickelung  von 
Dini  (Serie  di  Fourier  etc.  p.  112)  wird  gefunden: 

(sc  \  4     00 

-7r-tgw  )  =  —  ^  F2„sin2iiw. 

Es  wird  bewiesen,  dass  (/»  und  F«  ffir  n  =  oo  den  Grenzwert 
0  haben.     Ferner  wird  gefunden: 

dann,  wenn  man  Un{x)  für  £/»  schreibt: 

-|-  (f(x)  -  f  (0))  =  i  f'n^n)  U,(n)dn  +  £  f\Xxn)  U.{n)dn. 

Zuletzt  wird  die  Function 

(p(a,ß,x)  =  limjp(a,  m,  /?,  ^)  («t  =  oo) 
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untersQcht,   in   welcher  Kummer   die  zwei  Lösungen  der  durch 
die  Sabstitation  «  =  tr^y  transformirten  Gleichung  (1)  darstellt. 

H. 

M.    Lrrch.      Demonstration    ^l^mentaire    d'une    formule 
de  Raabe.    Batt.  Q.  xxvi.  39-40. 
Die  Formel  lautet: 


u 


logr(^x  +  ü)dx  =  ulogM  — M  +  il0g27f. 


Sie  wird  hier  auf  sehr  einfache  Weise  hergeleitet.  U. 


Ch.  Hkrmite.  Demonstration  nouvelle  d'une  formule 
relative  aux  integrales  Eul^riennes  de  seconde  esp^ce. 
(Extrait  d'une  lettre  addressde  k  M.   Lerch.)     Prag.Ber. 

365-366. 

Es  wird  aus  einer  Formel  von  Cauchy  die  Gleichung  her- 
geleitet: 

logrc«)  =  J-i\oga+f  (^  _  1+1)^, 

—OD 

wo  /  das  Integral  von  Raabe  bezeichnet.  H. 


J.  C.  Malet.     On  certain  definite  Integrals.    AoualidiMat. 

(2)  XVI.  277-290. 

Entwickelt  man  (1  — &sin'^)~^  im  Ausdruck  zur  Linken  der 
folgenden  Gleichung  nach  Potenzen  von  k  und  vollzieht  nach 
Integration  die  Summirung  mittelst  der  Gauss'schen  Function  F, 
so  ergiebt  sich: 

*  cos"*^8in»^rf^ 


/ 


u 


(l-ftsin'^)p 


P  fn+1    „  n+l  n 

2  2  r  ''    C08"*^;»sin^^^d;» 

0>'  =    "^^    ;  n'  =  2p-l-,  m'  +  «'  =  «.  +  «). 
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Hierin  wird  speciell  tn  +  n  =:  1  und  p  =  ^  gesetzt;  dann  erhält 
man: 

^  IL 

2 COS"** sin*-'« *d^       ^  m  +  1  ^  2--m    r^     eos&d» 


und  wenn  man  dann  nach  k  differentiirt: 

n 

"^i^f  cos'-^sini-^'drf^-^C*)  = 

0 

n 

^  m  +  1    ^  2  — m  (r,      ,,         ^.,   /^^    cos^d*     ,  ,^        *) 


z/(*)  =  yi-Äsin'^. 
Diese  zwei  Formeln  sind  die  Quelle  sehr  vieler  bemerkenswerter 
neuer  Relationen   elliptischer    Integrale,    die   daraus   entwickelt 
werden.  H. 

P.  A.  Nekrassoff.      Der  Ausdruck   der  Wurzeln  einer 
trinomischen   Gleichung    durch    bestimmte    Integrale. 

Mosk.  math.  Samml.  XIII.  739-748.  (RaesiBcb.) 

Es  werden  mit  HQlfe  der  bestimmten  Integrale  die  Ausdrücke 
für  die  Wurzeln  der  Gleichung  «*" — pti"  — qr  =  0  und  die  Be- 
dingungen der  Gültigkeit  dieser  Formeln  untersucht.  Die  hier 
gegebenen  Formeln  weichen  etwas  von  den  Formeln  ab,  die  Hr. 
Heymann  (Math.  Ann.  Bd.  XXVIII)  gegeben  hat.  Wi. 


P.    Mansion.       Sur    la    longueur    d'une    ligne    courbe. 

Mathesis  YIH.  262-264. 

Die  Beweise  von  Jordan  und  von  Goedseels  werden  durch 
den  folgenden  Hülfssatz  vervollständigt:  Der  Abstand  zwischen 
zwei  willkürlich  gewählten  Punkten  auf  jedem  Gurvenbogen,  zu 
welchem  eine  Seite  eines  Polygons  von  hinreichend  kleinen 
Seiten  als  Sehne  gehört,  liegt  unterhalb  einer  vorgegebenen 
Grösse  d.  Die  Curve  wird  als  nicht  geschlossen,  ohne  Schleife 
und  continuirlich  vorausgesetzt  Mn.  (Lp.) 
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E.  GoEDSBELs.     De  la  longueur  d'iine  ligne.      Beig.  Ball. 

(3)  XVI.  86-92. 
P.    MaNSION.       Rapport.       ibid.  120-124. 

Auf  eine  andere  Art  als  Scheeffer  (Acta  Math.  V.  49-92,  F. 
d.  M.  XVI.  1884.  338),  dessen  Beweis  nicht  allgemein  ist,  und 
als  Hr.  C.  Jordan  (Cours  d'analyse,  III.  Note,  n".  46-51)  be- 
grQndet  der  Verfasser  den  folgenden  Satz:  Alle  veränderlichen 
Vielecke  mit  ohne  Ende  abnehmenden  Seiten,  die  einer  continuir- 
iichen  Curve  eingeschrieben  sind,  besitzen  Umfange,  die  einer 
endlichen  oder  unendlichen  Grenze  zustreben.  Man  vergleiche 
einen  Commentar  zu  dieser  kleinen  Note  in  Mathesis  VIII.  262-264. 

Mn.  (Lp.)* 

E.  OoEDSBBLS.     De  la  longueur  d'une  ligne.       Mathesis 

VIII.  Soppl.  V.  12  8. 

Vergl.  Belg.  Bull.  (3)  XVI.  •20-24,  86-92.  Mn, 


E.  Gbgghbgan.     Problem  by  Vincentio  Viviani.     Nature 

XXX  VIII.  78. 

Kurze  Lösung  der  bekannten  Aufgabe.  Lp. 


E.  Oekinghaus.     Zur  Kectificalion  der  Hyperbel.    Hoppe 

Arcb.  (2)  VI.  223-224. 

Der  Bogen  s  der  Hyperbel  wird,  um  eine  Formel  aus  der 
Abhandlung  Band  IV.  No.  V.  anzuwenden,  in  der  Form  ent- 
wickelt : 

2n  /^.     nu    .      q*        ,     nu  q^  2nu 


-(-f-ÄT'O«. 
H. 


H.  Pktrini.     Om  en  Integral  av  Crofton.    Zeuthen  Tid«.  (5) 

VI.  39-52. 
roitnhr.  i.  Ibtlu  XX.  1.  20 
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Ein  Beweis  des  Satzes  von  Crofton,  dass 

wo  /i  ein  Flächenelement  einer  Ebene,  oi  den  Winkel  der  beiden 
Tangenten,  welche  von  dem  Flächenelement  an  eine  geschlossene 
convexe  Curve  gezogen  werden  können,  L  die  Länge  der  Cuftc, 
S  das  von  der  Curve  eingeschlossene  FlächenstUck  bedeuten,  und 
die  Integration  über  die  ganze  Ebene  ausserhalb  der  Curve  aus- 
gedehnt wird.  Dieser  Satz,  welchen  Crofton  durch  Betrachtung^en 
aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bewiesen  hat,  wird  hier 
mittels  rein  analytischer  Betrachtungen  bewiesen.  Der  Gang  des 
Beweises  (welcher  sonst  sehr  sinnreich  ist),  lässt  sich  nicht  leicht 
wiedergeben.  Uebrigens  hat  J.  A.  Serret  schon  früher  einen 
analytischen  Beweis  des  besprochenen  Satzes  geliefert. 

V. 


E.  O.  Bermann.      Zur    Lehre    vom    mittleren    Kadias. 

Pr.  Gymo.  Liegnitt. 

Der  Aufsatz  knüpft  an  die  vom  Landwirt  H.  von  Thünen 
in  Bezug  auf  die  Dttngerfuhren  unter  dem  Namen  „mittlere  Ent- 
fernung des  Ackers  vom  Hofe''  gestellte  und  geometrisch  gelöste 

Aufgabe  an,  welche  in  der  Berechnung  von /  rdir,  wo  r  den 

Radinsvector  des  Elements  dw  hinsichtlich  der  Ackerfläche  fr 
bezeichnet,  ihren  Ausdruck  findet.  Der  Sinn  der  Aufgabe  ändert 
sich  nicht,  wenn  tr  statt  einer  ebenen  Fläche  eine  Linie,  eine  krumme 
Fläche  oder 'einen  Körper  bedeutet.  Das  Gegenwärtige  beschränkt 
sich  auf  Fälle,  wo  vd  ebene  Linie,  und  zwar  Gerade,  Kreis,  Kegel- 
schnitt ist,  bleibt  dagegen  bei  der  ursprünglichen  Aufgabe,  bei 
der  nach  jeder  Einheit  von  dir  gleichviel  Strahlen  gehen,  nicht 
stehen,  sondern  zieht  zwei  weitere  Annahmen,  dass  die  Anzahl 
der  Strahlen  dem  Abstände  begrenzender  Parallelen,  und  dass 
sie  den  Sectoren  proportional  sei,  in  Betracht.  Die  so  ge- 
schaffene Sammlung  ausgeführter  Quadraturen  vermehrt  um 
einiges  dasjenige,  was  Grunert  und  Drobisch  bereits  geliefert 
haben.  H. 
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P.  Mansion.      Sur   le  calcul   approch^    d'une    integrale 

d^finie.      Brax.  S.  sc.  XII,  A.  63-65. 

Die  Integrale: 


(1  0  0 


erhält  man  leicht  in  angenäherter  Art,  wenn  man  beachtet,  das8 
das  zweite  zwischen  den  Banminhalten  eingeschlossen  ist,  welche 
zwischen  der  Oberfläche  z  =  c-(**+y'),  den  drei  Coordinatenebenen 
und  den  Cylindern  liegen,  deren  Gleichungen 

a;'  +  y'  =  r',  7j(a?* +  y»)  =  4r' 
sind.  Mn.  (Lp.) 

F.  G.  Teixbira.     Extrait  d'une  lettre  k  M.  Hermite. 

Darb.  Bull.  (2)  XII.  288-290. 

Aus  der  Identität 
/  €p^Q^^dx  I  \p^(x)dx  —  \    I  ip{x)\p{x)dx\    = 

a  a  a 

iy    *»y   [(jp(a!)i//(y)-y(y)^(a!)]  dy 

a  a 

ersieht  man,  dass 

/  g>{x)^(x)dx  <  j    /  q>^(x)dx  1  \l;\x)dx  j  . 

a  a  a 

Im  Falle  aber,  wo  q>(x)  und  tp(x)  zugleich  wachsen  oder  ab- 
nehmen, hat  man  auch,  wie  Tschebyscheff  auf  analogem  Wege 
gezeigt  hat: 

q>(^x)tp{x)dx>  I  g>(x)dx  j  tp(x)dx. 

a  a  a 

Beides  lässt  sich  nun  verbinden,  um  eine  obere  und  untere 
Grenze  des  Integrals  zur  Linken  zu  erhalten.  H. 


G.  d'Arone.     Interne    ad  un   teorema   di  Tchebychew. 

Balt.  G.  XXVI.  61-64* 

Tschebyscheff  hat   bewiesen,    dass,    wenn   U  und  K*  im  un- 

20* 
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veränderlichen  Sinne  mit  x  yariiren,  die  Grösse 

(1)       f^VYdx'-ßvdx  f\dx 

0  0  *"  Ü     . 

positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  \J  und  Y  in  gleichem  oder 
ungleichem  Sinne  variiren.  Der  Verfasser  gewinnt  nun  darch 
leichte  Transformation  der  Summen,  deren  Grenzwerte  jene 
drei  Integrale  bekanntlich  darstellen,  einen  Ausdruck  fQr  die 
Grösse  (1),  welcher  nicht  nur  den  genannten  Satz  unmittelbar 
kund  giebt,  sondern  manche  näheren  Angaben  über  dieselbe  er- 
schliessen  lässt.  Oass  die  Grenzen  0  und  1  nur  der  Einfachheit 
wegen  statt  beliebiger  constanter  Grenzen  gewählt  sind,  ist  selbst- 
verständlich. Der  Ausdruck  lässt  auch  sogleich  erkennen,  dass 
die  Bedingung  unveränderlichen  Sinnes  der  Variation  von  ü,  V 
überflüssig  ist.  Ferner  giebt  er  die  Grenzen  0  und  \nf>  für  die 
Grösse  (1),  wo  i«  =  f/(l)-l/(0)  und  t?  =  r(l)  — F(0)  gesetzt 
ist  Diese  Grenzen  lassen  sich  einander  noch  näher  rücken, 
wenn  man  die  geringste  und  stärkste  Declivität  a^,  a,  und  h^^h^ 
der  Curven  £^  =  0  und  F  =  0  in  Betracht  zieht;  die  Grösse  (1) 
ist  dann  enthalten  zwischen  iV^o^o  ^^^  i^7<>i^i*  ^- 


N.  N.  ZiNiNE.     Ueber  eine  Aufgabe  in  der  Theorie  der 

mehrfachen    Integrale.       Warsch.  üniv.  Nachr.  1888.  4.  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  benutzt  die  Formel 

dxj  (p(x,y)dy  =  J  dyj   q^{x,y)dx 

0  0  'o  y 

zur  Reduction  eines  n-fachen  Integrals,  in  welchem  die  Integra- 
tion auf  alle  positiven  Werte  der  Veränderlichen  ausgedehnt  ist, 
die  der  Bedingung  x^-\-x^'\ f-a:„<l  genügen.  Diese  Re- 
duction wird  dann  angewandt  zur  Ermittelung  der  Werte  folgen- 
der n- fachen  Integrale: 


f  x^r'^,-' 


/-i 


x^-^a^-^   ...   Xn    dx^.ix^  ...dxn^ 


/ 


X  t       Xtt         •  •  .    Xf^      \  X.  "~"  X.  ~"~~  Xa  ~~~ ...  — •  iCf^J 


{a  +  ßx^+ym^  +  '-'  +  ümnl"  dx,dx, . . .  dx^, 
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y       '        '  \      1 — x^—x^ a?^  •    ^     *     ' 

unter  der  Bedingung  o?, -f^aH 1-««  <  1,  a;,,a:„...,a:«  >0.  • 

•  Wi. 

W.  P.   Ermakoff.      Eine  Aufgabe    für  junge    Gelehrte. 

Ghark.  Ges.  XVIII.  104-105.  (Raseisch.) 

Es    sind    drei    Functionen    P,  Q,  A    dreier   Veränderlichen 
^y  y^  ^  gegeben;  es  soll  eine  Oberfläche  gefunden  werden,  welche 

folgende  Eigenschaft  hat:   Das  Integral   /  (Pdx-^-  Qdy  +  Udz)^ 

auf  irgend  einer  Linie  dieser  Oberfläche  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  genommen,  soll  von  dem  Integrationswege  unabhängig 
sein.  •  Wi. 

J.  J.  Stambach.     Die  Planimeter  Coradi,   ihre  Theorie, 
Constructiou  und  Genauigkeit.     Stuttgart.  K.  Wittwer,  1889. 

8»  29  S. 

* 

Dieser  Separatabzug  aus  der  Schweizerischen  Bauzeitung 
macht  auf  einige  neue  Planimeterconstructionen  aufmerksam, 
bringt  eine  einfache,  von  der  höheren  Mathematik  sehr  wenig 
voraussetzende  Theorie  der  Planimeter  und  erörtert  die  Frage, 
welchen  Grad  der  Genauigkeit  wir  bei  Flächenberechnungen 
erwarten  dürfen,  wie  sie  in  der  Praxis,  insbesondere  im  Ver- 
messungswesen,  vorkommen.  Mathematisch  Wichtiges  enthält  der 
Aufsatz  nicht;  eine  umfassende  Theorie  der  Planimeter  gab  vor 
längerer  Zeit  das  Buch  von  A.  Amsler:  „Ueber  den  Flächen- 
inhalt und  das  Volumen  durch  Bewegung  erzeugter  Gurven  upd 
Flächen  und  über  mechanische  Integrationen^,  Schaffhausen  1880, 
auf  welches  auch  hier  verwiesen  wird.  M. 


E.  DB  LA  NoB.  Theorie  g^om^trique  du  planim^tre 
polaire  ä  Suspension  ind^pendante,  de  Hohmann  et 
Coradi,  et  du  planim^tre  roulant  de  Coradi.      Nancy 

(1887). 
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Capitel  5. 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

E.  GouRSAT.     Sur  les  invariants  des  ^quations  diffören- 

tielles.     C.  R.  CVII.  898-900. 

Der  Verfasser  giebt  den  bisher  vermissteil  allgemeineii  Be- 
weis für  die  Existenz  der  Invarianten  einer  Differentialgleichung 
beliebiger  Ordnung  und  Grades.  Er  stützt  sich  dabei  auf  die 
von  Herrn  Lie  in  seinem  Werke  „Theorie  der  Transformatians- 
gruppen'^  erlangten  Resultate.  Hr. 


L.  Königsberger.    Der  Cauchy'sche  Satz  von  der  Existenz 
der   Integrale    einer   DiflFerentialgleichung.     J.  für  Math. 

CIV.  174-176. 

Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

wo  die  Potenzreihe  rechts  auch  noch  fttr  Werte  von 

convergiren  soll,  die  >  1  sind,  und  wo  für  a:  =  0  vorgeschrieben 
sei  y  =  0,  y'  =  0,  . . .,  y(™-')  =  0  (auf  diesen  Fall  kann  man 
immer  durch  eine  rationale  Substitution  zurückkommen).  Ferner 
mögen  die  absoluten  Beträge  der  A  die  Grenze  M  nicht  über- 
schreiten; es  wird  alsdann  (1)  verglichen  mit 

(2)        71^  =  itf(l  +  2§-f  3r  +  4r  +  --0  (l  +  i7  +  i?'+-0 

.  (1 +  j?+i?' +•••)•••(!  + 9+ ^'+'*0 

(wo  die  letzten  gleichen  Potenzreihen  m-mal  wiederholt  sind). 
Die  letzte  Gleichung  liefert 

(l_,)m  +  l      _^  1  _       Äf.5 


m+1         •    m  +  1  1~§' 
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also 

V  =  f  (I). 

und  hieraus  folgt  durch  bekannte   Schlüsse   die    Existenz   eineß 
Integrals 

der  Gleichung  (1)  in  der  Umgebung  von  a:  =  0.  P.  6. 


L.  Königsberger.  üeber  algebraische  Beziehungen 
zwischen  den  Fundamentalintegralen  und  deren  Ab- 
leitungen für  eine  irreductible  lineare  homogene  Diflfe- 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung.    Math.  Ann.  xxxi.  75-84. 

Es  sei  die  irreductible  Differentialgleichung 


dx^     '  "^  '    dx 

gegeben,  so  kann  zwischen  zwei  Fundamentalmtegralen  derselben 
und  deren  Ableitungen  nur  dann  eine  algebraische  Beziehung 
stattfinden,  wenn  f,(rr)  der  logarithmische  Differentialquotient 
einer  algebraischen  Function  ist,  und  dann  ist 

». »;  -  y,  y\  =  «e-/^-^'^"^ 

die  einzige  algebraische  Relation.  Hr. 


L.   Königsberger.       üeber     algebraische     Beziehungen 
zwischen   Integralen    linearer    Differentialgleichungen. 

Math.  Ado.  xxxi.  220-226. 

sei  eine  lineare  Differentialgleichung  m^'  Ordnung  mit  algebrai- 
schen Coefficienten ;  es  wird  die  Frage  erörtert,  ob  ein  integral 
derselben  eine  algebraische  Function  eines  anderen  Integrals 
und  der  m — 2  Ableitungen  von  der  Form 

sein  kann,  wenn  y^  nicht  schon  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung Ton  niederer  Ordnung  als  der  m^^  genügen  soll.  Lässt 
man  zunfichst     in    die    fragliche    Beziehung    die   Ableitungen 
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nicht  eintreten,  so  ergiebt  sich,  dass  nur  dann  y,  =  ^(^i^i)  (** 
algebraische  Function)  sein  kann,  wenn  die  Gleichung  (1)  ein 
algebraisches  Integral  17  besitzt,  und  zwar  ist  dann  die  Beziehung 
von  der  Form 

y»  =  cy^+fj  (c  eine  Constante). 
Im  übrigen  wird  die  allgemeinere  Frage  für  tu  =  3  in  folgen- 
der Weise  erledigt:  Die  Beziehung  y,  =  ^(a?,y,,y',)  (F  algebrai- 
sche Function)  findet  nur  dann  statt,  wenn  die  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  drei  Fundamentalintegrale  von  der 
Form 

besitzt,  worin  c  eine  Constante,  f  und  g  beliebige  algebraische 
Functionen  von  x  sind  und  a,,  a„  O3  die  drei  Lösungen  der  ku- 
bischen Gleichung 

a* — a^Ci+  -ö-)— Cj  =0  (c^,  c,  Constanten) 

sind,  und  zwÄr  hat  dann  jene  Beziehung  die  Form  y,  =  fy[  -}-  gy^ . 

Hr. 

L.  Königsberger.  Ueber  die  Erniedrigung  der  Ordnung 
algebraischer  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  be- 
kannter  Integrale.      Math.  Add.  XXXI.  302-308. 

Ist  die  algebraisi^he  Differentialgleichung  m^^'  Ordnung 

•yW  =F(a:,y,y',  ...,y(— »)) 
gegeben,    so  handelt    es   sich  darum,    wie    sie   beschaffen  sein 
muss,  damit  sie  durch  eine  Substitutionsgleichung  von  der  Form 

worin  y,  ein  particuläres  Integral  von  (1)  bedeutet,  auf  eine  mit 
Adjungirung  von  y,  und  dessen  Ableitungen  algebraische  Diffe- 
rentialgleichung (m  —  1)'®'  Ordnung  für  » 

reducirt.  wird.  Die  bezügliche  Untersuchung,  die  offenbar  die 
Verallgemeinerung  der  bekannten  Lagrange'schen  Reduction  der 
linearen  Differentialgleichung  zum  Ziel  hat,  wird  für  m  =  2 
durchgeführt  und  ergiebt  folgenden  Satz,  der,  wie  bemerkt  wird. 
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aaf  algebraische  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  über- 
tragbar ist:  Unter  allen '  algebraischen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  die  nicht  unmittelbare  algebraische  Zusammen- 
setzungen Yon  Differentialausdrflcken  erster  Ordnung  und  deren 
Differeotialquotienten  sind,  liaben  nur  die  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  die  Eigenschaft,  dass  sie  mit  Hülfe 
eines  Integrals  auf  algebraische  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  reducirt  werden  können.  Hr. 


L.  KöNiGSBERGER.  üebsr  die  für  eine  homogene  lineare 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung  zwischen  den 
Fundamentalintegralen  und  deren  Ableitungen  statt- 
findenden algebraischen  Beziehungen.      J.  fär  Math.  Glll. 

274-320. 

Im  einleitenden  Teil  wird  folgender  auf  beliebige  algebraische 
Differentialgleichungen  mit  x  als  unabhängiger  und  y  als  ab- 
hängiger Veränderlichen  bezügliche  Satz  entwickelt:  Wenn  ein 
Integral  derselben  eine  irreductible  algebraische  Function  to  von 
x,y,yj,...ist,  wo  y^  ein  anderes  Integral  bedeutet,  welches  nicht 
schon  einer  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung  genügt, 
so  lassen  -sich  die  unendlich  vielen  Integrale  in  Gruppen  von  der 
Form  ordnen 

^n  ^(p^iVi^iii  •  •  •)»  ö>'(x,J7,,iy;,  . .  .),  . . ., 

WO  ft>«  die  x-fach  iterirte  Function  to  bedeutet.  Die  Anzahl  der 
Elemente  einer  Gruppe  ist  im  allgemeinen  unendlich  gross;  ist 
sie  in  einer  Gruppe  endlich,  so  dass  z.  B.  (o^(x^i]i,^[j  •  •  •)  =  %? 
dann  enthält  jede  Gruppe  gleich  viele  Elemente.  Ist  die  Diffe- 
rentialgleichung linear  homogen  von  der  m^^"  Ordnung,  so  ist  die 
Anzahl  der  Gruppen  endlich  <  m,  und  ftlr  die  Elemente  einer 
Gruppe  ergiebt  eine  höhere  Iterirung  als  die  (l — ly®  der  Func- 
tion (o  (A^m)  nur  eine  lineare  Function  der  vorangehenden  Ele- 
mente derselben  Gruppe.  Hiervon  wird  u.  a.  eine  Anwendung 
gemacht  auf  die  Untersuchung  der  Möglichkeit  einer  Beziehung 
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wo  y^  and  y,  Integrale  einer  irredactiblen  linearen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  und  f  eine  algebraische  Function  be- 
deutet. Es  zeigt  sich  als  notwendige  Bedingung  hierf&r,  dass 
die  Gleichung  zur  Fuchs'schen  Klasse  gehöre.  Darauf  geht  der 
Verfasser  zur  Behandlung  des  eigentlichen  Gegenstandes  der 
vorliegenden  Arbeit  Ober,  betreffend  die  möglichen  allgemeinen 
Relationen,  welche  zwischen  den  particulären  Integralen  und 
deren  Ableitungen  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  y'"  +  p,y"  +  P3y'+Piy  =^  0  stattfinden  können. 
Damit  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  der  unabhängigen 
Variablen  x^  drei  Fundamentalintegralen  und  deren  Ableitungen 
besteht,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  mit  Htllfe  eines 
dieser  Integrale  abgeleitete  lineare  homogene  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  der  reducirten  Form  mit  Adjungirung  dieses 

Integrals,  dessen  Ableitungen  und  der  Function  e^^'^  reductibel 
ist.  Die  gesuchten  Relationen  sind  bekannt,  wenn  man  die 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  aufstellen  kann,  denen  die 
Integrale  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen. 
Die  Frage  der  Reductibilität  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  auf  die  so  die  vorliegende  Untersuchung  zurQckgefOhrt 
ist,  wird  nun  in  der  verallgemeinerten  Fassung,  dass  Integrale 
verschiedener  algebraischer  Differentialgleichungen  beliebiger 
Ordnung  adjungirt  sind,  behandelt.  Für  den  vorliegenden  Fall 
ergiebt  sich  zur  näheren  Feststellung  der  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingung  ftlr  die  Existenz  einer  Relation  gedachter 
Art,  dass  die  erwähnte'  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
entweder  ein  algebraisches  Integral  besitzen  muss,  oder  dass  zwei 
und  nur  zwei  ihrer  Fundamentalintegrale  mit  Adjungirung  der- 
selben Grössen  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  genügen,  oder  dass  endlich  alle  ihre  Integrale  solchen 
genügen  müssen.  Ur. 


L.   FüCHS.       Zur     Theorie     der     linearen     Differential- 
gleichungen.     Berl.  Ber.  1115-1126,  1273-1290. 

Bildet   man   aus   n  von  einander  unabhängigen  Integralen 
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¥n  y^y  •••»  Vn  dei*  Differentialgleichung  2«'"  Ordnung  mit  ratio- 
nalen Coeffieienten 

,.  2n(2n-l) ...  (n+l)   r,  ,       .       , 

die  p  =  — ^ — ^ — jf i — - — -  Determinanten 

1 .  i? ...  n 


yM  .  .  .  y(«0 


y»    •  •  •  y« 


(xp  ...,  Xn  eine  Combination  zu  je  n  aus  den 
Zahlen  0,  1,  2,  ...,  2n-l), 


die  mit  fi^,  tij,  ...,  u,..i  bezeichnet  seien,  so  genügen  dieselben 
im  allgemeinen  einer  Differentialgleichung  v^'  Ordnung 

worin  P,,  ...,  Py  rationale  Functionen  von  x  bedeuten.  Es 
wird  vorausgesetzt,  dass  die  Ordnung  derselben  nicht  niedriger 
als  y  ist,  wofür  notwendig  und  hinreichend  ist,  dass  ein  gewisser 
hier  nicht  wiederzugebender  Ausdruck  als  Function  von  x  nicht 
identisch  verschwindet.  Alsdann  lässt  sich  eine  quadratische 
Form 

wo  Paß  rationale  Functionen  von  x  sind,  bilden,  von  der  Eigen- 
schaft, dass  sie,  mit  c^**  multiplicirt,  einer  Constanten  gleich 
wird,  wenn  man  für  u  ein  beliebiges  Integral  der  Gleichung  (2) 
einsetzt.  Der  Wert  der  Constanten  ist  von  den  Anfangswerten 
des    Integrals    abhängig.      Transformirt    man    die    Differential-  - 

gleicbung  durch  die  Substitution  u  =  e~^J^'^t^  so  ist  die  ent- 
sprechende quadratische  Form  Z'  in  /  und  den  Ableitungen  von 
/  selbst  eine  Constante  für  ein  beliebiges  Integral  der  Gleichung 

9Z' 
und    M  =   p  y_^    ein  Multiplicator  der  Gleichung.     Z'  lässt  sich 

auf  eine  bemerkenswerte  Gestalt  bringen,    worin    nur    die  Qua- 
drate   linearer  Functionen   von    (   und    ihrer   Ableitungen   vor- 
kommen.    In    der    zweiten  Mitteilung    handelt   es   sich  um  die« 
Frage,  in  welchem  Falle. die  Gleichung  (2)  reductibel  wird  nach 
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der  von  Herrn  Frobenius  (J.  fttr  Math.  LXXVL  236,  F.  d.  M.  V. 
1873.  176)  eingeführten  Festsetzung  dieses  Begriffs.  Hierftlr 
wird  folgender  Satz  entwickelt:  Wenn  die  Differentialgleichung 
(1),  in  deren  Coefficienten  ein  Parameter  k  auftritt,  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen  y,,  y,,  ...,  yu  besitzt  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  in  dem  ganzen  Verlaufe  der  Variabein  ^  die 
Gleichungen  bestehen 

(3)  -%-  =  A,y.  +  A,y;  +  ...  +  ^^.-lyj^-»    (a  =  1,  2,  ...,  2«), 

wo  il^,  i4j, ...,  iisn-1  rationale  Functionen  von  x  sind,  dann  ist  die 
Differentialgleichung  (2)  reductibel.  Diese  Eigenschaft  ist  fClr  die 
Differentialgleichungen  (1),  die  die  genannte  Bedingung  erfüllen, 
fundamental.  Zu  ihnen  gehören,  wie  nachgewiesen  wird,  die  Diffe- 
rentialgleichungen 2n^^^  Ordnung,  welchen  die  Periodicitätsmoduln 

der  hyperelliptischen  Integrale  / -p==  erster  und  zweiter  Gat- 

tung  genügen,  die  der  Verf.  im  J.  für  Math.  LXXI.  91  (F.  d.  M.  IL 
1870.  248)  aufgestellt  hat.  ()p(js,  x)  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  z  und  x  und  zwar  vom  (2n-fl)'®"  Grade  in  ä.  .Es 
zeigt  sich  nun,  dass  die  Relationen  zwischen  den  Periodicitäts- 
moduln, welche  zuerst  Herr  Weierstrass  aus  dem  Satze  von  der 
Umkebrung  von  Parameter  und  Argument  hergeleitet  hat,  sich 
als  unmittelbare  Folgerungen  der  Reductibilität  der  entsprechen- 
den Differentialgleichung  y'®'  Ordnung  für  die  aus  den  Integralen 
und  ihren  Derivirten  nach  x  gebildeten  Determinanten  darstellen. 
Als  Parameter  k  dient  hier  ein  Verschwindungswert  der  Func- 
tion ^(a,  x).  Die  Ausführung  der  erforderlichen  Rechnung  er- 
folgt in  einer  späteren  (inzwischen  bereits  erschienenen)  Mit- 
teilung, über  die  im  nächsten  Jahrgang  berichtet  werden  wird. 
Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Eigenschaft  der  Integrale  einer 
Differentialgleichung,  die  Relationen  (3)  zu  erfüllen,  mit  einer 
anderen,  nämlich  dass  die  Coefficienten  der  zur  Differential- 
gleichung gehörigen  Substitutionsgruppe  von  -k  unabhängig  sind, 
in  notwendiger  Verknüpfung  steht.  Hr. 
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W.  G.  Imschenbtzky.  Zur  allgemeinen  Methode  für 
die  Auffindung  der  rationalen  gebrochenen  particulären 
Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen  mit 
rationalen  Coefficienten.    Petersb.  Abb.  LVi.  (Russisch.) 

In  einer  frQheren  Abhandlung  (F.  d.  M.  XIX.  296)  hat  der 
Verfasser  die  Bedingungen  angegeben,  welche  erfüllt  sein  mtlssen, 
damit  die  Differentialgleichung 

mit  ganzen  rationalen  Coefficienten  rationale  Integrale  hat.  Er 
zeigt  jetzt  im  ersten  Abschnitte  die  Notwendigkeit  dieser  Bedin- 
guDgen  mit  Hülfe  der  recurrenten  Reihen,  in  welche  sich  die 
rationalen  Integrale  zerlegen  lassen,  wenn  sie  existiren. 

Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Frage  nach 
der     Ermittelung     des     algebraischen     Wertes     des     Integrals 

fC^i  y)^^}  ^^  f{^i  y)  ^i°6  rationale  Function  von  x  und  y  und 


/ 


y  die  Wurzel  einer  irreductiblen  algebraischen  Gleichung  mit 
rationalen  Coefficienten: 

(1)  !r +P,»""^+Pay'-*  +  •••  +  Pn-iy  +  Pn  =  0 

ist  Diese  Frage  reducirt  sich,  wie  schön  Liouville  (Journ.  de 
TEcole  Polytechnique  Cah.  XXII)  gezeigt  hat,  auf  die  Auffindung 
der  rationalen  Integrale  eines  Systems  der  simultanen  linearen 
Differentialgleichungen.  Liouyille  und  nach  ihm  Raffj  (Sur  les 
quadratures  alg^briques  et  logarithmiques.  Ann.  de  V£c.  Norm. 
(3)  II;  F.  d.  M.  XVII.  1885.  295)  haben  eine  Methode  gegeben, 
welche  auf  dem  Umstände  beruht,  dass  man  den  gemeinsamen 
Nenner  der  particulären  Lösungen  des  Systems  der  Differential- 
gleichungen a  priori  kennt;  dieser  Nenner  ist  nämlich  in  dem 
Falle,  wo  die  Coefficienten  pi  ganze  Functionen  sind,  die  Discri- 
minante  der  Gleichung  (1).  Der  Verfasser  zeigt  jetzt,  dass  die 
Betrachtung  der  Discriminante  ohne  Nutzen  ist,  sogar  die  Lö- 
sung der  Frage  erschwert,  und  er  giebt  eine  einfachere  Methode 
fQr  die  Ermittelung  der  algebraischen  Werte  der  Integrale.  Dass 
die  neue  Methode  eine  einfachere  ist,  zeigt  er  unter  anderem  an 
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dem  Beispiele   des  Herrn  Raffy,    „den  algebraisehen  Wert  des 

Integrals   /  ydx  zu  ermitteln,  wo  y  der  algebraischen  Gleichung 

»•— 3y+2a?  =  0  genügt«. 

Im  dritten  Abschnitte  wird  das  Theorem  bewiesen,  welches 
frOher  ohne  Beweis  von  Ostrogradsky  (Suite  du  memoire  sur 
Integration  des  fractions  rationnelles.  M^m.  de  TAc.  Imp.  de 
Saint  -  Pötersbourg  (6)  II.  668)  gegeben  wurde:  „Wenn  das 
Integral 

r^      y*i  2         '     y  y 

(wo  y^  =^  A,  ß  eine  ganze  Function  und  L,,  L„  ...,  L«.i  ratio- 
nale Functionen  von  x  sind)  einen  algebraischen  Wert  hat,  so 
sind  auch  die  Integrale 

jedes  einzeln  betrachtet,  algebraisch;   im  allgemeinen  hat  man 


/( 


/ 


|ifi— m  *'       '       » 


WO  X  eine  rationale  Function  von  x  ist*'.  Wi. 


Fabry.      Reductibilit^   des  öquations  diff^rentielles  unf- 
aires.    C.  R.  CVI.  732-734.  8.  M.  F.  Bull.  XV.  135-142. 

Es  bandelt  sich  darum,  bei  einer  gegebeoen  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  tn}^'  Ordnung  mit  rationalen  Goeffi- 
cienten  zu  untersuchen,  in  welchem  Falle  es  eine  Gleichung  der 
nämlichen  Form  n*«'  Ordnung  (n<.m)  giebt,  deren  sämtliche  In- 
tegrale der  ersten  Gleichung  genügen,  und  gegebenen  Falls  die- 
selbe zu  bestimmen.  Der  Verfasser  setzt  zu  dem  Ende  die  m 
Integrale  der  ersteren  Gleichung  in  der  Umgebung  jedes  der 
singulären  Punkte  sowie  des  Unendlichkeitsi)unktes  in  der 
Form  an: 

i,  i- 

cV'C*-«) »'  (x  —  ayF[{x  —  a) " ,  log(a?  --  ö),  x  —  a], 

welche  f ttr  y  =  1  in  die  Thome'sche  Normalform  ttbergeht.   Wie 
bekannt,  sind  diese  Reihen,  wenn  auch  formal  genügend,  im  all- 
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gemeinen  divergent.  Man  bildet  nun  alle  möglichen  Gruppen 
Ton  je  n  der  m  Integrale,  wobei  jedoch  diejenigen,  die  sich  aus- 
einander ableiten,  zugleich  genommen  werden  müssen,  und  be- 
stimmt aus  der  logarithmischen  Ableitung  ihrer  Differentialdeter- 
minante den  Coefficienten  q^  der  (n  —  1)**°  Ableitung  in  der  Glei- 
chung 11**'  Ordnung  (der  Coefficient  der  n*«°  Ableitung  ist  =  1 
gesetzt)  durch  Berechnung   der  Glieder   mit  negativen  Potenzen 

von  ^x  — a),(a?—  a'),...,  — .  Die  Integrale  für  a:  =  cx)  liefern  auch 

noch  die  etwaigen  ausserwesentlich  singulären  Punkte  a^a\,,, 
der  Gleichung  it^^'  Ordnung  und  die  entsprechenden  Glieder  in 
der  Entwickeldng  von  q^.  Alsdann  bestimmt  man  die  Coefßcienten 
9s?  9zj  -•*  ^^i*  jeden  singulären  Wert,  wobei  man  weiss,  dass  qy 
in  der  Umgebung  von  x  =  a  mit  dem  Gliede  («~  er)'*' beginnen 
mu88.  Nachdem  so  ein  möglicher  Ausdruck  für  die  rationalen 
Coefficienten  der  GleicHung  n^*'  Ordnung  gebildet  ist,  hat  man 
zu  verificiren,  ob  die  Gleichung  m*®'  Ordnung  eine  Gonsequenz 
der  gefundenen  ist.  Hr. 

L.  W.  Thome.  üeber  eine  Anwendung  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  auf  die  algebrai- 
schen Functionen.     J.  für  Math.  civ.  i-3i. 

Genügt  s  einer  algebraischen  Gleichung  n^"^  Ordnung,  deren 
Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind,  so  kann  man  nach 
einem  bekannten  Eliminationsverfahren  eine  lineare  homogene 
Differentialgleichung  a'"  Ordnung  (a<fi)  mit  rationalen  Coef- 
ficienten finden,  der  die  algebraische  Function  s  genügt.  In 
der  Voraussetzung  nun,  dass  die  algebraische  Gleichung  irre- 
ductibel  sei,  wird  zunächst  aus  der  durch  Elimination  erhaltenen 
Differentialgleichung  für  s  diejenige  hergeleitet,  deren  Ordnung 
gleich  der  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Zweige  von  s  ist. 
Diese  Differentialgleichung  wird  alsdann  zur  Untersuchung  der 
Function  «,  zur  vollständigen  Darstellung  der  Zweige  von  s  in 
den  Punkten,  für  welche  mehrere  Wurzeln  der  Gleichung  zu- 
sammenfallen, und  zur  Bestimmung  der  Fortsetzungsweise  der 
Zweige  verwandt.  ür. 
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L.  W.  Thome.  Bemerkung  zur  Theorie  der-  linearen 
Differentialgleichungen.  J.  für  Matb.  CHI.  346-347.- 
Der  Verfasser  erwidert  auf  die  Abwehr,  die  Herr  Poincar6 
in  der  Abhandlung  „Sur  les  integrales  irr^guliöres  des  öquations 
lindaires«  (Acta  Math.  VIII,  s.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  305)  auf 
«eine  Bemerkung  des  Herrn  Thomi  im  J.  för  Math.  CI.  rer- 
öffentlicht  hatte,  dass  in  dieser  Bemerkung  keineswegs  der  Vor- 
wurf enthalten  sei,  als  ob  Herr  Poincarö  die  in  den  formalen 
Entwickelungen  auftretenden  Exponenten  mit  den  Exponenten  in 
den  wirklich  bestehenden  Reihen    identisch   angenommen  hätte. 

.    Hr. 

M.  Hamburger,  üeber  eine  specielle  Klasse  linearer 
Differentialgleichungen.  J.  für  Math.  Ciir.  238-273. 
Diese  Abhandlung  knüpft  an  die  Arbeit  des  Herrn  Cajley 
„Note  on  the  theory  of  linear  difFerential  equations**  (J.  fÖr 
Math.  C.  286,  F.  d.  M.  XVIII.  279)  an.  Herr  Cayley  hatte  da- 
selbst, um  die  „Kormalintegrale*' 


einer  linearen  Differentialgleichung  zu  bestimmen,  ein  Verfahren 
angegeben,  in.  dem  Ansätze 

die  Coefficienten  A^  zu  berechnen,  ohne  indessen  die  Bedingungen 
für  die  wirkliche  Existenz  der  nur  formal  aufgestellten  Integrale 
zu  untersuchen.  Der  Herr  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam, 
dass  der  Ansatz  (1)  nicht  ohne  weiteres  allgemein  zul&ssig  sei; 
wenn  nämlich  y  in  der  Umgebung  von  a  unendlich  viele  NuU- 
stellen,  also  z  in  jeder  Nähe  von  a  noch  unendlich  viele  Un- 
endlichkeitsstellen besitzt,  so  lässt  2  überhaupt  keine  in  der  Um- 
gebung von  a  gültige  Entwickelung  nach  positiven  und  nega- 
tiven Potenzen  von  (x—ä)  zu;  vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn 
Fuchs:  „Ueber  die  Werte,  welche  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  in  singulären  Punkten  annehmen  können^ 
(Berl.  Ber.  1886.  4,  F.  d.  M.  XVIII.  280). 
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Die  Untersuchung  der  Bedingungen,  unter  welchen  der  An- 
satz (1)  zu  wirklich  gültigen  Integralen  führt,  stösst  im  allge- 
meinen auf  grosse  Schwierigkeiten-,  sie  lässt  sich  vollständig 
durchfuhren  für  den  Fall,  dass  die  gegebene  Differentialgleichung 
zu  der  vom  Herrn  Verfasser  (J.  für  Math.  LXXXIII.  200,  F.  d. 
H.  IX.  289)  aufgestellten  Klasse  gehört,  d.  h.  nur  einen  singulären 
Punkt  {x  =  0)  im  Endlichen  besitzt,  während  im  Unendlichen 
sich  sämtliche  Integrale  regulär  verhalten.  Sie  hat  alsdann  die 
Form 

«    '-S-+--».(t>^+-+».(4)>  =  '^ 

wo  y, ( — p"-^9n\ — )  beständig  (ausser  für  a?  =  0)  conver- 
gente  Potenzreihen  des  Arguments  —  bedeuten.    Die  von  Herrn 

OD 

Cayley  als  Beispiel  behandelte  Gleichung 

gehört  dieser  Klasse  an,  wenn  d  ^  «  =  0  gesetzt  wird,  was 
f&r  die  Form  der  von  Herrn  Cayley  gegebenen  Lösung  ohne 
Belang  ist 

Der  erste  Teil  der  vorliegenden  Arbeit  bezieht  sich  nun  eben 
auf  dieses  Beispiel  und  dient  so  zur  Einleitung  in  die  nach- 
folgenden allgemeinen  Betrachtungen;  es  ergeben  sich  die  Be- 
dingungen dafür,  dass  die  Cayley'schen  Formeln  in  dem  Falle 
'  =  a  =  0  Gültigkeit  besitzen,  in  höchst  einfacher  Weise. 

Sodann  wendet  sich  der  Herr  Verfasser  zur  Behandlung  der 
allgemeinen  Gleichung  (2).  Dieselbe  besitzt  nach  den  Sätzen  des 
Herrn  Fuchs  im  allgemeinen  ein  Fundamentalsystem  von  Inte- 
gralen folgender  Form: 

(ä)  (i)"-*a).-.(Tr-*^(4). 

wo  V',,  — ,  \p^  wieder  beständig  convergente  Potenzreihen  von 
—  und  r,, . . .,  r„  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(4)    F(r)  =  r(r4-l)...(r+n-l)-r(r+l)...(r+ii-2).9,(0)4-.- 

+  (-l>-'r.9>._,(0)  +  (-l)-.(p.(0)  =  0 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  1.  21 


323  VI.  AbBcbnitt.    Differential-  nnd  IntegralrechpaDg. 

sind.    Soll  nun  (2)  ein  Normalintegral  von  der  Form 

A 


(la) 


y  =  x^.e^'^.^ix), 


<t)=^+-+ 


X 

zulassen,  so  muss  dasselbe  mit  einem  der  Elemente  ^ — j  .  V\ — ) 

des  Systems  (3)  übereinstimmen ;  hierzu  aber  ist  erforderlieh,  dass 
1)  ^(x)  eine  ganze  rationale  Function /"(x)  sei;  2)  die  Gleichung 

A  =  --r—k 

bestehe,  wo  r  eine  Wurzel  von  (4)  und  k  der  Grad  von  f(x)  ist. 
Zunächst  werden  nun   die   eventuell   möglichen   Ausdrücke   der 

Function  oi — j  bestimmt    unter   der    Voraussetzung,    dass  die 

Goefficienten  der  Gleichung  (2)  rationale  Functionen  seien ;  diese 
Gleichung  sei  dann 

(2a)       -^  +  9.(*)-£lj-  +  -+9.(x).»=0. 
Mit  Hülfe  der  Bemerkung,  dass  aus 

y     dx  ^i\  y 

für  fn>l  (was  ^ir  natürlich  voraussetzen)  sofort 

7-5"  =  ^-'^"■^^^[^•;(*)+«^™*.(^)] 

folgt,  erhält  man  folgende  Regel:  Man  wähle  m  so,  dass  die 
Functionen 

aj'(«»+^) .  gi{x)  =  pi(x)    (t  =  1,  . . . ,  «) 

ganze  rationale  Functionen  von  x  werden,  und  bilde  die  Glei- 
chung: 

(5)    f(,x,v)  =  c"+jp,(«).f?«-"^  +  ---+p«(jr)  =  0. 

Hat  man  dann  eine  Entwickelung  der  algebraischen  Function  v 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  Xj  so  liefert  das  Aggregat 
der  Glieder  mit  x%x\  ..  .^  x"^-^  in   dieser   Entwickelung  einen 
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Aasdrack  fDr  die  Function 

<-) 

(6)       «  =  ^+t. ^, 

wodurch  G  bestimmt  ist. 

Gebt  nun  ferner  die  Gleichung  (2a),  die  auch  in  der  Form 

geschrieben  werden  kann,  durch  die  Substitution 

<-) 
y  =z  e  ^*/.ij 

in 

Aber,  so  muss  der  Exponent  Ä  eine  Wurzel  der  zu  ^r  =  0  ge- 
hörigen determinirenden  Gleichung  von  (7)  sein;  diese  wird 

''•r.-.(o)+[^L=o 

(p«(^)  ist  durch  x*"  teilbar);  dabei  ist 


S-.(0)=[^^U„,. 


WO  M,  =  —  m.ilp,  den  Wert  der  Grösse  ti  fUr  a?  =  0  bedeutet. 
Gehört  also  die  Entwickelung  der  algebraischen  Function  v, 
welche  zur  Bestimmung  von  u  benutzt  wurde,  zu  einer  einfachen 
Wurzel  der  Gleichung  f  (0,f>)  =•  0,  so  ist  der  zugehörige  Exponent 
A  eindeutig  und  endlich  bestimmt. 

Nachdem  Ä  bekannt  ist,  liefert  (7)  lineare  Gleichungen  fttr 
die  CoefGcienten  Bh  in 

da  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  die  der  Unbekannten  übertrifft, 
80  treten  zu  der  Bedingung 

il  =  -r-fc 
noch  weitere  m(ii— 1)— 1  Bedingungen  hinzu.    Die  Gestalt  der 
Recursionsformel  fttr  die  Bk  liefert  übrigens  in  sehr  bemerkens- 
werter Weise   einen   nochmaligen    Beweis   dafür,   dass   in   (la) 

21* 
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^(x)  =  f{x)  sein  muss;   sie  zeigt  nämlich,   dass   eine  nicht  ab- 

brechende  Reihe  2!  Bh^  notwendig  divergiren  mfisste. 

Den  Schluss  der  Abhandlung  bilden  einige  Bemerkungen 
Ober  diejenigen  Normalintegrale,  welche  aus  den  Entwickelungen 
der  algebraischen  Function  v  (Gleichung  (5))  nach  gebrochenen 
Potenzen  von  x  hervorgehen.  P.  6. 


K.  Heun.      Remarks    on    the    logarithmic    integrals    of 
regulär  linear  differential  equations.   American  J.  x«  205-224. 

Gegeben  sei  die  lineare  Differentialgleichung 

(1)     VC*^)' .  ^+V'(<')'-'  -^.(*)-  £^+  -  +  '■pC*)  • »  =  0. 

wo 

und  Fk(x)  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  k(n — 1)  ist. 
Sind  in  der  zu  x  =  ^^  gehörigen  Fundamentalgleichung  n  gleiche 
Wurzeln  vorhanden,  so  entspricht  denselben  eine  Gruppe  von 
Integralen  der  Gleichung  (1)  von  folgender  Form: 

(2)  y«  =  Vi^+Ck^i,i.TiJt^\,i\og(x-^i) i-  Ck-2ji.flk^s,ilog*(x'-iO  +  '" 

+  Cijfc-iJyiilOg*-^«— f<) 

(&  =  l,2,...,7r), 
wobei 

,„  =  (x-  §,)'*• .  *a(^-IO  (ä  =  1,  . . .,  n) 

ist;  Ai«, . . .,  A„j  sind  nur  um  ganze  Zahlen  oder  Null  von  einander 
verschieden.  Zwischen  den  Constanten  ct^k^  in  (2)  bestehen  fflr 
n>2  gewisse  Bedingungsgleichungen,  die  man  -findet,  wenn 
man  x  in  (2)  einen  Umlauf  um  o;  =  ^,  machen  lässt  und  be- 
rücksichtigt, wie  sich  yid  (nach  dem  Umlauf)  durch  yAit^ib-i^M  ••.,yu 
ausdrückt.  Um  zu  erkennen,  wann  die  Logarithmen  in  (2)  fort- 
fallen, wird  man  die  Im  als  sämtlich  von  einander  verschieden 
voraussetzen;  dann  nehmen  jene  Bedingungsgleichungen  die 
Forin 

2c„  =  c,,  .  c,,,  2r„  =  c,,  .  c,,, . . .,  nci^jt—i  =  C2,ti-2 .  c^^ 
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an ;  die  Anzahl  der  BedingaBgen  ftlr  den  Fortfall  der  Logarithmen 
in  (2)  ist  also  n—1. 

Besonders  bemerkenswert  ist  der  Fall  n — p.  Wenn  dann 
keine  Logarithmen  auftreten,  so  heisst  §•  ein  „pseudosingulfirer 
Pankt"  (point  ä  apparence  singuliere).  Hierzu  müssen  ausser 
den  p  —  1  Bedingungen  dafttr,  dass  die  Wurzeldifferenzen  der 
determinirenden  Fundamentalgleichung  ganzzahlig  seien,  nach 
dem  Obigen  noch  weitere  p — 1  Bedingungen  erfüllt  sein. 

Ffir  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(3)        V'(^)-Ä+X(^)~+<^).«*  =  0 


cLc' 


dx 


\tp(,x)  wie  oben,  x(a?)  eine  ganze  Function  (n — 1)**°,  m(^x)  eine 
solche  (n — 2)^  Grades;  auf  diese  Form  kann  die  allgemeine 
lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  überall  regu- 
lären Integralen  zurückgeführt  werden  durch  eine  von  Herrn 
Fuchs  in  seinen  Vorlesungen  angegebene  Transformation,  yergl. 
F.  d.  M.  XVIIL  1886.  290]  können  jene  Bedingungen  erhalten 
werden  aus 

"'="«y — ü\ — *^' 

wenn  man  die  Reihenent Wickelung  des  Integrals  u,  aufge- 
stellt hat 

Sind  in  (3)  nur  zwei  endliche  singulare  Punkte  0,  1  vor- 
handen (fi  ==  2),  wo  also  für  tf,  in  der  Umgebung  von  a;  =  0 
die  Gauss' sehe  Reihe  F(ja,ßyy^x)  zu  nehmen  ist,  so  wird  der 
für  )^  =r  fii  + 1  (ffi  positiv  ganzzahlig)  in  u,  im  allgemeinen  auf- 
tretende Logarithmus  fortfallen,  sobald  a  eine  der  Zahlep  1,  2,  ..., 
m  und  ß  beliebig  ist  (oder  umgekehrt). 

Für  drei  singulare  Punkte  0, 1,  a  (n  =  3)  kann  das  Schema 
der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  in 
folgender  Form  vorausgesetzt  werden: 


0 

1 

a 

oo 

0 

0 

0 

o 

1-y 

1-8 

y  —  a  —  ß-\-d 

ß   . 
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Dann  muss  ni(x)  =  aß(x  —  g)  sein  (jg  eine  beliebige  Con- 
staute). 

Ist  dann  ^  =  m  -f  1  (m  positiv  ganzzablig),  so  kann  g  immer 

dureb  eine  algebraische  Gleichung  m^  Grades  so  bestimmt  wer- 

*  den,  dass  o?  =  0  ein  pseudosingulärer  Punkt  wird;  dabei  bleiben 

«,  /9,  6  willkflrlich  (ähnlich   fOr   die    ttbrigen'  singulären  Punkte). 

Sind  allgemein  n  endliche  singulare  Punkte  $,,  ...,$«  vor- 
handen und  von  diesen  ^^  ...,  £r  pseudosingulär,  so  kann  man 
das  Integral  u  von  (3)  in  der  Form 

ausdrücken,  wo  P^^P^  ganze  rationale  Functionen  sind  und  r 
einer  Differentialgleichung 

gentigt,  in  welcher 

t^,(a?)=  h  {x^l), 

X,(a5)  eine  ganze  Function  (n — r  —  1)^%  ©j  («)  eine  solche 
(n  —  r  — 2)**»  Grades  ist;  vergl.  die  Abhandlung  des  Verfassers 
Acta  Math.  XL  97  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  374).  P.  G. 


S.  PiNCHERLE.  Sur  la  natura  aritbm^tique  des  coef- 
ficients  des  s^ries  integrales  des  ^quations  diff^rentielles 
Unfaires.     J.  für  Math.  cm.  84-86. 

Es  sei  die  lineare  Differentialgleichung  m^'  Ordnung 

Asm 

gegeben,  wo  ak,k  ganze  Zahlen  sind,  a^^o  =  1,  und  es  sei 

q>(x)  =  £  c„xe+«        (co  =  1) 

ein  Integral  derselben,  wo  q  eine  Wurzel  der  Gleichung 

0(a)  =  ^(?  — 1)  •••  (^— w+l)  +  a«,_i,üe(^  — l)--(^  — m+2)-l 


Capitel  5.    Gewöhnliche  DiffereDtialgleichuogen.  327 

ist,  so  gilt  unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Gleichung  irreduc- 
tibel  und  die  Differenz  zweier  ihrer  Wurzeln  nicht  eine  ganze 
Zahl  ist,  folgender  Satz:  „Die  Coefficienten  Cn  der  Beihe  sind 
von  der  Form 

die  Grössen  k^^k^j...  sind  Brüche,  welche,  auf  die  kleinste 
Benennung  gebracht,    im   Nenner   nur   solche  Primteiler  pn  ent- 

halten,  die  der  Bedingung  genügen,  dass  lim -^ für  w  =  (»eine 

eDdliche  Zahl  ist^.  Hr. 


S.  PiNCHKRLE.      Sul  carattsre   aritmetico    dei  coefficienti 

delle    Serie.     Palermo  Read.  II.  1Ö3-164. 

In  Verallgemeinerung  des  Satzes,  den  der  Verf.  im  J.  für 
Math.  CHI.  (s.  voriges  Beferat)  mitgeteilt  hat,  wird  folgendes 
Resultat    hergeleitet:     Es  sei   die  Differentialgleichung   gegeben 

+  a?g,+i(a?)<]p('+i)(a?)  H -f-  a?"»-«  ?m(a?)9>^"*^(a?)  =  0, 

wo 

qk{x)  =  aA,o  +  aA,ia?  +  aH;ix^  H 1-  a^^xP         (Ä  =  0,  1,  2,  ...,  m) 

und  die  a^,v  ganze  Zahlen  sind. 

Dann  werden  s  Integrale  in  der  Umgebung  von  x  =  0  ein- 
deutig, m — s  Singular  sein.  Die  Coefficienten  in  den  Entwicke- 
lun^en  der  ersteren  Sc^a^  sind  so  beschaffen,  dass  c^,  c,, ...,  c«.i 
willkürlich  sind,  und  wenn  für  dieselben  ganze  Zahlen  genommen 
werden,  die  übrigen  Cm  Brüche  sind,  deren  Nenner  nur  Prim- 
factoren   pn   enthalten,    welche   der   Bedingung   genügen,    dass 

Um  -  ^^      endlich  ist. 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass 

^0  W  =  ««.o  +  a.-f  i.üi  +  a,+2,ui(i- 1)  +  ••• 

+  a«,üi(A-l)  . . .  (A- (m-Ä— 1))  =  0 
irreductibel  ist.  Die  m—9  übrigen  Integrale  sind  entwickelbar 
in  der  Form  Sc^x^U,  wo  q  eine  Wurzel  der  Gleichung 
^•(?— 0  =  0  ist.    Die  Coefficienten  c„  haben,  a,«,o=  1  voraus- 
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gesetzt,  die  Form 

worin  fc^,  fc„  ...  BrQche  sind  mit  Nennern  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  der  grösste  in  ihnen  enthaltene  Primfaetor  p«  der 
Bedingung  genfigt,  durch  nC"*-')*  dividirt  für  unendlich  wachsende 
ft  sich  einer  endlichen  Grenze  zu  nähern.  Daran  schliessen  sich 
Bemerkungen,  betreffend  die  Modificationen,  die  der  Satz  erf&hrt 
in  dem  Falle,  dass  D^{1)  =  0  reductibel  ist,  sowie  eine  Verall- 
gemeinerung des  Satzes  noch  nach  einer  anderen  Richtung-, 
worüber  auf  die  Originalabhandlung  verwiesen  sei.         Hr. 


P.  Painlevä.     Sur  les  ^qnations  diff^rentielles  unfaires 
k  coefficients  algöbriques.     c.  r.  GVL  535-537. 

Im  Anschluss  an  frühere  Mitteilungen  des  Verfassers  in  den 
Comptes  Rendus  CIV.  1829  u.  CV.  58  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  336) 
giebt  der  Verfasser  in  sehr  kurzer  Andeutung  ein  Verfahren, 
durch  rein  algebraische  Operationen  zu  entscheiden,  ob  das  all- 
gemeine Integral  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung: 
mit  beliebigen  algebraischen  Coefßcienten  algebraisch  ist.  Ffir 
den  Fall  n  =  3  wird  noch  ein  besonderes  Verfahren  einge- 
schlagen und  davon  Anwendung  gemacht  auf  diejenige  nicht 
lineare  Gleichung  zweiter  Ordnung,  deren  allgemeines  Integral 
die  willkürlichen  Constanten  linear  enthält.  Hr. 


C.  GuiCHARD.     Sur  les  ^quatious  diffdrentielles  lin^aires 
k  coefficients  alg^briques.    Acta  Math.  Xli.  51-61. 

Die  Coefficienten  R  der  linearen  homogenen  Gleichung 

— —  4-  R  — — --  +  •••  +  i?«Ä  =  0 

seien  rational  in  x^  y,  wo  zwischen  x  und  y  eine  algebraische 
Gleichung  besteht.  Es  sei  ferner  x  =  a^  y  ==  &  ein  Verzweigungs- 
punkt m*"  Ordnung,  bei  welchem  die  R  endlich  bleiben.  Es 
wird   folgender  Satz   bewiesen:    Wenn  x   den  Punkt  a  m-mal 
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ttmläafty  so  kehren  die  n  Integrale  der  Differentialgleichung  auf 
ihre  Anfangswerte  zurflek.  H. 


P.  Appell.      Sar  une  classe   d'^quations    diff^rentielles 
r^dactibles  aux  ^quations  unfaires.    G.  R.  GVn.  776-778. 

Damit  eine  Differentialgleichung  n^^^  Ordnung 

V(y,  y\  y",  ...,^^"0  =  0, 

worin  ip  in  Bezug  auf  y,  y',  ...,  j/^")  ganz  ist,  ein  allgemeines 
Integral  von  der  Form 

y  ==  C,y,  +C^yi  -\ h  C;+iy«+i 

znlasse,  wo  die  Gonstanten  c„  ...,  Cr+i  durch  eine  algebraische 
ganze  Relation 

9(c,j  ...,0=0 

yerbunden  sind  und  y,,  ...,  yn^i  linear-unabhängige  Functionen 
von  X  bezeiehnen,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  eine 
Fanction  X  von  x  existire  von  der  Beschaffenheit,  dass 

sich  in  zwei  Factoren  zerlegen  lässt,  von  denen  der  eine  linear 
and  homogen  in  y,  y\  . . . ,  y("+^)  ist.  Ein  analoger  Satz  gilt 
für  die  Integrale  von  i^  ==  0,  wenn  sich  ^,,  ...,  ly  als  Func- 
tionen von  X  80  bestimmen  lassen,  dass 

durch  eine  lineare  und  homogene  Function  von  y,  y',  ...,  y(«+'') 
teilbar  wird.  Hr. 


6.  Pkano.     Integration  par  s^ries    des   ^quations  diffd- 
rentielles  Unfaires.     Math.  Add.  xxxil  450-456. 

Diese  Note  ist  die  Uebersetzung  einer  in  den  Torino  Atti 
Febr.  1887  veröffentlichten  und  in  den  F.  d.  M.  XIX.  308  be- 
sprochenen Arbeit.  Hr. 
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Köhler,     üeber  die  Form  der  logarithmischen  Integrale 
einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung. 

Schlömilch  Z.  XXXIIl.  231*242. 

Eine  lineare  nicht  homogene  Differentialgleichung  m^  Ord- 
nung (A)  mit  X  als  unabhängiger,  y  als  abhängiger  Veränder- 
lichen besitze  «in  Integral 

y  —  f(^i  ^1»   •••)   ^n), 

worin  f  eine  algebraische  Function  und  ^,,  . . .,  ^«  von  einander 
unabhängige  Logarithmen  bedeuten,  deren  Ableitungen  algebrai- 
sche Functionen  von  x  sind,  so  ist  1)  jede  nach  den  ^j,  ...,  •^« 
beliebig  oft  genommene  Ableitung  ein  Integral  der  reducirten 
Differentialgleichung  (£),  2)  muss  y  eine  ganze  rationale  Func- 
tion der  ^  von  höchstens  der  m^^^  Dimension  sein,  deren  Coef- 
iicienten  algebraische  Functionen  von  x  sind,  woraus  nach  1) 
folgt,  dass  ein  Integral  von  (B)  stets  algebraisch  ist.  Im  Fol- 
genden wird  speciell  die  Form  derjenigen  logarithmischen  Inte- 
grale von  (A)y  welche  von  der  höchst  möglichen,  also  von  der 
my"^  Dimension  ist,  genauer  festgestellt,  wobei  sich  ergiebt,  dass 
die  Form,  auf  welche  sie  stets  gebracht  werden  kann,  höchstens 
m  Logarithmen  der  angegebenen  Art,  darunter  nur  einen  ein- 
zigen im  111^*°  Grade  enthält,  während  sie  in  allen  flbrigen  Loga- 
rithmen höchstens  von  der  I -o-J      Dimension  ist.     (1  "o"!    ^*® 


grösste  in  -^  steckende  ganze  ZahlJ. 


2 

Von  diesem  Satze  wird  schliesslich  noch  die  Umkehrung 
bewiesen,  dass  nämlich  jeder  Ausdruck  der  festgestellten  Form 
einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung  m^  Ord- 
nung mit  algebraischen  Goefficienten  genügt.  Hr. 


Allan  Cunningham.    Depression  of  differential  equations. 

Me88.  (2)  XVn.  118.145,  XVIIL  122-127. 

Systematische  Erörterung  der  Methoden  zur  Erniedrigung  der 
Ordnung  von  Differentialgleichungen  in  verschiedenen  Fällen, 
die  in  Tabellen  gebracht  sind.     Der  Nutzen  dieser  Erniedrigungen 


Capitel  5.    Gewöholiche  DiffereatialgleichaDgeD.  331 

erscheint  hauptsächlich  als  ein  Httlfsmittel  bei  'der  Integration 
nicht  linearer  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.  Die  Be- 
dingungen dafür,  dass  die  Gleichungen  eine  Erniedrigung  zu- 
lassen, and  die  erforderlichen  Substitutionen  in,den  verschiedenen 
Fällen  werden  betrachtet  und  klassificirt.  Der  Verfasser  wählt 
als  Husterbeispiel,  auf  welches  er  seine  verschiedenen  Methoden 
anwendet,  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes: 

Der  zweite  Aufsatz,  ein  Nachtrag  zum  ersten,  betrifft  diese 
Differentialgleichung  allein  und  enthält  die  Einzelheiten  dreier 
nachträglichen  Lösungsarten  durch  Erniedrigung  vermittelst  der 
in  dem  ersten  Aufsatze  gegebenen  Methoden.  Diese  Lösungen 
sind  jedoch  nicht  ganz  so  einfach  wie  die  in  dem  ersten  Auf- 
satze gegebenen.  Glr.  (Lp.) 

J.  J.  Sylvester.     Note  on   certain  diflference  equations 
which  possess  an  unique  integral.  Mess.  (2)  XVIIL 113-122. 

Eine  Differenzengleichung  sei  in  Gliedern  der  Argumente 
Uxttt«^i,  .  '.,  Ux+tf  ausgedrückt;  die  Grade,  mit  weichen  u^^i  und 
u^  in  die  Gleichung  eingehen,  mögen  der  obere  und  der  untere 
Grad  heissen.  Diese  Integrale  sind  es,  welche  mehr  als  der 
ßesamtgrad  der  ganzen  Gleichung  den  wesentlichen  Charakter  der 
Lösung  bestimmen.  Ist  m  der  obere  Grad,  und  sind  ii^,,  u„  . . .,  ii<-i 
gegeben,  so  hat  u^  für  jeden  über  t  —  1  hinausgehenden  Wert 
von  X  offenbar  m*-*+^  Werte,  und  demgemäss  giebt  es  im  all- 
gemeinen unendlich  viele  Integrale,  sei  es  vollständige,  sei  es 
solche  von  eintfr  gegebenen  Ordnung  der  Deficienz  (deficiency), 
indem  die  Deficienz  nach  der  Anzahl  der  die  Anfangswerte 
H,,tij,  ...y  tii-i  verbindenden  Beziehungen  geschätzt  wird.  Es 
ist  jedoch  in  manchen  Fällen  möglich,  ein  Integral  anzugeben, 
welches  jii*-*+*  Werte  haben  muss,  und  in  einem  solchen  Falle 
kann  kein  anderes  Integral  vorhanden  sein;  ein  solches  Integral 
kann  ein  „einziges"  (unique)  oder  ein  „erschöpfendes*'  (exhaustive) 
genannt  werden,  und  die  Gleichungen,  welche  solche  Integrale 
besitzen,  können  „einlösig^  (unisolutional)  heissen.    Als  dasein- 
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fachste  Beispiel  einer  solchen  Gleichung  nehme  man  u^^i  —  v*  =  0, 

(ULY 
worin  m  und  fi  ganze  Zahlen  sind.    Augenscheinlich  ist  v^^  =  a^  "  "^ 

eine  Lösung,   und ,  dies   ist  das  eine  und  alleinige  yollBtändige 

Integral  der  Gleichung;  denn  es  besitzt  m*  Werte,   so  dass    es 

keine  anderen  Integrale   irgend    welcher   Art  geben   kann.     In 

der  gegenwärtigen  Arbeit  erforscht  der  Verfasser  die  Bildangs- 

weise  einlösiger   Gleichungen   zweiter  Ordnung.    Er  betrachtet 

auch  einlösige  simultane  Gleichungen.  Glr.  (Lp.) 


L.  J.  Rogers,  Matz.     Solution  of  question  8841. 

Ed.  Times  XLVIII.  34. 
Die  Stammgleichung  der  Reciprocanten-Gleichung 

^\dx)   dx'       ^  dx    dx'  dx'^^\dx')  -^ 
ist  («•+2pa:+p)  (y'+2ry +*)  =  (p'-«)  (r»-5)  Lp. 


E.  PiCARD.      Sur    la  limite  de  convergence    des    s^ries 
repräsentant  les  integrales  des  ^uations  diff^rentielles. 

C.  R.  CVI.  1466-1467. 

Bedeutet  in  der  Gleichung 

t = «'.»> 

f{x^y)  eine  Function,  die  für  alle  Werte  von  x  und  y  innerhalb 
der  um  x^  und  y^  mit  den  resp.  Radien  a  und  b  beschriebenen 
Kreise  holomorph  ist,  und  ist  M  der  grösste  Modul  von  f{x^i) 
in  diesem  Bereich,  so  existirt  bekanntlich  ein  Integral  der  Glei- 
chung, entwickelbar  nach  der  Taylor'schen  Reihe*mit  dem  Werte 
y^  für  X  ==•  Xq.  Als  Radius  des  Kreises,  in  welchem  die  Reihe 
notwendig    convergirt,   geben    Briot  u.  Bouquet  den  Ausdruck 


a(l  —  e  ^^ ).  Der  Verfasser  kann  diesen  Ausdruck  durch  einen 
grösseren  Grenzwert  ersetzen.  Die  Reihe  convergirt  noch  inner- 
halb eines  Kreises,  dessen  Radius  die  kleinste  der  Grössen  a  und 

-|r-  ist.     Der  Beweis  hierfür  soll  später  veröffentlicht  werden. 

Ja 

Hr. 
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P.   Painleyä.     Snr   les  ^quations  differentielleis  du  pre- 
mier  ordre,     c.  R.  GVII.  221-224,  320-323,  724-726. 

Gegenstand  der  Untersuchung  sind  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  F{y^y\x)  =  0,  deren  allgemeines  Integral  ausser 
festen  singulären  Punkten  noch  bewegliche,  d.  h.  mit  der  Inte- 
grationsconstante  veränderliche  singulare  Punkte  der  Art  hat, 
dassy  bei  einem  keinen  der  festen  Punkte  einseht iessenden  Kreis- 
lauf von  X,  der  willkOrlich  angenommene  Anfangswert  y^  fbry 
bei  beliebigem  x^  nur  in  n  Werte  Voi  Vn  •  -  *i  Vm-i  tibergeht.  Ein 
solehes  Integral  genügt  dann  der  Gleichung 

wo  die  Ri  rationale  Functionen  tou  y^^y\  sind,  deren  Goefficienten 
Ton  x^  and  x  in  beliebiger  Weise  abhängen  können,  und  es  kann 
auch  in  die  Form  gesetzt  werden 

C  =  A(y,y',^)         (A  rational  in  y  und  y'). 
Zwischen  zwei  solchen  Darstellungen 

besteht  eine  algebraische  Beziehung  A(y,/)  =  0,  so  dass  ein  be- 
liebiges Integral  C  eine  rationale  Function  von  y  und  y*  ist.  y  und  / 
stellen  eine  rationale  Correspondenz  her  zwischen  den  beiden 
algebraischen  Curven  Ä  =  0  und  F  =  0  (in  letzterer  Gleichung 
X  als  Constante  betrachtet).  Die  Theorie  der  rationalen  Trans- 
formationen der  algebraischen  Curven  gestattet,  die  Frage,  ob 
das  Integral  eine  endliche  (übrigens  unbekannte)  Anzahl  von 
Bestimmungen  um  die  beweglichen  singulären  Punkte  habe,  zu 
entscheiden,  wenn  das  Geschlecht  n  von  h  grösser  als  1  ange- 
nommen wird.  Wie  aber  n  auch  sei,  es  lässt  sich  stets  durch 
rein  algebraische  Operationen  erkennen,  ob  das  Integral  nur 
n  Werte  um  bewegliche  singulare  Punkte  erhält,  falls  n  gegeben 
ist.  Je  nachdem  n>\^  =  1,  oder  0  ist,  geschieht  die  Integra- 
tion algebraisch  oder  durch' Quadratur  oder  durch  Zurttckftihrung 
auf  eine  Riccati'sche  Gleichung.  Hr. 
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L.  AuTONNB.  Sur  Fapplication  des  sabstitutious  qaa- 
dratiques  crömoniennes  ä  Tint^gration  de  l'^qaation 
diflfdrentielle  du  premier  ordre.  (Suite.)   0.  R.  CVL  262-265. 

Die  in  den  G.  R.  vom  7.  und  14.  November  1887  (F.  d.  M. 
XIX.  339)  dargelegte  Methode  der  Integration  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  H,  mittelst  geometrischer  Darstellung 
der  Integrale  durch  Gurven  auf  einer  der  Differentialgleiehung 
H  zugehörigen  Fläche  S  im  Räume  und  Anwendung  der  Gremona'- 
sehen  quadratischen  Substitutionen,  wird  hier  weiter  entwickelt 
und  an  folgenden  Beispielen  ausgef&hrt,  in  denen  die  Integra- 
tion von  ff  auf  Quadraturen  zurflckgef&hrt  wird. 

1)  S  hat  die  Gleichung 

wo  i4,  J3,  C,  D  binäre  Formen   der  Ordnungen  a,  /9,  y^  d  sind 
(a  +  d  =  /»  +  y). 

2)  S    ist    eine   Regelfläche    mit   zwei    geraden  Leitlinien, 

und  diese  sind  entweder  conjugirt  zum  Gomplex  (12)  — (34)  =  0 

oder   liegen   auf  demselben,    (ik)  =  atbk  —  ajtbi    bedeuten    die 

sechs  homogenen  Goordinaten  der  Geraden 

-Sa.»*  =  0,  ^6,«fc  =  0     (i,k  =  1, 2,  3,  4). 

Hr. 


R.  LiouviLLE.     Sur  certaines  dquations  diff^rentielles  du 
premier  ordre,     c.  r.  ovi.  1648-1651. 
Die  Gleichung  von  der  Form 

»'  +  ö|»'  +  3a,y'  +  3o,y  +  a,  =0, 
worin  a^J...^a^  beliebige   Functionen   von  x  sind,   lässt   sich 
durch  geeignete  Substitutionen  stets  auf  eine  lineare  Gleichung 
dritter  Ordnung  zurQckf&hren.    Dasselbe  gilt  von  der  Gleiehung: 

y"  +  3(Ay+A)y'  +  y,»*  +  3r,y'  +  3y.y  +  y,  =0, 
wenn  25y,  — 18/JJ  =  0. Hr. 

W.  P.  WoRKMAN.     The  theory    of  the  singular  Solutions 
of  the  integrable  differential  equations  of  the  first  order. 

Quart.  J.  XXII.  175-198,  808-324.  (1887.) 

Nach    einer   historisch  kritischen    Einleitung    über   die   von 
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Darboux,  Gayley,  Casorati  u.  a.  entwickelte  Theorie  der  singu- 
l&ren  LöBangen  der  algebraischen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung,  die  ein  allgeftieines  algebraisches  Integral  zulassen, 
giebt  der  Verfasser  eine  allgemeine  Methode  zur  Ableitung-  des 
tac  -  locus  aus  der  Integralgleichung  und  dehnt  die  Theorie 
der  singulären  Lösungen,  welche  von  Cayley  nur  fdr  gewöhn- 
liche Singularitäten  abgeleitet  worden  ist,  auch  auf  höhere  Sin- 
gularitäten aus.  .  T. 


W.  Kaptktn.      Note   sur  les   Solutions    singuli^res    des 
^quatioDs  diff^rentielles  du  premier  ordre.    Darbouz  Ball. 

(2)  XII.  135-143. 

I^eue  Herleitung  der  von  den  Herren  Darboux  (G.  R.  LXX. 
und  LXXI.  1870)  und  Cayley  (Messenger  II.  1872  und  VI.  1876, 
F.  d.  M.  IV.  148  und  VIII.  185)  aufgestellten  Sätze  betreffs  der 
singulären  Lösungen  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
and  n^°  Grades  in  Beziehung  auf  y\  in  welchen  die  Coefficienten 
rationale  Functionen  von  x  und  y  sind.  Hr. 


W.  Hbtmann.  üeber  die  Differentialgleichung    ,^  =  ^\' 

Sehlömilch  Z.  XXXIII  61-64. 

Die  Lösung  der  vorstehenden  Gleichung  in  algebraischer 
Gestalt  lautet: 

(1)        (x+l)(y-l)«-c(x-l)(y+l)-  =0, 
und  wird  für  c  =  1 : 

(2)     r=  jr-nja;y«-i+fi,y— 2— n,(ry"-3  +  ...  ^  q,  w»  =  (  ^  ). 

Der  Umstand,  dass  (2),  als  aus  (1)  entstanden,  algebraisch 
auflösbar  ist,  wird  angewandt  1)  auf  die  Auflösung  der  allge- 
meinen kubischen  Gleichung,  2)  auf  die  Auswertung  des  Inte- 
grals /  ^—^ —  fttr  «  =  const.  durch  Logarithmen  und  Kreis- 

(y  +  i)yy 

bogen.     Es  ergiebt  sich  hierbei,  dass  das  Integral 
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dz 


/ 


für  beliebige  A,  0,  C  in  obiger  Weise  *  bestimmt   werden    kann, 
fall»  y  der  Bedingung 

(il*-  3JJ)y'+  (AÄ~9C)y +  B»— 3^C  =  0 
genügt.  Hr. 

» 

A.  Caylby.    '  Note     on     the     differential     equatioii 

dx  dy  ^ 

,.  +     >,        ,  =  0.     Mess.  (2)  XVIir.  90. 

yi— «'     yi— y 

Methode  zur  Herstellung  des  Zusammenhanges  des  Integrals 
c  =r  ajy  —  y(l  —  a?')(l—.y')  dieser  Gleichung  mit  dem  Integrale 

^-i — J- 5^^   =  C,  welches  letztere  dadurch  entsteht, 

dass   man   1  —  xd*   und    1  —  y*   für   die   biquadratischen    Func- 
tionen   X    und     Y    in    Lagrange' s    Integral    der    Gleichung 
dx    .    dy        ^      ^  ^ 

--rr-  4-  --^   =  0    setzt. 

yx    yy 

Glr.  (Lp.) 


G.  H.  Halphen.     Sur  T^quation  d'Euler.   Palermo  Rend.  ii. 

4044. 

Handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Gleichung 

dx         dx, 

VI  -  MX, 

WO  X  ein  Polynom  vierten  Grades  in  X,  X^  das  nämliche  in  x, 
ist,  so  hat  man  nach  Euler  drei  Polynome  A^  £,  C  zweiten  Grades 
in  X  so  zu  bestimmen,  dass  X  =  AG — B"  und  F=  Ax\'\'2Bx,-\-C 
symmetrisch  in  x  und  x^  ist.  F  =  0  ist  dann  das  allgemeine 
Integral  mit  einer  willkürlichen  Gonstante.  Hierbei  macht  die 
Erfüllung  der  Bedingung  der  Symmetrie  einige  Schwierigkeit. 
Diese  umgeht  der  Verfasser  in  folgender  Weise.  Man  wähle 
drei  Polynome  zweiten  Grades  a,  b^  c  m  x  ohne  weitere  Be- 
dingung,  als   dass   X  =  ac^h^   ist;   dann   werden   die   beiden 
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Zweige  der  durch  die  Gleichung 

ay^  +  2by  +  c  =  0 

definirten  algebraischen  Function  x  von  y,   die   mit  x   und  x^ 

bezeichnet  seien,  der  Gleichung  (1)  genügen.     Das  algebraische 

Integral  derselben  wird  also  durch  Elimination  von  y  aus  den 

Gleichungen 

ay'  +  2by  +  c  =  0,    ay  +  2b,y  +  c,  =  0 

erhalten,  also  durch  die  Formel  gegeben 

(2)        (ac,-2bb,+ca,y  =  4(6'-flc)(fcJ-a,0  =  4XX,; 
^11  ^11  ^1  bedeuten  dieselben  Functionen  in  x^   wie  a,  &,  c  in  x. 
Um   berTortreten   zu   lassen,   dass   die  Gleichung  (2)  nur   eine 
willkürliche  Gonstante  enthält,   wird  bemerkt,    dass  (2)  auf  die 
Form  gebracht  werden  kann 

(3)     (iP+x(x-x,yy  =  4XJ., 

wo  P  irgend  ein  in  x  und  a^j  symmetrisches  doppelt  quadrati- 
sches Polynom  ist,  welches  für  x  -=  x^  in  2X  übergeht.  X  ist 
eine  willkürliche  Gonstante.  Die  verschiedenen  Formen,  unter 
denen  man  P  darstellen  kann,  ergeben  yerschiedene  Integral- 
formen, in  denen  stets  nur  eine  willkürliche  Gonstante  k  vor- 
kommt.   Einige  solcher  Formen  werden  angegeben.  Hr. 


R.  Rawson,  D.  Edwardes.     Solution  of  question  7902. 

Ed.  Times  XLVIU.  32-3a 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

ist: 

\CÄ,^B,A,x'\y'  +  2\{A,B,)KA,-\-C'^CA>^\xy+A,+CB,x^  =  0. 

Lp. 

J.  B.  PoMET.     Sur  Tint^gration    de  l'^quation  diff^ren- 
tielle  des  coniques  homofocales.    Noqv.  Aoo.  (ß)  VII.  194-196. 

Die  Differentialgleichung 

'»(-ä-y+c--»--«')^-'» = 0 

FortMhr.  d.  UMÜt,  XX.  1.  22 
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wird  gewöhnlich  in  der  Weise  integrirt,  dass  man  sie  darch  die 
Sabstitution  o;'  =  u,  y*  =^  e  auf  die  Clairaut'sohe  Form  bringt. 
Aber  man  kann  sie  direet  integriren,  indem  man  sie  Eanächst 
schreibt 

xdy  —  ydx   cdx 

cdy  ""    xdx'\'ydy  ' 

woraus  folgt 

(a?+c)(ia?+y^y  __      (x'\-c)dy—ydx     __  y(a:+c)*-|-y* 
(x-c)dx+ydy  ""    —(X'-'C)dy+ydx  ""  y^x—cy+p 

und  endlich 

(a?+c)(fa?+yrfy   ,     (x—c)dx+ydy   _ 

woraus  unmittelbar  das  Integral  folgt 

VOc+cy+y'  ±y(x-cy+y'  =  2a. 

Hr. 


C.  F.  BjOrling.      Ueber  die  Coincidenzcurve  der  alge- 
braischen    Differentialgleichungen     erster     Ordnung. 

Stockholm  Akad.  16  S.  8o.  (1887.) 


E.  Jahnkb.  Zur  Integration  von  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  in  welchen  die  unabhängige  Ver- 
änderliche explicite  nicht  vorkommt,  durch  eindeutige 
doppeltperiodische  Functionen.   Dias.  Halle.  33  S.  4*. 


Alf.  Guldberg.       Bemärkninger     over     Ligningen 

y-^+  Py  =  Q'      Zeuthen  TidsB.  (6)  VI.  203-206. 

Der  Verfasser  giebt  einige  Fälle  an,  in  denen  man  die 
Gleichung  y-p-  +  Py  =  Q  integriren  oder  wenigstens  particuläre 
Integrale  finden  kann.  V. 
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BocHOW.      Zasammenhang    zwischen    particulären    und 
allgemeinen  Integralen  gewisser  Differentialgleichangen. 

SehlomUeh  Z.  XXXIII.  101-110. 

Enthält  lediglich  Bekanntes,  u.  a.  die  Thatsache,  dass  die 
allgemeiDe  Lösung  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
gegeben  ist,  wenn  zwei  particnl&re  Lösungen  gefunden  sind. 

Hr. 

« 

A.  R.  FoRSYTH.     On   the  theory  of  forms   in  the  inte- 
gration   of  linear  differential  equations  of  the  second 

Order.      Quart.  J.  XXIII.  45-78. 

Die  Hineinziehun^  der  Theorie  der  Formen  in  die  Unter- 
suchung der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  datirt  von 
der  Arbeit  des  Herrn  Fuchs  betreffs  der  Existenz  algebraischer 
Integrale'  zweiter  Ordnung  (J.  f&r  Math.  LXXXI,  F.  d.  M.  VII. 
1875.  172).  Seitdem  haben  sich  mit  diesem  Gegenstande  Herr 
Klein  und  insbesondere  Herr  Brioschi  beschäftigt.  Die  Methode 
des  letzteren  ist  auf  Herrn  Hermite's  Theorie  der  associirten 
Covarianten  (Math.  Ann.  XL  401-412,  F.  d.  M.  IX.  1877.  238) 
gegründet.  Zweck  der  vorliegenden  Abhandlung  ist,  an  der 
Hand  von  Beispielen  die  Brioschi'sche  Methode  zu  entwickeln. 
Nach  einer  Zusammenstellung  der  wichtigsten  Resultate  aus  der 
Theorie  der  Covarianten  erfolgt  ihre  Anwendung  auf  die  Lösung 

der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  --t4  =  Jy(J  eine  Func- 
tion von  i)  fttr  die  Fälle,  dass  die  Form  /'(ynS^,),  die  als  Func- 
tion von  X  gegeben  ist,  vom  zweiten  bis  fttnften  Grade  ist,  und 
noch  fttr  den  Fall  eines  beliebigen  Grades  n,  wenn  /'(y,,^,)  die 
specielle  Gestalt  aoy7-f  a,  y;  hat.  Es  werden  in  allen  diesen 
Fällen  der  zugehörige  Wert  von  J  und  die  Lösungen  yj,y,  in 
expliciter  Form  hergestellt.  Hr. 


K.  Heun.  Ueber  Euler's  homogenen  linearen  Multi- 
plicator  znr  Integration  der  regulären  linearen  Diffe« 
rentialgleichungen  zweiter  Ordnung.      Math.  Add.   xxxi. 

363-873. 

22* 
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Euler  hat  in  seinen  Inst.  calc.  integr.  gezeigt,  dass  eine 
lineare  homogene  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  y 
als  abhängiger   und   x  als   unabhängiger  Veränddriichen  durch 

einen  Multiplieator  von  der  Form  J~^ — ^"5""*  integrabel  ge- 
macht werden  kann.  J  genügt  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung.  Zur  näheren  Untersuchung 
dieser  Integrationsmethode  wird  vorausgesetzt,  dass  die  vorge- 
legte Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  denen  gehöre, 
deren  Integrale  sich  in  allen  singulären  Punkten  und  im  Un- 
endlichen regulär  verhalten.  Sie  kann  dann  bekanntlich  stets  in 
eine  Gleichung  von  der  Form 

transformirt  werden,  worin  v^  =  (a?— §,)...  (« — f,),  x  ^^^  ® 
ganze  Functionen  vom  Grade  resp.  i — 1  und  t — 2  sind.  Die 
Gleichung  für  J  besitzt  dieselben  singulären  Stellen  wie  die  vor- 
gelegte Gleichung  mit  ebenfalls  Überall  sich  regulär  verhalten- 
den Integralen.  Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  Frage,  wie 
(1)  beschaffen  sein  muss,  damit  die  Gleichung  für  J  eine  Trans- 
formation in  eine  Gleichung  für  G  zulasse,  nach  der  der  Coeffi- 

cient  von  -j—f  die  Function  tp  und  die  folgenden  GoefBcienten 
dx 

ganze  Functionen  mit  successive  um  eine  Einheit  abnehmendem 

Grade  sind.     Die  Untersuchung  ergiebt,  dass  dies  nur  der  Fall 

ist,  wenn  %  =  iV'  ^®^  ^^®  Gleichung  (1)  also  in 

,^.  d'iD  .  ,  • ,  rftt?    .  -, 

übergeht.  Die  Gleichung  für  G,  von  der  die  Kenntnis  einer 
Particularlüsung  genügt,  um  (2)  vollständig  zu  integriren,  lautet 
dann 

(3)        ^^  +  W  5|-  +  aV"+4-)^  +  2«,'G  =  0. 

Dieselbe  Gleichung  (3),  zu  der  man  hier  durch  die  Theorie  des 
Euler'schen  Multiplicators  geführt  wird,  ist  bereits  von  Herrn 
Fuchs  in  den  Gott.  N.  1878  (F.  d.  M.  X.  231)  zur  Lösung  von 
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(2)  angewandt  worden.  Für  t  =  3  wird  die  Gleichung  (2)  eine 
Lamä'sche  Gleichung,  und  wie  Herr  Fuchs  gezeigt  hat,  geattgt 
dann  stets  eise  ganze  Function  der  Gleichung  (3),  so  dass  in 
diesem  Falle  die  Gleichung  (2)  allgemein  integrirt  werden  kann. 
Aus  der  vorliegenden  Untersuchung  erhellt,  dass  der  Fall  der 
Lam^'echen  Differentialgleichung  der  einzige  ist,  in  welchem 
die  Bestimmung  des  integrirenden  Multiplicators  die  Integration 
wesentlich  vereinfacht.    (S.  oben  S.  324.)  Hr. 


J.    GocKLE.     On  the  general  linear  differential  equation 
of  the  second  order.     Lond.  M.  s.  Proo.  xix.  257-278. 

Eine  Fortsetzung  der  Notiz:  ^On  the  equation  of  Riccati^ 
(Lond.  M.  S.  Proc.  XVIII.  180-202),  ober  welche  F,  d.  M.  XIX. 
1887.  331  berichtet  worden  ist.  Der  Verfasser  will  zeigen,  dass 
die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
lösbar  sei  ^mit  Hülfe  einer  algebraischen  Gleichung,  deren 
Coefficienten  jedoch  im  allgemeinen  nicht  algebraisch  sind^;  es 
ist  indessen  aus  der  Abhandlung  nicht  zu  ersehen,  in  welcher 
Weise  dies  ausfahrbar  sein  soll.  P.  G. 


W.  W.  Johnson.     On  the  integrals  in  series  of  binomial 
diflferential  equations.     American  J.  X[.  37-54. 

Es  werden  zunächst  ^binomische''  lineare  Differentialglei- 
changen  zweiter  Ordnung  betrachtet,  d.  h.  solche,  die  mit  Be- 
nutzung des  Symbols 

~"      '  dx       N      dlogx/ 
in  der  Form 

geschrieben  werden  können  (f  und  q>  ganze  rationale  Functionen 
zweiten  Grades  von  &) ;  wobei  noch  s  =  1  angenommen  werden 
darf.  Die  Reihenentwickelungen  der  regulären  Integrale  in  der 
Umgebung  von  x  =  0  werden  für  die  verschiedenen  Möglich- 
keiten aufgestellt,  wobei  die  Resultate  in  den  Fällen,  wo  Loga- 
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rithmen  aaftreten,  durch  einen  dem  Referenten  nicht  unbedenk- 
lich erscheinenden  Grenzübergang  erhalten  werden.  Im  zweiten 
Teil  zeigt  der  Verfasser/  wie  die  Methode  auf  ähnlich  gebaute 
lineare  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  auszudehnen  ist. 

P.  G. 

P.  ScHAFHEiTLiN.  üebcr  die  Integraldarstellung  der 
hypergeometrischen  Reihe.  Math  Ann,  XXXT.  156. 
Erwiderung  auf  eine  von  Herrn  Sonine  (Math.  Ann.  XXX. 
582,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  443)  erhobene  Prioritätsreclamation. 
Es  wird  bemerkt,  dass  die  Formeln  (vergl.  die  Abhandlung  des 
Verfassers,  Math.  Ann.  XXX.,  157-178;  F.  d.  M.  a.  a.  0.),  aaf 
welche  diese  Reclamation  sich  bezieht,  zwar  der  Form  nach  von 
Herrn  Sonine  aufgestellt  seien,  dass  ihr  Inhalt  dagegen  mit  dem 
der  Formeln  des  Verfassers  sich  nicht  decke.  P.  G. 


H.  Gtlden.      Integration  af  en   icke-liniär  Differential- 

Equation   af  2.   ordning.     Stockholm  Akad.  15S.  8^ 


J.    COCKLE.      Solution   Of  question    9195.   Ed.  Times  XLIX.  53. 

Integration  der  Differentialgleichung 

d*u  _^  u 

li^  ""  (a'  +  bH^y 
fttr    die    Fälle   m  =  1  und  2    durch   die    Substitutionen    bezw. 
4*  =  6'aj' — c'  und  t  =  nsinö  nebst  fc'n*  =  — a*.  Lp. 


J.  CocKLE.     On  synthetical  Solution  and  on  deformation. 

Qaart.  J.  XXIir.  1-7. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  er  die  von  Herrn  W.  Thomson 
in  seiner  Abhandlung  „Mechanical  Integration  etc."  (Lond.  R. 
S.  Proc.  XXIV.  271,  F.  d.  M.  VIII.  1876.  200)  gesuchte  Re- 
duction  der  Differentialgleichung 

^    d'u    ,   _  d*-^u   ,         ,  ^    du 
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aaf  die  Form 

1     d     1     d 

1 

d     1    du 

"  ~  P,   dx  P,   d* 

Pi-X 

dx    Pi    dx 

ftr  •  >  2,  in  seiner  Arbeit  „On  primary  forms^  (Phil.  Mag.  1875, 
F.  d.  M.  YII.  193)  unter  gewissen  Bedingungen  fUr  t  =  3  ge- 
leistet hat.  Sie  kommt  mit  dem  flberein,  was  er  in  der  Abhand- 
luDg  „Od  the  relation  of  certain  symbols'  (Quart.  J.  XVII.,  F. 
d.  M.  XII.  1880.  268)  mit  synthetischer  Lösung  bezeichnet.  Auf 
diese  Arbeit  und  deren  Fortsetzungen  (Addendum  und  Second 
addendam  Quart.  J.  XXII.,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  333)  sieht  er 
sich  dadurch  veranlasst,  mit  einigen  ausführenden  Erläuterungen 
zurOckzokommen,  unter  vergleichendem  Hinweis  auf  Mitteilungen 
des  Herrn  Rawson  über  diesen  Gegenstand.  Hr. 


L.  ScHLBSiNGBR.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  lineareu 
homogenen  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung 
mit  einer  Relation  dritten  Grades  zwischen  den  Ele- 
menten   eines    Fnndamentalsystems    von    Integralen. 

Dia«  Kiel.  BerltD.  Mayer  &  Maller.  83  S. 

Die  linearen  homogenen  Differentialgleichungen,  zwischen 
deren  Integralen  homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades 
bestehen,  sind  zuerst  von  Herrn  Fuchs  in  den  Acta  Math.  I.  (F. 
d.  M.  XIV.  1882.  242,  XV.  1883.  256)  zum  Gegenstande  einer 
allgemeinen  Untersuchung  gemacht  worden,  die  in  ihrem  Verlauf 
und  in  ihren  Ergebnissen  zugleich  einen  wichtigen  Beitrag  zur 
Functionentheorie  bildet.  In  der  vorliegenden  Arbeit  werden 
auf  rein  algebraischem  Wege,  ohne  über  den  analytischen  Charakter 
der  Coefficienten  der  Differentialgleichung  irgend  welche  Voraus- 
setzungen zu  machen,  zunächst  einige  allgemeine  Resultate  der 
Fuchs'schen  Arbeit  abgeleitet,  um  daran  eine  erschöpfende  Be- 
handlung derjenigen  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  zu 
knfipfen,  zwischen  deren  Integralen  eine  homogene  Relation 
dritten  Grades  stattfindet.  —  Der  Verfasser  beginnt  mit  der 
Aufstellung  von  Invarianten  der  Differentialgleichung 

0)    -^+p;w^+p,w-^+p.w  =  o. 
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d.  h.  solchen  aus  den  Goefficienten   und  deren  Ableitungen    ra- 
tiona]  gebildeten  Ausdrücken,  die  bei  der  Transformation 

bis   auf  eine   Potenz   von  q>'(t)  als    Factor  ungeändert  bleiben. 
Setzt  man 

dann  sind 

g  =  2»-m'  und  h  =  7(-^)  — 6-^+9m 

Invarianten,  und  zwar  ist  die  erwähnte  Potenz  für  g  die  dritte, 
für  p  die  zweite  und  demnach  h*:g\  als  zur  nullten  Potenz  ge- 
hörig,  eine  „absolute  Invariante".    Die  logarithmische  Ableitung- 
der  letzteren    wird    mit   k    bezeichnet   und  vorausgesetzt,    dass 
weder  g  noch  h  noch  k  identisch  Null  ist     Man  findet  dann  um- 
gekehrt, falls  mit  der  Gleichung  (1)  ihre  transformirte  gegeben 
ist,   aus  diesen  mittelst  der  Gleichung   h*:g*  =  f)*:  g',  worin   ^ 
und  g  die  h  und  g  entsprechenden  aus  den  Goefficienten  der  trans- 
formirten  gebildeten  Ausdrücke  bezeichnen,  die  Transformations- 
function  a  =  rf  (/);    woraus  erhellt,  dass,  wenn  die  Goefficienten 
in  den  beiden  in  einander  transformirten  Gleichungen  algebraisch 
sind,  auch  q^Q)  algebraisch  ist.    Sind  ferner  bei  derselben  Vor- 
aussetzung  betrefi's   der   Goefficienten   die   Integrale  der  ersten 
Gleichung  algebraisch,   so   sind  es  auch  die  der  transformirten, 
bis  auf  einen  allen  gemeinsamen  Factor  ^(<),  dessen  logarithmi- 
sche Ableitung,  wie  sich  unmittelbar  ergiebt,    eine  algebraische 
Function    sein     muss.      Nun    Iftsst    sich    zeigen,    dass,    wenn 
zwischen  drei  linear  unabhängigen  Integralen  einer  Differential- 
gleichung (1)  eine  homogene  in*eductible  Relation  mit  constanten 
Goefficienten  besteht,   und  für   eine   zweite  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung   mit  u  als  abhängiger  und  mit  t  als  unabhän- 
giger Variablen  dieselbe  Relation  zwischen  deren  Integralen  gilt, 
die  zweite  Differentialgleichung   aus   der   ersten  durch  die  Sub- 
stitution z  =  ^(0,   y  =  u.^(f)  ableitbar   ist.     Es   sei   nunmehr 
^pC^ny^iy«)  =  0  die   Relation  zwischen   den  Integralen  von  (1). 
Man  setze  für  y^^  y^  beliebige  algebraische  Functionen  gi(0i9i(0 
eines  Parameters  /  und  bestimme  der  Relation  gemäss  y,  =  9i(0' 
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Dann  genflgen  i»,  =  g^(t)^  ii,  =  ^,(0,  «,  =  ^j(0  einer  linearen 
Differentialgleichung  mit  algebraischen  Goefficienten,  zu  der  die- 
selbe Relation  gehört  wie  zur  Gleichung  (1).  Hat  nun  die 
Gleichung  (1)  algebraische  Coefficienten,  so  müssen  nach  dem 
eben  Bemerkten  die  Integrale  von  (1)  algebraische  Functionen 
von  3  sein  bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor,  dessen  logarith- 
mische Ableitung  algebraisch  ist.  Gehört  (1)  zur  Fuchs'schen 
Klasse,  so  sind  alle  Integrale  algebraisch  in  Uebereinstimmung 
mit  einem  Satze  des  Herrn  Fuchs.  Den  Schluss  dieses  ersten 
allgemeinen  Teils  der  Arbeit  bildet  der  Nachweis,  dass  das  Ver- 
schwinden der  Invariante  g  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  fOr  die  Existenz  der  Relation  zweiten  Grades  yl  =  yi  y^ 
ist.  Zu  den  Gleichungen  mit  algebraischen  Goefficienten  über- 
gehend, deren  Integrale  u  als  Functionen  von  i  einer  Relation 
dritten  Grades  genügen,  benutzt  der  Verfasser  den  Umstand, 
dass  die  Relation,  falls  sie  keine  Singularitäten  enthält,  stets 
aaf  die  Form 

/"(»!» «i»Ws)  =  «I  +  wJ  +  i*J+6»»w,ti,ti,  =0 
gebracht  werden  kann.    Nach    einem    Satze    des    Herrn  Fuchs 
muss  die  Hesse*sche  Govariante 

H(f)  =  m'Ctif  +  uj  +ttj)-(l  +  2m')u,u,u,  ==  ^(0 

sein,  wo  x(0  bei   einem   beliebigen  Umlauf  von  /  sich  nur  um 

constante  Factoren  ändert  Setzt  man  u  =  Cx[t)^y^  so  geht  die 
Differentialgleichung  für  u  in  eine  für  y  über,  deren  drei  Fun- 
damentalintegrale der  Gleichung 

genügen,  wo  xj)  eine  noch  unbestimmte  Function  von  /  ist  Durch 
die  Substitution  z  •=  yj(i)  erhält  man  eine  Differentialgleichung  für  y 
mit  der  unabhängigen  Variablen  &  und  dem  algebraischen  Integral 

y'  +  6my'  +  zy'^l  =0. 

Nach  dem  Erwähnten  müssen  die  Integrale  der  Gleichung  in  (u) 
bis  auf  den  gemeinsamen  Factor  ^(0  =  % (<)""*  alle  algebraisch 
sein,  ihre  Form  ist  durch  (2)  festgestellt,  tpQ)  ist  ebenfalls  eine 
algebraische  Function  und  xO)  ®>ße  Function,  deren  logarith- 
mische Ableitung  algebraisch  ist    Der  Differentialgleichung  für 
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y  kann  man  die  bemerkenswerte  Form  geben 

D  ist  eine  ganze  Fanetion  dritten  Orades  von  s  mit  constanten, 
nur  von  m  abhängigen  Goeffioienten,  die  keine  gleichen  linearen 
Factoren    enthält.     Die    Form    (3)    bleibt   bei    der    Substitution 
»  =s  a^*  -\-  ß  erhalten,  und  wenn  man  noch  m  unbestimmt  lässt, 
so  kann  für  D  jedes  beliebige  Polynom  dritten  Grades  in  s  ohne 
gleiche  lineare  Factoren  genommen  werden,  und  man  erhält  da- 
her folgendes  Resultat:  Alle  Differentialgleichungen  dritter  Ord- 
nung mit  algebraischen  Coeflficieuten,  zwischen  deren  Integralen 
eine  homogene  Relation  dritten  Grades  ohne  Singularitäten  statt- 
findet,   werden    aus  der  Gleichung  (3),  worin  D  ein  beliebiges 
Polynom  in  2  ohne  gleiche   Factoren  bedeutet,   durch  die  Sub- 
stitution z  =  9)(l),  y  =  ttc/*'^'^*  erhalten;  ^  und  r  bedeuten  be- 
liebige algebraische    Functionen.   —    Es  handelt  sich  nunmehr 
darum,    an  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  zu  entschei- 
den, ob  ihre  Integrale  durch  eine  Relation  dritten  Grades  ohne 
singulare  Punkte  verbunden  sind.    Die  Kriterien  hierf&r  werden 
mit  mtlfe  der  Form  (3)   durch   gewisse  Bediogungsgleichungen 
gegeben,    in   denen  nur  invariante   Ausdrücke   der  Differential- 
gleichung auftreten.    Sind  dieselben  erfQllt,  dann  werden  die  zu- 
gehörige Relation,    die   Substitutionsfunctionen  q>  und  r,    sowie 
das   vollständige  Integral  dargestellt,    wobei    sich   zeigt,    dass, 
wenn  die  Coefficienten    der  Differentialgleichung  rational    sind, 
dasselbe  von  q>  und  r  gilt.     Die  Fälle,  in  welchen  die  Relation 
dritten  Grades  Singularitäten  enthält,  werden  ebenfalls  erledigt 
Hierbei  bedingt  der  Fall  des  Doppelpunktes  nur  leichte  Modifi- 
cationen   der    allgemeinen    Ergebnisse.     Dagegen  erfordert  der 
Fall  des  Rttckkehrpunktes,  der  nur  eintritt,  wenn  ä;  =  0  ist,  be- 
sondere Erörterungen.    Hier  gilt  nicht  mehr  der  Satz,   dass  die 
Integrale  der  Differentialgleichungen,  zu  denen  Relationen  dieser 
Art  gehören,   bis   auf  einen   gemeinsamen   Factor   algebraisch 
sind.     Auch  sei  noch  bemerkt,   dass  die  Fälle,  in  denen  g  oder 
h  oder  k   verschwindet,   ganz   allgemein   erledigt   werden.    Die 
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betreffenden  Differentialgleichungen  lassen  sieh  alle  durch  eine 
Tranpfomiation  der  mehrerw&hnten  Ai-t  aus  einer  Differential- 
leichnng  mit  constanten  Coefficienten  ableiten. 

Hr. 


IT 


L.  ScHLBSiNGBB.  Ucber  lineare  homogene  Differential- 
gleichangen  vierter  Ordnung,  zwischen  deren  Inte- 
gralen homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades 

bestehen.      Dias.  Berlio.  43  S.  (1887.) 

Die  in  Rede  stehenden  linearen  Differentialgleichungen  vier- 
ter Ordnung  sind  als  der  Fuchs'schen  Klasse  angehörend  vor- 
ausgesetzt und  von  der  Beschaffenheit,  dass  ihre  determinirenden 
Fandamentalgleichungen  lauter  rationale  Wurzeln  haben.  Zwi- 
schen ihren  Lösungen  besteht  eine  homogene  Relation  in^*°  Grades 

9>(»n  Ja»  y.)  Vi)  =  y?.  <^(7»  C»  ^)  =  0 
(v  =  Vt-Vn  ?  =  y. -»n  *  =  y4-yi)- 

Durch  einen  Umlauf  der  unabhängigen  Variablen  z  um  singul&re 
Punkte,-  dem  bekanntlich  gewisse  lineare  Substitutionen  der  Inte- 
grale y  entsprechen,  verwandelt  sich  (]p  in  eine  gleichfalls  ho- 
mogene Form  q>'  vom  Grade  m,  die  ebenso  wie  g)  als  Function 
von  s  verschwindet.     Bei  der  Anwendung  aller  möglichen  Um- 

* 

laufe  von  is,  denen  sämtliche  Substitutionen  der  „Gruppe  der 
Differentialgleichung^  entsprechen^  können  bezüglich  der  daraus 
hervorgehenden  Gesamtheit  linear  unabhängiger  Formen  zwei 
Uauptmie  eintreten.  Das  durch  die  gegebene  Relation  q>  =  0 
erwähntermassen  bedingte  System  von  Relationen  kann  nämlich 
durch  eine  einzige  irreductible  Gleichung  f  =  0  oder  durch  ein 
simultanes  Sy^^tem  von  höchstens  vier  homogenen  Gleichungen 
fi  =  0  (•  =  1,  2,  3,  4)  dargestellt  werden.  Der  Verfasser  behan- 
delt zunächst  den  letzteren  iFall.  Die  Untersuchung  geschieht 
nach  der  Methode,  welche  Herr  Fuchs  für  die  linearen  Differen- 
tialgleichungen dritter  Ordnung,  deren  Integrale  einer  homogenen 
Relation  Gentige  leisten,  angewandt  hat  (Berl.  Ber.  1882,  Acta 
Math.  L,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  242). 

Hit   der  gegebenen  Differentialgleichung   wird   eine   zweite 
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zusammengestellt,  deren  anabhängige  Variable  z^  mit  »  derart 
verbunden  ist,  dass  die  Quotienten  der  Integrale  eines  Funda- 
mentalsystems  der  zweiten  Differentialgleichung  mit  den  ent- 
sprechenden Quotienten  tj,  ^,  ^  identisch  sind.  Ans  der  alge- 
braischen Natur  der  Beziehung  zwischen  z^  und  z  folgt  dann 
der  algebraische  Charakter  der  Integrale  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung.   Setzt  man 

dann  ist 

^       dM,  d%^  d*M^  _ 

die  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z.  In  besonderen 
Fällen  sind  bereits  die  Unterdeterminanten  dritten  oder  zweiten 
Grades  oder  endlich  die  M  selbst  Wurzeln  einer  rationalen  Func- 
tion von  z.    Andererseits  ist 


*>  ^r  dz'     dz-   -  "^w 


Wurzel  einer  rationalen  Function  von  z.  Bedeutet  nun  \f)(z) 
den  Qnotienten  gewisser  ganzen  Potenzen  von  x(z)  und  J(z)y 
also  ebenfalls  eine  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  js,  dann 

sind  y^tpi  =i  Vji(%  =2  1^  2,  3,  4),  wo  t  eine  positive  ganze  Zahl 
ist,  Functionen,  die  für  z  ^  z^  in  sich  selbst,  multiplicirt  mit 
einer  Einheitswurzel,  übergehen.  Die  Vergleichung  der  Coeffi- 
cienten  der  Differentialgleichungen  fttr  r,  in  denen  einmal  Zj  das 
andere  Mal  z^  als  unabhängige  Variable  auftritt,  ergiebt  zwischen 
z  und  2,  eine  algebraische  Beziehung  und  infolge  derselben 
das  Resultat,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung  algebraisch 
integrirbar  ist.  Die  erwähnte  Gleichung  zwischen  z  und  »,  wird 
nur  illusorisch  in  dem  Falle,  dass  zwischen  den  Integralen  die 
Beziehungen  y\  —  y,  y^  =  0,  yj— ^,^4  =  0  bestehen.  Alsdann  ist 
die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  solche  transformirbar, 
welche  durch  die  Kuben  der  Integrale  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  befriedigt  wird.  —  Es  folgt  nunmehr 
die  Behandlung  des  andern  Hauptfalls,  wo  das  System  derjenigen 


Covariante 


(i,&  =  1,  2,  3, 4)  =  IT  herangezogen  und  zu- 
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zwischen  den  Integralen  stattfindenden  Beziehungen,  welche  durch 
die  AuBgangsrelation  bedingt  werden,  durch  eine  einzige  Glei- 
ehung  dargestellt  wird,  also  die  linke  Seite  der  irreductiblen 
Gleichung  m*"  Grades  f(y^^  y„  y,,  y^)  =  0  durch  jeden  Umlauf 
von  3  in  sich  selbst,  mit  einer  Constanten  multiplicirt.  Übergeht. 
Hier  wird,  gleichfalls  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Fuchs,  die 

nächsteine  Reihe  von  Ausnahmefällen  erwogen:  1)  ü verschwindet 
identisch.  Dieser  Fall  tritt  nur  dann  ein,  wenn  f  auf  eine  ter- 
Däre  Form  redueirbar   ist,    also   eine   Gleichung  von  der  Form 

fCyijyn»«)  =  0  besteht.  Alsdann  sind  -^^q^^q^  '»«^«ar  un- 
abhängige Integrale  einer  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
Fuchä'scher  Klasse,  zwischen  denen  eine  homogene  Relation  be- 
steht. Zufolge  eines  Satzes  des  Herrn  Fuchs  sind  demnach  die- 
:^elben  und  folglich  auch  ^1,9,9^,  algebraische  Functionen  von  ;s, 
falls  nicht  f  sich  auf  die  Form  yj  — y,yj  =0  bringen  lässt.  Be- 
steht jedoch  diese  Relation,  dann  genügen  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  die  Quadrate  der  Integrale  einer  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Klasse.  2)  H 
Terschwindet  als  Function  von  2;  dann  sind 

Wurzeln  rationaler  Functionen  von  2,  die  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden können.  Mit  Hülfe  einer  dieser  erweist  man  dann 
wie  im  ersten  Hauptfalle  die  algebraische  Integrirbarkeit  der 
vorgelegten  Differentialgleichung.  3)  R  enthält  f  als  Factor, 
was  nur  eintreten  kann,  wenn  m  =^  2,  4,  8  ist.  Für  m  =  2  ist 
die  Differentialgleichung  in  diejenige  transformirbar,  welcher  die 
Producte  der  Integrale  zweier  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  genügen,  deren  Coefficienten  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung  mit  in  s  rationalen  Coefficienten  ge- 
nügen.    Für  m  =  4  genügen  y,y^-y\,   y,y,-y,y,,   y,y,-y\ 

* 

einer  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  welche  durch  die 
Quadrate  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
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DUDg  Fuchs'scher  Klasse  befriedigt  wird.  Der  Fall  m  =  8  wird 
nicht  discutirt.  Tritt  keiner  der  heryorgehobenen  Aasnahmef&Ue 
ein,  dann  ist  es  von  wesentlicher  Bedeutung,  ob  noch  eine  z^^eite, 
von  der  gegebenen  unabhängige  Relation  zwischen  den  Inte* 
gralen  existirt  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  ergiebt  sieh,  den 
Fall  quadratischer  Relationen  ausgeschlossen,  die  algebraische 
Integrirbarkeit  der  Differentialgleichung.  Im  zweiten  Falle, 
dessen  Möglichkeit  noch  in  Frage  steht,  ist  jedenfalls  die  alg^e- 
braische  Integrirbarkeit  ausgeschlossen.  Aus  der  Annahme  dieses 
problematischen  Falles  wird  eine  Reihe  von  Schlössen  gezog'en, 
von  denen  wir  den  folgenden  als  bemerkenswert  herrorheben. 
Setzt  man 

f(yn  ».,  y.,  yJ  =  y?J^(^.  C, »)  =  o, 

B(y,,  y„  y„  ^4)  =  »1  '^('7»  &  ^)  =  xC»), 

dann  besteht  die  Gleichung 

wo  &  vermöge  der  Gleichung  F  =  0  als  algebraische  Function 
von  1]  und  ^  zu  betrachten  ist  und  q}(()  Wurzel  einer  rationalen 
Function  von  (  ist.  Zwischen  den  Grenzen  1;,  ^,  t  besteht  die 
Gleichung 

'^  +  ^,  (17,0«^-'+ --h^eC?,©  =  0, 

wo  die  i4j,  . . .,  A^  eindeutige  Functionen  von  1;,  ^  sind.  Zum 
Schluss  bemerken  wir  mit  dem  Verfasser,  dass  der  Fall  quadra- 
tischer Relationen  zwischen  den  Integralen  einer  Differential- 
gleichung vierter  Ordnung  bereits  von  Herrn  Goursat  untersucht 
worden  ist.    (S.  M.  F.  Bull.  XI,  F.  d.  M.  XV.  1883.  264.) 

Hr. 

L.  Pochhammer.  Ueber  drei  lineare  Differentialgleichungen 
vierter  Ordnung.    J.  für  Math.  civ.  iie-iöi. 

Das  in  der  Abhandlung  „lieber  die  Differentialgleichung 
der  allgemeineren  hjpergeometrischen  Reihe  mit  zwei  endlichen 
singulären   Punkten"   (J.  fllr  Math.  CIL  76-159,   F.  d.  M.  XIX. 
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1887.  326)  angegebene  Verfahren,  durch  Einführung  eines  be- 
stimmten Integrals  gewisse  lineare  Differentialgleichungen  auf 
golche  von  niederer  Ordnung  zurQckzufÜhren,  wird  in  der  vor- 
liegenden Arbeit  auf  drei  lineare  Differentialgleichungen  vierter 
Ordnung  angewandt  Dieselben  haben  das  Gemeinsame,  dass 
sie  sich  durch  die  Substitution 

(1)        y  ^J{yo-xy .  SB  .  rfic 

9 

auf  eine  Diffefentialgleichung  von  der  Form 

dur  dw    .  dtD  ''^ 

zarflckf&hren  lassen,  wo  fy(fr)  eine  ganze  Function  y^°  Grades 
bedeutet. 

Die    erste   dieser   Differentialgleichungen  ist  speciell  so  be- 
schaffen, dass  nach  Anwendung  der  Substitution 

(2)  2B  =  (fr-iy.»F 
die  Differentialgleichung  fBr  W  in  die  der  hjpergeometrischen 
Reihe  dritter  Ordnung  mit  zwei  endlichen  singulftren  Punkten 
0,1  übergeht;  W  wird  also  nach  der  angeführten  Abhandlung 
durch  bestimmte  Doppelintegrale  der  dort  behandelten  Art  dar- 
stellbar sein.  Die  Grenzen  g^h  sind  zwei  der  Werte  a;,0,  l,oo; 
f&r  die  Wahl  dieser  Grössen,  wenn  die  Fundamentalintegrale 
f&r  die  Umgebung  eines  singulären  Punktes  aufgestellt  werden 
sollen,  gilt  eine  ähnliche  Regel  wie  in  der  genannten  Arbeit. 

Die  zweite  Differentialgleichung   hat   die  Eigenschaft,   dass 
durch  die  Substitution 

(3)  n  =  wr  .W 
die  Differentialgleichung  f&r  W  in  die  der  hypergeometrischen 
Reihe  dritter  Ordnung  mit  drei  singulären  Punkten  0, 1,  k  über- 
geht, welche  nach  der  Abhandlung  des  Verfassers  in  LXXI  des 
Journ.  für  Math,  durch  einfache  bestimmte  Integrale  gelöst  wird; 
hier  sind  9,  h  zwei  von  den  Grössen  ^,  0,  1,  k^  00. 

In  der  dritten  Differentialgleichung  endlich  setzt  man 

(4)        SB  =  {w—iy.u>r.W\ 
die  Differentialgleichung  für  W  geht  dann  über  in  die  der  hyper- 
geometrischen Reihe  zweiter  Ordnung  mit  zwei  singulären  Punkten 
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und  wird  durch  ein  einfaches  bestimmtes  Integral  gelost  Diese 
dritte  Gleichung  ist  von  Herrn  Thomae  behandelt  in  der  Schrift 
.lieber  eine  Function,  welche  einer  linearen  Diflferential-  und 
Differenzengleichung  vierter  Ordnung  genflgt",  doch  wird  daselbst 
die  Function  durch  ibre  Unstetigkeiten  und  Verzweigangen 
definirt.  P.  G. 

E.  GouRSAT.     Sur  les  syst^mes  d'^quations  unfaires  qui 
seilt  identiques  k  leur  adjoint.    CR.  GVL  187-190. 

Das  System 

-£■  =^ii», +  -  +  i<<»yi.  (t=  1,2,..,,  n), 

worin  die  Coefficienten  An  Functionen  von  x  sind,  die  den  Be- 
dingungen 

Aa  +  Ati^O,  il«  =  0 
genügen,  ist  für  den  Fall  n  =  3,  der  sich  in  mehreren  Problemen 
der  Mechanik  und  Geometrie  darbietet,  von  Herrn  Darboax 
(Lebens  sur  la  thöorie  g6n£rale  des  snrfaces  Chap.  II)  eingehend 
untersucht  worden.  Die  in  diesem  Fall  gefundenen  Gesetze 
lassen  sich  für  ein  beliebiges  n  in  folgender  Gestalt  ausdehnen: 
1)*  Sind 

yi  =Ä»y>  =  fti--M  y«  =  /»« 

zwei  beliebige  Lösungen  des  Systems,  so  besteht  die  Relation 

a,/J,  +  a^ß^  +  ••  •  +  einßn  =  const 
2)  Kennt  man  eine  Lösung 

Vi  =  «i>  y.  =  «ffi  .-My«  =  «1.1 
so  dass  die  Summe  SaJ  nicht  Null  ist,  so  kann  man  immer  das 

vorgelegte  System  auf  ein  solches  von  n—l  Gleichungen  der- 
selben Beschaffenheit  reduciren.  Indem  besonderen  Falle  n=4 
wird  das  System  durch  die  Kenntnis  einer  solchen  Lösung  auf 
die  Integration  einer  Riccati*schen  Gleichung  zurflckgefUhrt  Es 
wird  aber  noch  weiter  gezeigt,  dass  f^r  it  =  4  die  Integration 
des  Systems  sich  stets  auf  die  Integration  zweier  Riccati'schen 
Gleichungen  zurückführen  Ifisst.  Hr. 
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Ch.  MifeRAY.      8ur    rint^gratioti   des    ^'quations    diff^ren- 
tielles  linäaires  k  coefficients  constants.       Darboox  Bull. 

(2)  XIL  196-204. 

Uauchy  hat  bekanntlich   zur   Auflösung   des  Systems  von  k 
DifTerentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten 

du 

-^  +a,u  +  b,v  +  '"  +  h,t  =  0, 

•  ■  •         •         •         • 

•  ■  •         •         •  • 

•  *  •         ■         •  • 

^  +akU  +  bkf)-{ hhkt  =  0 

ein  die  einfachen  und  mehrfachen  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung  umfassendes  System  von  Formeln  gegeben,  worin 
gleichzeitig  ti,  c,  ir,  . . .,  <  fQr  x  =  x^  beliebig  vorgeschriebene 
Werte  tig,  v^,  • .  m  'o  annehmen.  Der  Verfasser  leitet  diese  Formeln 
auf  directem  Wege  ab.  Von  der  Bemerkung  ausgehend,  dass 
die  Coefficienten  der  in  Reihen  dargestellten  Integrale 

tf  =iu^+u,%  +  -"+  "*,    +etc., 


(x—x^  =  9  gesetzt) 
den  recurrenten  Gleichnngen 

...,  <m+l  +  fl*ttm  +  Mm4 h  *t  <m  =  0 

genQgen,  zeigt  er  zunächst,  dass  die  Reihen 

U(z)  =  ii,  +  ii,»4-fi,»*H [-«ma"  +  etc., ..., 

''(»)  =  ^  +  <,a  +  ',»'  +  — +  <-»''*  +  etc. 
durch  rationale  Erflehe  darstellbar  sind,  die  zum  gemeinsamen  Nen- 
ner ein  Polynom  F(a)  A^  Grades  haben,  während  die  Zähler  ganze 
Polynome  (k  — 1)^  Grades  sind,  also  z.  B.  U(i)  =  Si{i):P(z\  wo 

1-fa,*,     6,a,    ...,     Ä,»         j 
^W=        :  :  :         :  I 

(»*f( — )  =  0  ist  die  charakteristische  Gleichung) 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  1.  23 
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und 

ilp  ...jAjt  sind  die  Coefficienten   der   Elemente  der  ersten  Ver- 
ticalreihe  iu  der  Determinante.    Jede  Reihe 

Mm»'" 


u  =  u^  +  u,z-\ H-— r +®^^-' 

tn,  I 


E ^ — c«'. 


die  aus  der  Entwickelung  einer  rationalen  Function  J2(s):F(3) 
hervorgeht,  indem  darin  ti^  durch  Um :  m!  ersetzt  wird,  lässt  sich 
aber,  wie  der  Verfasser  allgemein  zeigt,  in  der  Form  summiren 

worin  E  die  Summe  der  Residuen  für  alle  Wurzeln  von 

,*f(1)=.o 

bedeutet.     Hieraus  ergeben  sich  die  Cauchy'schen  Formeln. 

Hr. 


W.  W.  Johnson.     Ün  Monge's  Solution  of  the  non-inte- 
grable  equation  between  three  variables.    Annale  of  Math. 

IV.  156-160. 

Wenn  fBr  die  Differentialgleichung 

Xdx+  Ydy  +  Zdz  =  0 
die  Integrabilitätsbedingungen  nicht  erfüllt  sind,  mQssen  bekannt- 
lich zur  Darstellung  der  vollständigen  Lösung  zwei  Gleichungen  be- 
nutzt werden.  In  der  vorliegenden  Notiz  setzt  der  Verfasser  die 
bekannte  Monge'sche  Behandlung  dieses  Problems  auseinander 
und  knüpft  einige  einfache  Bemerkungen  daran,  welche  auch  an 
einem  Beispiele  aus  Herrn  Forsyth's  Lehrbuch  erläutert  werden. 

P.  G. 


L.  Saüvagb.     Sur  les  Solutions  röguliferes  d'un  systfeme 
d'öquations  diff^rentielles.     II.      Ann.  de  l'fic.  Norm.  (3)  V. 

7-22. 
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Der  in  dem  ersten  Teile  der  Arbeit  (Ann.  de  l'Ec.  Norm. 
(3)  III.  391,  8.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  283)  aufgestellte  Satz  be- 
zQglich  der  Existenz  der  regulären  Integrale  in  der  Umgebung 
eines  stngulären  t^unktes  für  eine  gewisse  Form  des  Systems 
linearer  homogener  Differentialgleichungen  wird  dadurch  ergänzt, 
dass  auch  seine  Umkehrung  bewiesen  wird.  Der  so  vervoll- 
ständigte Satz  lautet:    Damit  das  System 

-^  =  any,+'"  +  ainyn        (•  =  1,2,  ...,  n) 

mit  eindeutigen  Goefficienten  in  der  Umgebung  eines  Punktes  x^ 
alle  seine  Integrale  in  der  Umgebung  des  nämlichen  Punktes 
regulär  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  es  sich  auf 
die  Form 

(«  —  «o)-^  =  hiV, -\-'"  +  binVn  (t  =    1,2,  ...,fl) 

zarflckfQhren  lasse  durch  eine  Substitution  von  der  Form 

yi  =  x^%  (•  =  1,  2,  ...,  n), 
wo  die  Exponenten  Qt  ganze  Zahlen  sind,  so  gewählt,  dass  die 
Goefficienten  in  der  Umgebung  des  Punktes  a;^  holomorph  sind. 
An  diesen  Satz  schliessen  sich  einige  Bemerkungen  betreffs  der 
Differentialgleichung,  die  durch  Elimination  von  » —  1  der  ab- 
hängigen Variabein  y,,  .  • .,  Vn  in  dem  System  fDr  die  n^  hervor- 
geht.    Hr. 

A.  J.  Stodockiewicz.       üeber     die    Integration     eines 
Systems  von  Differentialgleichungen  mit  vollständigen 

Differentialen.       Prace  mat.-fiz.  I.  7ö-80.  (Polnisch.) 

Integration  des  Systems: 


Ax%iAf\  =  {x^iJ^2-\-x^dx^  +(a:a,.|.3  +  a?,)(ia?„ 

dx^n  =  (^,  +a?,)cte,  +  (a?^  +  x^)dx^.  Dn. 


23* 
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Capitel  6. 

Partielle  DifFerentialgleichungen. 

E.  PiCAKD.      Sur    une   classe   d'dquations   Unfaires    aux 
d^riv^CÄ  partielles.     0.  R.  CVll.  476-478. 

Es  werden  Eigenschaften  derjenigen  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ohne  Beweis  mitgeteilt, 
welche  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  erste  Variation  des 
Doppelintegrals 

dV    dV 


//K^. 


jdxdy 


dx '  dy 

verschwinde,  wo  V  die  gesuchte  Function  der  unabhängigen 
Variabein  x^y  und  f  eine  quadratische  Form  ihrer  Argumente 
bedeutet,  deren  Coefficienten  Functionen  von  x^y  sind.  Ist  R 
ein    Flftchenstück    mit   einfacher   Begrenzungslinie  von  der  Art, 

dass  die  quadratische  Form  f  (  ^i  "3~»~^-")  ^^^^   ^i^®   beliebige 

Lage  des  Punktes  (^,y)  im  Innern  desselben  definit  ist,  so  giebt 
es  eine  einzige  Function,  welche  in  einem  innerhalb  R  liegen- 
den Fläehensttick  eindeutig  und  stetig  ist  und  auf  «der  Begren- 
zungscurve  desselben  eine  gegebene  Reihe  von  Werten  annimmt. 

T. 

E.  PiCARD.  Sur  une  proposition  gändrale.  coneeniant 
les  ^quationa  lindaires  aux  d^riv^es  partielles  du  second 
ordre,     c.  R.  cvii.  939-941.     . 

Der  Verfasser  hat  die  Untersuchungen,  über  welche  im  vor- 
hergehenden Referat  berichtet  worden  ist,  auf  beliebige  lineare 
partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei  unab- 
hängigen Variabein 

deren  Coefficienten  stetige  Functionen  von  a;,  y  sind,  ausgedehnt. 
Ist  (a?^,  yj  ein  Wertsystem,  für  welches  6'  —  ac  <  0  ist,  und  zieht 
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man  in  einem  gewissen,  diesen  Punkt  enthaltenden  Bereiche  eine 
geschlossene  Cnrve  C,  so  giebt  es  ein  und  nur  ein  Integral  der 
Differentialgleichung,  welche^  eindeutig  und  stetig  ist  in  dem  von 
C  begrenzten  Gebiete  und  in  den  Punkten  dieser  Gurve  gege- 
bene Werte  besitzt.     Der  Beweis  hierfür  wird  kurz  angedeutet. 

T. 

B.   PiCABD.     Sur   la  transformation   de    Laplace    et    les 
äquations  lin^aires  aux  d^riv^es  partielles,     c.  B.  cvii. 

594-507. 

Eine  vorläufige  Mitteilung  tiber  die  Ausdehnung  der  Laplace'- 
schen  Transformation  ffir  die  linearen  Gleichungen  mit  einer 
einzigen  Veränderlichen  auf  die  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Yariabeln, 
deren  Coefficienten  lineare  Functionen  derselben  sind.  Eine  aus- 
führliche Arbeit  soll  folgen.  T. 


E.  PicARD.      Remarques    sur    les    groupes    de  trausfor- 
mations   relatifs   ä  certaines   ^quations   diff^rentiellea. 

C.  B.  GVL  118-120. 
Allgemeine  Bemerkungen  ttber  den  Zusammenhang  des  all- 
gemeinen  Integrals   der    Differentialgleichung   y'*  =  ^iy^y^   in 
welcher  die  unabhängige  Variable  selbst  nicht  auftritt,  mit  dem 
System  von  partiellen  Differentialgleichungen 


dy  dy' 


^     dy     "^        dy'  dy      '         dy'  T. 

R.  Marcolongo.  Sulla  variazione  di  un  integrale  de- 
finito  e  8ulla  teoria  delle  eqnazioni  alle  derivate  del 
priino  ordine.     Napoli  Rend.  (2)  II.  500-508. 

Die  bekannte  Formel  für  die  Variation  der  Hamilton'schen 
charakteristischen  Function  wird  auf  einfache  Weise  hergeleitet, 
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indem  für  die  Variation  des  einfachen  Integrals 

mit  veränderlichen  Grenzen  der  folgende   Ausdruck  zu  Grunde 
gelegt  wird: 

Hieraus  wird  dann  weiter  der  Jacobi'sche  Satz,  dass  die  partielle 
Differentialgleichung    erster   Ordnung    fQr   die   charakteristisehe 
Function  ein    vollständiges    Integral    besitzt,   welches   sich    ver- 
mittelst   eines   gewissen    bestimmten   Integrals   berechnen  lässt, 
nachdem  man  die    kanonischen  Bewegungsgleichungen    integrirt 
hat,   abgeleitet   mit   der   von    Herrn    Mayer   (Math.    Ann.    III. 
435  452;  F.  d.  M.  III.    1871.    171)  gegebenen  Modification.     Zu 
letzterem  Zwecke   geht   der  Verfasser   in  der  natQrlichen  Weise 
vor,  dass  er  zu  dem  ursprünglichen  bestimmten  Integral  zunächst 
eine    willkQrliche    Function    der   Integrationsconstante  hinzufügt 
und  sich  die  Aufgabe  stellt,  dieselbe  so  zu  bestimmen,  dass  auch 
diese  Summe  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  darstelle;  es  ergiebt  sich  dann  genau 
dieselbe  Form,    welche  Herr  Mayer  aufgestellt   und   a  posteriori 
bewiesen  hat.    —    Im   Anschluss   an  ein   Beispiel  werden  dann 
noch  die  Aufgaben  gelöst,   aus  einer  von  zwei  gegebenen  voll- 
ständigen Lösungen    einer   partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  die  andere,    und    aus    einer   allgemeinen    Lösung  eine 
gegebene  vollständige  Lösung  herzuleiten.  T. 


G.  ViVANTi.     Sülle  equazioni  a  derivate  parziali  del   1" 

ordine.      Palermo  Rend.  II.  Ö3-58. 

Es  wird  der  von  Herrn  Morera  im  Genova  6.  1887.  81-85 
für  eine  Function  von  zwei  unabhängigen  Variabein  gegebene 
Satz,  über  den  man  F.  d.M.  XIX.  1887.  347 f.  vergleiche,  dahin 
verallgemeinert:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  Gleichung 
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eine  YoUständige  Lösung  von  der  Form 

zalasse,  ist  die,  dass  H  einer  Funetionalgleichung  von  der  Form 

genüge.  Dieser  Satz  besteht  nicht  mehr,  wenn  die  unbekannte 
Fonetion  s  selbst  in  der  Differentialgleichung  auftritt,  indem 
dann  die  Existenz  einer  vollständigen  Lösung  von  der  genannten 
Form  zwar  eine  Funetionalgleichung  von  bestimmter  Gestalt  fQr 
H  nach  sich  zieht,  aber  nicht  umgekehrt.  T. 


J.   HoRN.      Ueber   die  singulären   Stellen   der    Integrale 
einer   linearen   partiellen    Differentialgleichung.       Math. 

ADD.  XlXIII.  310-314. 

Der  Satz,  dass  die  singulären  Stellen  der  Integrale  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung,  deren  CoefBcienten 
ganze  rationale  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen 
sind,  abgesehen  von  dem  unendlich  fernen  Punkte,  nur  in  den 
Nnllstellen  des  höchsten  Coerficienten  liegen  können,  wird  auf 
lineare  partielle  Differentialgleichungen  ausgedehnt.  T. 


J.   Möller.     Zur  Theorie   der  singulären   Lösung  einer 
partiellen  Differentialgleichung  mit  zwei  unabhängigen 

Variabein,     Stockh.  öf?.  463-473. 

• 

Es  sei  gegeben  die  partielle  Differentialgleichung  mit  zwei 
unabhängigen  Yariabeln: 

K^i  Vi  »,  P,  9)  =  0. 
Wenn  man  mittelst  der  Gleichungen 

dp        "'  dq        ^ 

p  und  q  eliminirt,  erhält  man  eine  Relation 

Fix,  y,  a)  =  0, 

die  die  singolftre  Lösang  der  Differentialgleichung  enthält,  wenn 
eine  solche  existirt.    Der  Verfasser  giebt  nun  eine  geometrische 
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Interpretation  der  Fläche 

F(x,  y,  *)  =  0. 
Derselbe   Gegenstand   ist  jedoch   schon    früher   eingehend    von 
Herrn  Darboux  (Darb.  Bull.  (1)  IV.  158,  F.  d.  M.  V.  1873.   192) 
behandelt.  K. 


W.  P.  Erhakopf.  Lineare  partielle  Differentialg^lei- 
chungen  erster  Ordnung.  Ein  Thema  für  junge  Ma- 
thematiker.     Kiew.  Nachr.  1888.  2.  (Bussiscb.) 

Enthält    eine    Skizze    der  Theorie   der   linearen   partiellen 
Differentialgleichungen  ohne  Beweise  der  Theoreme. 

Wi. 

Ch.  M^kat.  Sur  des  syst^mes  d'^quations  aux  d^riv^es 
partielles  qui  sont  ddpourvus  d'intdgrales,  contraire- 
ment  k  toute  pr^vision.     C.  R.  cvi.  648-651. 

G.  Darboux.    Remarque  sur  la  communication  pr^^dente. 

CR.  CVI.  651-662. 

Um  zu  zeigen,  dass  ein  System  von  Differentialgleichungen 
nicht  immer  Integrale  besitzt,  wenn  es  auch  möglich  ist,  eine 
Taylor'sche  Reihenentwickelung  fOr  dieselben  zu  construiren,  be- 
handelt der  Verfasser  als  einfachstes  Beispiel,  die  Aufgabe,  die- 
jenigen Functionen  ti,  o  von  x^  y  zu  finden,  welche  dem  System 
von  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

du  du         de  „  dv 

wo  H  eine  reelle  positive  Constante  bedeutet,  und  den  Anfangs- 
bedingungen 

tt  =:  y  für  a?  =  0,  f>  =  «  fär  y  =  0 

genügen.  Während  für  ff  =  1  und  um  so  mehr  für  H  <!  der- 
artige Functionen  existiren,  wird  bewiesen,  dass  dies  durchaus 
nicht  mehr  der  Fall  ist  für  J7>  1,  indem  ihre  Entwickelungen 
in  Potenzreihen  von  x  und  y  selbst  in  der  nächsten  Umgebung 
von  j:  =  0,  y  =  0  nicht  convergiren. 
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Dem  Herrn  Verfasser  scheint  die  Arbeit  von  Frau  von 
Kowalevsky  (J.  fUr  Math.  LXXX)  entgangen  zu  sein;  Herr 
Darboux  macht  darauf  aufmerksam,  dass  sich  in  dieser  eben- 
falls  ein  hierher  gehöriges  Beispiel  (vergl.  F.  d.  M.  VII.  1875. 
204  unten)  findet,  und  bemerkt  ausserdem,  dass  er  in  seinen 
Vorlesungen  unter  diesem  Gesichtspunkte  die  lineare  Gleichung 

dh     .       3»    ,   -  9»    ,  ^ 


dxdy  dx  dy 

wo  a,  6,  c  Functionen  von  x,  y  sind,  behandelt  hat.        T. 

r 

A.  ToNBLLi.     Sopra  una  certa  equazione  dilferenziale  a 
derivate  parziali  del  2^  ordine.    Rom.  Acc.  L.  Rand.  (4)  IV,. 

384-388. 

A.  ToNELLi.     Sopra  una  certa  equazione  a  derivate  par- 
ziali  del   3"  ordine.      Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IVa-  458-4G1. 

Die  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

wo  If,  iV,  P  gegebene  Functionen  von  x^j  o;,,  . . .,  Xn  allein  sind, 
gegebene  Methode,  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  sich  die- 
selbe unmittelbar  auf  Quadraturen  zurückfuhren  lässt,  wenn 

*    dP 

1     OXr 

ist.  Hiervon  wird  in  zweierlei  Weise  Gebrauch  gemacht  Zu- 
nächst ergiebt,  wenn  die  Bedingung  a  =  0  nicht  erfüllt  ist,  die 
Substitution 


a  ^  1   dxi  ^ 


eine  Gleichung  ffir  Z,  die  der  ursprünglichen  Gleichung  (1)  fttr 
s  ganz  analog  gebildet  ist,  und  deren  Integration  daher  auf 
Quadraturen  zurückgeführt  werden  kann,  wenn  eine  gewisse 
Bedingung  erfüllt  sein  wird;  indem  man  dieses  Verfahren  noch 
weiter  fortsetzt,  erhält  man  so  unendlich  viele  Fälle,  in  denen 
die    Gleichung   (1)    durch    Quadraturen   integrabel  ist.     Ferner 
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wird  aber,  wieder  unter  Benutzung  der  obigen  Bemerkung,  eine 
ganz  allgemeine  Integrationsmethode  der  Gleichung  (1)  gewonnen, 
indem  js  =  17 .  ^  gesetzt  wird ;  dann  geht  die  Gleichung  (1)  in 
eine  Gleichung  für  ^  fiber,  welche  genau  dieselbe  Gestalt  be- 
sitzt, wie  die  Gleichung  (1)  selbst,  und  daher  durch  Quadratoren 
integrabel  wird,  vorausgesetzt,  dass  die  zunftchst  willkQrlicbe 
Function  rj  einer  gewissen  Differentialgleichung  genOgt-,  setzt  man 

2!  — ^         =  w,  so  reducirt  sich  dieselbe  auf  die  partielle  Diffe- 

1         OXr 

"    d» 
rentialgleichung  erster  Ordnung  a  +  Pm  -f  11*  =  ^  ^ — •  Um  also 

die  Gleichung  (1)  durch  Quadraturen  zu  integriren,  bedarf  es 
schliesslich  nur  der  Kenntnis  eines  particulftren  Integrals  dieser 
partiellen  Differentialgleichung  oder,  was  auf  dasselbe  heraus- 
kommt, eines  Integrals  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
von  der  Form 

äu  I    D         I       * 

In  der  zweiten  Note  behandelt  der  Verfasser  eine  der 
Gleichung  (1)  analoge  Gleichung  dritter  Ordnung  und  zeigt,  wie 
und  wann  ihre  Integration  auf  die  einer  Gleichung  von  der  Form 
(1)  zurQckgefnhrt  werden  kann.  T. 


A.  KussBLL.     Solution  of  question  8853.  Ed.  Times.  XLix. 

119. 

Die  Differentialgleichung 

dv    _     ,  ö't>        . ,  d^v         ,   fl'r 

hat  zur  Lösung: 

0       0        0  r  n 

Lp. 
A.  Russell,  J.  W.  Sharpk.     Solution  of  question  9338. 

Ed.  Times  XLIX    35. 
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Die  partielle  Differentialgleichung 
hat  zur  Lösung 

0 

Lp. 

A.  ScHWARTZ.  Ueber  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung.  Diaa.  TübiDgen.  Leipsig.  Faea 
Veri,  36  S.  80. 


L.   BiANCHi.      Sulla    equazione    a    derivate    parziali    del 
Cayley  nella  teoria  delle  superficie.      Rom.  Acc  L.  Rend. 

(4)  IVi.  442-445. 

Ist  Edx*  +  Gdy^  das  Quadrat  des  auf  die  Krammungslinien 
einer  Fläche  S  bezogenen  Linienelementes  derselben,  so  ist  be- 
kanntlich die  entsprechende  Cayley'sche  partielle  Differential- 
gleichung 

aigVE      aigyg 

Die  Integrale  ;5  =  s(a?,  y)  dieser  Gleichung  besitzen  die  Eigen- 
schaft, dass,  wenn  man  auf  jeder  Normale  zu  S  eine  Länge  £2 
abschneidet,  wo  e  eine  unendlich  kleine  Constante  ist,  der  Ort 
der  so  erhaltenen  Punkte  eine  Fläche  S'  ist,  welche  mit  S  einem 
Flächensysteme  eines  orthogonalen  Tripels  angehört.  Es  fragt 
sich  nun,  Wann  die  Cayley'sche  Gleichung  bei.  der  Biegung  der 
Fläche  S  invariante  Lösungen  besitzt;  mit  anderen  Worten,  sind 
s',  y'  die  ErQmmungslinien  der  Fläche  nach  geschehener  Biegung, 
und  ist: 

cb'  =  Edx^  +  Gdy'  =  E'dx''  +  G'dy'% 

so  soll  man  angeben,  wann  die  Function  2(^,  y),  durch  x\  y' 
ausgedrückt,  die  Gleichung: 

'   ~  ~dy^~  P  +        dx'        » 
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befriedigt.     Eine  Lösung   von   dieser  Beschaffenheit  muss    der 
Gleichung : 

genügen,  wo  für  eine  allgemeine   quadratische  Differentialform 
JSoikdxidxki 


ü = ♦  [ 


dxx         dxi         dxg  J 


ist;  genügt  umgekehrt  eine  Function  s(x,  y)  den  Oleichangen 
(a)  und  (b),  so  genügt  sie  denselben  Gleichungen,  welches  auch 
das  orthogonale  Coordinatensystem  x,  y  sei.  Hieraus  ergiebt 
sich,  durch  Einführung  eines  speciellen  orthogonalen  Coordinaten- 
systemeS}  der  folgende  Satz:  Die  einzigen  Flächen,  deren  zuge- 
hörige Gayley'sche  Gleichung  bei  der  Biegung  der  Fläche  inva- 
riante Lösungen  besitzt,  sind  die  auf  Umdrehungsflächen  ab- 
wickelbaren Flächen.  Vi. 


L.   BiANCHT.     Sopra   una  classe   di  trasformazioni  in  sh 
medesima  della  equazione  a  derivate  parziali 

^  ^       (l+p'+qy  ^  (l+p'+qy  "^  l  +  p'+q'  " 

Rom.  Acc.  L.  Band.  (4)  IVi.  445-452. 

Diese  Note  knüpft  an  die  von  Bäcklund  in  Math.  Ann.  XVII 
und  XIX  herausgegebenen  Untersuchungen  über  die  Transfor- 
mation der  Differentialgleichungen  an.  Sind  s(rr,  y),  s'(a;',  y') 
zwei  Functionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  ^,  y  bezw. 
x\  y\  welche  durch  die  vier  Relationen: 

verbunden  sind,  so  hat  Bäcklund  die  Bedingung  für  die  Ver- 
träglichkeit dieser  Gleichungen  unter  der  folgenden  Form  auf- 
gestellf: 

(b)    {34|[F.F,]  +  {42}[F,F.]  +  |23|[F,FJ  +  jl2|[F.FJ 

+  {13|[F.F,]  +  |14}[f;F,]  =  0, 
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wo: 


\ik\  = 


dFi  .     dFi  ,     dFi   ,     dFi    dFi   ,     dF^   ,     ÖF,    ,     ÖF, 


örr      '^  dz  dp    '      dq  ^    dy  dz  dp  dq 

dF,.     dFu,     ÖF.        ÖF*    ÖF.        dF,.dFt,dF, 

-d^+p-di:+'W^'W  W'^'^'dr+'-df+^'dT 


\dx'^^    dz'Jdp'        ^dy'^^    dz'Jdq'' 

In  den  von  Herrn  Bianchi  betrachteten  Fällen  sind  die  Glei- 
ebnngen  (a)  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  linke  Seite  von 
(b)  einen  von  x'^  y\  z\  p\  q'  unabhängigen  Factor  ^(iCfy^z^pjq^  r, «,  /) 
enthält,  ferner  sind  die  (a)  in  Bezug  aufx,  y^  z^p^q-^  x\  y\  z'^  p',  q' 
symmetrisch.  Dann  besteht  die  Bedingung  für  die  Verträglich- 
keit der  Gleichungen  (a)  darin,  dass  2(0;,  y)  der  partiellen 
Differentialgleichung  von  der  zweiten  Ordnung: 

(c)        P  =  0 

genQgt;  und  es  leuchtet  ein,  dass,  wegen  der  Symmetrie  der 
Gleichungen  (a),  »'(«',  y')  der  Gleichung.P(a?',y',«',p',  q\  r',  j', «')  =  0 
genfigen  muss.  Die  Gleichungen  (a)  stellen  also  eine  Transfor- 
mation der  Differentialgleichung  (c)-in  sich  selbst  dar;  und  man 
kann  vermittelst  dieser  Gleichungen  aus  einer  particulären  Lö- 
sung der  Gleichung  (c)  unendlich  viele  andere  durch  blosse 
Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  ableiten. 

Von  den  zwei  in  dieser  Note  behandelten  Transformationen 
wollen  wir  nur  die  zweite  besprechen,  da  sie  die  erste  als  be- 
sonderen Fall  ^fftr  o  =  -^J  einschliesst.  Die  Gleichungen  (a) 
sind  folgende,  wo  fc,  a  constante  Grössen  darstellen: 


.»') 


(  F,  =  p(x'-x)  +  q{y'~y)  +  »  +  *»'  =  0, 
F,  =  p'  (x'-x)  +  q'(y'-y)  -*»-»'  =  0, 

I  F,  =  pp' +qq'-k- C08 ayr+pMTYi +P"4- ?~'  =  0, 

i  f,  =(a>'-a»)*+(y'-y)'+»'+a"+2*»»'  =  0. 


366  Vr.  Abschnitt.    Differential-  und  lotegralrechnang. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

«'-aj  =  f,  y'-y  =  .7,  Ä+fa'  =  £,  2(p'-0p)r]-2{q'-0q)§  =  l^ 

80  findet  man: 

[F.F,]  =  -hz,  [F.F.]  =  p'+^'+lt'-c'Ä',  [F.FJ  =  [F,F,]  =  0, 

[F.F.]  =  -2A»»,  [F.F,]  =  2A», 

|34)  =  2»y'(9?-i7)4  2«|p'5-9',+(??'-pp')a-2<?'CpC-|) 

+  2ö|rp(,,-9Ö  +  ,[v.,-p§  +  (p'-,»)C]-t3(|-pC)|. 
{42|  =  2\{q'+kqH-(p'+kp)r]  +  (p'q-p^)^l 

|31|  =  iI/(w-0, 

{12}  =  -r^(q'  +  kq)  +  >{^{p'+kp)-i](q'+kq)]  +  tii(p'+kpy, 

und  die  Gleichung  (b)  erhält  die  Form: 

hz*  U{rt-s*)  +  A(l  +  9')a  ür-2hpqz  üs 

+*(l+P*>W-R»ü(p»+g»+ft'-c'fi»)  =  0. 

Dividirt  man  mit  hVR*,   eo   ergiebt   sich  als  Gleichung  (c)  die 
im  Titel   angeführte   Gleichung,   wo   an   der   rechten  Seite   die 

Constante  -^j — r^-  steht.     Die  Formeln  (a')  bilden  also  eine  Trans- 

formation  dieser  Gleichung  in  sich  selbst. 

Die  geometrische  Interpretation  ist  folgende  (vgl.  die  Ab- 
handlungen des  Verfassers,  über  welche  in  den  Jahrgängen  1885, 
1886,  1887  referirt  wurde).  Ist  das  Quadrat  des  Linienelementes 
eines  Lobatschewsky^schen  Raumes  von  constantem  KrOmmungs- 

1  a' 

masse   K  = 5-   durch  den  Ausdruck  — 5-  {dx^  4-  dy'  +  d»') 

dargestellt,    so    giebt    die    linke   Seite    der    Gleichung  (I),    mit 

— p  multiplicirt,  die  ^^relative  Krümmung**  einer  in  jenem  Räume 

liegenden   pseudosphärischen  Fläche   js  =  j5(a;,  y)   an;   und    die 
Gleichungen  (a')  stellen  eine  Bäcklund'sche  Transformation  dar, 

(welche  für  a  =  -5-  in  eine  coraplementare  Transformation  über- 
geht).   Das  erhaltene  Resultat  spricht  also  die  aus  früheren  Un- 
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tersuehuDgen  des  Verfassers  bekannte  Thatsaehe  aus,  dass  durch 
die  Anwendung  dieser  Transformation  auf  eine  pseudosphäriscbe 
Fläche  eine  Fläche  von  derselben  Beschaffenheit  und  von  der- 
selben KrQmmung  erzeugt  wird. 

Am  Ende  seiner  Note  spricht  der  Verfasser  folgende  Sätze  aus: 
Ist  eine  Integralfläche  der  Gleichung  (I)  bekannt,   so  kön- 
nen  ihre  KrOmniungslinien  durch  blosse  Quadraturen  bestimmt 
werden. 

Die  Integration  der  Gleichung  (I)  (deren  rechte  Seite  durch 
C  bezeichnet  werden  möge)  reducirt  sich,  von  der  Integration 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  abgesehen,  auf  die  Inte- 
gration der  Gleichung: 

-^-r  -  'Q-^=  sinöcosö  für  C<0, 
-|^+  -|'-*r=  shöcshöfür  0<C<1, 
^T  +  l'4=  -  shöcsh  für  1  <  G 


ÖU'     '     ÖP"  ""--—   .«.    .  ^^  ,y.^ 


R.  FujiSAWA.  On  tbe  Solution  of  a  certain  class  of  par- 
tial  diSerential  equations  by  the  so-called  method  of 
integrating  factors.      Tokio.  Math.  Ges.  III.  234-244.  E. 


S.  LiB.     Beiträge  zur  allgemeinen  Transformationstheorie. 

Leipz.  Ber.  14-21. 

Unter  den  Sätzen,  welche  in  diesen  Beiträgen  meistens  ohne 
Andeutung  der  Beweise  zusammengestellt  sind,  mögen  die  folgen- 
den erwähnt  werden: 

„Hat  man  r'  Constanten  dkt^  welche  die  Relationen: 

Ciu  +  c«,  =  0, 

r 

befriedigen,  so  giebt  es  in  r  Veränderlichen  stets  r  unabhängige 
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infinitesimale  Transformationen  X^f,...^Xrf^  welche  in  den  Be- 
ziehungen : 

r 

(XiXi)  =  2Cik.X.f        (i,k  =  1,  . . .,  r) 

stehen  und  also  eine   r-gliedrige   Gruppe   von   der  Zasammen- 
seteung  c^«  erzeugen.^ 

Der  Beweis  folgt  sehr  leicht  aus  einem  ebenfalls  von  Lie 
herrührenden  Satze  über  Functionengruppen.  — 

,,  Alle  r-gliedr igen  Berührungstransformations-Oruppen  von 
gegebener  Zusammensetzung  ciu  lassen  sich  durch  Integration 
gewöhnlicher  Differeqtialgleichungen  bestimmen.^ 

'  Hierzu  kommen  noch,  von  anderen  abgesehen,  ein  Satz  aus 
der  Integrationstheorie,  der  sich  auf  gewisse  Differentialgleichungen 
bezieht,  welche  sich  durch  eine  Reihe  Von  Quadraturen  erledigen 
lassen,  und  ein  Satz  über  Differentialinvarianten,  welcher  die 
Berechnung  der  Differentialinvarianten  aller  Gruppen  der  Ebeoe 
wesentlich  erleichtert.  EI. 

m 

S.  Lie.     Theorie   der  Transformationsgruppen.      Erster 
Abschnitt     Unter  Mitwirkung  von  Dr.  Friedrich  Engel 

bearbeitet.     Leipzig.  Tenbner.  X  a.  632  S.  gr.  8^ 

Bericht  erfolgt  im  nächsten  Jahrgange. 


8.  LiB.  Klassification  und  Integration  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zwischen  Xy  y,  die  eine  Gruppe 
von  Transformationen  gestatten.  Math.  Aon.  xxxil.  213-281. 

Abdruck  aus  Lie's  Arch.  VIII;   vergl.  F.  d.  M.  XV.  1883. 
751. 

♦ 

W.  KiLLiNQ.  Die  Zusammensetzung  der  stetigen  end- 
lichen Transformationsgruppen  I,  II.      Math.  Ann.  XXXI. 

252-290  u.  XXIII.  1-48. 

Diese  beiden  Abhandlungen  enthalten  ausserordentlich  wich- 
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tige  Beiträge  zur  Theorie  der  Zusammensetzung  der  endlichen 
coDtinuirliehen  Transformationsgruppen. 

Unter  der  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
Ij/*, ...,  Xrf  versteht  man  nach  Lie  das  System  der  Gonstanten 
Cfts  in  den  Gleichungen : 

(1)      (x,xo=ic«*^-r.     (t,*  =  1,  ...,0; 

diese  Constanten  c^»  erfüllen  die  Relationen : 

r 

(i,*J,«  =  l,...,r); 

Qod  umgekehrt  stellt  jedes  System  von  c,>«,  welches  die  Rela- 
tionen (2)  befriedigt,  die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  dar. 

Der  Ausgangspunkt  des  Herrn  Eilling  ist  die  Aufgabe,  alle 
zweigliedrigen  Untergruppen  der  Gruppe  X,  /*,... ,  Xrf  zu  finden, 
welche  die  eingliedrige  Untergruppe  17,  Xj  ^  +  •  •  •  -f  tjrXrf  ent- 
halten; diese  Aufgabe  führt,  wie  schon  Lie  gezeigt  hat,  im  all- 
gemeinen auf  eine  Gleichung  r^  Grades,  welche  lautet:  . 


r=l 


(3) 


£  Cqw  f]^ — CO,  . . . ,  ^  Vi^e 


2!  O^irlJ^, 

^das  von  oi  freie  Glied  der  Determinante  verschwindet  nämlich 
identisch).  Herr  Eilling  nennt  diese  Gleichung  „die  charak- 
teristische Gleichung  der  Gruppe  X,  f,  . . .,  Xr/*".  Er  macht  nun 
die  neue  und  wichtige  Bemerkung,  dass  die  Functionen 
^i(?)t  •  -  -9  y^r-iiti)  sämtlich  bei  der  von  Lie  sogenannten  „adjun- 
girten**  Gruppe  der  Gruppe  X,/*,  ...,Xrf  invariant  bleiben,  näm- 
lich bei  der  linearen  homogenen  Gruppe: 

l,...,r  Qf 


^kf  =  J?  Cnafji 


M 


öjy. 


(*=  !,•••,  0, 


welche  mit  der  Gruppe  X^f, ...,  Xtf  isormorph  ist    Den  Beweis 

Fortaehr.  d.  BUtb«  XX.  1.  24 
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für  die  Invarianz  der  Functionen  ^(17)  f&hrt  Herr  Killing  mit 
Hülfe  merkwürdiger  Relationen,  welche  er  aus  den  Gleichungen 
(2)  zwischen  den  Cik»  ableitet     Dies  der  Inhalt  von  §  1-3. 

Da  die  Anzahl  /  der  von  einander  unabhängigen  unter  den 
Functionen  tp(f]i)  offenbar  eine  charakteristische  Eigenschaft  der 
Gruppe  Xjf,  . ..,  Xrf  ist,  so  nennt  Herr  Eilling  diese  Zahl  den 
„Rang**  der  Gruppe.  In  §  4  und  5  teilt  er  einige  Sätze  mit, 
welche  sich  zum  Teil  unmittelbar  aus  der  Einftlhrnng  des  Rang- 
begriffes ergeben.  In  §  6  betrachtet  er  zur  Erläuterung  des  Ge- 
sagten zwei  besonders  wichtige  Gruppen :  erstens  die  allgemeine 
projective  Gruppe  des  Raums  Ton  /  Dimensionen,  und  zweitens 
die  grösste  projective  Gruppe  in  m  -{- 1  Veränderlichen,  welche 
die  Form  zweiten  Grades  x^-| — -H^m+i  invariant  lässt  Von 
diesen  beiden  Gruppen  hat  die  erste  den  Rang  /,  die  zweite  den 
Rang  ^(m  -f  1)  oder  ^m,  je  nachdem  m  gerade  ist  oder  ungerade. 
Für  beide  Gruppen  giebt  Herr  Rilling  eine  bemerkenswerte  Dar- 
stellung der  Invarianten  der  zugehörigen  adjungirten  Gruppen. 

In  §  7  und  8  erledigt  Herr  Eilling  die  Frage  nach  der  Zu- 
sammensetzung aller  r-gliedrigen  Gruppen  X, /*,  ...,Xr/',  welche 
folgende  Eigenschaften  besitzen: 

1)  Unter  den  infinitesimalen  Transformationen: 

r 

(XiXk)  ==  £  Cik,  X,f    (f,  *  =  1, . . .,  r) 

sollen  gerade  r  von  einander  unabhängige  Torhanden  sein. 

2)  Die  charakteristische  Gleichung  (3)  soll  für  allgemeine 
Werte  von  17,, ...,  '7r  bloss  eine  einfache  verschwindende  Wurzel 
haben,  es  soll  also  nicht  zu  jeder  infinitesimalen  Transformation 
der  Gruppe  X^f,  ...,  Xrf  eine  mit  ihr  vertauschbare  vorhanden 
seinV  Der  §  9  enthält  Untersuchungen  über  die  Gruppen  vom 
Range  Null,  bei  welchen  die  r—l  Functionen  ^(17)  sämtlich 
identisch  verschwinden;  doch  wird  keine  explicite  Darstellung 
dieser  Gruppen  gegeben. 

Die  zweite  Abhandlung  (§  10-18)  beschäftigt  sich  mit  dem 
Falle,  dass  die  charakteristische  Gleichung  (3)  eine  mehrfache 
verschwindende  Wurzel  hat.    Ich  erwähne  die  folgenden  Sätze: 

Aus  §  10:    i,Hat  für  ein  Wertsystem  17,,  •  ^  ,,f]r  die  charak- 
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teristische  GleichuDg  (3)   gerade  k  verschwindende  Wurzeln,    80 

•      

gehört  die  Transformation  i]^X^f-\ l-i^r^rf  einer  A-gliedrigen 

Untergruppe  der  Gruppe  XJ^  ..  .^Xrf  an." 

„Verschwinden  die  Functionen  *^r-i(i?),  • . .,  t//r-t+i(»7)  alle 
identisch,  während  V'r-jb('7)  nicht  identisch  Null  ist,  so  ist  jede 
infinitesimale  Transformation  i^jX, /"+•••  + jy^^rf  in  einer  Ä-glie- 
drigen  Untergruppe  vom  Range  Null  enthalten.  ** 

„Ist  die  Voraussetzung  des  vorhergehenden  Satzes  erfüllt 
uDd  enthält  ausserdem  noch  die  Gruppe  X^fy  . .  .^  Xrf  keine 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation,  so  verschwinden 
f&r  ca  =:  0  alle  (r— &-f'l)-reihigen  Unterdeterminanten  der  De- 
terminante (3),  und  die  betreffende  A-gliedrige  Untergruppe  be- 
steht aus  paarweise  vertauschbaren  Transformationen.'^ 

Der  letzte  Satz  wird  leider  bloss  fttr  den  Fall  bewiesen,  dass 
die  r — k  nicht  verschwindenden  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung  sämtlich  von  einander  verschieden  sind;  er  wird 
allerdings  auch  in  §  11-18  nur  für  diesen  Fall  benutzt.  In  einer 
neueren  Abhandlung  (Math.  Ann.  XXXIV.  57  ff.)  hat  übrigens  Herr 
Killing  den  Beweis  auch  fOr  den  allgemeinen  Fall  durchgeftthrt. 

Aus  §  11:  „Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  vom  Range  / 
keine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation,  so  gehört 
jede  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  einer  mindestens 
/-gliedrigen  Untergruppe  mit  paarweise  vertauschbaren  infinitesi- 
malen Transformationen  an.^ 

Aus  §  12:  „Enthält  die  r-gliedrige  Gruppe  X^f,  ...^Xrf 
keine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation,  giebt  e& 
ferner  unter  den  Transformationen  (XiXk)  (t,A  =  1,  . . .,  r)  gerade 
r  von  einander  unabhängige,  und  besitzt  endlich  die  charakteristi- 
sche Gleichung  (3)  fUr  allgemeine  Werte  von  i7i}  . . .,  i7r  gerade 
/  versehwindende  und  r — /  von  einander  und  von  Null  ver- 
schiedene Wurzeln,  so  lassen  sich  die  r  —  l  nicht  verschwinden- 
den Wurzeln  als  lineare  homogene  Fiinctionen  von  /  unter  ihnen 
darstellen,  die  Coefficienten  dieser  Functionen  sind  rationale 
Zahlen,  die  Zahl  /  ist  der  Rang  der  Gruppe.*' 

Der  §  12  enthält  noch  weitere  merkwfirdige  Beziehungen 
zwischen   den  Wurzeln    der  charakteristischen  Gleichung.    Von 

24* 
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diesen  Beziehungen  auBgehend,  gelangt  Herr  Killing  in  §  13  zu 
gewissen  linearen  homogenen  Substitutionen  mit  ganzzahligen 
Coefficienten.  In  §  13-15  untersucht  er  diese  Substitutionen  und 
bestimmt  ihre  möglichen  Fortnen;  in  §  16  endlich  zeigt  er,  welche 
Bedeutung  die  betreffenden  Substitutionen  ftlr  die  Gruppe 
X^fj  . . .,  Xrf  haben,  und  gelangt  namentlich  dazu,  die  Beschaffen- 
heit dieser  Substitutionen  f&r  eine  einfache  Gruppe  J[,  ^, . . . ,  Xrf 
festzustellen.  In  §  17  und  18  werdea  die  gewonnenen  Sätze  zur 
Bildung  der  Zusammensetzungen  einfacher  Gruppen  angewandt. 

Das  Endergebnis  der  Killing'schen  Arbeit  ist,  soweit  ich 
sehe,  die  Kenntnis  aller  möglichen  Zusammensetzungen,  welche 
eine  einfache  Gruppe  haben  kann.  Unter  diesen  Gruppen  finden 
sich  solche  Ton  bisher  ganz  unbekannter  Beschaffenheit. 

Alles  in  allem  verdankt  die  Theorie  der  Transformations- 
gruppen den  beiden  Killing'schen  Abhandlungen  eine  wesentliche 
Bereicherung  ihrer  Ergebnisse  und  ihrer  Methoden. 

EL 


F.  FiTTiNG.      Ueber  eine  Klasse   von   Bertthrungstrans- 
formationen.     Dias.  Halle.  37  s. 

Anknüpfend  an  Betrachtungen  Lagrange's  entwickelt  Herr 
Fitting  eine  Abbildung  ,der  Gurven  einer  Ebene  auf  gewisse 
Curven  eines  (n  4- l)-fftch  ausgedehnten  Raumes  /2i,+i.  Er  geht 
aus  von  einer  Schar  von  ao*+*  Kurven: 

der  Ebene  und  wählt  unter  diesen  Curven  diejenigen  aus,  welche 
irgend  eine  Curve  F{x^y)  =  0  in  der  n'*"  Ordnung  bertthren; 
für  1,,  ...,  iU+i  ergeben  sich  auf  diese  Weise  Ausdrücke  von  der 
Form: 

es  entspricht  also  jeder  Curve  F(x,f/)  =  0  eine  gewisse  Curve 
des  (ii  +  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  A^,  ...,iU+i-  Besteht 
zwischen  zwei  Curven  der  Ebene  eine  Berührung  m^  Ordnung, 
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80  berfihren  sieh  die  beiden  entsprechenden  Gurven  des  Rn^i : 

in  der  (m — «  +  !)'*"  Ordnung;  d.  h.  sie  ber&hren  sich  nur  dann, 
wenn  m^n  ist.  Die  hierdurch  definirte  Abbildung  der  Gurren 
einer  £bene  als  Guryen  des  Rn+i  bezeichnet  Herr  Fitting  als 
eine  yollst&ndige  Bertthrungstransformation  n^'  Ordnung,  weil 
Bie  JfQr  n  =  1  eine  Lie'sche  Berührungstransformation  der  ebenen 
Curven  wird,  und  weil  sie  in  naher  Beziehung  zu  einer  Art  von 
Transformationen  steht,  welche  Bftcklnnd  zuerst  betrachtet  und 
welche  der  Unterzeichnete  Berttbrungstransformationen  n^'  Ord- 
nung genannt  hat. 

Bei  der  beschriebenen  Transformation  entspricht*  zwar  jeder 
Curye  der  Ebene  eine  Gurve  des  Rn+h  laicht  aber  umgekehrt; 
Herr  Fitting  stellt  daher  zunächst  die  Bedingungen  auf,  unter 
denen  eine  Gurve  des  Rn+i  bei  der  betreffenden  Transformation 
eine  Bildcnrye  in  der  Ebene  besitzt;  sodann  untersucht  er  die 
Beziehungen,  welche  zwischen  den  n  -f  1  Functionen  9)«  bestehen 
mflssen,  damit  die  Gleichungen: 

Ai  =9.(^,  y,  rf|»--M-5~-)  (t  =  l,  ...,n  +  l) 

eine  yollstandige  Bertthrungstransformation  n^'  Ordnung  dar- 
stellen. Im  zweiten  Teile  seiner  Arbeit  giebt  er  einige  Anwen- 
dungen auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen. 

El. 

Page.     On  the   primitive  groups   of  transformations  in 

Space   of  four   dimensions.    Amerlcao  J.  X.  293-346,    auch  alB 
Dias.  Leipzig. 

Herr  Page  bestimmt  in  dieser  Arbeit  unter  Benutzung  der  von 
Lie  herrflhrenden  Methoden  alle  endlichen  continuirlichen  Trans- 
formationsgruppen  des  vierfach  ausgedehnten  Raumes  ft^,  welche 
.primitiv  sind,  bei  welchen  also  der  R^  nicht  in  eine  invariante 
Schar  von  00'  dreifach,  oder  von  00'  zweifach  oder  von  cx)' 
einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  zerlegt  wird.  Er  be- 
weist, dass  es  nur  11  derartige  Gruppen  giebt.  Aus  seiner  Anf- 
z&hlung   dieser   Gruppen   geht   unter  anderm  hervor,   dass  die 
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allgemeine  projeetive  Gruppe  des  R^  die  einzige  einfache  Gruppe 
dieses  Raumes  ist,  zu  welcher  es  in  einem  Baume  von  weniger 
Dimensionen  keine  gleich  zusammengesetzte  giebt 

Es  hat  sich  mittlerweile  herausgestellt  (Man  vgl.  Berichte  der 
math.  phys.  Klasse,  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W.  1889,  S.  169  f.), 
dass  ein  beträchtlicher  Teil  der  Bechnungen,  welche  Herr  Page 
zur  Erreichung  seines  Zieles  durchgeführt  hat,  erspart  werden 
kann.  Dadurch  wird  aber  das  Verdienst  seiner  Arbeit  nicht  ver- 
ringert; denn  einmal  ist  er  der  erste,  welcher  alle  primitiven 
Gruppen  des  R^  wirklich  aufgestellt  hat,  und  dann  enth&lt  seine 
Arbeit  überhaupt  wichtige  Beiträge  zur  Bestimmung  aller  transi- 
tiven Gruppen  des  R^.  El. 

H.  O.  Wend.  Ueber  ein  mit  der  Differentialgleichung 
^-Y  +  -ß^  +  -^  =  k*f  zusammenhängendes  physikali- 
sches   Problem.      DIbb.  Leipzig.  83  S.  8^ 


Capitel  7. 

Variation  srechnung. 

A.  WiNCKLER.     Ueber   ein  Kriterium  des  Orössten  and 
Kleinsten  in  der  Variationsrechnung.     Wien.  Ber.  xcvil. 

1065-1082. 

Die  gewöhnliche  Methode,    um  die  Bedingungen  zu  finden, 

f(*?  y?y'>  •  •  •  1  y^*0  ^'^ 

Maximum  oder  Minimum  wird,  welche  bekanntlich  die  Kenntnis 
des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung 
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and  die  Untersuchung  des  Vorzeichens  der  von  Legendre  in  die 
Form 


/ 


-(^[Po^  +  Pi^'  +  '"+Pn-l^^'"^^  +  W^''^*äx 


gebrachten  zweiten  Variation  des  Integrals  erfordert,  wird  durch 
die  schon  für  kleinere  Werte  von  n  eintretende  Complication 
erschwert  und  ist  in  den  zahlreichen  Fällen  nicht  anwendbar,  in 
denen  das  erwähnte  allgemeine  Integral  nicht  gefunden  werden 
kann.  Der  Verfasser  bringt  aus  diesem  Grunde  durch  Anwen- 
dung teilweiser  Integration  die  zweite  Variation   auf  die   Form 


/■ 


vermittelst  deren  sich  in  manchen  speciellen  Fällen  auch  für 
grössere  Werte  von  n  die  in  Frage  stehenden  Bedingungen  voll- 
ständig oder  teilweise  ableiten  lassen.  Von  dieser  Form  der 
zweiten  Variation  macht  er  ferner  noch  eine  andere  Anwendung; 
durch  Vergleichung  derselben  mit  der  Legendre'schen  Form 
lässt  sich  nämlich  das  Zeichen  einiger  von  der  willkürlichen 
Function  w  und  deren  Oifferentialquotienten  abhängigen  Integrale 
bestimmen,  was  mit  den  gewöhnlichen  Hülfsmitteln  der  Integral- 
rechnung nicht  ohne  Schwierigkeit  geschehen  könnte. 

T. 


P.  Appell.      Memoire    sur    las   d^blais  et  les  remblais 
des  syst^mes  coutinus  ou  discontinus.     M6m.  Sav.  fitr.  (2) 

XXIX.  No.  3.  208  S.  (1887.) 

Die  mit  dem  Bordin'schen  Preise  für  das  Jahr  1884  ge- 
krönte Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  alten  von  Monge 
(M6m.  de  FAc.  des  sciences  1781)  und  von  Dupin  (Applications 
de  g^omätrie  et  de  m^canique)  behandelten  Aufgabe,  deren  ein- 
fachster Fall  der  folgende  ist.  Es  seien  />,,!>,,...,  £>«  die 
materiellen  Punkte,  die  den  „Abraum'^  (d^blai)  ausmachen, 
Aj,  A„...,A«  diejenigen,  welche  den  „Anraum''  (remblai)  bil- 
den; alle  diese  Punkte  haben  die  nämliche  Masse  m.  Die  Auf- 
gabe   besteht    darin,    jeden    Punkt   Di   des  Abraums  auf  einen 


Siebenter  Abschnitt 

Functionentheorie. 
Capitel  1. 

Allgemeines. 

F.  Schur.     Zur  Theorie  der  aus   n  Haupteinheiten  ge- 
bildeten complexen  Zahlen.    Math.  Ann.  xxxiii.  49-60. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Theorie  der  complexen  Zahlen 
von  einem  neuen  Gesichtspunkte  aus,  indem  er  dieselbe  mit 
Lie's  Theorie  der  Transformationsgruppen  in  Zusammenhang 
bringt. 

Sieht  man  die  Componenten  einer  n-gliedrigen  complexen 
Zahl  als  Goordinaten  eines  Punktes  im  Räume  von  n  Dimensionen 
an,  so  bedeutet  eine  Verknüpfung  (Addition,  Multiplication) 
zweier  complexen  Zahlen  eine  Vorschrift,  welche  aus  zwei  Punkten 
a,  b  jenes  Raumes  einen  dritten  c  ableiten  lehrt.  Hält  man  Ton 
den  beiden  Punkten  den  einen  a  fest,  während  der  andere  6  als 
veränderlich  angesehen  wird,  so  entspricht  jeder  Lage  von  b 
eine  bestimmte  Lage  von  c.  Man  erhält  auf  diese  Weise  eine 
Transformation  des  Raumes,  und  den  verschiedenen  Lagen  von 
a  entsprechend  entsteht  eine  tt-fach  unendliche  Schar  von  solchen 
Transformationen. 

Unter  der  Annahme,  dass  diese  Transformationen  analytisch 
seien,   gilt   nun  der  Satz:   Wenn  die  Transformations-Schar  die 
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identische  TransformatioD  enthält  und  sowohl  dem  associativen, 
wie  dem  commutativen  Gesetze  folgt,  so  lässt  sich  dieselbe  durch 
Einführung  von  neuen  Veränderlichen  in  eine  Schar  von  Trans- 
lationen flberführen.  Nach  Ableitung  dieses  Satzes  betrachtet 
der  Verfasser  diejenigen  Transformations-Scharen,  welche  mit 
der  Schar  der  Translationen  durch  das  distributive  Gesetz  ver- 
knüpft sind.  Die  Bestimmung  dieser  Scharen  wird  auf  die  Auf- 
stellung gewisser  Systeme  von  Constanten  zurückgeführt. 

Hz. 

K.  Beckman.      Om  dimensionsbegreppet  ocb  dess  bety- 
delse  för  Matematiken.     Upsala.  Diss.  79  s. 

Elementare,  durch  strenge  Beweise  begründete  Darstellung 
der  Hauptsätze  aus  der'Theorie  der  ganzen  wie  der  von  G.  Gantor 
eingeführten  transfiniten  Zahlen.  Der  Verfasser  giebt  in  der 
Theorie  der  Mannigfaltigkeiten,  deren  Dimension  eine  trans- 
finite  Zahl  ist,  einige  Sätze  an,  die  sich  den  Untersuchungen 
von  6.  Cantor  genau  anschliessen  und  wenig  Neues  enthaUen. 

Die  gebrochenen,  algebraischen  und  irrationalen  sowie  auch 
die  complexen  Zahlen  werden  durch  exacte  Definitionen  nach 
Kronecker,  Weierstrass,  6.  Cantor  eingeführt  und  die  wichtig- 
sten Sätze  über  continuirliche  Functionen  bewiesen. 

Zuletzt  giebt  der  Verf.  nach  Beltrami  eine  Darstellung  der 
Hauptsätze  der  pseudosphärischen  Geometrie.  Die  Darstellung 
ist  abstract  und  streng.  Bx. 

Adolf  Mktbr.  Om  konvergensomrädet  hos  Potensserier 
af  flere  Variabler,  üpsala.  disb.  36  s. 
Die  Abhandlung  enthält  hauptsächlich  eine  Beproduction 
des  Aufsatzes  des  Verfassers  „Om  Eontinuitet  hos  Konver- 
gensomräden.^  (Stockh.  öfv.  1883)  nebst  einigen  bekannten 
Sätzen  der  Weierstrass'schen  Functionentheorie.  Bx. 


E.  Cesaro.     8ui  concetti  di  limite  e  di  continuitä. 

Rom.  Aco.  L.  Rend.  (4)  IVi.  12-17. 
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BeiraehtuDgen,  um  nach  den  Grondsätzen  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung Zahlen  zu  gewinnen,  welche  ein  Mass  fBr  den 
Grad  der  Discontinnität  in  der  NAhe  eines  Panktes  abgeben 
sollen.  Der  Verfasser  verspricht  sich  hiervon  Nutzen  bei  Unter- 
suchungen Über  die  Differentiirbarkeit,  die  Integrirbarkeit  und 
die  analytische  Darstellbarkeit  einer  Function.  Lp. 


M.  Lbrch.      Ueber  die  Nichtdifferentiirbarkeit  gewisser 
Functionen.    J.  für  Math.  Gin.  126- isa 

Der  Verfasser  untersucht  die  Reihen  von  der  Form    • 

00 

(1)        f{x)  =  2  CyQOs(aynx) 

in  Bezug  auf  die  Existenz  eines  bestimmten  endlichen  Differen- 
tialquotienten. Dabei  bedeuten  a^,  a^j  a,,  ...  ganze  positive 
Zahlen,  von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  es  eine  unendliche 
Beihe  von   einander  verschiedener   ganzer   Zählen   b„  6,,  fr,,  • . . 

giebt;  .f&r  welche  die  Quotienten  -A(f^>p)  ganze  Zahlen  sind. 

Oy 

Die  Cy  sollen  Glieder  einer  absolut  convergirenden  Reihe  aus- 
machen. Zunächst  zeigt  der  Verfasser,  dass  es  unter  den  Func- 
tionen (1)  unendlich  viele  giebt,    die   an  allen   Stellen  von  der 

Form  X  =  -rr-  (wo   a   eine   ganze    Zahl   bedeutet)  keinen    be- 

stimmten  Differentialquotienten  besitzen.  Als  ein  specieller  Fall 
dieser  hier  entwickelten  Sätze  folgt  z.  B.: 

„Giebt  es  unter  den  positiv  vorausgesetzten  Grössen  Oy  un- 
endlich viele,  die  unter  eine  gewisse  Grenze  ^  >  0  nicht  herab- 
sinken, so  hat  die  als  absolut  convergent  vorausgesetzte  Reihe 

JS  -f  C08(ylfra;) 

für  keinen  rationalen  Wert  von  x  einen  bestimmten  Differential- 
quotienten." •     • 

Unter  den  Functionen  (1)  giebt  es  ferner  unendlich  viele, 
welche,  wie  die  bekannte  Weierstrass'sche  Function,  an  keiner 
Stelle  differentiirbar  sind.    So  gilt  z.  B.  der  Satz: 
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„Sind  Po,  p^^  P99  •  •  •  ungerade  ganze  Zahlen,  die  nicht  unter 
eiDer  festen  Grenze  liegen,  und  ist  r  >>  1  eine  positive  Grösse, 
80  wird  die  als  absolat  convergent  vorausgesetzte  Reihe 

f(x)  =  £  ;^C08(a^ Tra?),      (a^  =  Po  Pi  Pi  •••  Vr) 

yslj   C*y 

eine  Function  darstellen,  die  an  keiner  Stelle  einen  bestimmten 
endlichen  Differentiaiquotienten  besitzt.^ 

Auf  den  letzten  Seiten  der  interessanten  Arbeit  giebt  der 
Verfasser  den  Nachweis,  daiss  die  Reihe 

m  =  i  ^^^, 

welche  Ableitungen  aller  Ordnungen  besitzt,  nie  nach  Potenzen 
von  X — x^  entwickelt  werden  kann,  was  auch  x^  sei.  Die 
Grösse  a  wird  als  eine  ungerade  ganze  Zahl  vorausgesetzt. 

Hz. 

R.  Pad£.      Sor    Tirrationalit^    des    nombres    e    et    n. 

Darböux  Ball.  (2)  XII.  144-148. 

Der  Verfasser  beweist  auf  eine  neue  Weise. die  Formeln, 
welche  Herr  Hermite  zum  Nachweis  der  Irrationalität  von  tt,  n^ 
ond  der  ganzzahligen  Potenzen  von  e  aufgestellt  hat  Herr 
Pad^  erhält  diese  Formeln^  indem  er  die  nachstehende  von  Herrn 
Darboux  angegebene  Identität 

auf  die  Fälle 

f(^x)  =  c*  und  f{x)  =  sinrc 
anwendet.  Hz. 


M.  W.  Cbofton*     Note  od  the  application  of  symbolical 
methods  to  the  Solution  of  certain  functional  equations. 

Dublin  Proo.  (3)  L  20-23. 
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Die  Note  giebt  einige  AnwenduDgen  für  den  Gebrauch 
symbolischer  Oper^itoren  bei  der  Behandlung  von  Functional- 
gleichungen.    Nimmt  man  die  Functionalgleichung 

wo  Oy  h  Constanten  sind,  und  setzt  q>(x)  =  ty,  so  gebt  die  Glei- 
chung über  in  tf*^y  =  ay,  mithin  e**^y  =  c*^ay  =  a\  allge- 
mein e^^^ty  =  oTy]  bedeutet  also  f  irgend  eine  rationale  und 
ganze  Function,  so  ist  f(e^^)y  =  f(a)y.  Unter  der  Annahme 
(um  Lösungsversuche  zu  machen),  dass  die  Gleichung  für  alle 
Formen  von  f  gilt,  werden  verschiedene  Anwendungen  gegeben. 
So  erhält  man  für  f(x)  =  logo;: 

hDy  =  loga.y,  y  —  C.a^  =  ip(x). 

Andererseits,  um  eine  Lösung  von  tp{mx)  =  aq>{x)  zu  erbalten, 
m'^y^ay    und,    wie    vorher,    logm.  a;Dy  =  loga.y,    sodass 

loga 


logrn 


q)(^x)  =  Cx^""^"*.  Als  ein  anderes  Beispiel  nehme  man  die  Glei- 
chung g)(mx  +  A)  ^  ög)(x),  die  auch  g>(my  -f  c)  ^  ^v(y  +  c) 
geschrieben  werden  kann,  wenn  y  =  x  —  c,  c  =  «/(l  —  m).  Man 
setze  xp(y)~i  (p(y'\-c)\   da  nun   tp(fny)^  a\p{y)  die  Beziehung 

logg 

\p  (y)  =  Cy  ***»*"  giebt,  so  ist 

loga 

Noch  andere  von  Gleichungen  abhängende  Beispiele,  die  in 
einem  Artikel  desselben  Verfassers  in  L.  M.  S.  Proc.  XIL  ge- 
geben sind,  werden  in  der  Note  behandelt. 

Gbs.  (Lp.) 

J.  RiEMANN.      Sur    une    gönöralisation    du    principe   de 
Dirichlet.     C.  R.  CVl.  123-125. 

In  einer  Ebene,  deren  Punkte  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatenkreuz  bezogen  werden,  sei  ein  Gebiet  S  gegeben,  welches 
von  n  +  1  sich  selber  und  einander  nicht  schneidenden  ge- 
schlossenen Linien  begrenzt  wird.  Es  giebt  nun  stets  eine  Func- 
tion I^(dP,y),  welche  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt:    1)  Sie 
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ist  innerhalb  S  „harmoDisch^.  2)  Sie  nimmt  in  jedem  Punkt 
der  Begrenzung  von  S  einen  Torgesehriebenen  Wert  an,  welcher 
sich  mit  der  Lage  des  Punktes,  abgesehen  Ton  einzelnen  Punkten 
A,  stetig  ändern  soll.  Bei  dem  Durchgang  durch  einen  der 
Punkte  A  soll  der  vorgeschriebene  Wert  einen  endlichen  Sprung 
erleiden.    3)  Sie  bewahrt  in  den  Punkten  A  endliche  Werte. 

Dieses  Existenz-Theorem  bezeichnet  der  Verfasser  als  „ver^ 
allgemeinertes  Dirichlet'sches  Principe.  Den  Beweis  desselben 
stOtzt  der  Verfasser  auf  einen  Satz  des  Herrn  H.  A.  Schwarz. 

Hz. 

J.  RifiMANN.     Sur  le  problfeme  de  Dirichlet.     Aod.  de  räc. 

Norm.  (3)  V.  327-410. 

Die  vorliegende  Abhandlung  enthält  eine  zusammenfassende 
Darstellung  der  Untersuchungen  von  Herrn  H.  A.  Schwarz, 
welche  an  das  von  Bernhard  Riemann  so  genannte  Dirichlet'sche 
Princip  ankndpfen.  Es  handelt  sieh  in  denselben  bekanntlich 
rornehmlich  um  die  Aufgabe,  die  Differentialgleichung  z/u  =  0 
fQr  ein  ebenes  Gebiet  bei  vorgeschriebenen  Randwerten  zu  inte- 
griren,  eine  Aufgabe,  welche  der  Verfasser  als  das  „Dirichlet'- 
sehe  Problem''  bezeichnet.  Des  weiteren  unterscheidet  der  Ver- 
fasser den  Fall  des  „klassischen^  von  dem  des  „verallgemeiner- 
ten'' Problems.  Im  ersteren  Falle  bilden  die  vorgeschriebenen 
Randwerte  eine  continuirliche  Folge,  im  letzteren  erleiden  diese 
Werte  an  einzelnen  Stellen  dQS  Randes  endliche  Sprünge.  — 
Die  Arbeit  ist  in  vier  Abschnitte  eingeteilt.  In  dem  ersten  Ab- 
schnitt werden  die  Eigenschaften  der  in  einem  gegebenen  Ge- 
biete (einschliesslich  des  möglicher  Weise  aus  mehreren  Stöcken 
bestehenden  Randes)  stetigen  Functionen  u  entwickelt,  welche  der 
Gleichung  Ju  =  0  geuögen;  sodann  wird  der  Zusammenhang 
des  Dirichlet'schen  Problems  mit  der  Aufgabe  der  conformea 
Abbildung  ebener  Flächen  aufeinander  dargelegt,  und  endlich 
durch  einfache  Betrachtungen  das  verallgemeinerte  Dirichlet'sche 
Problem  auf  das  klassische  zurQckgefllhrt. 

In  dem  zweiten  Abschnitt  giebt  der  Verfasser  eine  ausführ- 
liche Analyse  einer  Arbeit  von  Schläfli,    in    welcher  es  sich  um 
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die  Abbildang  eines  geradlinigen  Polygons  m(  die  Halbebene 
handelt  Die  Aoseinandersetonngen  des  Verfassers  beziehen  sich 
namentlich  anf  die  Bestimmnng  gewisser  Constanten,  welche  bei 
dieser  Abbildangs-Anfgabe  besondere  Schwierigkeit  bereitet. 
Der  dritte  Abschnitt  enth&lt  die  Combinations-Methode  des  Herrn 
Schwarz  mit  ihrer  Anwendung  auf  die  Lösung  des  Dirichlet'- 
schen  Problems  f&r  den  Fall,  dass  die  Begrenzung  des  gege- 
benen Gebietes  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  regul&ren 
Stacken  analytischer  Linien  zusammensetzt 

Der  vierte  Abschnitt  endlich  beschäftigt  sich  mit  den  Unter- 
suchungen Ton  A.  Harnack,  welche  in  dessen  Buche  „Die  Grund- 
lagen der  Theorie  des  logaritbmisehen  Potentiales*"  (Leipzig  1887) 
niedergelegt  sind.  Hier  wird  das  Dirichlet'sche  Problem  in 
seiner  ganzen  Allgemeinheit  gelöst  auf  Grund  einer  bei  beliebiger 
Begrenzung  gQltigen  Methode  zur  Gonstruction  der  sogenannten 
Green'schen  Function. 

Was  bei  der  Qbrigens  sehr  dankenswerten  Arbeit  des  Herrn 
Verfassers  auffUlig  erscheint,  ist  der  Umstand,  dass  derselbe 
die  mit  Herrn  Schwarz'  Arbeiten  parallel  laufenden  Unter- 
suchungen des  Herrn  Carl  Neumann  nicht  berflcksichtigt,*  ja  die- 
selben nicht  einmal  erwähnt  hat.  Hz. 


P.  DU   Bois  -  Rrtmond.     Bemerkungen  Über 

J.  fär  Math.  CHI.  201-229. 

Der  Aufsatz  ist  ein  Teil  einer  vor  längerer  Zeit  verfassten, 
aber  nicht  veröffentlichten  Abhandlung  tlber  diesen  Gegenstand 
und  besteht  aus  verschiedenen  Bemerkungen  in  Betreff  des 
Dirichlet'schen  Principes. 

1.  Sind  9  und  ^  zwei  Lösungen  von  ^s  =  0,  so  ist 

(.f-c|>+(cS-.S)* 

ein    vollständiges    Differential,   dessen   Integral    über    eine  ge- 
schlossene   Curve   unter   gewissen   Umständen   gleich   Null  ist. 
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Nach  eiDem  bekannten  Satze  i«t  dieses  Randintegral  gleich  dem 
Flftchenintegral,  das  man  erh&lt,  wenn 

über  die  eingeschlossene  Fläche  integrirt  wird,  also  .deshalb  auch 
unter  gewissen  Umständen  gleich  Null.  Der  Verfasser  fragt 
nach  den  Bedingungen,  unter  denen  nach  beiden  Herleitungen 
das  Integral  gleich  Null  ist,  und  findet,  dass  sie  im  wesentlichen 
gleichwertig  sind. 

2.  Zu  der  bekannten  Formel: 

2»,«,,,  =/t(.|^-«|)^+(«|l-.^)., 

(1)  ^  ^ 


Ca  (     ^*        ß^*^ 


wo  (x,  y)  Coordinaten  der  Punkte  der  Randcurve,  ($,  i;)  die  eines 
Punktes  im  Innern  sind,  K  der  Logarithmus  der  Entfernung  von 
(x,y)  und  (1, 71)  und  endlich  ^s  =  0  fflr  das  betrachtete  Gebiet  ist, 
bemerkt  der  Verfasser,  dass  die  Berechtigung,  an  Stelle  der 
Function  z  zweier  Variablen  x^  y  eine  Function  einer  Variable 
$  zu  setzen  und  diese  Function  willk&rlich  sein  zu  lassen,  schon 
das  Dirichlet'sche  Princip,  wenn  auch  nicht  in  seinem  ganzen 
Umfange,  erfordert.  (Vergl.  über  die  Gültigkeit  dieser  Formel 
auch  6.) 

3.  Aus  dem  Cauchy'schen  Satze: 

^         '  2nt  */      ^  — 5  +  «(y  — jy) 

folgen  durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  die  Glei- 
chungen : 


-2nv=/ds(u^-v^). 


Aus  der  ersten  dieser   beiden  Gleichungen  erhält  man  unmittel- 
bar die  unter  2.  angefahrte  Formel  (I),  wenn  man 

einführt  and  partiell  integrirt. 

Fonaehr.  d.  Math.  XX.  1.  25 
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4.  Um  aus  der  Formel  (I)  -^^  zu  elimiDiren,  muss  man  die 

Herleitung  dieser  Formel,  wiederholen,  dabei  aber  nicht  die  Lö- 
sung 2  =  A,  sondern  die  Green'sche  Function  6(1,,  17, ;  $))?)  zu 
Grunde  legen,  die .  am  Rande  (für  1,  =s  x,  37,  =  y)  in  R  Ober- 
geht und  im  Innern  samt  ihren  Ableitungen  stetig  ist;  die  An- 
nahme einer  solchen  Function  ist  nach  dem  Dirichlet'schen 
Princip  gestattet.  Als  Beispiel  giebt  der  Verfasser  die  Green'- 
sehe  Function  f&r  eine  Kreisperipherie. 

5.  Die  nunmehr  folgenden  Bemerkungen  betreffen  s&mtlich 
die  Integration  der  Gleichung  Ja  =  0  f&r  die  Kreisperipberie, 
„für  welche  sich  das  Diricblet*sche  Princip  in  weitestem  Masse 
bewahrheitet  hat^  (vergl.  die  Untersuchungen  der  Herren 
Schwarz,  Prym,  Neumann  und  du  Bois-Reymond  selbst).  Der 
Integralausdruck 

•  '^  '^l — 2«cos(ö— a)+«"         ^         ^ 

wird  hergeleitet  und  alsdann  nach  der  vom  Verfasser  in  Darboux 
Bulletin  (2)  III.  343  (1879)  angegebenen  Methode,  jedoch  auf  kür- 
zerem Wege  als  dort  verificirt,  wobei  sich  zugleich  Gültigkeits- 
grenzen für  die  Formel  ergeben. 

6.  An  den  Unstetigkeitsstellen  yon  f(ff)  wird  auch 

3»     _    1     9» 

unstetig.  Herr  Prym  bat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  eine 
solche  UnStetigkeit  auch  bei  stetigem  f(d)  eintreten  kann;  ja 
nach  Herrn  Weierstrass  ist  es  nicht  statthaft,  aus  der  Stetigkeit 

von  f(0)   auf  die    Existenz   eines    Differentialquotienten  ^^  zu 

schliessen.    Herr  du  Bois-Reymond  untersucht  deshalb  den  Aus- 

druck  lim^.     Die    Ergebnisse  seiner   zu    einem  gewissen  Ab-* 

schluss  gelangten  Untersuchungen  müssen  in  der  Abhandlung 
selbst  nachgesehen  werden.  Sie  sind  von  Wichtigkeit  für  die 
Frage,  innerhalb  welcher  Grenzen  die  Formel  (I)  gültig  ist. 

7.  Statt  zu  verlangen,  dass  s  am  Rande  des  Kreises  in  eine 
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gegebene  Function  f{&)  übergeht,    kann   m&n   allgemeiner   das- 

selbe  von  einer  linearen  Function  yon  s  und    ^-.   fordern.  Herr 

du  Bois-Reymond  giebt  einen  Ausdruck,  der  dies  leistet,  wenn 
man  die  gegebene  Function  um  eine  gewisse  von  ihr  ab- 
hängige Constante  yermehrt.  Er  wirft  dann  die  Frage  auf,  ob 
dasselbe  möglich  ist,  wenn  auf  yerschiedenen  Teilen  des  Kreis- 

umfange«  verschiedene  lineare  Functionen  von  %  und   ^^  gleich 

gegebenen  Functionen  werden  sollen.  Ein  Ansatz  führt  auf 
Gleichnngen  zur  Bestimmung  von  Functionen,  für  welche  der 
Verfasser  den  Namen  Integralgleichungen  vorschlägt.  Ein  ein- 
faches Beispiel  einer  solchen  Integralgleichung  ist: 

^^  9j  X)  V^  bekannt  sind  und  f(x)  ermittelt  werden  soll.  Die 
Behandlung  solcher  Gleichungen  scheint,  wie  Herr  du  Bois- 
Reymond  bemerkt,  „für  die  heutige  Analysis  unQbersteigliche 
Schwierigkeiten  darzubieten.^  St. 


/ 


C.  Neumann.     Ueber  die  Stetigkeit  mehrdeutiger  Func- 
tionen.     Leips.  Ber.  1888.  121*124. 

Der  Verfasser  hat  im  Jahre  1884  in  der  zweiten  Auflage 
seines  Werkes  über  die  Riemann'sche  Theorie  eine  neue  Methode 
entwickelt  zur  Untersuchung  der  Stetigkeit  mehrdeutiger  Func- 
tionen. Da  nun  in  dem  damaligen  Referat  (F.  d.  M.  Bd.  XVI, 
Seite  336)  diese  Methode  nicht  näher  besprochen  ist,  so  dttrfte 
es  wohl  angemessen  sein,  solches  gegenwärtig  nachzutragen  und 
den  Grandgedanken  dieser  Methode  durch  das  folgende  (vom 
Verfasser  im  vorliegenden  Aufsatz  mitgeteilte)  einfache  Beispiel 
zu  veranschaulichen. 

Die  Function  f(^i)  sei  auf  der  2-Ebene  innerhalb  eines  gege- 
benen Gebietes  9  eindeutig  und  stetig;  und  Gleiches  gelte  inner- 
halb 91  auch  von  f  (2).  Alsdann  wird  bekanntlich  f(a)  selber, 
und  ebenso  auch  f{*)—c^    innerhalb  91  immer  nur  in  einzelnen 

25* 
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Punkten    verschwinden    können.     Dabei    soll    c,    eine  gegebene 
Coustante  vorstellen. 

Einer  von  diesen  einzelnen  Punkten,  in  denen  f{&) — c,  inner- 
halb 9  verschwindet,  mag  s,  heissen.  Es  soll  untersucht  werden, 
wie  z^  sich  ändert,  falls  man  c,  sich  ändern  lässt 

Man  construire  innerhalb  9[  die  Kreisfläche  («j,«),  d.  h.  eine 
Kreisfläche,  deren  Gentrum  in  x,  Hegt,  und  deren  Radius  =  « 
ist.  Dabei  soll  e  einen  beliebig  gegebenen  Kleinheitsgrad  vor- 
stellen. Jedenfalls  aber  soll  e  so  klein  sein,  dass  in  Erstreckung 
der  Fläche  (»,,«)  die  Function  fCz)  — c,  nur  allein  in  «,  ver- 
schwindet. Alsdann  wird  also  z.  B.  am  Rande  dieser  Fläche 
f(a)  — c,  durchweg  +  0,  mithin  mod  [/"(»)— cj  durchweg  >  0 
sein.  Folglich  wird  eine  positive  Constante  2^  angebbar  sein, 
der  Art,  dass  fUr  alle  Punkte  2  dieses  Randes  die  Formel  statt- 
findet: 

(1)         mod[f(»)  — cj>2^;  am  Rande  von.(»,,c). 

Es  sei  nun  c  irgend  eine  neue  Constante.     Alsdann  folgt  aus 

der  identischen  Gleichung 

A*)-c  =  [f(Ä)-cJ  +  [c.-c] 
sofort: 

mod  [/*(»)  —  c]  >  mod  [f(z)  —  c,  ] — mod  [c,  —  c]. 

Bringt  man  diese  Formel  in  Anwendung  auf  den  Rand  der  Fläche 

(iSpf),  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (1): 

(2)      mod[f(a)~  c]>  2^  — mod[Ci  — c];  am  Rande  von  (a,,«). 

Unterwirft  man  jetzt  jene  neue  Constante  c  der  Bedingung: 

(3)  mod[c  — cj<^, 
so  erhält  man  aus  (2): 

(4)  mod  [/"(jb)  —  c]  >  ^ ;  am  Rande  von  (»,,«). 

Mit  andern  Worten:  Unterwirft  man  c  der  Bedingung  (3), 
lässt  man  also  diese  Cojistante  c  auf  der  c-Ebene  innerhalb  des 
Kreises  (c,,^)  beliebig  variiren,  so  wird  dabei  der  Nenner  des 
tiber  die  Peripherie  von  (äj,«)  erstreckten  Integrals 

(5)  -J-   /'^1M_ 

niemals  0  werden  können.    Folglich  wird  dieses  Integral  während 
jener  Variation  nur  in  stetiger  Weise  sich  ändern  können,  und 
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daher,  weil  es  stetiger  Aenderungen  unfähig  ist,  constant  bleiben. 
Dass  nämlich  dieses  Integral  stetiger- Aenderungen  unfähig  ist, 
ergiebt  sich  aus  einem  bekannten  Gauchy'schen  Theorem,  dem- 
zufolge der  Wert  des  Integrals  die  Anzahl  der  elementaren  Null- 
punkte der  Functionen  f(&) — c  innerhalb  der  Fläche  (Spc)  reprä- 
sentirt;  so  dass  also  der  Wert  des  Integrals  immer  nur  eine 
ganze  Zahl  sein  kann. 

Mit  RQcksicht  auf  dieses  Gauchy'sche  Theorem  ist  übrigens 
der  soeben  über  die  Constanz  des  Integrales  (5)  ausgesprochene 
Satz  offenbar  auch  so  ausdrückbar:  Lftsst  man  c  innerhalb  des 
Kreises  (c,,^)  beliebig  variiren,  so  wird  dabei  die  Anzahl  der 
innerhalb  (2|,0  vorhandenen  elementaren  Nullpunkte  der  Func- 
tion f(fi)'-c  constant  bleiben.  Es  werden  mitbin,  während 
dieser  Variation,  diejenigen  Nullpunkte,  welche  zu  Anfang 
innerhalb  des  Kreises  («,, «)  vorbanden  waren,  innerhalb  dieses 
Kreises  verbleiben,  und  auch  keine  neuen  zu  denselben  hinzu- 
treten. 

Bezeichnet  man  also  die  innerhalb  des  Kreises  (s^,  e)  vor- 
handenen elementaren  Nullpunkte  von^(Ä)  — c  mit  is',*'!, ...,  ä(*\ 
so  werden,  so  lange  c  innerhalb  (c^^)  bleibt,  die  Moduln  der 
Grössen 

ä'  — »,,  »"  —  »,,  ...,  a^*^~», 
durchweg  <«  bleiben.     Folglich  sind  »',»",  ...,  «^*^  stetige  Func- 
tionen von  c,    Ueberdies  erkennt  man  leicht,  dass  »',»",  ...,a^»> 
für  c  =  Cj  in  a^  übergehen,   und   gelangt-  daher   zu   folgendem  i 
Satze: 

Es  seien  f{fi)  und  f*{z)  auf  der  s-Ebene  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Gebietes  81  eindeutig  und  stetig.  Ferner  sei  s,  ein  ge- 
gebener Punkt  innerhalb  91,  und  f(ji^)  =-  c,.  Betrachtet  man 
alsdann  die  Wurzeln  z  der  Gleichung  f(z)  =  c,  so  werden  diese 
Wurzeln  Functionen  von  c  sein.  Und  zwar  werden  diejenigen 
dieser  Wurzeln,  welche  für  c  =  c,  den  Wert  »,  besitzen,  Func- 
tionen von  c  sein,  die  (auf  der  c-Ebene)  im  Punkte  c,  stetig 
sind. 

Uebrigens  ist  die  hier  in  Kürze  angedeutete  Methode  vom 
Verfasser  in   dem   genannten  Werke  nicht  nur  auf  Gleichungen 
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Yon  der  Form  f(i)  =  c,  Bondern  auch  auf  Gleiehon^en 
allgemeinem  Form  ^(s,  c)  *=  0  angewandt  worden. 


F.  GiUDiCB.     8opra  la  determinazione  di  fanzioni 
variabile  defiuite  per  mezzo  d'un'  eqnazione    co 

variabili.      Palermo  Rend.  II.  28-36. 

Wenn  die   Function   g>(^x)  in   einem   gegebenen     I^d 
differentiirbar  ist  und  die  Functionalgleichung  befriedigt 

80  ist  notwendig  in  jenem  Intervalle 

g)(rr)  =  (1  +  X)*, 

wo  h  eine  Constante  bedeutet.  Diesen  Satz,  sowie  ähnliche 
kannte  Sätze  leitet  der  Verfasser  auf  bekanntem  Wege  ab. 
knOpft  daran  die  Bemerkung,  dass  die  Reibenentwickelun^ 
arcsino?  sieb  aus  dem  Additionstheorem  in  der  Form 


^(^+^f^+^- ?-+•••) 


23     '  2.4    5 

ergiebt,  wo  A  eine  Constante  bezeichnet,  welche  Y0*ki  der  M| 
einheit  der  Winkel  abhängt.  Uz. 


Ratner.     Ueber  eine  Eigenschaft  gewisser  linearer  ir] 
dnctibler  Differentialgleichungen.   Math. add. xxxii.5e6:i 

Die  Arbeit  bezweckt  die  Erweiterung  der  von  Herrn  Hurw 
in  seiner  Abhandlung  „Ueber  arithmetische  Eigenschaften  zwisch 
transcendenten  Functionen*"  (Math.  Ann.  XXII,  F.  d.  M.  X 
1883.  329)  entwickelten  Sätze  bezüglich  der  Integrale  der  6k 
cbung  azy*'  =  W  +  V  ^^^  Integrale  von  Differentialgleichung! 
höherer  Ordnung. 

1.  Es  sei  die  irreductible  Differentialgleichung 

(1)      Pn-i(»)y^"^  =  '^«-<*)y^"-^>+-  +  ^,(*)y"+''o  (»)»'  +  *  = 

gegeben,  wobei  die  Functionen  Pk^x,)  ganz  und  ganzzahlig  ud 
höchstens  vom  Grade  k  sind;  ferner  seien  9>i(s),7,(s),  •  •.,7»( 
n  willkürliche  ganze  und  ganzzahlige  Functionen,  so  lassen  sie 
in  diesem  und  nur  in  diesem  Falle  n   andere   ganze  und  gaos 
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?e     Fanetionen    tp,  (»)»•••»  ^n (0    so    definiren,    dass    die 
hang^ 

edigt  ^wird,  ^^nrenn  y  ein  Integral  der  Gleichung  (1)  ist.  Die 
>nd  hGehstens  vom  Grade  m  +  M  — 1,  wenn  die  ff  den  Grad 
icht  fiberstelgeD. 

2.  Wenn  fQ^  eine  ganze  und  gaozzahlige  Function  vom 
- 1)***  Grade  und  A  der  CoefGcient  von  ä''+^  in  f(»)  ist,  dann 
rehen  die  Relationen 


/ 


(x  =  O,  1,  . . .,  «  — 1;    A  =  0, 1,  2,  . . .,  y). 

»\!k,m\  . .  .,  Sa(«,m)  bedeuten  ganze  und  ganzzahlige  Functionen 
i'Q  s,  9a(«,mX  ...,  *a (»,»»)  ebensolche  von  höchstens  dem  r*«° 
»rade.  —  Unter  der  weiteren  Annahme,  dass  f{%)  weder  mit 
'(')  noch  mit  Pn—\Qt)  einen  Teiler  gemein  hat,  wird  bewiesen, 
lafis  die  Belationen 

•  •  •  ■  • 

■  •  ■  *  • 

•  ■  •  •  • 

für  jedes  js  nar  dann  bestehen  können,  wenn  alle  Coefficienten 
f«, . .  -,  c,(y4.i)— I  Null  sind. 

&\iB  diesen  Sätzen  wird  durch  Anwendung  einer  von  Herrn 
Uorwitz  herrObrenden  Schlussweise,  indem  in  (2)  n  =  3,  y  =  0 
^e«etzt  wird,  noch  das  Resultat  gewonnen : 

Die  beständig  convergente  Reihe 

y  =  »     «(l  +  a,»  +  a,Ä'4-— )i 
welche  ein  particoläres  Integral  der  Gleichung 
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ist,  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  fOr  keinen  rationalen  Wei 
9  die  Verhältnisse  y':y  und  y'':y  gleichzeitig  rational   sind« 

•  Hr 

A.  HüRWiTz:    üeber  arithmetische  Eigenschaften  gevr 
transcendenten   Functionen.     Math.  Anu.  XXXII.  583-5-7 

Im  Anschluss  an  die  vorstehend  besproehene  Abbanc 
des  Herrn  Ratner  giel)t  Herr  Hurwitz  einen  neuen  höchst 
fachen  Beweis  des  in  der  früheren  Arbeit  (Math.  Ann.  X 
222,  F.  d.  M.  XV.  1883.  329)  aufgestellten  Satzes,  dass 
jeden  von  Null  verschiedenen  rationalen  Wert  von  j»  der  \ 
von  y*:y  irrational  ist,  wenn  y  die  Reihe 

-14.J-     .         1         ^'    I  2  .       *^    I 

y  -  i-t-  ^  Ä-t-  i,Q,_^^^  2:  "*"   b(b  +  aXb  +  2ä)    3! 

bedeutet.  Dieser  Satz  erscheint  nun  als  ein  ganz  Bpecieller  F 
des  folgenden  allgemeinen  Satzes:  „Die  beständig  convergir^i 
Reihe 

genOge  folgenden  Bedingungen :  1)  Sie  convergire  so  stark,  d« 
für  jeden  Wert  von  ä  der  absolute  Betrag  von  A"y<">  mit  wachse 
dem  n  unter  jede  Grenze  sinkt,  wenn  k  eine  beliebig  gross,  abi 
fest  gewählte  Zahl  bezeichnet.  2)  Sie  befriedige  eine  Differeot» 
gleichung  (r-f  1)**'  Ordnung  von  der  Gestalt : 

wo  9>,  9>n  •••)  9>o  g&Q^G  ganzzahlige  Functionen  von  s  bedeute» 
Dann  ist  stets  mindestens  eines  der  Verhältnisse  2^: y':...:jr('')  irra 
tional.  wenn  is  einen  rationalen  Wert  erhält,  für  welchen  tp  nid 
verschwindet."  Der  Satz  bleibt  gültig,  wenn  man  unter  einei 
rationalen  Zahl  im  erweiterten  Sinne  jede  Zahl  von  der  Föns 
^i-f  vj/— m  versteht,  wo  fi^v  rationale  Zahlen  im  gewöhnlichen 
Sinne  sind  und  m  eine  beliebig,  aber  fest  zu  wählende  positive 
ganze  Zahl  bedeutet.  Als  eine  Folgerung  aus  dem  angefUhHer 
Satze  wird  zum  Schluss  noch  folgender  Satz  aufgestellt: 
Die  Reihe 

„  _  1 ,  f(o) , ,  mm  »*  ,  mrwm  »*  ,  . 

^  "     "*"  9(0)  '"^^  j/(0)Kl)  1.2  "^  9(0)gO)9(2)    3!  +  "  ' 
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)  f{x)  ond  9(a^  zwei  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  den 
en  resp.  <c  r  and  r  sind,  mit  der  Einschränkung,  dasd 
=  0  und  gQMT)  =  0  nicht  durch  eine  positive  ganze  Zahl 
Null  befriedigt  werden,  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  min- 
Ds  eines  der  Verhältnisse  y:y':...:y^''^  irrational  ist,  wenn  as 
ron  Null  verschiedener  rationaler  Wert  beigelegt  wird. 

Hr. 

ViVANTi.      Sülle   fanzioni  ad   infiniti   valori.     Palermo 

;eBd.  IL  135-138,   150-151. 

PoiNCARB.     Sar  une  propri^tä  des  fonctions  analytiques. 

'alenoo  Bend.  II.  197-200. 

Die  Werte,  welche  eine  unendlich  yieldeutige  Function  für 
.'Q  bestimmten  Wert  der  Veränderlichen  annimmt,  bilden  eine 
oge,  der  im  Sinne  des  Herrn  6.  Cantor  eine  gewisse  „Mächtig- 
1*  zukommt.  Diese  Mächtigkeit  nimmt  Herr  Vivanti  als  Ein- 
gangs-Grand  f&r  die  yieldeutigen  Functionen,  welche  dem- 
tipreehend  in  verschiedene  Klassen  zerfallen.  Bilden  jene 
mctionswerte  eine  Menge  ***'  Mächtigkeit,  so  wird  die  Function 
f  V^  Klasse  zugerechnet.    Es  besteht  nun  der  Satz : 

Eine  analytische  Function  ist  stets  eine  Function  erster 
iMse;  oder,  was  dasselbe  besagt:  Nimmt  eine  analytische 
anetion  f&r  einen  bestimmten  Wert  des  Argumentes  unendlich 
tele  Werte  an,  so  lassen  sich  dieselben  eindeutig  umkehrbar 
^T  Reihe  der  ganzen  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .  zuordnen. 

Herr  Viranti  bemerkt,  dass  ihm  dieses  Theorem,  dessen 
aUtcT«  er  vermutete,  von  Herrn  6.  Cantor  mitgeteilt  worden 
't.  Der  Beweis,  welchen  Herr  Vivanti  von  diesem  Theoreme 
n«br,  ist  indessen  nicht  einwurfsfrei,  da  derselbe  die  stillschwei- 
mit  and  durchaus  nicht  zutreffende  Voraussetzung  macht,  dass 
^Q  jeder  ?ieldeatigen  analytischen  Function  eine  Riemann'sche 
V^klie  gehöre,  deren  Blätter  in  gewissen  Punkten  (Verzweigungs- 
punkten) zusammenhängen. 

^^egen  erscheint  dem   Referenten    der   Beweis,    welchen 
flfrr  Poincarö  von  demselben  Satze  liefert,  einwurfsfrei.     Dieser 

Beweis  beruht  auf  einem  einfachen  und  unmittelbar  einleuchten- 
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den  .Gedanken.  Läset  man  nämlich  die  Werte  einer  Fofl 
in  der  Weise  des  Herrn  Weierstrass,  darch  die  Fortsei« 
einer  Potenzreihe  entstehen,  so  erhält  man  schon  alle  Weil 
Function,  wenn  man  nur  diejenigen  Fortsetzan^en  betra 
deren  Mittelpunkte  rationale  Coordinaten  haben.  Aus-  dem 
Stande,  dass  diese  Fortsetzungen  eine  abzählbare  Mannigp 
keit  bilden,  folgt  dann  leicht  der  zu  beweisende  Satz. 

Hz. 

V.  VoLTBRRA.     Sulle  funzioni   analitiche  polidrome. 

Born.  Aco.  L.  Rend.  (4)  IV,.  355-362. 

Die  Betrachtungen  des  Verfassers  stimmen  im  w^eseotlii 
mit  denen  der  Herren  Viyanti  und  Poincarä  flberein.  Ober  we 
das  vorstehende  Referat  berichtet.  Doch  ist  die  Arbeit  des  ^ 
fassers,  welche  sich  durch  GrQndlichkeit  auszeichnet,  offen 
unabhängig  von  den.Publicationen  der  Herren  Viyanti  und  Peine 
entstanden.  Hz. 

G,  ViVANTi.     Nuove  ricerche  sulle  funzioni  intere. 

Bau.  G.  XXVI.  303-314. 

Diese  Note  schliesst  sich  an  frühere  Arbeiten  deaaelben  V 
fassers  an  (vergl.  F.  d/  M.  XVH.  1885.  374,  XIX.  1887.  3y 
Es  handelt  sich  namentlich  um  Sätze,  welche  gewisse  Beziehung 
zwischen  einer  transcendenten  ganzen  Function  und  ihrer  A 
leitung  aussprechen.  Als  Beispiel  möge  der  folgende  Satz  diene. 
„Wenn  f(%)  eine  einfache  Function  vom  Oeschlechte  m  ist,  der< 
Nullstellen  sämtlich  reell  sind,  und  welche  fQr  is  =  0  verschwinde 
wenn  ferner  p  die  ungerade  unter  den  beiden  Zahlen  m  uo 
m  + 1  bezeichnet,  so  sind  die  Argumente  der  imaginären  Xul 
stellen  von  f\ii)  sämtlich  in  den  folgenden  Interyalleo  eol 
halten : 

(2Ä_l)^...2X-^;-(2X-l>^...-2Ä-^(i=l,2,...,^) 

Den  Schluss  der  Note  bilden  einige  ähnliche  Sätze  Ober  Quo 
tienten  ganzer  Functionen.  Wegen  der  Terminologie  vergleiche 
man  die  oben  citirten  Referate.  Hz. 
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ViTANTi.  Sülle  fiiDzioiTi  definite  da  un'  equazione 
Igebrico-differenziale  del  primo  ordine.     Aonali«di  Mat. 

D  XVL  117-136. 

Der  grösste  Teil  dieser  Arbeit  ]8t>  der  Aufsuchang  derjenigen 
ooalen  Fanctioneu  w  =  R(z)  gewidmet,    welche   einer  gege- 

en  algebraischen   Differentialgleichung  f  f -r— ,  «?,  aj  =  0  ge- 

;en  können.     Dabei  werden  drei  Fälle  unterschieden:  f  enth&lt 

entweder  nur  — r— , »;  oder  2)  nur  -j- ,  w;    oder  3)  alle  drei 

ussen.  Es  zeig^  sich,  dass  man  in  allen  drei  Fällen  durch 
e  endliche  Anzahl  rationaler  Operationen  jene  Integrale 
=  B(9)  bestimmen  kann.  Bei  Behandlung  des  dritten  Falles 
^rden  auch  die  Bedingungen  dafQr  aufgestellt,  dass  der  Diffe- 
DtialgleiehuDg  genttgt  wird  durch  eine  algebraische  Function 
&es  Iranseendenten  Aberschen  Integrals,  oder  durch  eine 
aoction  I7(^(s)),  wo  das  Symbol  U  die  inverse  Function  ein^s 
UReendenieii  Aberschen  Integrals,  und  A(z)  eine  algebraische 
uoedoD  bedeutet.  Zum  Schlüsse  werden  einige  Differential- 
leichuDgen  betrachtet,  welche  auf  Functionen  mit  mehr  als  zwei 
Anoden  ffthren,  wie  sie  von  Herrn  Ca^orati  (Acta  Math.  VIII, 
?!  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  353)  untersucht  worden  sind. 

Kuf  Seite  129  der  Arbeit  findet  sich  das  offenbar  unrichtige 

rbeorem:  Jede  Differentialgleichung  —z f  Cv,  «)  ==^  0,    wo   /" 

az 

eine  ganze  ratianale  Function  ohne  einen  von  s  unabhängigen 
Factor  ist,  besitzt  ein  in  der  ganzen  is-Ebene  holomorphes  In- 
tegral.    p.  6. 

V.  VoLTERRA.     Sulla  teoria  delle  equazioni  differenziali 

lineari«    Palermo  Read.  II.  69-75. 

lü  dieser  Notiz  werden  die  Anwendungen  des  Infinitesimal- 
kalkfilg  auf  Substitutionen  mit  veränderlichen  Elementen  (vergl. 
^ie  beiden  Abhandlungen  des  Verfassers:  „Sui  fondamenti  della 
teoria  delle  equazioni  differenziali  lineafi",  Nap.  Mem.  (3)  VI, 
^^i  „Solle  equazioni  differenziali  linear!^,  Rom.  Acc.  L.  Send. 
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(4)  lU;  F.  d.  M.  XIX.  1887.  299  ff.)  fortgesetzt.  OJe  Aiisdel 
des  a.^.  0.  aufgestellten  Integrationsbegriffs  auf  Substitutfi 
deren  Elemente  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen 
führt  zu  einem  Analogon  des  Cauchy'scben  Integrulsatzes 
zum  Begriff  des  Residuums  einer  Substitution.  Sodann  \xt 
Substitutionen  betrachtet,  deren  Elemente  eindeiitig-e  Fancti 
des  Ortes  auf  einer  Riemann'schen  Fläche  sind;  die  Inte« 
nach  rechts  oder  links  von  diesen  Substitutionen  heissen  li 
Abersche  oder  rechts- Abel'sche  Substitutionen.  Ausser  dl 
werden  auch  Substitutionen  betrachtet,  die  sich  ergreben,  m 
man  eine  rechts-Abel'sche  Substitution  mit  einer  links- Aber^c 
zusammensetzt,  und  solche,  die  entstehen,  wenn  man  eine  S 
stitution  mit  eindeutigen  Elementen  vermittelst  einer  links-At 
sehen  Substitution  transformirt.  Auf  die  Einzelheiten  näher  i 
zugehen,  ist  hier  nicht  möglich;  die  Theorie  der  linearen  Di 
rentialgleichungen  wird  ttbrigens,  wie  wir  bemerken  wollen,  oi 
berührt.  P.  G. 


V.  VoLTERRA.      Sopra    una    estensione    della    teoria 
Riemann  sulle  funzioni  di  variabili  complesse.    II,   II 

Rom.  Acc.  L.  Read.  IV.  107-115,  196-202. 

Fortsetzung  und  Schluss  einer  Arbeit,  Über  deren  Anfai 
am  geeigneten  Orte  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  414-415)  referirt  wo 
den  ist;  dort  werden  alle  Bezeichnungen  erklärt,  von  welche 
wir  jetzt  Gebrauch  machen  werden. 

Der   invariante   Ausdruck  dM  =  D^dx-^D^dy  +  D^dii  kaD 

von  zweierlei  Art  sein;   entweder   nämlich   existirt  eine  soleli 

Function  -y^  ^^^  -^dlf  ein  exactes  Differential  ist,  oder  nichi 

Erster  Fall.  dM  =  Adju.  Ist  O^  eine  solche  Linienfunetioo 
dass: 

wo: 
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ann  man  eine  solche  Function  0,  angeben,  das«: 


897 


i' 


d(y,  %)  dy    di         di    dy ' 

d(»,  a;)  '        d(x,  y) 

nun  <D,  eine   Function  von  derselben  Beschaffenheit  wie  (Z)., 
i  setzt  man: 


ö,  Ix,,  9, 


«"n  Z, 


>  findet  man  folg^ende  Gleichung,  welche  der  Green'schen  Glei- 
luag  analog  ist: 


i]       fxH^,^,dS 


t 


C08itjs/da 


-All.  [s-^^^^J + 1[^^*] + 1  [^-^i^]!  -  > 


ferner: 


/^ö«*»,*,^  =    /ö,(ai,co8#i«  +  ;t, cosiiy  4-^,C08«J5)da  =  /  0^—^da 


da 


ö,  (»,  cosfu;  +  jf, cosny  +  p, C09ni)da  =  /  ö,  -^-^  da. 

o  a 

X^  der  Gleichang  (^)  ergiebt  sich  der  folgende  Satz : 
GenOgt  die  reelle  Linienfunction  V  den  Bedingungen: 
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da?  L  D,  J  ^  9y  l  I>, 


'^  "öT  l  Di  I " 


dV  dV        ^     dV 

'  d{y%)  *  d(»«)         *  d(xy) 

und  sind  ihre  Werte  für  alle  auf  der  Begrenzung  a  des  Bereii 
iS  liegenden  Linien  bekannt,  so  ist  ^  ftlr  jede  ^eBchloss 
Linie  des  Bereiches  S  vollständig  bestimmt.  Der  Bereich  ^  i 
dabei  die  folgenden  Bedingungen  erfüllen:  er  lieg*!  inoerh 
des  Bereiches  T,  in  welchem  die  Linienfunctionen  Oberhai 
definirt  sind,  und  kann  von  der  Bewegung  eines  einfacb  i 
sammenhängenden  Teiles  der  Fläche  /u  =  const.  erzeag*!  werd<| 
ferner  soll  l  sein  Vorzeichen  innerfialb  S  nicht  ändern,  i 
folgt  aus  diesem  Satze,  dass  eine  mit  F  verbundene  Linienfar 
tion  in  einem  Bereiche  S  vollständig  bekannt  ist,  wenn  der  Wc 
ihres  reellen  (oder  imaginären)  Bestandteils  für  jede  auf  d{ 
Begrenzung  von  S  liegende  Linie  gegeben  ist. 

Wenn  (Z>, +^<^9  =  ^  eine  mit  F  verbundene  Linienfunctio 
ist,  so  befriedigen  beide  zugehörige  Functionen  0^^  0^  dieselb 
Differentialgleichung : 

"öT  LT (*»' ö^  +  ^"  "5^  +  ^»' "öt)] 

^    dy  LA  ^'^«»  dx  ^^"  dy  ^    «  ös  Jj 

und   auf  einer   beliebigen   Fläche,    deren   Linienelement  durch 

yjPdM'+  2Fdudv  +  Gdv*  bezeichnet  werden  möge,  ist: 

dO,  ^         1  d(g„  f,)        d<P,  1  d(g,,  fi) 

.  da         yEG—P    d{Uyv)  '    *  da         yEG-F*    d(u,  v) 

Steht  ti  in   derselben  Beziehung   zu  Fi   wie  (?,*   zu  <D,-,    und  be- 
zeichnet G  eine  endliche,   stetige  und  eindeutige  Function  ihrer 
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tente,  so  findet  man: 

L  L 

die  Begrenzang^  von  a  ist  Dadurch  ist  uns  das  Mittel 
en,  Linienfanctionen  zu  bilden.  Nimmt  man  nämlich  drei 
.'he,  stetige  und  eindeutige  Functionen  1^,  <„  ./i  von  x^  y,  % 


ier  Art  an,  dass      .V^  ^'  \^  $  0,  und  eine  ebensolche  Func- 

G  TOD  ^  =  1^  4-  ti,,  ^,  ferner  eine  beliebige  Linie  L,  so  sind 
'olgendermasaen  definirten  Functionen  F,  <2>: 

F  =  F|[L]|   =/cdfi,     a)=0|[L]|=/Grf^ 

L  L 

Eliemann'schen  Sinne  mit  einander  verbunden. 
Zweiter  Fall.     Setzt  man: 

0  i  eine  nnbestimmte  Function  ist,  und  bestimmt  man  zwei 
A^etvonen  9^,  9,,  welche  die  Bedingungen: 

^Hen,  was  auf  ein  Problem  der  Variationsrechnung  fahrt,  so 
*ttie\i  die  Flftchenableitungen  ..  '  =  cd,,  ...  der  unbekannten 
^vLnetionen  (Z>,,  (D,  durch  die  Gleichungen: 


'«» 


a> 
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gegeben,    wo   ersteDS   a  ="  1,   /?  =  2,    dann   a  =r  2,   /?  =  i    zu 
setzen  ist. 

Sind  die  Werte  von  g),,  q>^  anf  der  Begrenzung  eines  Be- 
reiches S  gegeben,  so  sind  0^  und  (2>,  in  S  vollständig  bestimmt. 
Sind  die  Werte  einer  mit  F  verbundenen  Linienfunction  fHr  jede 
auf  der  Begrenzung  liegende  Linie  bekannt,  so  ist  sie  im  ganzen 
Bereiche  bestimmt 

Indem  wir  jetzt  die  Einteilung  in  zwei  FftUe  aufgeben, 
kommen  wir  auf  die  Theorie  der  Derivation  und  Integration  der 
mit  einander  verbundenen  Linienfunctionen.  Wir  werden  immer 
die  Linienfunctionen .  mit  grossen,  die  gewöhnlichen  (reellen  oder 
complexen)  Functionen  der  drei  Variabein  x,  y,  %  mit  kleinen 
Buchstaben  bezeichnen. 

Eine  Linienfunction  F  und  eine  Function  f  hehssen  mit  ein- 
ander verbunden,  wenn: 

dF     df    ^      dF      df    ^      dF     df        ^ 


d(yi)  dx       dQix)    dy         d(iiy)   9« 

Ist  f  mit  F,  F  mit  0  verbunden,  so  ist  f  mit  (2>  verbunden. 
Sind  /*,,  /*,,  ...,  fn  mit  einer  und  derselben  Linienfunction  F 
verbunden,  so  heissen  sie  mit  einander  verbunden^  sie  erfbllen 
die  Gleichungen: 

(B)         -^piAI^^o  (•,r,i=l,2,...,n). 

Ist  <t>  mit  f  verbunden,  so  kann  man  eine  solche  Function  (p 
angeben,  dass: 

dO    ^    d(f,  y)  d0    ^   d(f,  q>)  dO    ^    d{f,  y) 

rf(y»)         d(y,  z)   '      d{%x)         d(»,  x)  '     d{xy)         d(x,  y)  ' 

(p  ist  mit  0  und  folglich  mit  f  verbunden.  Man  sagt  dann, 
dass  0  zu  f^  q>  „conjugirt"  ist,  und  dass  umgekehrt  f  und  tp 
zu  0  conjugirt  sind.  Der  Wert  von  0  für  irgend  eine  Linie  L 
ist  dann  vermittelst  f  und  q>  durch  die  folgende  Formel  gegeben : 

0\[L]\=Jg>df,       . 

L 

Sind  F,  0   mit   einander  verbunden,   und   ist  a  eine  beliebige 
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.  SO  ist: 


da 


^=  —  =  :^  =  ±' 


dF         p         q         r  ' 


da 


*   VerhSitnis     wird    durch    -7^   dargestellt  und  als  dte  „Ab- 

\z  TOQ  <D  nach  F"*  bezeichnet.    Diese  Ableitung  ist  eine  ge- 
liehe  Function,   welche  mit  O  und  F  verbunden  ist. 
Ut  a  eine    geschlossene  Fläche,,  innerhalb  welcher  die  mit 
ider   Terbundenen  Functionen  f  und   F  keine    Singularität 
G.  so  ist: 

fdF  =  0. 


/ 


/ 


a 


=  0. 


?'^  Gleichung,  welche  die  Verallgemeinerung  des  Cauchy*schen 
Lt^  bildet,  kann  auf  eine  andere  Form  gebracht  werden.  Es 
"^^  ^i^  7)1  •-•  ™i^  einander  verbundene  Functionen,  und  sei  O^ 
q»  \md  <p,  conjugirt.     Ist  dann  ti,  0  ein  Coordinatensystem 

t"  (T,  und  setzt  man  -^  du  =  d,  —  de  =  d^    so   ist   die   ange- 

üt€te  Form: 

d(pi,  d(fs 

ie  von  Morera  (Un  teorema  fondamentale  nella  teorica  delle 
inzioni  di  una  variabile  complessa,  Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XIX. 
-^307;  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  338)  gefundene  Umkehrung  des 
auchy'schen  Satzes  kann  gleichfalls  auf  unsere  Functionen  aus- 
dehnt werden. 

^  folgt  aus  dem  Cauchy'schen  Satze,  dass,  wenn  L^  eine 

WBStante  Linie  darstellt,  j  fdF  eine  Function  (D\[L]\  der  Linie 

I  '  d0 

^  ^^t,  welche  mit  F  verbunden  ist.     Man  hat  ferner    -j^  =  f, 

dt 

"  dass  Integration   und  Derivation   sich   gegenseitig  aufheben. 

*'^  f  la  f,  9  conjugirt,  so  ist: 

^■^h.  d.  llAth.  XX.  l,  2G 
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Die  besprochenen  Untersuchungen  stehen  in  enger  Beziehung 
zu  der  Theorie  der  Functionen  von  zwei  Variabein.  Sind  näm- 
lich ^,  97,  t  drei  mit  einander  verbundene  Functionen,  so  folgt 
aus  (B),  dass  zwischen  denselben  eine  Relation  f($,  1;,  Q  =  0 
oder  ^  =  g(|,  rf)  stattfinden  muss;  ist  umgekehrt  C  eine  Function 
von  $,  17,  so  dOrfen  $,  17,  ^  als  drei  im  Riemann'schen  Sinne 
mit  einander  verbundene  Functionen  angesehen  werden. 

Die  Ausdehnung  des  Cauchy'schen  Satzes  auf  Functionen 
von  zwei  Variabein  wurde  von  Poincare  (Sur  les  r^idus  des 
integrales  doubles,  Acta  Math.  IX.  321-380;  F.  d.  M.  XIX. 
1887.  275-277)  gegeben.  Vi. 


F.  Casorati.  Sopra  le  coupures  del  sig.  Hermite,  i 
Querschnitte  e  le  superficie  di  Riemann,  ed  i  eoncetti 
d'integrazione  sl  reale  che  complessa.     Annali  di  Hat.  (i) 

XVI.  1-20. 

Die  vorliegende  Arbeit  bildet  die  Fortsetzung  des  1887 
unter  demselben  Titel  erschienenen  ersten  Teiles  (cf.  F.  d.  M. 
XIX.  392);  den  Hauptpunkt  bildet  die  Aufsuchung  aller  Zweige 
einer  Function 


<Z>W=yV(',Ä)* 


und  die  Ausbreitung  derselben  in  ihrer  Gesamtheit  auf  eine  Rie- 
mann'sche  Fläche.  Der  Verfasser  unterscheidet  drei  Fälle,  von 
denen  jedoch  die  zwei  letzten  einer  späteren  Abhandlung  vor- 
behalten bleiben: 

F(t  z) 

1)  f(t,i)  ist  eine  rationale  Function       y    ~  in  /  und  z; 

2)  f  ist  eine  irrationale   Function    oder    die    Wurzel    einer 
^  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  in  i  und  js; 

3)  f  stellt  bestimmte  transcendente  Functionen  vor. 
Es  wird  zuerst  an  dem  einfachsten  Falle  von  1): 
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gezeigt,  dass  (D(z)  für  jeden  Wert  von  »  unendlich  vieldeutig  ist, 
indem  es  den  Wert 

aDQimmt,  wo  <Z>o(^)  ^^°  Wert  des  Integrales  längs  eines  von  t^ 
nach  I  führenden  Weges  /  bedeutet  und  m  alle  möglichen  ganzen 
Zahlen  durchläuft.  Lässt  man  dann  %  variiren,  so  ändert  sich 
(D^(5),  und  man  erhält  somit  unendlich  viele  Zweige  der  Func- 
tionen, von  denen  jeder  eindeutig  aber  discontinuirlich  längs 
jener  Linie  der  Ebene  z  ist,  welche  der  Linie  /  der  Ebene  t, 
gemäss  der  Gleichung  Ai-^-Bz  +  C  =  Oj  entspricht.  Verändert 
/  seine  Gestalt,  so  tritt  das  Entsprechende  bei  der  Discontinuitäts- 
linie  ein,  so  dass  die  Gestalt  derselben  durch 


0(z)  =/' 


dt 


Ai+Bz+C 


keineswegs  bestimmt  ist.  Der  Autor  zeigt  nun,  wie  man  die  so 
gefundenen  Zweige  auf  einer  einzigen  unendlich-blätterigen  Rie~ 
mann'schen  Fläche  anordnen  kann,  die  über  der  s-Ebene  ausge- 
breitet wird,  und  deren  Blätter  längs  gewissen  Uebergangslinien 
zusammenhängen,  die  der  Linie  /  in  der  Ebene  t  entsprechen 
QDd  deren  Enden  durch  die  Werte  t^  und  i^  bestimmt  sind. 
Diese  Endpunkte  sind  logarithmische  Verzweigungspunkte,  welche 
alle  Blätter  gemeinsam  haben. 

In  der  gleichen  Weise  wird  dann  der  Fall  behandelt,  wo 
f(l,£)  eine  beliebige  gebrochene  rationale  Function  darstellt, 
welche  v  Unendlichkeitspunkte  besitzt.  Partialbruchzerlegung 
und  Integration  liefern  analog  dem  Vorhergehenden  für  0{z) 
den  Ausdruck: 

a=I  Cj  (ta,  Z) 

Giebt  man  nun  für  v  specielle  ganze  Zahlen  Aj,A„...,Ar  an, 
bildet  daraus  alle  v\  Permutationen  und  führt  diese  an  Stelle  der 
«a  ein,  so  erhält  man  diey!  Zweige  der  Function.  0(z)  —  (t>Q(z)^u 
ist  dann  eine  algebraische  Function  mit  vi  Zweigen,  welche  einer 

26* 
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Gleichung  genflgt,  die  durch  das  Product: 

il(u-2.iiA4^)  =  0 

dargestellt  wird. 

Breitet  man  jetzt  auf  der  Ebene  z  eine  Riemann'sche  Fläche 
aus,  die  diese  algebraische  Gleichung  darstellt,  so  wird  jeder 
Punkt  derselben  eines  der  Wertepaare  (m,  z)  tragen,  welches  jener 
Gleichung  gentigt.  Fügt  man  in  jedem  Punkte  dem  Werte  u 
jenen  von  <2>o  hinzu,  so  stellt  diese  Fläche  A(Ap  A„  . . .,  A,,)  die 
v\  Zweige  der  Function  0  dar.  Auf  solche  Weise  kann  man 
alle  unendlich  vielen  Flächen  R(m^,m^^ . .  .^niy)  fiber  der  Ebene 
£  ausbreiten,  und  die  so  erhaltene  Gesamtfläche  repräsentirt  dann 
die  Function  vollständig.  An  die  Stelle  der  Schnitte  (coupures) 
treten  auch  hier  wieder  die  Uebergangslinien  von  einem  Blatte 
der  einen  R  zu  einem  Blatte  der  anderen  A.  Die  Endpunkte 
dieser  Uebergangslinien  sind  den  unendlich  vielen  Blättern  ge- 
meinsam, jeder  repräsentirt  aber  hier  vi  Verzweigungspunkte. 

Bm. 

F.  Painleve.     Sur  las  lignes   singuliferes   des  fonctions 
analytiques.    Toaioase  Add.  ii.  130  s. 

Bei  der  Untersuchung  einer  irgendwie  definirten  analytischen 
Function  ist  es  die  erste  und  hauptsächlichste  Aufgabe,  den  De- 
finitionsbereich  der  Function  festzustellen,  mit  welcher  Aufgabe 
zugleich  die  Entscheidung  darüber  zusammenhängt,  ob  man  es 
mit  einer  eindeutigen  oder  vieldeutigen  Function  zu  thun  hat, 
und  —  in  letzterem  Falle  —  von  welcher  Art  die  Vieldeutigkeit 
der  Function  ist.  Die  hiermit  charakterisirten  Fragen  sind  es, 
um  welche  es  sich  in  dem  ersten  Teile  der  vorliegenden  inhalt- 
reichen und  gründlichen  Arbeit  handelt.  Der  Verfasser  unter- 
sucht insbesondere,  wann  eine  B'unction,  welche  zunächst  nur  auf 
einer  Seite  einer  Linie  AB  definirt  ist,  durch  diese  Linie': hin- 
durch auf  die  andere  Seite  analytisch  fortgesetzt  werden  kann. 
Ist  diese  Fortsetzung  möglich,  so  heisst  AB  ein  „künstlicher^, 
im  entgegengesetzten  Falle  ein  „wesentlicher''  Schnitt  (coupure). 
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Der  Verfasser  eutwiekelt  eine  notwendige  und  hinreichende  Be- 
tÜDgung  dafür,  ob  eine  Linie  ein  künstlicher  oder  ein  wesent- 
licher Schnitt  ist.  Wenn  die  Linie  eine  analytische  ist,  so  ge- 
winnt jene  Bedingung  eine  einfache,  schoQ  von  Herrn  H.  A. 
Schwarz  aufgestellte  Form.  Von  den  erhaltenen  Resultaten 
macht  der  Verfasser  sodann  eine  Beihe  interessanter  Anwen- 
dungen, insbesondere  auf  die  Bestimmung  derjenigen  Differential- 
gleichungen 

^"        ff     \ 


dz 

(leren  rechte  Seite  eine  eindeutige  Function  von  z  und  u  und 
deren  allgemeines  Integral  u  eine  eindeutige  Function  von  s  ist. 
Es  ergiebt  sich,  dass  diese  Differentialgleichungen  Riccati'sche 
Gleichungen,  d.  h.  von  der  Form 

^-  =  aw  +  bu-{'C 

sind,  wo  a,  6,  c  eindeutige  Functionen  von  z  bedeuten. 

Beispiele  von  verschiedenen  Arten  wesentlicher  Schnitte  machen, 
den  Schluss  des  ersten  Teiles  der  Abhandlung. 

In  dem  zweiten  Teile  handelt  es  sich  um  die  Darstellung 
der  eindeutigen  Functionen  mit  beliebigen  Singularitäten  durch 
Summen  und  Producte  in  der  Weise,  dass  die  einzelnen  Singu- 
laritäten sich  auf  die  einzelnen  Glieder  der  Darstellungsform  ver- 
teilen. Die  hiermit  bezeichnete  Aufgabe  wurde  bekanntlich  in  den 
einfachsten  Fällen  zuerst  in  dem  klassischen  Aufsatz  von  Weier- 
strass  über  die  eindeutigen  Functionen  erledigt  und  später  von 
Mittag-Leffler  in  Acta  Math.  IV.  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  351)  zu  einem 
gewissen. Abschluss  gebracht.  Der  Verfasser  leitet  die  Resultate 
des  letztgenannten  Autors  auf  neuem  Wege  ab  und  knüpft  daran 
eine  Reihe  von  Sätzen,  unter  anderen  über  die  doppelt-periodi- 
sehen  Functionen  mit  beliebigen  Singularitäten.  Die  in  der  Ab- 
handlung entwickelten  Resultate  werden  zum  Teil  auch  ausge- 
dehnt auf  die  Functionen  V  von  zwei  oder  drei  Variabein,  welche 
der  Differentialgleichung  J  F  =  0  genügen.  Hz, 
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C.  Arzela.      Sulla    teoria    delle    funzioni    analitiche. 

Bologna  Rend.  1887-88.  25-37. 

Ein  bekannter,  von  WeierstrasB  (Zur  Functionenlehre,  Berl. 
Ben  1880,  wiederabgedruckt  in  den  „Abhandlungen  aus  der 
Functionenlehre'')berrührenderSatz  sagt  aus,  dass,  wenn  die  Summe 
2!  Pr(^)  von  unendlich  vielen   Potenzreihen   auf  jeder  um  den 

Nullpunkt  gezogenen,  in  einem  bestimmten  Ereisringe  liegenden 
Kreislinie  gleichmSssig  convergirt,  sie  eine  monogene  analytische 
Function  darstellt.  Diese  Bedingung  ist  aber  nicht  notwendig 
(vgl.  Runge,  Zur  Theorie  der  analytischen  Functionen,  Acta 
Math.  VI.  245-8;  F.  d.  M.  XVII.  1885.  378-9);  und  die  Auf- 
suchung der  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  2!  PrOO  eine  monogene  analytische  Function  darstellt,  bildet 

r 

den  Zweck  der  vorliegenden  Note.  Dazu  mttssen  die  folgenden 
wichtigen  Hülfssätze  vorausgeschickt  werden. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  daftir,  dass  die 
Summe  von  unendlich  vielen,  in  einem  zusammenhängenden  Ge- 
biete C  endlichen  und  stetigen  Functionen  zweier  reellen  Variabein 
Vr^x^y)  eine  ebensolche  Function  sei,  ist,  dass  für  jede  beliebig 
kleine  Grösse  a  und  für  jede   ganze   Zahl  m  eine  solche  ganze 


Zahl  m'  >  m  existirt,  dass 


<  a  für  eine  zwischen  m 


2,  Vrix,  y) 

und  m!  enthaltene  Zahl  n,  wo  n  für  verschiedene  Punkte  von  C 
verschieden  sein  kann.  Betrachtet  man  x^  y,  n  als  die  Coordi- 
naten  der  Punkte  des  Raumes,  so  kann  diese  Bedingung  folgen- 
dermassen  ausgesprochen  werden:  Es  muss  zu  jedem  o  und  zu 
jedem  m  eine  endliche  Menge  von  ganzen  Zahlen  p,,  .  • .,  Pt  der- 
art  geben,  dass  auf  /  bezw.  in  den  Ebenen 

n  =  m-fp„  ...,«  =  frt  +  p< 

liegenden,    zusammen  genommen  das  Gebiet  C  deckenden  Teil- 


gebieten überall 


2:^r{x,y) 


0  ist.  —  Man  kann  dann  sagen, 
dass  die  Reihe  ^yr(«,  y)  die  „schichtenweise  gleichmässigeGon- 

r 

vergenz"  (convergenza  uniforme  a  strati)  besitzt. 
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Ist  y^y  y^j  ^8^  •  •  •  eine  Grössenmenge  mit  dem  Grenzwerte  y^, 
uüd  stellt  f(aj,  y)  eine  im  Intervalle  ab  für  jeden  Wert  ^^(ä  =  1,2,...) 
von  y  bekannte  Function  dar,  so  ist,  wenn: 

lim  f(a;,y,)  =  f(a?,yj,     limfi(a;,y,)  =  (p(x,y,) 

gesetzt  wird,  9>(^fyo)  d^°°  ^^^  ^^^  A^nn  die  Ableitung  von 
/■(x,y^),  wenn  fi(^iyo)  ^*^eh  (pix^y^  streckenweise  gleichmässig 
eonvergirt.  — -  Man  sagt,  nach  einer  früheren  Arbeit  des  Herrn 
Verfasders  (Intorno  alla  continuita  della  somma  di  infinite  funzioni 
eontinue  di  una  variabile  reale,  Bologna  Rend.  1884),  dass 
^(*?y«)  D*eh  F(a?,yo)  „streckenweise"  (a  tratti)  gleichmässig 
convergirt,  wenn  für  jedes  a  und  für  jedes  «  >  0  eine  solche 
positive  Grösse  d  existirt,  dass  im  Intervalle  (a?— d,  a;-|-d) 

ist,  wo  yt  zwischen  y^  und  y^  liegt  und  i  mit  x  variiren  kann; 
diese  Art  von  Convergenz  bildet  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  für  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  der  Function  F(x,y^^. 
Setzt  man: 

ys  = «,  »0  =  "^1  FiP^  yd  =  ^(«1«)  =  £  ^r(x\ 

r—l 

SO  ist  ersichtlich,  wie  der  Begriff  der  streckenweise  gleichmässigen 
Convergenz  auf  eine  Reihe  zu  übertragen  ist.  Es  ist  auch  leicht 
zu  sehen,   dass,   wenn   die   Seihe  ^Vrix^y)  die  schichtenweise 

r 

gleichmässige  Convergenz  besitzt,  sie  für  jeden  besonderen  Wert 
von  y  streckenweise  gleichmässig  convergirt. 

Aus  diesen  beiden  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich,  dass: 

dann  und  nur  dann  endliche  und  stetige  Functionen  sind,  wenn 

■ 

m  die  schichten  weise  gleichmässige  Convergenz  besitzen;  und 
dass  in  diesem  Falle 

ds  ds 


dx  '  "*         dy 
ist.  —  Setzt  man  endlich  Vr(xy  y)  =  '^r(x'\-iy)y  und  ist 

dlßr     _    .    dVr 

dy  dx ' 
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SO  folgt  Sj  =  t«j,  und  es  ergiebt  sich  nach  bekannten  Sätzen 
der  Functionentheorie  das  folgende  Theorem,  welches  die  ge- 
suchte Bedingung  liefert: 

.  Die  Summe  von  unendlich  vielen  in  einem  Gebiete  C 
existirenden  monogenen  Functionen  stellt  dann  und  nur  dann 
eine  monogene  Function  dar,  wenn  diese  Summe  und  die  Summe 
der  Ableitungen  ihrer  Glieder  die  schichtenweise  gleichmässige 
Convergenz  besitzen.  Vi. 

R.  Bettazzi.     Sulla  rappresentazione  analitica  delle  fun- 
zioni  di  piü  variabili  reali.     Pisa  Ann.  V.  3-47. 

Durch  Untersuchungen,  welche  eine  Ausdehnung  der  von 
Herrn  Dini  in  seinem  Werke:  Serie  di  Fourier  ed  altre  rappre- 
sentazioni  analitiche  delle  funzioni  di  una  variabile  reale  (Pisa, 
Nistri,  1880)  angewandten  Methoden  bilden,  kommt  der  Verfasser 
zu  folgendem  Ergebnisse: 

FQr  jede  willkürlich  gegebene  Function  von  n  reellen  Varia- 
bein, welche  in  einem  n-dimensionalen  Gebiete  C  endlich  und 
stetig  ist,  giebt  es  unendlich  viele  analytische  Ausdrücke,  welche 
diese  Function  in  jedem  Punkte  von  C,  die  Begrenzung  etwa 
ausgenommen,  darstellen.  Vi. 

■ 

C.  SoMiGLiANA.     Sopra  alcune  rappresentazioni  delle  fun- 
zioni per  integrali  definiti.   Lomb.  ist  Rend.  (2)  xxi.  431-446. 

Ist  s  die  Begrenzung  eines  Bereiches  C,  innerhalb  dessen 
eine  Function  w  und  ihre  Ableitungen  der  1***",  2**°,  . . . ,  (m  -f  1)**" 
Ordnung  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  und  bedeutet  p  eine 
ganze  nicht  negative  Zahl,  s*  einen  inneren  Punkt  des  Bereiches 
C,  so  ist  das  Integral: 

d"tt?  ,         IN  ,   ,        IN  , 


/ 


unendlich  vieldeutig;  erteilt  man  aber  dem  Argumente  von  z — z^ 
solche  Werte,  die  eine  stetige  Function  des  Bogens  s  bilden,  mit 
alleiniger  Ausnahme  eines  Punktes  ä^  der  Begrenzung,   wo  eine 
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Lnstetigkeit  von  2n  stattfindet,  so  wird  das  obige  Integral  bei 
festgehaltenem  z^  eine  eindeutige  Function  von  z\  und  wird 
durch 

bezeichnet.  Die  Anwendung  des  Cauchy'schen  Satzes  auf  den 
längs  einer  beliebigen  Linie  i^z^  durchschnittenen  Bereich  C 
debt:  ' 

/-^(=-»')''lg(»-»')«*2  +  2«i/''^(2-a')d»  =  0, 

WO  die  letzte  Integration  längs  des  Querschnittes  geschehen  soll. 
Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  Ausdruck  für  w{z^)\ 

^S  (n-«-l)!  dV""*"' 
Es  ist  eine   sehr  wichtige  Thatsache,    dass    diese  Formel  selbst 
dann  gilt,  wenn  z^  auf  der  Begrenzung  liegt. 

Aus  den  angegebenen  Formeln  folgt  ein  merkwürdiger  In- 
tegralausdruck  für  die  Functionen  einer  reellen  Variabein.  Ist 
H  eine  Function  der  zwei  reellen  Veränderlichen  oj,  y,  welche  sich 
in  einem  Bereiche  C  regulär  verhält,  so  bilden  die  Werte  von  u 
auf  der  Begrenzung  von  C  eine  Function  einer  reellen  Variabein, 
nämlich  der  Bogenlänge  *,  welche  für  irgend  einen  Wert  s^  von 
s  durch  die  Formel: 

ausgedrückt  wird.  Hier  bedeutet  r  den  Abstand  des  betrachteten 
Punktes  von  einem  beliebigen,  aber  festen  Punkte  der  Begren- 
zung, und  die  Integration  erstreckt  sich  über  die  ganze  Be- 
grenzung. 

Ist  C  eine  Kreisfläche  mit  dem  Radius  1,  und  bedeutet  a} 
das  Argument  irgend  eines  Punktes    der    Begrenzung,    so  findet 
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die  Gleichung  statt: 

(I 

WO  J  gesetzt  ist  fflr: 
/    ''jdalgCl—COBCa -a^j)  -^  f  fgCl-cosCa,  -  a))  u(a,^da,  j. 

Hier  kann  man  natürlich  von  der  Darstellung  auf  der  a;jf-Ebene 
abstrahiren;  dann  giebt  die  obige  Formel  ^inen  Integralaus- 
druck für  eine  Function  u(a)  der  reellen  Variabein  a,  welche 
im  Intervalle  0..,2n  endlich  und  stetig  ist  und  der  Relation 
m(0)  =  u(2n)  genügt.  Die  Formel  kann  leicht  verallgemeinert 
werden  wie  folgt: 

Ist  u(x)  eine  reelle  Function  der  reellen  Variabein  x,  welche 
im  Intervalle  a  . . .  6  endlich  und  stetig  ist,  und  setzt  man: 


i/(-)  =  «(-)+^'^^3^-, 


so  ist: 


a 

WO  J'  gesetzt  ist  für: 

a  a 

Der  Druck  dieser  Note  ist  nichts  weniger  als  correct;  wir  haben 
die  hier  angeführten  Formeln  berichtigt.  Vi. 

P.  DU  Bois-Reymond.  Theorie  gön^rale  des  fonctions, 
traduite  par  G;  Mijlhaüd  et  A.  Girot.  Partie  I:  Meta- 
physique  et  th^orie  des  concepts  mathdmatiques  fon- 
damentaux,  grandeur,    limite,    argument    et  fonction. 

PariB.  223  S.  S^. 

•  .    _       _-  ^      - 

J.  PüZYNA.  üeber  die  sogenannten  Condensationspnnkte 
und  ihre  Anwendung  in  der  Analysis.  Lemberg.  ,Ma«eum*. 

IV.  33,  177.  (Polnisch.) 
Darstellung  einiger  Fundamentalsätze  der  Functionentheorie 
von  Weierstrass  mittels  der  Theorie   der  Grenzpunkte  einer  ge- 
gebenen Punktmannigfaltigkeit.  Dn. 
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J.  PüZYNA.      Aus  der  Alialysis.    Lemberg.  „Mozeum*.  IV.  531-536. 
(Poloisch.) 

Lösung  der  functionen theoretischen  Aufgabe:  In  einer  Ebene 
sind  gegeben  zwei  Hyperbeln 

S'  =  ^'      »  =  ^5 
man  bestimme  eine  solche  Function  y  =  f(a?),    die  im    Bereiche 
(—  1  •  •  •  + 1)  die  erste  und  im  Bereiche  ( —  1  •  •  •  4-  ^o  •  •  •  -f  1) 
die  zweite  Hyperbel  darstellt.  Dn. 

» 
iS.  PiNCHERLE.      Sur    le    d^veloppement    d'nne    fonction 

analytique  en.  sörie  de  polynömes.     C.  R.  CVU.  986-989. 
Der  Verfasser  betrachtet  die  Differentialgleichung 

deren  CoefGcienten  Rk(^^y)  Polynome  vom  Grade  k  in  y,  vom 
Grade  p  in  dem  Parameter  x  sind.  Ueberdies  wird  Voraus- 
gesetzt, dass  fflr  jeden  Wert  von  x  die  Gleichung  Ä«(a?,0)  =  1 
^ilt.    Wenn  man  nun 

setzt  und  verlangt,  dass 

die  Differentialgleichung  befriedigt,  so  ergeben  sich 

alg  ganze  Functionen  von  x.  Um  irgend  eine  analytische  Func- 
tion nach  irgend  welchen  Functionen  zu    entwickeln,    genügt  es 

nach  bekannten  Principien,  die  Entwickelung  von  aufzu- 

jB  —  X 

Stellen,  Dieses  fahrt  der  Verfasser  für  die  Functionen  p„,Pto4.i,  ... 
aus,  lässt  aber  die  Frage  nach  der  Convergenz  der  von  ihm  er- 
haltenen Entwickelungen  offen,  indem  er  bemerkt,  dass  er  sich 
später  mit  dieser  Frage  beschäftigen  will.  Die  bekannten  Ent- 
wickelungen nach  Kugelfunctionen  etc.  sind  in  der  allgemeinen 
vom  Verfasser  aufgestellten  Formel  enthalten.  Hz. 


412  VII.  Abschnitt.    FaDCtiooentheorie. 

i\I.  Lerch.    Ueber  Functionen  mit  beschränktem  Existenz- 
bereiche.      Prag.  Abb.  (7)  II.  20  S. 

Dieser  Aufsatz  enthält  eine  Reihe  von  Theoremen,  mit  deren 
Hülfe  es  leicht  ist,  beliebig  viele  und  verhältnismässig  einfache 
Functionen  mit  natürlichen  Grenzen  zu  bilden.  Der  erste  Satz, 
welchen  der  Verfasser  beweist,  ist  eine  Verallgemeinerung  von 
Sätzen  der  Herren  Goursat  und  Poincarä  und  lautet:  „Ist  x^ 
keine  Häufungsstelle  der  Punktmenge  a^,  a,,  a,, . . .,  a^, . . .,  und 
ist  Itta  —  x^  I  die  kleinste  der  Grössen  { a^ — x^  |,  uüd  bedeuten 
Cg^  c^^  c^^  "",  Cyy ...  Glieder  einer  absolut  convergenten  Beihe, 
so  lässt  sich  die  Function 

/*W  =  2:cy(x-ayy- 

in  eine  Potenzreihe  2!  ^k(x — x^y  entwickeln,  welche  die  Grössfe 

\aa  —  x^\  zum  wahren  Convergenzradius  hat,  vorausgesetzt,  dass 
m  keine  positive  ganze  Zahl  ist/ 

Als  eine  Anwendung  dieses  Satzes  giebt  der  Verfasser  das 
folgende  Beispiel  einer  Function,  welche  nur  im  Innern  des  Ein- 
heitskreises existirt: 


Hier  bedeutet  ^(z)  eine  noch  für  js  =  1  unbedingt  convergirende 
Potenzreihe,  a  eine  complexe  Grösse  mit  dem  absoluten  Betrage 
Eins,  die  jedoch  keine  Einheitswurzel  ist,  endlich  m  eine  beliebige 
Gonstante,  welche  keine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Nach  einigen  Bemerkungen  Ober  weitere  specielle  Beispiele 
wendet  sich  der  Verfasser  zum  Beweise  eines  zweiten  allge- 
meineren Theorems*,  welches  er  folgendermassen  ausspricht: 

„Es  seien  m^,  m,,  m^,  . . . ,  m^,  . . .  positive  ganze  Zahlen,  von 
denen  jede  einzelne  in  allen  folgenden  als  Teiler  aufgeht,  und 
es  bedeuten  %(x)^  %{^)i  ^2(^)1  •••  analytische  Functionen, 
welche  sich  im  Einheitskreise  regulär  verhalten  und  auf  der 
Peripherie  desselben  höchstens  eine  Unendlichkeitsstelle  a:  =  1 


'^»1 
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besitzen  und  so  beschaffen  sind,  dass  die  Reihe 

fix)  =  1  ^y(x'"y) 

ffir  alle  inneren  Stellen  des  Einheitskreises  eonvergirt  und  sich 
in  eine  ffir  alle  |a;|<l  convergirende  Potenzreihe  umwandeln 
lässt;  ist  ausserdem  für  unendlich  viele  Zahlen  u  bei  positiven 
reellen  |  a?  j  <  1 

lim  2^  ^y{x'"'y)  =  oo: 

dann  existirt  die  Function  f(x)  nur  innerhalb  des  Einheitskreises 
\x\  =  1."  Von  zahlreichen  speciellen  Fällen,  welche  der  Ver- 
fasser anführt  und  zum  Teil  schon  in  früheren  Publicationen  ge- 
geben hat  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  228),  mögen  hier  nur  die 
beiden  einfachsten  Erwähnung  finden.     Dieselben  führen  zu  dem 

X  y  00 

Satze,  dass  die  Functionen  ^a?'   und  ^x*-   nur    im    Einheits- 

kreise  existiren.  Der  Verfasser  giebt  sodann  einen  Satz  über 
unendliche  Producte,  aus  welchem  z.  B.  folgt,  dass  die  Function 


77(14'^''')  i^ur  im  Innern  des  Einheitskreises  existirt.    Endlich 

beweist  der  Verfasser  noch  den  folgenden  allgemeinen  Satz: 

„Ist  f(aj)  eine  durch  eine  für  alle  |  a:  |  <  1  convergirende 
Qod  für  alle  |  a?  |  >^  1  divergirende  Potenzreihe  darstellbare 
Fanction,  welche  einem  Transformationsgesetze  von  der  Form 
f(a?**)  =  G(xjf{x))  gehorcht,  unter  a  eine  bestimmte  positive 
ganze  Zahl  und  unter  G(x,x>)  eine  rationale  oder  transcendente 
ganze  Function  von  x  und  z  verstanden,  so  existirt  die  Function 
f(x)  nur  innerhalb  des  Einheitskreises." 


X 


Als  Beispiel  dient  die  oben  erwähnte  Function  f(x)  =  2!  ^  ^ 
welche  dem  Gesetze 

gehorcht  Uz. 

X.  Stoupp.     Sur  la  transformation  des  fonctions  fach- 

siennes.     Aon.  de  TEc.  Norm.  (3)  V.  219-326. 


t 
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Der  reichhaltige  und  sehr  ins  Detail  gehende  Stoff  dieser 
Arbeit  nötigt  uns,  auf  eine  gedrängte  Inhaltsangabe  uns  zu  be- 
schränken. Auf  den  Abhandlungen  von  Poincar^  (Acta  Math. 
I  u.  IV.)  aufgebaut,  zerfällt  die  Arbeit  in  zwei  Teile;  der  erste 
Teil  beschäftigt  sich  mit  der  Theorie  der  Untergruppen,  der 
zweite  Teil  enthält  allgemeine  Theoreme,  weche  ihn  mit  dem 
Vorhergehenden  verbinden,  und  giebt  Anwendungen  der  erläuterten 
Theorie  auf  das  Geschlecht  2  und  3. 

Setzt  man  voraus,  es  bestehe  zwischen  zwei  Riemann'schen 
Flächen  f(x^  y)  =  0,  g(x\y')  =  0  eine  algebraische  Gorrespondenz, 
vermöge  welcher  m  Punkte  von  g  einem  Punkte  von  f  und 
fi  Punkte  von  f  ejnem  Punkte  von  g  entsprechen,  lassen  sich  femer 
a;,y;  x',y'  durch  Fuchs'sche  Functionen  einer  Veränderlichen  a 
ausdrücken,  und  erleidet  z  eine  lineare  Substitution,  sei  es,  dass 
der  Punkt  x,  y  auf  f  oder  der  Punkt  «',  y'  auf  g  eine  feste 
Gurve  beschreibt,  so  bildet  die  Gesamtheit  der  Substitutionen,  die 
zugleich  X,  y  ungeändert  lassen,  eine  Gruppe  JET,  und  die  Ge- 
samtheit der  Substitutionen,  die  x\  y'  nicht  ändern,  eine  Gruppe 
ÜT.  Es  lässt  sich  dann  immer  ein  Polygon  bestimmen,  welches 
eine  Fuchs'sche  Gruppe  M  erzeugt,  die  gleichzeitig  in  H  und  io 
K  enthalten  ist.  Sind  dann  ^  und  ij  zwei  Fundamental functioneo 
der  Gruppe  ilf,  zwischen  denen  die  Relation  g>(^^if)  =  0  besteht, 
so  entspricht  einem  Punkte  (£,17)  ein  einziger  Punkt  (x,  y)  und 
ein  Punkt  (x',  y'),  aber  einem  Punkte  (x,  y)  entsprechen  m  und 
einem  Punkte  (x',  y')  n  Punkte  (|,  rj).  Dadurch  ist  die  Gorre- 
spondenz zwischen  den  zwei  Riemann'schen  Flächen  auf  die  zwei 
einfacheren  zwischen  f  und  g>  und  g  und  q>  zurQckgeftthrt.  Diese 
Betrachtungen  geben  die  Lösung  folgender  zwei  Probleme. 

1)  Die  Untergruppen  einer  Fuchs'schen  Gruppe  zu  bestimmen. 
Man  erhält  die  erzeugenden  Polygone  der  Untergruppen,  indem 
man  mehrere  Polygone  des  Büschels  der  primitiven  Gruppe  ver- 
einigt und  die  freibleibenden  Seiten  passend  verbindet. 

2)  Festzustellen,  für  welche  Permutationswerte  eine  Fuchs'- 
sche  Gruppe  (7,  die  von  einem  Parameter  abhängt,  in  einer  an- 
deren Gruppe  r  enthalten  ist  (§  II).  Der  allgemeinen  Lösung 
dieser    Probleme    folgt   in    §  Hl  eine   Reihe  passend  gewählter 
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Beispiele,  in  welchen  sowohl  der  specielle  Fall,  dass  eine  Gruppe 

• 

G  in  einer  anderen  enthalten  ist,  behandelt  wird,  als  auch  ge- 
wisse continuirliche  Gruppen  bestimmt  werden,  die  in  einer  ge- 
gebenen Gruppe  enthalten  sind.  Hieran  schliesst  sich  in  §  IV 
die  Bestimmung  der  ausgezeichneten  Untergruppen;  es  wird  zu- 
erst das  Theorem  bewiesen :  „Jeder  mit  der  Gruppe  G  einer 
Fuchs'schen  Gleichung  vertauschbaren  Substitution  entspricht 
eine  eindeutige  Transformation  der  Fucbs'schen  Gleichung  (Rie- 
mann'schen  Fläche)  in  sich  selbst  und  umgekehrt^  Dann  wer- 
den die  eindeutigen  Transformationen  der  Riemann'schen  Fläche 
JQ  sich  selbst  mit  der  verallgemeinerten  Euler'schen  Formel  auf- 
gesucht, indem  der  specielle  Fall  p  =  3  eingehend  behandelt 
wird.  Einige  specielle  Untersuchungen  und  Theoreme  ttber 
hjperelliptische  Flächen  vom  Geschlechte  p  =  3  beschliessen 
diesen  Paragraphen,  während  der  nächste  Paragraph  die  symmetri- 
schen Gruppen  mit  der  besonderen  Anwendung  auf  Gurven  vom 
Geschlechte  3  und  auf  hyperelliptische  Relationen  umfasst 

Der.  zweite  Teil  der  Arbeit  beginnt  in  §  VI  mit  den  äqui- 
ralenten  Polygonen.  Man  nennt  zwei  Polygone  äquivalent,  wenn 
Me  derselben  Fucbs'schen  Gruppe  entsprechen,  und  zwar  heissen 
i'ie  eigentlich  äquivalent,  wenn  sie  in  derselben  Weise  zusammen- 
gesetzt und  bezeichnet  sind,  im  anderen  Falle  uneigentlich  äqui- 
valent. Diese  Definitionen  geben  zu  einer  Reihe  von  wichtigen 
Theoremen  Anlass,  die  zum  Teile  wieder  speciell  auf  die  hyper- 
eliiptiscben  Polygone  angewandt  werden,  während  die  §§  VII 
QDd  VIII  umfassende  Anwendungen  der  vorangehenden  Lehren 
auf  das  Geschlecht  2  und  3  enthalten.  Bm. 


H.  Stahl,  üeber  die  Darstellung  der  eindeutigen  Func- 
tionen, die  sich  durch  lineare  Substitutionen  repro- 
duciren,  durch  unendliche  Producte.    Math.  Add.  xxxni. 

291-310. 

Poincar6  hat  die  von  ihm  als  Fuchs'sche  und  Theta-Fuchs'- 
sehe  Functionen  bezeichneten  Transcendenten  durch  unendliche 
Summen  dargestellt.     Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  Aufgabe, 
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dieselben  TransceDdenten  durch  unendliche  Producte  auszudröcken, 
eine  Aufgabe,  welche  in  einem  Bpeciellen  Falle  schon  Herr  von 
Mangoldt  erledigt  hat.  Grösserer  Einfachheit  halber  schliesst 
der  Verfasser  den  Fall  aus,  wo  von  den  Ecken  des  Fundamental- 
polygons einige  oder  alle  auf  den  Hauptkreis  fallen.  Die  Unter- 
suchung erfordert  dann  ferner,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Im 
ersten  Falle  existiren  die  Functionen  nur  im  Hauptkreise,  im 
zweiten  Falle  dagegen  in  der  ganzen  Ebene.  Der  Grundgedanke 
ist  jedoch  in  beiden  Fällen  derselbe  und  zwar  der  folgende. 
Die  Fuchs'schen  Functionen  einer  Gruppe  sind  rationale  Func- 
tionen von  zweien  x^  y  unter  ihnen,  zwischen  welchen  eine 
algebraische  Gleichung  von  bestimmtem  Geschlecht  besteht  Nun 
lässt  sich  der  Logarithmus  einer  rationalen  Function  von  x 
und  y  als  eine  Summe  von  Aberschen  Integralen  dritter  Gattung 
darstellen.  Ferner  sind  die  Integranden  dieser  Integrale  nach 
Poincar^'s  Methoden  durch  unendliche  Summen  ausdrückbar. 
Indem  der  Verfasser  diese  Ausdrücke  einsetzt,  die  Integration 
sodann  ausführt  und  schliesslich  von  den  Logarithmen  zu  den 
Zahlen  übergeht,  gewinnt  er  die  verlangte  Darstellung  durch 
ein  unendliches  Product.  Der  Verfasser  macht  in  der  Einleitung 
zu  seinem  Aufsatze  darauf  aufmerksam,  dass  durch  seine  Unter- 
suchungen „noch  keineswegs  die  eigentliche  fundamentale  Auf- 
gabe gelöst  ist,  die  Aufgabe  nämlich,  nach  Analogie  der  a-Func- 
tiou,  erstens  ein  unendliches  Product  herzustellen,  das  im  Ge- 
biete der  ^Fuchs'schen  Functionen"  convergirt  und  dessen  Null- 
punkte aus  einem  derselben  durch  die  Substitutionen  der  zuge- 
hörigen Gruppe  hervorgehen,  und  zweitens  das  Gesetz  der  Re- 
produGtion  dieses  Products  bei  Anwendung  der  Substitutionen 
der  Gruppe  anzugeben."^  Hz. 

L.  BiANCHi.     Sulla  superficie  Fucbsiane.   Rom.Acc.  L.  Read. 

(4)  IVa.  161-165. 

Das  hier  behandelte  Problem  kann  folgendermassen  ausge- 
drückt werden:  Wenn  im  Räume  ein  geschlossenes  Gebiet  C 
gegeben  ist,  und  z  =  z(x^  y)  eine  Integralfläche  der  Differential- 


t! 


Capitel  1.     Allgemeines. 


417 


gleicbang 

(1)  (l-g>+2p7*  +  (l-p')<  =  0 

bedeutet,  denjenigen  Teil  derselben  zu  bestimmen,  welcher  durch 
C  begrenzt  wird  und  in  seinem  Innern  keine  singulären  Punkte 
besitzt.  Die  Aufgabe  ist  die  analoge  zu  jener  von  Plateau  für 
die  gewöhnlichen  Minimalflächen  gestellten,  die  durch  die  Diffe- 
rentialgleichung 

(2)        (l  +  q^)r^2pqs  +  {l+p')t  =  0 

charakierisirt  sind.  Die  Möglichkeit  der  Behandlung  des  Pro- 
blems beruht  darauf,  dass,  wie  jedem  Integrale  der  Gleichung 
(2)  eine  bestimmte  conforme  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebene 
entspricht,  so  auch  jedem  Integrale  der  Gleichung  (1)  eine  be- 
stimmte conforme  Abbildung  der  Pseudosphäre  auf  die  Ebene 
zugehört  Beschränkt  man  sich  nun  auf  den  Fall,  dass  C  ein 
windschiefes  geradliniges  Polygon  ist,  und  bedient  sich  der  von 
Um.  Poincar6  (Acta  Math.  I.)  auseinandergesetzten  Methoden,  so 
reüQcirt  sich  das  Problem  auf  die  conforme  Abbildung  eines 
ebenen  Polygons  P,  dessen  Seiten  Kreisbogen  sind,  deren  Gentra 
einer  Geraden  angehören,  auf  eine  zweite  (Vermittelungs-)  Ebene. 
Die  Coordinaten  der  Fuchs'schen  Fläche  2  drücken  sich  dann 
folgendermassen  aus: 


to. 


y  =  nf"  2toF(ü>)dw,    s  =  Ä  y  "  (1  +  w')  F(w)rfw, 

Ol«  COg 

^obei  Ol  eine  complexe  Veränderliche  in  der  Ebene  des  Polygons 
P  ist,  R  ausdrückt,  dass  man  den  reellen  Teil  zu  nehmen  hat, 
and  F(»)  durch  die  conforme  Abbildung  des  Polygons  P  auf 
die  Vermittelungsebene  vollständig  bestimmt  und  im  Innern  von 
P  endlich,  oontinuirlich  und  monodrom  ist. 

Durch  Betrachtungen,  wie  sie  Hr.  Poincarö  1.  e.  anwendet, 
ergiebt  sich  ferner  der  Satz: 

Jede  Fuchs'sche  Fläche  geht  durch  eine  Gruppe  Ton  Colli- 
neationen  «des  Raumes  in  sich  über,  welche  holoedrisch  isomorph 
mit  der  Fuchs'sehen  Gruppe  ist,  und  jede  Substitution  der  Gruppe 
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yertauscht  die  Polygone  unter  sich,  die  von  geradlinigen  Zfigen 
begrenzt  werden,  welche  die  Fläche  ausmachen.  Ein  umfassen- 
des Beispiel  beschliesst  die  interessante  Mitteilung.  Bm. 


E.  PiCARD.     Sur  les  formes  quadratiques  binaires  k  indö- 
termin^es    conjugu^es    et    les    fonctions    fucbsiennes. 

American  J.  XI.  187-194. 

Anknüpfend   an   eine   in   den  Annales   de  T^cole  Normale 

1884  erschienene  Arbeit,   in    welcher   der  Verfasser  die  Fuchs'- 

schen  Gruppen  studirte,  werden  hier  namentlich  die  elliptischen 

Curven  und  ihre  Reduction  nach  einer  von  Hrn.  Poinoar6  (Journ. 

de  Math.  (4)  III.  405-464,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  429ffO  gegebenen 

Methode  behandelt. 

Ist 

axx^  +  bxy^  -f  h^x^y  +  cyy^        (bb^—ac  4=  0) 

eine  quadratische  Form,  sind  a,  c  reelle,  6,  b^  conjugirt  ima- 
ginäre Gonstanten  und  x,  o;^;  y,  y^  conjugirt  imaginäre  Ver- 
änderliche, bedeutet  ferner 

y   =^  Px  +  Qy, 

eine  Substitution,  durch  welche  diese  Form  in  sich  flbergeht,  so 
scheiden  sich  diese  Substitutionen  in  elliptische,  hyperbolische 
und  parabolische,  von  denen  die  ersteren  auftreten,  wenn  der 
stets  reelle  Ausdruck  (M+Qy  =  0  oder  =1  ist. 

Sind  S  und  T  zwei  Substitutionen  derselben  Form,  so  ge- 
hören alle  transformirten  Substitutionen  von  S:  T-^ST  mit  S  zu 
derselben  Klasse  und  sind  alle  von  gleicher  Gattung  (elliptisch 
etc.).  Unter  diesen  befinden  sich  nun  besonders  einfache,  die 
sogenannten  reducirten  Substitutionen,  welche  aufgesucht  werden. 
Als  Resultat  ergiebt  sich  folgendes:    Wenn  eine  gegebene  Form 

f  Substitutionen 

*  JV 

P  Q 

zulässt,  ftir  welche  Jlf-f  0  =  0  ist,  so  muss  diese  Form  jodit  einer 
von  gewissen  vier  typischen  Formen  identisch  sein,  welche  mit- 
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geteilt  werden;  soll  aber  (ilf+iV)'  =  1  sein,  so  muss  f  mit  zwei 
gewissen  typischen  Formen  zusammenfallen.  Wfthlt  man  also  f 
ganz  willkQrlich,  so  kommt  der  Fuchs'schen  Gruppe,  die  ihr  zu- 
gehört, keine  elliptische  Substitution  zu. 

Zum  Schlüsse  des  Aufsatzes  wird  noch  eine  Verallgemeine- 
roDg  besprochen,  welche  der  von  Herrn  Poincarö  1.  c.  gegebenen 
Verallgemeinerung  der  Modulargleicbungen  analog  ist.  Ist  näm* 
lieh  f  eine  der  in  Rede  stehenden  Formen,  G  die  ihr  zuge- 
hörige Fuchs^sche  Gruppe,  und  betrachtet  man  eine  Substitution, 
welche  f  in  sich  selbst  überfährt,  deren  Coefficienten  aber  nicht 
ganze,  sondern  nur  rationale  oder  complexe  Zahlen  sind,  so  ent- 
spricht dieser  Substitution  eine  andere  von  der  Form: 

WO  a,  6,  c,  d  ganze  Zahlen  bedeuten,  deren  Determinante  aber 
TOQ  1  verschieden  ist.  Bezeichnet  dann  F{%)  eine  Fuchs'sche 
Function,  welche  der  Gruppe  G  entspricht,  so  besteht  zwischen 

CÄ  +  d 

eine  algebraische  Relation,  wodurch  man  eine  neue  Klasse  von 
Gleichungen  erh&lt,  welche  den  Modulargleicbungen  analog  sind. 

Bm. 

L.  ScHLESiNGBR.      Zur  TheoHe    der  Fucbs'scben    Func- 

tioDCD.      Math,  natarw.  Ber.  Ungaro.  VI.  337-356. 

Der  Inhalt  dieser  Abhandlung  ist  in  die  unter  gleichem 
Titel  im  J.  fQr  Math.  GV.  181-232  veröffentlichte  Arbeit  als  Ab* 
schnitt  V  Qbergegangen  und  wird  im  nächsten  Jahrgange  der 
F.  d.  M.  als  Bestandteil  jenes  grösseren  Aufsatzes  mit  besprochen   '  |j 

werden.  Lp.  \ 

■II 

K.  Hbun.     Zur  Theorie  der  Riemaun'scheD  Functionen 
zweiter     Ordnung     mit     vier     Verzweigungspunkten. 

Math.  ADD.  XXXIII.  161-179. 

Die  Functionen,    welche   der  Verfasser  in  der  vorliegenden 
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bandluDg  UDterBucht,  sind  VerallgemeineraDgen  der  BiemanD'- 
en  />-FuDctionei).  Ebenso  wie  die  letzteren  durch  die  Gauss'- 
e  hypergeometrieche  Reibe,  so  lassen  sich  die  rom  Verfasser 
rachteten  Functionen  dnrch  eine  einzige  Reihe  ansdrttckeD, 
che  von  fOnf  Parametern  a,  q,  a,  ß,  y,  i  abhängt  und  fSr 
=  9  =  1  in  die  hypergeometrische  Reihe  abergeht.  Die  in 
le  stehende  Reihe,  welche  der  Verfa^BCr  mit 

eichnet,  ist  LSsung  der  Differentialgleichung 
x(x—i)(x  —  a).y"  +  (bx*  —  CX+  d)^'  +  aß(x—  q).y  =  0, 
znr  AbkOrzuag 
b  =  a  +  ß  +  l,  c  =  o  +  /S  +  oy  +  (a— 1)<J+1,  d  =  ay 

etzt  ist.     Diese  Gleichung  geht  fttr  o  =  y  =  1  in  die  hyper- 

metrisobe  Differentialgleichung  Ober.    Die  vier  Verzweigungs- 

kte  der  Function  y  sind  die  Punkte 

l  =  0,  ä,  =  1,  f.  =  <»,?♦  =  «=; 

«elben  können  durch  lineare  Transronnation  von  x  in  Tier 
ebige  Punkte  mit  dem  Doppelverhältnis  a  UbergefUhrt  werden. 
)esondere  giebt  es  24  Transformationen,    bei  welchen  dreien 

Verzweigungspunkte  die  Werte  0,  1,  co  zufallen.  Diese 
lerkuDg  ergiebt  eine  Reihe  von  Transformationsformeln,  wclebe 
Verfasser  tabellarisch  zusammenstellt.  Demnächst  untersucht 
die  Convergenz  der  Reihe  F{a,  y;  o,  /?,  y,  9;  x).  Durch 
'  einfache  Betrachtungen   gelangt   er  nicht  nur  cur  Kenntnis 

Convergenzkreises,  sondern  auch  des  Verhaltene  der  Reihe 
der  Peripherie  dieses  Kreises.  Schliesslich  behandelt  der 
fasBcr  die  Frage,  in  wie  weit  sich  die  Gauss'schen  nRelatioues 
r  funetioncs  eontiguas"  auf  die  von  ihm  betrachteten  Fanc- 
CD  ausdehnen  lassen.  Von  den  dabei  gewonnenen  Resultaten 
e   hier,    als   ein  Beispiel,   das  folgende  Platz  finden:    „Soll 

die   Function    F{a,q'\  a',ß',y\  d';  x)    durch    die    Function 
q;  a,ß,y^d;  x)  und  deren  erste  Derivirte  rational  ausdrflcken 
an,  so  genügt  es  nicht,  dass  die  Differenzen 
a  —  a,  ß'  —  ß,  y' — y,  d'  —  d 


Capitel  1.    AllgemeiDeB.  421 

ganze  Zahlen  sind,    sondern  die  charakteristischen  Parameter  q 
and  q'  müssen  bestimmte  Functionen  von  a,  a,  ß^  y^  ö  sein/ 

Hz. 


K.  Heun.      Bemerkungen    zur    Theorie    der    mehrfach 
linear  verknüpften  Functionen.    Acta  Math.  XII.  103-108. 

Anschliessend  an  die  Untersuchungen  des  Verfassers  in  den 
Acta  Math.  XL  97-118  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  374  ff.)  wird  die 
Frage  erledigt:  Wann  sind  p+  1  p*fach  linear  verknttpfte  Func- 
tionen gleichgruppig?  Die  Beziehungen,  die  zynischen  denselben 
bestehen,  sind  den  Gauss'schen  relationes  inter  functiones  con- 
tiguas  analog.  Die  fragliche  Bedingung  besteht  darin,  dass 
wenigstens  p  dieser  Functionen  eben  so  viele  „individuelle^  als 
.charakteristische^  Parameter  besitzen,  die  übrigens  dem  Werte 
nach  nicht  willkürlich  sind.  Hierauf  folgt  eine  Berichtigung  der 
in  der  früheren  Arbeit  enthaltenen  Angabe  hinsichtlich  der  An- 
zahl der  von  einander  unabhängigen  Gleichungen,  die  bei  der 
Bestimmung  der  Beduction  des  allgemeinen  Systems  auf  das 
Haoptsystem  mit  vorgegebenen  ,,charakteristischen'^  Parametern 
auftreten.  (S.  das  bezügliche  Referat.)  Es  ergiebt  sich  nämlich, 
dass  im  allgemeinen,  d.  h.  wenn  nicht  specielle  Relationen  für 
die  Verzweigungsindices  bestehen,  jene  Gleichungen  alle  von 
einander  unabhängig  sind,  und  dass  somit  die  fragliche  Reduo- 
tion  stets  möglich  ist,  doch  werden  hierbei  eben  so  viele  „indivi- 
duelle" Parameter  des  reducirenden  Systems  dem  Werte  nach 
bestimmt,  als  das  Hauptsystem  „charakteristische '^  Parameter  be- 
sitzt Hr. 


L.  Pochhammer,  üeber  eine  Klasse  von  Pnnetionen 
einer  complexen  Variablen,  welche  die  Form  be- 
stimmter Integrale  haben.     J.  für  Math.  CIV.  152-173. 

In  dieser  Abbandlang  werden  Functionen  von  der  Form 

(1)        S(x)  =f\w  -  xf.  f(tD)  dw 
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und 

(2)        TCä)  -f\u>—xy.f(tD)dw 

9 

betrachtet,  wo  Jl,  g^  h  CoDstanten  bedeuten.  Dieser  Klasse  von 
Functionen  geboren  sowohl  die  hypergeometrischen  Integrale  als 
auch  die  ^articulären  Lösungen  derjenigen  Differentialgleichungen 
an,  welche  in  der  Arbeit  des  Verfassers  „lieber  drei  lineare 
Differentialgleichungen  vierter  Ordnung"  (J.  für  Math.  CIV. 
116-151;  vergl.  den  Bericht  S.  350)  behandelt  sind. 

Um  die  Integrale  (1),  (2)  genau  zu  definiren,  muss  man  an 
der  unteren  Grenze  g  einen  Wert  der  Potenz  (a>  — a?y,  sowie, 
wenn  f(w)  mehrdeutig  ist,  einen  Wert  dieser  Function  fixiren; 
g  soll  kein  Verzweigungspunkt  von  f(w)  sein,  ferner  soll  voraus- 
gesetzt werden,  dass  der  Integrationsweg  die  singulären  Punkte 
von  f(w)  vermeide. 

Der  Verfasser  untersucht  nun  in  §  1  die  Aenderungen, 
welche  ein  Integral  der  Form  (1)  erleidet,  wenn  x  den  Integra- 
tionsweg (gh)  nberschreitet  oder  einen  Umlauf  uip  h  ausfuhrt, 
oder  einen  solchen,  der  den  ganzen  Integrationsweg  einschliesst, 
ferner  die  Veränderung  l)ei  einem  Umlauf  um  einen  singulären 
Punkt  von  f(u>).  Das  Ergebnis  dieser  Betrachtungen  wird  fol- 
gendermassen  zusammengefasst:  Umgiebt  man  den  Integrations- 
weg (gk)  durch  eine  beliebig  enge  geschlossene  Curve  X^  zieht 
von  einem  Punkte  derselben  eine  Gerade  il,  ins  Unendliche  und 
führt  längs  X^  und  l^  einen  Schnitt  aus,  so  ist  in  der  so  zer- 
schnittenen Ebene  S(x)  eine  eindeutige  und  stetige  Function 
von  X. 

Ebenso  kann  das  Resultat  der  Untersuchung  in  §  2  fQr  die 
Integrale  (2)  dahin  zusammengefasst  werden,  dass,  wenn  man 
die  singulären  Punkte  der  Fupction  f(to)  mit  dem  Punkte  g  und 
dem  unendlich  fernen  Punkte  etwa  durch  eine  gebrochene  Gerade 
verbindet  und  längs  dieser  einen  Schnitt  zieht,  die  Function 
T(x)  innerhalb  der  so  zerschnittenen  Ebene  eindeutig  ist. 

In  §  3  wird  gezeigt,  wie  sich  diese  Betrachtungen  unmittel- 
bar auf  den  Fall  bestimmter  Doppel-  oder  mehrfacher  Integrale 
ausdehnen    lassen    (nämlich    wenn   f(tr)   selbst   wieder   ein    be- 
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stimmtes  Integral  ist  oder  ein  solches  als  Factor  enthält);  dies 
wird  angewandt  auf  diejenigen  bestimmten  Integrale,  welche 
zur  Lösung  der  linearen  Differentialgleichungen  in  der  ange- 
führten Abhandlung  dienen.  '  P.  6. 


Gr.  AscoLi.     Riassunto  della  mia  memoria:    ^liC  curve 
limite  di   una  varietk  data  di  curve^   ed   osservazioui 

« 

critiche  alla  medesima.     Lomb.  ist.  Bend.  (2)  xxi.  226-239, 

257-265,  294-300,  265-371. 

Eine  ausführliche  Uebersicht,  mit  zahlreichen  Verbesserungen, 
der  im  Titel  angegebenen  Abhandlung  des  Verfassers  (Rom.  Acc. 
L.  Mem.  (3)  XVIII.  521-586;  F.  d.  M.  XVI.  1884.  342-347). 

Vi. 

W.  Scheibner.     üeber   eine  Transformationsformel    für 
Doppelintegrale.     J.  für  Math.  CHI.  77-83. 

Abdruck  aus  den  Leip.  Ber.  1884.  S.  185  ff.  Vergl.  F.  d. 
M.  XVI.  1884.  391. 


Gapitel  3. 

Besondere  Functionen. 

A.    Elementare  Functionen. 
J.  J.  Iwanoff.     Interpolation  zweier  Producte.  Chark.Ges. 

I.  78-81.  (Rassisch.) 

Das   Product  (a  +  6)(2a  +  6)  . ..  («a+ ft)   liegt   unter    der 
Bedingung  0<6<a  zwischen  den  folgenden  Grenzen: 

und 


I 


1 
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C  bezeichnet  hier  die  bekannte  Euler' sehe  Gonstante.    AehDliche 
Grenzen  werden  für  das  Product 

(l'a  +  6).(2'a  +  6)...(«'o  +  fc) 
gegeben.  *  •     Wi. 

N.  J.  SoNiNE.      BernouUi'sche   Polynome  und   ihre  An- 
wendungen.    Warsch.  Univ.  Nachr.  1888.  (Rassisch.) 

Die  Bernoulli'schen  Polynome  werden  im  ersten  Abschnitte 
der  Abhandlung  durch  die  Differenzengleichung 

F(a.-f  l)-F(«)  =  M?»-i 
und  die  Bedingung  F(0)  =  0  definirt.  Aus  dieser  Definition 
werden  alle  bekannten  Eigenschaften  der  Bernoulli'schen  Poly- 
nome sehr  einfach  und  elegant  abgeleitet.  Im  zweiten  Abschnitte 
werden  die  Summenformeln  Ton  Euler  und  Legendre  mit  den 
Restgliedern  abgeleitet.  Ausser  verschiedenen  Anwendungen  dieser 


israo 


Formeln  wird  besonders  die  Zerlegung  der  Summe  £F(ih)  nach 

den    Potenzen    von  h  behandelt    und    mit    einer    grossen    An- 
zahl von  Beispielen  erläutert.    Für   die  Grenze  des  Bestgliedes 

»       1 

der  Zerlegung  der  Summe  2!  -^ä — t  findet  der  Verfasser  einen 

1    ^     1 

Ausdruck,    der  viel  vorteilhafter  als  der  früher  von  Schlömilch 

gegebene  ist. 

Zum  Schluss  wird  die  Gleichung  behandelt: 

H(t,-\-h)-H(s)  =  F(y), 
falls    alle    Ableitungen    der    Function   von  irgend  einer  an  f&r 
y  =:  oc  verschwinden.  Wi. 


A.  Berger.     De  Bernoulliska  talens   och  funktionernas 
teori   baserad  pä  ett  system  af  funktionaleqvationer. 

Stockh.  öfv.  433-463. 

Der  Verfasser  giebt  zuerst  folgende  Definition  der  BemouUi'- 
sehen  Zahlen  B(m): 
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und  definirt  weiter   die    Bernoalli'scben   Functionen   durch  die 
FuDctionalgleichungen 

^"(»,m+l)  =  9)'(a,m),        (m>0) 

9>(«,0)  =0, 

»(0,m)  =  0,        (m  >  0) 

9)(1,1)=0, 

<)p(l,m)  =  0        (m  >  2). 

Die  durch  diese  Gleichungen  definirten  Zahlen  und  Func- 
tionen sind  nicht  dieselben,  die  man  gewöhnlich  Bernoulli'sche 
Zahlen  und  Functionen  nennt,  was  jedoch  der  Verfasser  nicht 
hervorgehoben  hat. 

i        Er  zeigt,  dass  diese-Zahlen  und  Functionen  eindeutig  definirt 
sind,  stellt  die  Formel 


(m>l) 


auf  und  beweist  mehrere  Sätze,  die  für  dieselben  charakteristisch 
sind.    Mit  HQlfe  der  Gleichung 


sieht  man  leicht  den  Zusammenbang  zwischen  diesen  neuen 
Functionen  und  den  alten.  Weiter  werden  die  Bernoulli'schen 
Functionen  in  periodische  Reihen  entwickelt  und  auch  mittels  der 
gefundenen  Formeln  einige  bestimmte  Integrale  ausgewertet 

K. 


C.  F.   LiNDMAN.     Om  en  serie.    Stockh.  öfv.  69-77. 
Der  Verfasser  giebt  eine  Methode  an,  um  die  Reihe 

ZU  summiren.    Er  studirt  weiter  die  allgemeinere  Reihe 
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zeigt,  dass 

ist,  und  stellt  Formeln  auf,  um  die  Goef&cienten  Ay    zu  berechnen. 

K. 

C.  F.  LiNDMAN.      Om    nagra  definita  integraler.    Stockh. 

Öf?.  421-433. 

Eine  Fortsetzung  der  früheren  Arbeiten  des  Verfassers,  am 
Fehler  und  Ungenauigkeiten  der  Bierens  de  Haan'schen  Integral- 
tafeln zu  corrigiren.  E. 


A.  JoNQUiERE.  lieber  eine  Klasse  von  Transcendenten, 
welche  durch  mehrmalige' Integration  rationaler  Func- 
tionen entstehen.    Stockh.  öfv.  522-531. 

Die  allgemeinste  Form  dieser  Transcendenten  ist 
/'    dx      r    dx      r    dx  r    dx 

J    x—aJ  ,x — bJ    X — c        J    X — m 

Wenn  man 

6  =  c  =  . . .  =  m 

setzt,  wird  die  obige  Transcendente  leicht  auf  die  Form 

zurückgeführt.     Zuerst  leitet  der  Verfasser  eine  für  alle  Punkte 
innerhalb  des  Einheitskreises  convergirende  Reihe  her: 


^{*)  =  2:(-iy-'^^-^iog-^x.s,(«), 


WO 


Weiter  ergiebt  sich 

^(x)+(-l)»//(i^)  =  llog-a;+C, 
n  n  ^  X  ^         n 


c  =  o, 

C=  2^(1), 


n  =  2m+  1; 
n  =  2m. 
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Ourcb  diese  beidea  Formeln  kann  die  FunctioD  J(x)  far  die 
ranze  Ebene  berechnet  werden. 

Zuletzt  wird  gezeigt,  dass  die  Fanction 

s.(~)+(-i)-s.W 

ine  ganze  rationale  FunctioD  von  logir  tat.  K. 

'.  PizzBTTt.      Sur    le    caicul    du    ränultnt   d'nn    systfenie 

d'obüervatioiis  directes.     Liepe  Mem.  (2)  XV.  32  s. 
;.  Lb    Paige.      Rapport.     Ibid.  S.  33-36. 

Die  Function  ^(a^,,»,,  ■  ■  -,  x,)  von  n  beobachteten  Werten 
iner  Grösse,  welche  am  besten  den  Wert  dieser  Grösse  dsr- 
tellt,  musB  in  Bezug  auT  x,,x„  ...,7,  symmetrisch  sein;  sich 
1  c(p  Terwandeln^  wenn  a;,,...,*,  zu  cx„  . .  .,cx^  werden;  in 
I  +  k,   wenn  ar,,  , . .,  x^_  um  k  wachsen;   gleich   x,    sein,    wenn 

,2,  gleich  z,  sind.    Das  sind  die  Grundsätze,  welche  der 

erfasset  ausdrücklich  als  Grundlage  seiner  Theorie  hinstellt. 
Mn.  (Lp.) 

).  Stoi-z.  lieber  die  Hauptwerte  der  Kreisfunctioneii. 
iDDibnick  Ber.  67-79. 
Um  mit  vieldeutigen  Functionen  rechnen  zu  können,  muss 
lan  unter  ihren  einem  Wert  der  unabhftngigen  Variahlen  ent- 
precbenden  Werten  je  einen  Hauptwert  isoliren,  deren  Gesamt- 
eit  dann  einen  Hauptzweig  der  Function  bildet.  Da  in  Bezug 
uf  die  Bebandlnng  dieser  schon  von  Gauchj  und  neuerdings 
on  Weierstrass  und  Thomae  eingeführten  Begriffe  die  Lehr- 
Qcher  zu  wtlnechen  übrig  lassen,  werden  dieselben  fUr  die  ele- 
lentaren  Functionen  genau  festgestellt,  und  die  Unstetigkeiten 
er  Hauptzweige  und  die  wechseJHeitige  Beziehung  der  ßaupt- 
ferte  von  verschiedenen  dieser  Functionen  angegeben.  T. 

!.  PiN"CHEBLE.      Sur    une    g^n^raliaation    des    fonctions 
eul^riennea.    C.  R  CVI.  265-268. 
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Es  werden  die  EigenBchafteo  der  Function 

atersucht,  wo  s  eine  ganze  Zahl  "^m, 

ad  er,  CoDstanten  sind,  deren  reeller  Teil  poBitiv  ist.  Man 
ann  sie  dnrcb  die  Reihe 

^')(ar)  =  JfW(x -!-«>);  w  =  SK«. 
aretellen,  wo 

C-1)VM(.)  =f\(,t,i;—i, 

<i    Sie  genögt  der  FnnctionalgleichuDg: 

...  ^(-l^^yoCa^  +  a, +„^  +  ...  +  a.)=  ^»(4 

flr  xCO  =  1  geht  tf^'^{x)  in  eine  Function  ^'*Caf)  über,  welche 

as  Multiplicationstheorem  hat: 

(-1/     \  1      v.r./    I    ^i**!    I   '^'*i    1         1   '^<'«^        I 

V.W(«x)  =  __^  v^('»(^a;+  -^4--;^^  +  -  +  —^},         \ 

0  alle  1  von  0  bis  n— 1  variiren.  Die  9i<')(x)  lassen  sich  in 
leibea  nach  den  Derivirten  von  ^C'>(x)  entwickeln.  Es  folgen 
ach  einige  Besiehungen  zu  Sätzen  roa  Mittag-Leffler,  Hermite 
nd  Appell.  B. 

[.  Lebcb.      Demonstration    äl^mentaire   d'une  formule 
de  Raabe.    BatL  a.  xxti.  39-4a 
Aus 

>lgt  durch  Differentiation 

dF!,)  _    .JX-H-l)  _,„        ■ 
du     -'     /•(«)     -" 
nd  hieraus  durch  Integration 

F{u)  =  ulu-v  +  C. 
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Die  Integrationeconstante  C  findet  man  gleich  ^'(2»),  wenn 
iD  die  Formel 

UXx)  +  ir(l-x)  =  tn  —  h\anx 
ischea  deo  Grenzen  0  und  1  integrirt  und  die  Identität 

f\r{\.-x)dx  =f\r{x)dx 

-llcksicbtigt.  Elt. 

pRlNGSHEiM.  Zur  Tbeorie  der  Gamma  -  Functionen. 
Uith.  Ann.  XXXI.  455-481. 

Wenn  man  die  Theorie  der  Gammafunctionea  nicht  nach 
1  Principien  der  modernen  Functionentheorie,  sondern  auf 
und  eines  deSnirenden  analytischen  Ausdruckes  aufbauen  will, 
hat  man  zwischen  zwei  Definitionen  —  der  Legen dre'schen 
d  der  GausB'schen  —  die  Wahl.  Nach  der  ersteren  wird  die 
Dution  P(x)  durch  ein  bestimmtes  Integral,  nach  der  letzteren 
reh  ein  unendliches  Produet  erklärt.  Indem  der  Verfasser 
:  Vorzüge  der  beiden  Definitionen  gegen  einander  abwägt, 
iDmt  er  zu  dem  Schlüsse,  „dass  es  sich  am  meisten  empfehle, 
Q  der  Integral- Definition  auszugehen,  sodann  aber  vor  allem 
:  Productent Wickelung  daraus  abzuleiten  und  nunmehr  die 
rige  Theorie  auf  den  gewonnenen  Productausdruck  zu  gründen." 
:r  consequenten  DurchfQhrung  dieses  Gedankens  hat  der  Verr 
iser  die  vorliegende  Arbeit  gewidmet,  in  welcher  man  dem- 
tsprechend.  nicht  sowohl  neue  Resultate,  als  vielmehr  eine 
enge  und  systematische  Entwickelung  der  bekannten,  wichtigsten 
Ize  aber  Gammafunctionen  findet.  Der  Uebergang  von  der 
legraldefinition  zur  Productdatstellung  der  Function  wird  auf 
<ei  verschiedenen  Wegen  bewerkstelligt,  von  welchen  der  erste 
■gen  seiner  Einfachheit  und  Ungezwungenheit  die  besondere 
^btung  der  Mathematiker  verdient. 

Von  den  Sätzen  der  Theorie  finden  unter  anderen  die  ver- 


dx 
uicliy'ache  Integraldarstellung  .von    logr(x-|-l),    endlich    der 
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ZueammeDbang  der  GammafunctioD  mit  den  sogenannten  Euler'- 
scben  Integralen  zweiter- Gattung  BerDcksichtigung.  He. 


L.  Saalschutz.     Weitere  Bemerkungen  Über  die  Gaoinia- 
fuDCtioiien    mit   negativen    Argumenten.       ächlömllcfa    z. 
XXXtll.  362-371. 
Bekanntlicti  haben  die  Euler'schen  Integrale 


na)  =  f 


ß(a,  ß) = r 


nur  einen  Sinn,  wenn  die  (als  reell  vorauBgesetzten)  Grössen 
a,  a,  ß  den  Bedingungen  a>-0,  a>0,  ß^O  genftgeo,  obgleich 
die  Functionen  Fid),  B{a,  ß)  für  unbeschrankt  veränderliche 
Argumente  einen  Sinn  besitzen. 

Der  Verfasser  giebt  nun  die  Werte  dieser  Functionen  in 
lategralform  auch  Tür  die  Fälle,  wo  die  Euler'schen  Integrale 
Binnlos  weiden.  Uie  hUbscbe  Methode,  deren  sich  der  Verfasser 
hierbei  bedient,  und  welche  derselbe  offenbar  unabhängig  ent- 
deckt hat,  findet  sich,  wie  der  Referent  kürzlich  bemerkte,  schon 
bei  Caucliy  in  den  Exercices.  Die  Methode  besteht  darin,  von 
der  integrirlen  Function  die  Anfangsglieder  der  Potenz-  Eot- 
wickelungen  fortzunehmen  und  dadurch  das  Unstetigwerden  des 
Integrales  an  den  Grenzen  zu  verboten. 

So  ist  z.  B ,  wenn  man 

,.M  =  i-«+-|L-  +  ...-K-i)'.4 
setzt, 

falls  a  zwischen  —h~l  und  —k  liegt.  Und  ebenso  ergiebt 
sieb,  wie  Herr  Saalschutz  in  der  vorliegenden  Mitteilung  beweist, 

falls  o  zwischen  ~k—\  und  ~ft,  sowie  ß  zwischen  — A— 1  und 
— A  liegt  und  ^{x)  die  Summe  der  ersten  (ft-|- 1)  und  der  ersten 
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-i-1)  Glieder  in  der  Entwickelung  voa  -^t~- — r-— 5-    nach   auf- 

{i-i-x)'-*" 

eisenden,  bezQglicb  absteigenden  Potenzen  von  x  bedeutet, 
er  Verfasser  giebt  von  dem  eben  genannten  Satze  einige  Än- 
eadangeo,  die  sieb  auf  Identitäten  aus  der  Tbeorie  der  byper- 
omelriscben  Reiben  bezieben.  Es  wird  gezeigt,  dass  diese 
nächst  nur  für  positive  Werte  der  auftretenden  Goastanten 
wiesenen  Identitäten  aucb  nir  beliebige  positive  oder  negative 
erte  jener  Constanten  gültig  bleiben.  Hz. 


Laska.     Zur  Function  ^X^)-     ""PP*  *"'''■  (^'  ^'^-  ^^■ 
Scheinbeweise    für    einige  Formeln    aus  der  Theorie    der 


ScHAFHKiTLiN.      Ueber  IntegraldarstelluQg  der  allge- 
meinen hypergeometrischen  Reihe,     j.  für  Maih  dir.  89-97. 

Die    Lösungen    der    verallgemeinerten     bypergeometrischen 
ifferentialgleicfaung 

(I)     J,^-'fe'-«-|^-  =  o     (■'.  =  0). 

isen  sieb  durch  ti-faehe  bestimmte  Integrale  darstellen.  Der- 
lige  Darstellungen  sind  neuerdings  von  den  Herren  Pocbbammer 
id  Goursat  näher  untersucht  worden.  Der  Verfasser  giebt  nun 
len  abersicbtiichen  Beweis  des  Hauptresultates  von  Herrn  Poch- 
.mmer  und  zeigt  sodann,  wie  man  durch  eine  einfache  Sub-  . 
tuiion  von  den  Integralen  des  Herrn  Pocbbammer  zu  jenen 
fl  Herrn  Goursat  Übergeben  kann.  Uie  Hauptpunkte  des  er- 
iünten  Beweises  sind  die  folgenden.  Man  stellt  mit  der  Glei- 
nng  (1)  die  nachstehende  Gleichung  zusammen,  welche  eine 
11  eine  Einheit  niedrigere  Ordnung  besitzt: 

(2) 
tnn    nun    die   Constanten    Op,    bp    passend    bestimmt    werden, 
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BO  ist 

(3)        K')  =/*  f>'(.l-f>y-''v(t^)dv, 

wo  a,  t,  g,  h  ebenfalls  geeignet  la  bestimmeDde  Constanten  be- 
deaten.  Darch  wiederholte  Anwendnng  der  Formel  (3)  erhSIt 
man  schlieeelich  y(z)  dargestellt  dorch  ein  n-faches  Integral. 

Zar  Verein  facbnng  der  RechnuDg  bringt  der  Verfasser  die 
Differentialgleichnn^D  aaf  eine  Form,  welehe  er  zuerst  io  seiner 
Dissertation  aufgestellt  und  als  „Normalform''  bezeichnet  bat 

Hz. 

S,  PiNCHBRLE.  Sülle  fuDzioni  ipergeometriche  generalizzate. 
Rom  Äcc  L.  Beod.  (4)  IVi-  694-700,  792-799. 
Bekanntlich  entspricht  jeder  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung mit  rationalen  CoefBcienten  eine  ebensolche  Differenzen- 
gleichung,  deren  Ldsung  zugleich  die  Lösung  der  ersteren  Glei- 
chung ergieht.  Setzt  man  in  der  Differentialgleichung  «~'  fflr 
die  unabhängige  Variable  und  ^(f)  für  die  abhängige  Variable, 
so  wird  sie  von  der  Gestalt 

=  0, 

wo  Oa/  ConslanteD  bedeuten.  Die  entsprechende  Differenzen- 
gleichung  lautet  dann 

(2)        i  i  «V*  (x  -\-  kff(x  +  ft)  =  0, 
wo  [{x)  die  abbAngige   und  x  die  unabhängige  Variable  be- 
zeichnet. 

Der  Uebergang  von  dem  Integrale  der  einen  Gleichung  zu 
dem  der  anderen  wird  vermittelt  durch  die  Formeln 

(3)        (ix)  =fe-''xf,(l)dt;        y,(l)  =  f  t^f{x)dx, 

wobei  die  Ictegrationswege  in  geeigneter  Weise  zu  wählen  sind. 
Der  Verfasser  betrachtet  nun  zuerst  den  Fall  m  =  1,  p  beliebig. 
In  diesem  Falle  ist  die  Gleichung  (I)  sofort  integrirbar;  es  ist 
nämlich 
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ro  ai  and  ßk  Constanten  bedeuten.  Die  erate  Formel  (3)  liefert 
lodann  die  Lösung  der  Differenzengleicliung  (2)  in  Qeatalt  eines 
lestimmten  Intefrais.  Fasst  man  dann  diese  Lösung  f{x)  als 
''unction  von  a,,  a,,  . . .,  Op  auf,  so  befriedigt  dieselbe  eine  Reibe' 
on  partiellen  Differentialgleicbungen.  Als  Function  7on  o,  be- 
richtet, genügt  f(jc)  jener  linearen  Differentialgleichung,  welcbe 
tlerr  Pocbhammer  als  eine  Verallgemeinerung  der  hypergeorae- 
rischen  Differentialgleichung  untersucht  bat.  In  dem  Falle 
'  =  3,  c,  =  1  gebt  f(x).'\n  die  von  Appell  und  Picard  unter- 
uchten  liypergeometrischen  Functionen  von  zwei  Variabein 
r„  a,   aber. 

In  der  Fortsetzung  seiner  Abliandlung  betrachtet  der  Ver- 
asser  den  Fall,  wo  in  den  Gleichungen  (1)  nnd  (2)  die  Zahl 
>  =  1,  dagegen  m  beliebig  ist.  Dann  lässt  sich  das  Integral 
ler  Gleichung  (2)  sofort  angeben;  dasselbe  lautet  nach  den 
JnterBUchnngen  von  Meilin 

Fo  r(x)  das  Euler'sche  Integral  und  q,,  Oy,  c  Uonstanten  be- 
zeichnen. 

Aas  f(x)  ergiebt  sich  nach  Formel  (3)  i/'(0  in  Gestalt  eines 
)eBtiminten  Inlegrals.  Als  Fnaction  von  9,,  p„  •  ■  ■,  t>in  anfge- 
asst,  befriedigt  V'C)  lineare  Differenzengleichungen.  .  Speeielle 
fälle  von  den  letzteren  sind  die  \b  Gauss'scben  nRel&tiones 
nter  functiones  contignas",  sowie  die  von  Goursat  berrUbrenden 
Verallgemeinerungen  dieser  Relationen.  Der  Verfasser  macht 
^um  Scbluss  auf  die  Dualität  aufmerksam,  welche  seine  Betrach- 
ungen  beherrscht,  und  setzt  dieselbe  dadurch  in  ein  helles  Licht, 
lass  er  entsprechende  Sätze  einander  gegentlber  stellt. 

Hz. 

A.  Markofp.     Table  des  valeurs  de  I'int^grale  J  e~''dt. 
t^t.  P^terBboarg.  1H8».  {frsDEÖBiacb.} 
Die  neue  Tafel  gicbt  die  Weite  des  Inlegrals  /  e-''dt  auf 
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elf  Decimalen  fQr  alle  Tausendstel  des  Argumentes  von  x  =  0 
bis  o;  =  3  und  für  alle  Hundertstel  von  x  =  3  bis  x  =  4,8;  eine 

2      /*' 

Ergänzungstafel  giebt  die  Werte  des  Integrals  --=■  /  c^dt. 

Die  Methoden  und  die  Formeln,  welebe  zur  Berechnung  der 
Tafel  gedient  haben,  sind  in  einer  eingehenden  Einleitung  zu- 
sammengestellt. Wi. 


B.    Elliptische  Functionen. 

G.  H.  Halphen.  Trait^  des  fonctions  elliptiques  et  de 
leurs  applications.  II<°®  partie.  Applications  k  la 
m^cauique,    k  la  pbysique,    k  la  g^od^sie,  k  la  g^o- 

m^trie   et   au    Calcul    integral.     Paris.  Gaatbier-VHIars  et  Fiis. 
659  S.  80. 

Dass  der  Schwerpunkt  des  Halphen'schen  Werkes  in  den 
Anwendungen  del*  Theorie  der  elliptischen  Functionen  liegt,  haben 
wir  schon  in  dem  Bericht  über  den  ersten  Teil  desselben  (s.  F. 
d.  M.  1886.  XVIII.  377)  hervorgehoben.  Mit  der  den  französi- 
schen Mathematikern  eigenen  Eleganz  führt  der  Verfasser,  welcher 
leider  inzwischen  der  Wissenschaft  durch  einen  frühen  Tod  ent- 
rissen ist,  eine  Reihe  interessanter  Anwendungen  der  elliptischen 
Functionen  durch.  Das  erste  Capitel :  ^^Formules  elliptiques  pour 
la  rotation  des  corps^,  beginnt  mit  der  Darstellung  der  Cosinus 
der  Winkel,  die  eine  Gerade  mit  drei  rechtwinkligen  Axen  bildet, 
durch  die  Sigmafunctionen,  und  löst  das  Problem  der  analyti- 
schen Geometrie:  „Man  habe  3  Systeme  rechtwinkliger  Axen 
a,  6,  c,  a^j  y^,  s^,  x^^  y,,  z^^  und  es  seien  die  Cosinus  der  Winkel 
gegeben,  welche  die  Axen  a,  6,  c  mit  den  6  übrigen  bilden;  es 
sollen  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  6  unter  einander 
einschliessen,  gefunden  werden^  (composition  des  triödres  trirec- 
tangles).  Nachdem  alsdann  die  Euler'schen  Winkel  und  ihre 
Cosinus  durch  v^-Functionen  ausgedrückt  und  in  Reihen  entwickelt 
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lind,  werden  die  Fundameiitalformeln  der  KiDematik,  wetctie  das 
^roblem  der  Rotation  fedter  Körper  betreffen,  kurz  zusammen- 
refasBt,  und  es  wird  dann  das  Problem  mit  Hülfe  der  elliptiechen 
Miuctionen  endg[))tig  gelilst.  Cap.  II  trägt  die  Ueberschrift: 
,Les  inouvementH  ä,  la  Poinaot".  Unter  „mouvemetil  a  la  Poin- 
ot"  wird  eine  cootinuirliche  Rotation  verstanden,  deren  Compo- 
leiiten  nach  3  festen  Axen  in  Jedem  Augenblick  in  einem  con- 
tanten  Verhältnis  stehen  zu  den  Coordinateti  eines  im  Ranmo  be- 
geglichen,  aber  in  der  rotirendcn  Figur  unveränderlichen  Punktes. 
)iese  Deßnition  knUpFt  an  die  von  Poinsot  (Theorie  nouvelle  de 
it  rotation  des  corps,  J.  de  math.  (1)  XVI.  1851)  gegebene  an. 
sacbdem  diese  Bewegungen  durch  elliptische  Functionen  aus- 
edrückt  sind,  werden  die  Gleichungen  der  Herpolodie,  ihre  In- 
exiODSpunkte  und  ihre  verschiedenen  Formen  studirt.  Dann 
ulgen  die  Reibenentwiekclungen.  In  den  folgenden  Paragispben 
werden  zwei  gleichzeitige  Bewegungen  k  la  Poinsot  betrachtet; 
ie  heissen  öbereinslimmend  (concordants),  wenn  die  betreffenden 
iliptischen  Functionen  dieselbe  absolute  Invariante  haben,  und 
renn  ausserdem  die  beiden  Bewegungen  isochron  sind,  also  die- 
elbe  Periode  der  Zeit  haben.  Gap.  III  behandelt  das  Problem 
er  Rotation  eines  schweren  UmdrehungskÖrpers,  der  in  einem 
unkie  seiner  Axe  aufgehängt  ist.  Umdrehungsköiper  (corps  de 
L'volulion)  ist  ein  fester  Körper,  dessen  centrales  Trägheilsellip- 
oid  ein  Rotationsellipsoid  ist.  Üas  Problem  ist  von  Lagrange 
Uäcaoique  analytique,  3.  6d.  par  Bertrand,  II  233)  auf  elliptische 
luadraturen  surackgef^hrt.  Jacobi  (Werke  II)  fand  den  Satz, 
ass  sich  die  Bewegung  eines  solchen  in  einem  Punkte  seiner 
.\e  aufgehängten  Umdrebungskörpera  in  zwei  Bewegungen  ä  la 
oinsot  zerlegen  lässt.  Diese  Bewegungen  werden  eingehend 
ehandelt,  und  dann  speciell^  Fälle-  betrachtet.  Es  folgt  die  Be- 
egung  eines  konischen  Pendels  Ein  Fall  der  Lanie'schen 
lifTerentialgleichung  wird  untersuchl,  und  es  schliesst  das  Capitel 
lit  der  Betrachtung  der  elastischen  Gurve  im  Räume.  Das 
roblem  des  Cap.  IV:  „Mouvement  d'un  corps  solide  dans  un 
quide  indäfini,  en  l'absenae  de  force  acc^l^ratrice"  ftihrt,  wie 
lirclihoff  (VorlcBungen   Über    mathematische   Physik,    23(1  —  247) 
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gezeigt  hat,  auf  ein  System  von  Differentialgleichungen  mit  6 
Unbekannten.  In  diesen  Gleichungen  kommt  die  unabhängige 
Variable,  d.  h.  die  Zeit,  nicht  explicite  vor;  man  hat  ausserdem 
3  unmittelbare  Integrale,  und  man  kennt  den  letzten  Multiplicator; 
mithin  führt  die  Kennlnis  eines  einzigen  neuen  Integrals  zur  toII- 
Bt&ndigen  Ltisung.  In  drei  besonderen  Fällen  kennt  man  dieses 
neue  Integral,  und  einer  derselben  fuhrt  anf  elliptische  Quadra- 
turen. Mit  diesem  beschäftigt  sich  der  Verfasser  im  vorliegenden 
Gapitel.  Das  folgende  Cap.  V  behandelt  die  ebene  elastische 
Curve,  die  unter  einem  normalen  und  stets  gleichförmig  verteilten 
Druck  sich  befindet.  Dieses  Problem  wurde  zuerst  von  Maurice* 
Lävy  behandelt  (Sur  un  nouveau  cas  inl^rable  du  probleme  de 
r^lastique  et  l'une  de  ses  applications,  G.  R.  XCVII.  694  et  J.  de 
Maihöm.  (3)  X.  1;  s.  F.  d.  M.  XV.  1883.  882>  Durch  Einftlhrung 
der  Weierstrass'schen  Functionen  pu  und  au  hatte  dann  Halphen 
die  DiscussioD  der  Lösung  vereinfacht  (Sur  une  courbe  älaetique, 
J.  de  l'fec.  P..lyt.  cah.  LIV.  183;  s.  F.  d.  M.  1884.  SVl.  876).  Es 
werden  die  vei-schiedenen  Formen  der  elastischen  Curve  unter- 
sucht, dann  die  Cnrve  ohne  Druck  betrachtet,  ferner  das  belastete 
gerade  Prisma  und  der  normal  gedrückte  Ring.  Gapitel  VI  ent- 
hält die  Untersuchung  der  geodätischen  Linien  auf  den  Rotatioos- 
flächen  zweiten  Grades.  Es  ergebeu  sich  6  zu  discutirende  Fälle 
für  die  geodätischen  Linien  auf  der  Fläche 

— ■^+4i-  =  i; 

das  abgeplattete  EUipsoid  (a'>6'>0),  das  längliche  Ellipsoid 
(6'>o'>0)  und  das  zweischalige  Hyperboloid  (6'>0>o')  haben, 
je  eine  Art  von  geodätischen  Ltnien,  die  geradlinige  Umdrehungs- 
fläche (a'>0>6*)  hat  3  verschiedene  Arten.  Aus  der  Ueber- 
einstimmuDg  der  hier  gewonnenen  Gleichungen  mit  denen  in 
Cap.  II  el'geben  sich  Beziehungen  zwischen  den  geodätischen 
Linien  und  der  Uerpolodie.  Ferner  folgen  Eigenschallen  einer 
Klasse  abwickelbarer  Flächen  und  Sätze  über  confocale  Flächen, 
Die  in  diesem  Gapitel  gewonnene  Theorie  wird  im  folgenden 
(VII)  angewandt  auf  die  geodätischen  Linien  auf-  einem  abge- 
platteten Rotationsellipsoid  vou  geringer  Abplattung,  wie  es  die 
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Brde  ist.  Es  liandelt  sich  um  das  von  Jacobi  behandelte  Problem 
Icr  GeodjUie  (Solution  nouvelle  d'un  probtäme  fondamenial  de 
j^odäaie,  Ges.  Werke  II.  419)  und  um  analoge  Probleme.  Voll- 
iländig  durchgefBhrt  wird  die  Aufgabe,  die  geodstische  Entrernung 
meier  Punkte  zu  finden,  deren  geograpliische  Coordinaten  ge- 
■eben  aind.  Gegenstand  desCap.  VIU  igt  daa  berühmte  Problem 
ron  Gauss,  die  Anziehung  eines  elliptischen  Ringes  (Determinatic 
kttracti Ollis,  quam  in  punctum  quodvis  positionis  datae  eserceret 
)]anela,  si  eius  massa  per  lotam  orbitam  ratione  temporia,  qufl 
iingulae  partes  describontur,  uniformiter  esset  dispertita,  Werke 
II.  333).  Eine  vollständige  Lösung  dieses  Problems  gab 
}.  W.  Bill  (Od  Gauss'a  method  of  Computing  secular  perturbations, 
vith  an  applicalion  to  tbe  action  of  Venns  on  Mercury,  Amer. 
^phemeris  and  Naut.  Almanac  under  tbe  dir.  of  S.  Newcomb,  I, 
882).  Herr  Hill  hat  die  Lösung  des  Problems  vervolUtandtgt, 
ad^m  er  die  RechnuDgen  vod  Gauss  bis  zu  dem  Punkte  fort- 
etzte,  wo  die  nnmeriscbeD  Werte  eingesetzt  Werdeu.  Hier  giebl 
lalphen'  mit  HQlfe  eioer  neuen  und  einfacbeo  Analyse  zwei  ver- 
chiedene  Lösungen  des  Problems,  dereo  eine  der  GausB'scben 
iBtspricht.  Das  folgende  Capitel  IX  „^ualiou  d'Euler"  hat  einen 
ein  algebraischen  Inhalt,  der  eher  eine  Ergänzung  der  Theorie 
ler  elliptischen  FuDcttooeD  als  eine  Anwendung  derselben  genannt 
Verden  kann.  Der  Verfasser  beginnt  mit  der  allgemeinsten 
telation  zwischen  zwei  elliptischen  Functionen,  f(u)  und  f,(«)i 
I.  h.  zwei  rationalen  Functionen  von  k>u  und  fi'u.  Ea  existirt 
ine  „doppelt-lineare"  Gleichung 

axy  -\-bx-\-cg-\-h  ^0, 
0  daaa,  *wenn  x  =  f(u),  y  =  f,(u,)  gesetzt  wird,  die  Differenz 
ler  Argumente  u  und  u,  constant  und  gleich  der  halben  Diffe- 
ent  ^(w  —  to,)  der  Summen  der  Unendliche  beider  Functionen 
iL  Unter  einer  „doppelt-quadratischen"  Gleichung  wird  eine 
olche  verstanden,  die  in  Bezug  auf  jede  der  beiden  Variabelu 
'om  zweiten  Grade  ist.  Eine  doppelt-quadratische  Gleichung, 
lie  flberdies  symmetrisch  ist,  drückt  eine  Relation  zwischen  f(u) 
md  f(u  +  ü)  aus,  wo  [/eine  Constante;  aber  jede  beliebige 
toppelt-quadratische  Gleichung  vermittelt  die  Beziehung  zwischen 
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ei  elliptiBcheo  FuncItoDen  desselben  Argumeuls.  Vermittelst 
er  ÜDearen  Substitution  (ür  eine  Variable  kann  eine  nicht 
□metriBche  (dissymfilrique)  Gleichung  in  eine  symmetrische 
Qsformirt  werden.  Die  Betraclitung  der  luTarianteu  Hlbrt  auf 
Bogenannte  „cIiarakteriBtische  Gleichung" 

Cs-pXs~qX>-r)=s'-k,s'-k,>-k,=0, 
rin  die  Goefticienten  Invarianten  Bind.     Das  Vorige  wird  nun 
'  die  Integration  der  Euler'scben  Gleichung 

rin  X  und  Y  Polynome  vierten  Grades  von  x  resp.  g  sind 
gewandt.  Die  liier  entwickelte  Theorie  der  doppelt-quadra- 
!hen  Gleichungen  liefert  ein  einfaches  Mittel  für  die  Lösung 
:  SchiieBsungsprobiems,  wie  das  folgende  Capitel  X:  „Les 
ygones  de  Poncelet",  zeigt.  Eine  jede  doppelt-quadratische  und 
ametriBche  Gleichung  vermittelt  die  Beziehung  zwischen  deo 
dpunkteu  eines  dem  Kegelschnitt  X  cingeBchriebenen  und  dem 
gelschnitt  Y  umgeschriebenen  Polygons.  Daraus  folgt  der  Pon- 
et'scbe  Satz:  „Giebt  es  ein  gesetilossenes  Polygon,  das  einem 
gelscbnitt  eingeschrieben  und  einem  zweiten  Kegelschnitt  um- 
chrieben  ist,  so  giebt  es  unendlich  viele  andere  Polygone  von 
ieher  Seitenzahl,  die  jenem  ersten  Kegelschnitt  eingeschrieben 
1  dem  zweiten  umgeschrieben  sind".  Die  Theorie  der  Poncelet'- 
en  Polygone  lässt  sich  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen 
gant  durchrithreo.  Diese  Theorie  hängt  mit  der  Theorie  der 
ebraischeo  Formen  eng  zusammen;  sie  fuhrt  ferner  auf  die 
rdoppelung  des  Arguments  und  auf  die  allgemeine' Uuttipli- 
ion  der  elliptischen  Functionen,  sowie  auf  eine  neue  Integra- 
1  der  Euler'schen  Gleichung  und  auf  einen  neuen  Ausdrucrk 
pu.  —  Gleich  fruchtbare  geometrische  Anwendungen  enthält 
1  folgende  Capitel  XI:  „Les  courbes  du  premier  genre;  la 
lique  plane".  Die  Coordinaten  eines  variabeln  Punktes  auf 
er  ebenen  Curve  dritten  Grades  können  durch  elliptische  Func- 
len  eines  Arguments  ausgedrückt  werden.  Haben  die  Curven 
en  Doppelpunkt,  so  entarten  die  elliptiBchen  Functionen.    Soll 
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eine  Curve  n"°  Grades  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
QXi  =  a(  +  fc,pH  +  c,p'«  +  ■■■  +  hp^"-''^n        (i  =  1,2,3) 
dargestellt  werden,  bo  musa  sie  ^n(n — 3)  Doppelpunkte  bal 
Eine  andere  Form  dieaer  Curven: 

QXt  =  (,(«— oJ(r(«— /?,.)  . . .  ff(«  -  i,)    (i  =  I,  2,  3), 

mit  der  Bedingung,  daaa  Oi  +  ßi-i 1-^,  für  alle  3  Coordini 

dieselbe  Summe  aei,  gestattet  zugleich  die  Untersochung  der 
gutären  Zweige.  Nach  diesen  allgemeinen  Einleitungen  wer 
die  Curven  dritten  Gradea  apeeiell  behandelt.  Auch  geatatten 
allgemeiDen  Betrachtungen  eine  Anwendung  auf  die  Raumeun 
wie  im  Folgenden  gezeigt  und  besonders  ftlr  den  Fall  n  - 
aosgefUhrt  wird.  Diese  Betrachlung  der  biquadratischen  Cu 
im  üaume  ftibrt  auf  die  elliptischen  Coordinaten,  welche 
nächsten  Capilel  XI!  „^quation  de  Lama"  eingehender  beban< 
werden.  Nachdem  die.elliptiachen  Coordinaten  definirt  wor 
sind  und  die  Gleichung  der  Potentiale  in  elliptischen  Coordini 
gegeben  ist,  werden  die  FuDdamentalformeln,  in  denen  die  el 
lischea  Argumente  ala  Temperaturen  angesehen  werden,  zus: 
meogeatellt.  Dann  schreitet  der  Verfasser  zu  dem  Lam^'sc 
Problem,  wie  es  in  der  Abhandlung:  „Memoire  sur  l'^quilibre 
lemp^ratures  dans  un  ellipaoi'de  k  troia  axes  in^gaux"  (J. 
Math«m.  (1)  IV.  126)  formuürt  ist.  Für  die  weitere  Behandli 
ist  2U  erinnern  an  folgende  Literatur:  Liouville,  Lettre  aur 
verBea  queations  d'Analyse  et  de  Pbysique  math^matique,  c 
cernant  l'ellipsolde  (ibid.  XI.  217  und  261);  E.  Heine,  Ha 
buch  der  Kugelfanctionen,  I;  Hermite,  Sur  quelques  applicati 
des  fonctions  elliptiques;  Brioschi,  Tb^or^mes  relatifs  ä  l'^qual 
de  Lam^,  und  Sur  une  applicalion  du  ih^or^me  d'Abel  (G. 
XCII.  325  und  XCIV.  686).  Im  Vorliegenden  wird  die  Lan 
sehe  Gleichung 

für  irgend  eine  ganze  Zahl  »  gelöst;  das  Integral  hat  die  F( 

"  au 

Nach  eingehender  Diecnaston  der  allgemeinen  Lösung  wird 
besonderer  Fall  die  Riccati'ache  Gleichung  betrachtet.  —  Geg 
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stand  des  Xlll'^Capilels  sind  TheoreiDe  Über  die  lineareD  Diffe- 
rentialgleichungen. Zun&cbBt  wird  an  die  Bedingungen  erinnert, 
unter  denen  das  allgemeine  Integral  der  DiffereotialgleiehuDg 
im'"  Ordnung 

¥*■"'  + o,y'""'*+fl,J/*"'~**H J-fl™-iy  fo™y  =  0, 

deren  Coefficienten  eindeutige  gebrochene  Functionen  der  unab- 
hängigen Variable  »  sind,  sich  in  eine  nach  Potenzen  von 
(m  — «,)  fortscli reitende  Reihe  entwickeln  Iftest.  Man  vergleiche 
des  VerfasserB  „Memoire  snr  la  r^duction  des  ^uations  difT^ren- 
tielles  lin^ires  aux  formes  intägrables"  (Mäm.  Sav.  £tr.  XXVIII. 
155).  AUdann  wendet  sich  der  Verf.  zu  den  von  Herrn  Picard 
integrirten  Gleichungen  (C.  H.  XC.  128  und  293,  J.  für  Math.  XC. 
281;  siehe  auch  die  Abhandlung  yon  G.  Floquct,  C.  R.  XCVllI. 
82)  und  zu  solchen,  die  sich  auf  Picard'ache  Gleichungen  zurllck- 
fUhreu  lassen.     Als  Beispiel  dient  die  Gleichung  dritter  Ordnung 

y"'~ipa.y'~--iTii>'u.y  =  0, 
die  mit  der  Teilung  des    Arguments  durch  3  zusawoienhängi; 
ferner  die  Gleichung  vierler  Ordnung: 

yi^  -Afiu.y"~Bp'u.y—(Cp"u~Dgj9  =  0, 
und  überhaupt  die  linearen  Differentialgleichungen,  die  mit  der 
Teilung  des  Arguments  durch  irgend  eine  ganze  Zahl  zusammen- 
hängea.  Andere  Beispiele  fDr  die  altgemeinen  BetrachtungeD 
liefert  die  oben  angeführte  Abhandlung  des  Verfassers  und  eine 
zweite:  „Sur  les  invariante  des  ^uations  diffärentielles  unfaires 
du  quatri^me  ordre"  (Acta  Math.  III.  325).  Mit  zwei  Beispielen, 
der  Gleichung,  in  der  der  erste  CoefGcient  nicht  constant  ist: 

(f>u—pa)9"—s>'u.y'  —  [>i(n  +  lXpu—p'ay-p"a]y  =  0, 
und  einer  zweiten,  in  der  die  besonderen  elliptischen  Functionen 
'  fDr  (j,  =  0  auftreten: 

y"'+Ci-«>"-y'+[+Ci-«V"-«]!/  =  o, 

schliesst  dieses  Capitel.  —  Das  letzte  Capitel  XIV  trfigt  die 
UeberschriFt:  „Fractions  continues  et  integrales  pseudo-elliptiquea". 
Es  behandelt  die  Entnickelung  von  \^X,  wo  X  ein  Polynom 
vierten  Grades  ist,  in  einen  Kettenbruch.  Jacobi  gab  zuerst  mit 
HOlfe  der  elliptischen  Functionen  ohne  Beweis  Formeln,  welche 
das  Gesetz  der  Quotienten  der  Entwickelung  enthalten  (NoteBur 
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une  noiivfllle  applicatioo  de  l'Analyse  dea  functioDs  elliptiques  & 
lAlgÄbre,  J.  Ifli-  Math.  VII.  41 ;  ges.  Werke  1.  329).  Die  Betrncli- 
tuDg  der  Nftherungswerle  Keigl  besser  als  die  der  Quotienten 
den  Zusammenbang,  in  dem  diese  Theorie  mit  der  Multiplication 
des  Argumeots  steht.  Um  das  Problem  zu  erweitern,  föhrt  der 
Verfasser  statt  ^X  ein  neues  wichtiges  Element  ein,  nämlich  die 
Function 

x—y 
Die  Voraussetzung  Jacobi'e,  dass  X  in  lineare  Factoren  zerlegt 
sei,  wird  hier  überflUsaig.  Nachdem  die  RettenbrUche  eingehend 
sludirt  sind,  wird  auch' ihre  Convergenz  untersucht.  Es  schliesst 
das  Capitel  mit  einer  Betrachtung  der  pseudo-elliptischen  Inte- 
grale, mit  denen,  wie  Abel  gezeigt  hat,  die  Entwickelung  von 
\li  in  einen  Eettenbruch  zusammenhängt  (Sur  l'int^gration  de 
la  formule  diffärentielle  ~-^-,  A  et  p  6tant  des  fonctions  entieres, 

J.  für  Math.  I  und  Oeuvres  compl.  I.  104).  Halphen  stellt  sich 
Mgendes  Problem:  „Es  ist  eine  rationale  Fuuction  L  Von  der 
Form 


th.+j'J^. 


gegeben,  man  soll  eine  andre  Function  T  von  der  Form 

linden,  so  dass  (2L-|-7^ :  yX'die  logarithmische  Ableitung  einer 
rationalen  Function  von  x  und  Yx  ist".  Die  Lösung  dieses 
l'roblems  fflhrt  auf  eine  allgemeine  Methode,  die  pseudo-ellipti- 
'cheD  Integrale  direct  zu  construiren. 

Wir  haben  versucht,  eine  Uehersicht  über  den  zweiten  Band 
les  üalphen'schen  Werkes  iii  kurzen  Zügen  zu  geben;  der  Leser 
A'ird  zu  der  Ueberzeugnng  gelangt  sein,  dass  dieses  Werk  eine 
fülle  des  interessantesten  und  maDnigfaltigsten  Materials  euthilt. 
Beim  Erscheinen  des  ersten  Bandes  wurde  auch  ein  dritter  Band 
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ftDgckflii(lig:t,  von  nelcbem  die  Verlag:sbuchhaiidluDg  jetzt  „Prag- 
mente"  zu  reiöffentticben  verspricht.  Eb  ist  lebhaft  zu  bedauern, 
dasB  wir  iofolge  dea  Todes  des  VerfasBers  der  Vollendung  des 
Werkes  verlustig  geben.  M. 

M.  DE  Spasre  Cours  sur  les  fonctions  elliptiques  profesB^ 
pendant  l'unti^e  18S7  K  la  Facult^  catholique  des 
Sciences  de  Lyon  (III«  partie).  Bmi.  s,  sc.  XII.B.  1-90. 
1.  fteduction  der  Integrale,  welche  von  den  elliptischen 
fuoctionen  abhängen,  auf  die  Functionen*  j9(u),  wenn  die  Inte- 
grale vorher  auf  die  kanonische  Form  gebracht  sind.  2.  Directe 
Reduction  der  von  den  elliptischen  Functionen  abhängenden  In- 
tegrale auf  die  Functionen  p(tt),  wenn  die  Wurzeln  der  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  nicht  in  Evidenz  (reteu.  3.  Additions- 
Iheoreme  für  p(«).  4.  Untersuchung  von  p(uX  wenn  die  Dia- 
criminante  negativ  ist.  5-6.  Berechnung  des  Moduls  k  und  des 
läultiplicators  /  als  Functionen  der  Invarianten  <r,  und  $,. 
7.  Directe  Berechnung  der  Perioden  und  der  anderen  Elemente  als 
Functionen  von  y  und  k.  8.  Definition  der  Sigmafunctionen.  9., 
Berechnung  des  Moduls  und  des  Multiplicators,  wenn  die  Wurzeln 
1er  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  Evidenz  sind.  10.  An- 
ivendungen:  I.  Bewegung  des  Kreispendels  in  der  Luft,  wenn 
[uan  den  Widerstand  proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit annimmt.  II.  Bewegung  eines  schweren  Massenpunktes' 
\\i(  einem  Kreise,  welcher  sich  mit  einer  constanten  Winkelge- 
schwindigkeit um  eine  verticale  in  seiner  Ebene  befindliche  Axe 
ilrebt.  _  Mn.  (Lp.) 

M.  Falk.      Beweise   einiger  Sätze  aus  der   Theorie   der 

elliptiscben  Functionen,    stockh.  Vet  BihMg.  xiv.  i-30. 

Neue  Beweise  schon  bekannter  S&tze.  K. 

M.  Lbrch.     Beiträge  zur  elementaren  Theorie  der  ellip- 
tischen Integrale.     Caaop.  xvii.  49,  115.  (Böhmiach.} 
Liefert  eine  elegant  gehaltene  Einleitung    in   die   genannte 
rheorie  unter  Verwendung  der  uodemen  Symbolik.  Std. 
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G.  Peano.     Definizioiie  geomelrica  delle  fiinzioiii  ellittiche. 

.     Batt    G.  XXVI,  25.V-2M. 

Schneidet   man  auf  den    Radien vectoren  OP  einer  Ellipse 
-^  +  4-t   =  l(x  =  acoa9,  y  =  fcsin*)    gleiche   aber    entgegen- 

gesetzte  Strecken  OM  =  —  -g-,  PN  =■  +  -.t-  ab,     dann    ief  die 
zwischen  allen  M  und  N,  von  #  =  0  bis  *  begrenzte  Fläche 

■{,    Vo'cos'*4  fe'sin'*  M. 

T.  J.  Stieltjks.     Snr  I'^quatioii  d'Eiiler.    Darboox  Bull.  (2) 
XU.  222-227. 
Das  allgemeine  Integral  der  Euler'schen  DifTerentialgleicbung 

_        dx    ■ 

\  rtoa:'4-4a,**-f  üOjai'-f  4o,a:-t-a, 

lägst  Bich  in  die  elegante  Form  bringen: 

■0  1  _£+i^        „ 


xy  ■        flj  — !im  Oj  o, 

wo  m  eine  willkürliche  Constanle  ist.  Diese  Formel  ergiebt  sieh 
sehr  leicht  aus  einer  Abhandlang  von  Richelot:  „Einige  Bemer- 
kungen zum  Euler'schen  Additionstheorem  der  elliptischen  Inte- 
grale", J.  fbr  Math.  XLIV.  277.  Dies  wird  im  Vorliegenden 
unter  teilweiser  Wiedergabe  der  Richelot'sehen  Abhandlung  ge- 
leigt.  M.' 

T.  J.  Stihltjes.     Sur  l'^quatioii  d'Euler.  c,R.uvn,6i7-ciö. 
Wie  in  der  obigen  Notiz  wird  die  elegante  Determinanten- 
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m   der  Lösung  der   Euler'sclien   Gleichung  angegeben,  ferner 
1  Beziehung  zwiecbeo  x  und  y  iu  der  Form 

1  gezeigt,  dasa,  wenn  man  ein  Polynom  kennt 


ttx* ^2ßx-\-y  proportionai  yÄ-|-»iX, 
ff  die  Heaee'sche  Determinante  von  X  ^  a,a:*-|-4a,z'4-  •  ■  -, 
le  der  linearen  Substitutionen,  welche  das  elliptische  Differestial 
sich  selbst  UberrnhreD,  die  Form 

tixy-\  ß{x-\-y')^y  =  0 

M. 


J.  Stieltjes.      Sur  la  röduction    de    la    diff^rentlelle 
elliptique  h,  la  forme  normiile.     C.  Et.  cvil.  65i-6d3. 
Das  allgemeine  Integral  der  DifferentialgleicbuDg 


l/a.x'+4.i,i 

'+6o,i'+4o,«+o 

,         ^  y4g--Sy-T 

0 

i        X       0 

1,    -«, 

i 

0       0       0 

-t      e 

0 

0        0     -2 
0     -2        a. 

c      0 

=  0, 

1      *' 

-i        '       <•, 

"i     o* 

— *y 

c        0        o. 

<".      ". 

c  eine   willkürliche   Conalanle. 

Diese  Formel   erfiebt  auch 

linearen  Substitutionen. 

H. 

J.  Stiültjks.      Sur  la   transformatiou    unfaire    de  lii 

difförentielle  elliptique  —,^-     Touloaie  Ann.  iL  K.  1-26. 

Die  lineare  Transformation  des  ellipttBcben  Differentials  wird 
T  unter  einem  von  dem  bisherigen  yerschiedenen  Gesichtspunkte 
sandelt,  indem  die  Beziehung  '/.wiscben  x  und  y  in  der  Form 

P'\  qj:-\-ry-irsxy  =  0 
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und  die  Polynome  vierten  Gradea  in  der  homogeneD  Geetalt: 

X  =  a„x*  +  4o,xV4  6(iji'a!"+-4(i,a;j:"  +  (ijx'*, 

^  =  '*.?*  + 4ö,j'y'  +6ft,y'j"4-4fcjS(y"  +fc,s" 

geschrieben  werden.     Bezeichnet    man   die  Wurzeln  von  X  =  0, 

y  =  0  mit  «!,,  jt,,  x,,  Xj  und  y,,  y,,  y,,  y,,  so  iat 

p+9Xi  +  ry,+«x,yi  =  0  0=1,2,3,4), 
d.  h.  das  anbarmoniache  Verhältnis  der  Wurzeln  von  X  =  0  ist 
gleich  dem  der  Wurzeln  von  y  =  0.  Damit  nun  die  obige  Be- 
ziehung erfOtlt  wird,  mOBsen  die  iDvarianten  von  X  gleich  den 
iDTarianten  von  Y  sein,  und  es  existiren  immer  vier  solcher 
Beziehungen.  Diese  linearen  Integrale  der  Differentialgleichung 
nerden  nun  algebraisch  bestimmt.  Aus  der  Theorie  der  biqua- 
dratischen  Formen  werden  diejenigen  Resultate  benutzt,  die  Herr 
Uermite  (Sur  la  thäorie  des  fonctiuns  homogenes  ä  deux  ind^- 
lermiD^es,  J.  fQr  Math.  LH)  gewonnen  hat.  Es  handelt  sich  schliess- 
lich um  die  Zerlegung  des  Ausdrucks  XB^  -  YB^  in  vier  Factoren 
ron  der  Form  p-^qx-i-ry+Mxy  und  um  die  Lösung  der  Gleichung 
1(1*  — Sw  — T --=  0.  Man  kann  auch  die  Lösung  *des  Problems 
lirect  von  einer  Gleichuug  vierteu  Grades  abhängig  machen. 
Dies  wird  gezeigt,  nachdem  der  besondere  Fall  betrachtet  wor- 
len  ist,  wo  in  der  Euler'schen  Gleichung  oj  =  fr;  (t  =  0,  l,  2,  3,  4) 
St.  H. 


1.  G.  Ptaschitzky.     Ueber  die  eiidüclie  Integrutioti  der 
elliptischen'  Differentiale.     St.  i'eiersburg.  msä.  (Rnseiecb.) 

Die  vorliegende  Arbeit  bezweckt,  sowohl  die  früheren  Ar- 
leiten  Ober  die  Integration  der  elliptischen  Differentiale  in  end- 
icber  Form,  als  auch  die  eigenea  Uotersncbungen  des  Herrn 
Verfassers  Qber  diesen  Gegenstand  auseinander  zu  setzen.  Dem- 
;einäaB  wird  diese  Arbeit  in  fUnf  Capitel  geteilt. 

Das  erste  Capitel  ist  den  Untersuchungen  von  Liouville  und 
rscfaebyseheff  gewidmet,  welche  sich  auf  die  endliche  Integralion 
1er  elliptischen  Differentiale   und   auf  die  Reduction  der  ellipii- 


VII.  ÄbachDLit.     FaDClioueotheo 


leu  Integrale  auf  die  P'orm    /      — —-     ■■  ■    —   ■  ■  - 

•■'     Yx*  -I-  Ix'  +  mx'  +  tix  -h  p 


Im  zweiten  Capitel    wird    mit    einigen  VereinfacbungCR  die 
;thode  von  Abel  betreffs  der  Lösung  der  Frage  entwickelt,  ob 

B  Integral  /      — =^    -  -^   --  ■^-  - =  -  in    endlicher   Form 

rgeetellt  werden  kann. 

Das  dritte  Capitel  enthält  die  eigene  Methode  des  Verfassers, 
i  ihr  wird  das  gegebene  Integral  in  die  Form  gebracht: 


/m^^'h 


I  S  ein  Polynom    dritten    Grades   ist.    Von  diesem  Integrale 
«gehend,  bildet  der  Verfasser  eine  gewisse  Reihe  von  Integralen 

J„  J„  . . .,  Ji-\,  ■/,,  . . .     Damit   das   Integral  J  bei  einem  ge- 
lencn  Werte  von  B  sich  in  endlicher  Form  ausdrucken  lasse, 

es  notwendig  und  hinreichend,  daea  die  Reihe  der  Integrale 
eine  endliche  oder  periodische  sei. 

Das  vierte  und  das  fünfte  Capitel  enthalten  die  Ableitung 
r  Ergänzungen  zu  den  Kriterien  der  IntegrabililSt.  Diese  Er- 
Qzungen  sind  teils  von  Tschebycheff  und  Zolotareff,  teils  vom 
rfasser  selbst  gefunden.  Wi. 

H.  Halphen,     Sur  l'^quation  d'Kuler.    Palermo  Reoa.  ii. 
40-44. 
Bericht  auf  8.  336  dieses  Bandes. 


.  Hkymann.      Bemerkung    Über    elliptische    Integrale. 

J.  für  Math.  cm.  8T-H8. 

.  Heymann.      Note    Uber   das   elliptische  Integral    mit 
complexem  Modul.     Scbiömilcii  z.  xxxnr.  313.3U 
Saalschutz.     Das  elliptische  Integral  erster  Gattung 
mit  complexem  Modul.     Scblömilch  z  xxsilf.  3n-3l3. 
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Durch  UDtersuchung:eQ  aber  hyperelliptische  lalegrale  («Bei- 
trSge  zur  TranBforniatioii  der  hypereliiptiecheo  lategrale", 
Schlümilch  Z.  XXXIH.  31-5&,  -siehe  Abfichn.  VII,  2  C)  ist  Herr 
Heymanu  auf  folgende  Forme]  für  das  elliptische  Integral  erster 
GatiuD^  mit  complexem  Modul  geführt  worden: 
/•■  du 

f   yä-«oci-(e+««') 

vo  u  und  to  durch  die  Gleichung 

fr         2vD  ^  \  ^ 

verbunden  sind.  Da  sich  die  Entwickelung  fDr  /"  =  0  nicht  un- 
nittelbar  als  reell  erweist,  so  wird  die  obige  Kormel  in  der 
weiten  Note  durch  Einführung  einer  neuen  Verftnderlichen 
=  — fv>  in  folgende  übergeführt: 

f  iu 

,'(l-«'Xl-(e  +  r«)«') 


V2  -{   i^c«'i-"2«-r)('''+a{e-i)»'-n ' 

.0  u  uud  D  durch  die  Gleichung 

4i-  =-^('''  +  2c''-r) 
erbunden  sind,  und  welche  Forme)  nun  auch  gilt,  wenn  f  ver- 
:b  windet. 

Herr  Saalscbfllz  bat  direct  eine    ähnliche   Formel   l^r  die 
erlegung  des  elliptischen  Integrals 

■'     )/(l-i")(l-(o+/»0»')  '       ■ 
orin  X  reell,  positiv  und  ^  1  ist,    in  .einen  reellen  und  einen 
:in  iinaginftren  Teil  erhalten.     Es  wird  für  .  . 

o"- "■-/»■ 


-2{„-a)) 
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In  gleicher  Wei^c   hat    man    fdr   das   Integral   zweiter  Gattung, 
wenn  die  Greniteu  z„  und  v,,  x^    und   c,    einander    entsprechen, 

^  r^(t,-ay  ^  ß'_ ^^       (c-«-iff)dp 


G,  H.   Halphen.      Sur  le»  integrales  pseudo- elliptiques. 
CR,  CVI.  1263-l'i1Ö. 
Pseudo- elliptische  Integrale  sind  von  Malet  (nicht,  wie  der 
Verfasser  meint,  von  S.  Gllntlier)  solche  Integrale  genannt,   die 
die  Form  elliptischer  Integrale 

haben,  sich  aber  auf  algebraische  oder  logaritbmische  Funciionen 
zurückfuhren  lasseo  (s.  F.  d.  M.  1882.  XIV.  377).  Eiimclne 
derselben  wind  verschiedentlich  untersucht  worden.  Abel  suchte 
alle  Differentiale  von  der  Vorm  Ldx:\X  (wo  L  und  X  ga'nze 
Functionen  von  x)^  deren  Integrale  auf  eine  Function    von  der 

Form  log— — '^  zurück führbar  sind  (Oeuvres,  2'  Äd-  1.  104). 
F-\-\X  ^ 

Ualphen  giebt  hier  eine  Methode,  oach  der  alle  pseudo-elliptischen 

Integrale  /  —  -■-  gewonnen  werden  kijnnen;  er  beschränkt  sich 
•^      \X 

zwar  auf  den  Fall,    wo  X  vom    dritten   oder   vierten  Grade  ist, 

doch    gilt    Keine    Methode    auch    allgemein.     Ausser  der  in   der 

L<5sung    von    Abel    auftretenden    KettenbrucljeDtwickelung    nach 

fallenden    Potenzen    wird    hier    die    folgende    nach    steigenden 

Potenzen : 

wo  die  ot  vom  ersten  Grade  in  x  sind,  betrachtet.  Kine  Reduc- 
tion  erfälirt  nun  /unAclist  das   Problem   durch  den  .Salz;    .IkI   H 
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iine  rationale  Function  von  x  und  X  ein  Polynom  vierten  (oder 
dritten)  Grades,  so  kvtn  man  eine  rationale  Function  Q  finden, 
<o  dasB  die  Differenz 

lie  ebenfalle  rational  iät,  im  Nenner  nur  einfache  und  von 
lenen  dea  X  verschiedene  Wurzeln  hat,  und  dass  der  Grad  des 
Wählers  den  des  Nenners  höchstens  um  zwei  Übersteigt.''  Da- 
nit  nun  das  Integral  L-.yX  ein  pseudo-elliptiscbes  sei,  ist  es 
lotwendig,  dass  der  Grad  des  Zahlers  von  L  den  des  Nenners 
lüchsteos  um  eine  Einheit  übersteigt,  und  dass  L,  in  einfache 
JrUche  zerlegt,  die  Form 

lat,  wo  die  n,,  «„  . ..,  n  ganze  Zahlen,  Xp  das  Polynom  X  fUr 
■■  =  Xp  und  K  eine  Constante  bedeuten.  Aber  diese  Bedin- 
;ungen  sind  nicht  hinreichend.  Es  müssen  noch  die  Grössen 
;„  ;»„  .  ■  -  und  K  zwei  Bedingungen  genügen,  welche  die  Theorie 
ier  elliptischen  Functioneo  leicht  ergiebt,  und  die  hier  in  rein  alge- 
iraiscbe  Form  gekleidet  werden.  M. 


).  C.  Malet.      Od    certain    definite    integrale.      Anoali  di 
Hat.  (2)  XVI.  277-290. 
Bericht  auf  S.  303  dieses  Bandes. 


(V.  Lasea.     Keduction  einiger  Integrale.      Hoppe  Arch.  (2) 
VIE.  110-112. 


Bericht  auf  S.  296  dieses  Bandes. 


A.  Knkser.  Elementarer  Beweis  ftli-  die  üarstellbarkeit 
der  elliptiscbeo  Functionen  als  Quotienten  beständig 
convergenter  Potenzreihen.   Muh.  Add.  XXXll.  309-330. 

For«hr,  i.  M.ft.   XX.  1.  29 


I  Vit.  AbaolmiU.    FiiDctioiientfaeorie. 

Es  sei  X  =  snu  durch  die  Gleichaog 


--r 


]/fl_x')(l-A'x*)      ' 
als  eindeutige  und  stetige  Function  von  u  fOr  alle  reellen  Werte 
(ü)  dieser  Gröeae  definirt,  deren  absoluter  Betrag  eine  binreicliead 
klein  gewählte  positive  Grösse  nicht  Übersteigt;  dann  besteht  die 
Differentialgleichung 

(SU'«)'  =  (l-sn'K)  (1-fc'sn'a), 
und  es  ist 

snf— m)  =  — snw. 
Nun  sei  fDr  GrösBCD  u,  r,  u-fe  innerhalb  des  Gebietes  (V)  das 
Addilionstheorem  ftlr  sn(u-|-ti)  bewiesen  und  daraus  nach  der 
Schellbach'schen  Methode  das  Additionstheorem  fflr  die  Integrale 
zweiter  Gattung  hergeleitet.  Dann  lassen  sieh  nach  Jacob! 
Z(u),  6(u)  und  H(u)  auch  für  das  Gebiet  (V)  definiren.  Aus 
den  Formeln  ftir  /(u-j-v)  und  Z(u~v)  erhält  man,  wie  Herr 
Ticbomandritzky  gezeigt  hat  (Math.  Ann.  XXII.  452), 

e'(O)0Ca  +  f))e(ti— e)=  ©>3©'(p)(l-A'Bn'ii8n'i)), 
und  hieraus  durch  die  Substitution 

1    flfio) 
1/A  ©Cip) 
(Fundam.  §61)  das  Resultat: 

eXO)B(u  +  v)B(u-t,)  =  axu)e\v)-a*{t)  ©»(«). 

und  wenn  auch  2u  dem  Gebiete  (U)  angehört,  die  GleichuDgen : 
(fl'(0)  ©'(0)^(2«)  =  2fl(,O©W[0C«)H'C«)-ffC")Ö'('')]> 
^    '       \  ©'(0)©(2»)  =  0'(")-Ä'('O- 

Hieraus  folgt,  dass  die  Potenzreiheu,  welche  fUr  ©(u)  und  H(u) 
erhalten  werden,  über  das  Gebiet  hinaus,  f&r  welches  diese 
Functionen  zunächst  definirt  sind,  beständig  convergiren,  dass 
also  snii  sieh  als  Quotient  zweier  beständig  conrergenten  Potenz- 
reihen  darstellen  läset.  Zweck  der  voiliegenden  Abhandlung  ist 
DUO,  die  analytischen  Sätze,  welche  die  an  die  Gleichungen  (13) 
gekDQpfte  SchlusBweise  benutzten,  entbehrlich  zu  machen,  da  deren 
strenge  Begründung  genauere  Untersuchungen  Aber  Summeti  von 
unendlich  vielen  Potenzreihen  voraussetzt.     Es  werden  deshalb 
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Ite  rolgenden  elementaren  Sätse  Über  eonrergente  Potensreihen, 
i.  h.  über  solche  nach  Potenzen  von  u  fortschreitenden  Potenz- 
eihen,  welche  ftlr  alle  von  Null  verBohiedenen  Werte  von  u  con- 
rergiren,  anfgeBtellt: 

(I)  ,Eine  convergeute  Potenu-eihe  verschwindet  nur  dann 
ür  alle  reellen,  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  gewisses 
irente  liegenden  Werte  des  Arguments,  wenn  die  Bämtlicheo 
'oefficienten  den  Wert  Null  haben. 

(II)  Eine  endliche  Anzahl  nach  Potenzen  einer  und  derselben 
irüsse  fortschreitender,  in  irgend  einem  Bereich  ((/)  conrergenter 
'otenzreihen  können  wie  endliche  Summen  addirt,  subtrahirt 
ind  multiplicirt  werden,  und  ergeben  als  Resultat  einer  endlichen 
knxahl  solcher  Operationen  eine  im  Bereich  (U)  conTcrgente 
'otenzreihe. 

(III)  Eine  convergeute  Potenzreibe  kann  gliedweise  differen- 
iirt  und  integrirt  werden;  Ableitung  und  Integral  sind  ebeofalls 
onrergente  Poteuzreihen. 

(IV)  Der  Convergeuzkreis  einer  Potenzreihe  ist  nicht  grösser 
ils  der  ihrer  Ableiluup. 

(V)  Zd  eioer  beliebig  gegebenen  convergenten  Potenzreibe 
i(h)  kann  eine  zweite  f(u)  gefunden  werden,  welche  gleichfalls 
onvergent  ist  und  der  Gleichung 

^-« 

enßgt". 

Diese  Sätze  gcnDgen,  nm  die  Entwickelbarkeit  von  snu  in 
iae  conTcrgente  Potenzreihe  nachzuweisen.  Alsdann  geben  die 
ätze  (II)  und  (III)  auch  die  Entwickelbarkeit  von  sn'u  und 
'(h),  ferner  Satz  (V)  die  einer  Potenzreibe  f(u),  welche  der 
ileichung  genUgt: 

^-«^ 

iese  Function  wird  aber  durch  passende  Bestimmung  des  will- 
flrlicben  Factors  gleich  3(u).  Aus  Satz  (II)  folgt  dann,  dass 
Qch 

H(h)  =  l/ftsnK.©(u) 

29* 
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in  eine  convei^nte  Potenzreilie  entwickelt  werden  kaon.     Nun 

srsetzt  man  in  den  Gleieliungen  (13)  u  durch  -^,  80    folgt  aus 

1),  dasB  diese  Gleichungen  nach  Eiosetzea  der  Potenzreihen  fDr 
9  und  H  identisch  bestehen.  Durch  Wiederholung  des  Ver- 
fahrens läset  sich  zeigen,  dass  die  Reiben  für  6(11)  und  H(u) 
geständig  convergiren.  Jetzt  erkl&rt  man  diese  Functionen,  die 
irsprQnglicb  nur  für  das  Gebiet  (U)  definirt  waren,  durch  die 
PotenzreihcDausdrUcke  für  beliebige  complexe  Argumente,  dann 
iefern  die  Gleichungen 

inmittelbar  die  allgemeinen  Functionen  snu  und  Z{u).  Satz  (1) 
irgiebt  die  Gültigkeit  der  Gleichung 

ff  C«)©'C»)-H' (•.)©(»))*  =  (k&(u)-B*(u-)){9'(u)-kB\u)) 
Hr  jeden  Wert  von  u,  mithin  genBgt  auch  die  allgemeine  Func- 
ion  snu  der  Differentialgleichung 

(sn'u)'  =  (1  —  sn'ii)(l — fc*8D*ii), 
ind  aus  dieser    kann   durch    Differentüren   und   Integriren  das 
^dditionstheorem  hergeleitet  werden,  so  dass  dasselbe  auch  fOr 
leliebige  Argumente  QUltigkeit  hat. 

In  den  folgenden  Paragraphen    werden    die    analogen   Ent- 
vickelungen  fOr  die  Functionen  pu,  ^u,  au  durcbgefDhrt. 

M. 

?.  Appell.      Sur    les   ^quations    lin^airea    int^grables    ä 
I'aide  de  la  foiiction  Xmix,  y).      Ann.  de  l'fec.  Norm,  (3)   V. 
211-218. 
Herr   Hermite  nennt  bekanntlich   doppeltperiodiscbe  Func- 
ionen  dritter  Gattung  solche,  die  den  Gleichungen 

9i(ii  +  2w)  =  9)C«)c«+',  «p(h  +  2w')  =  gi(u)e"'^'-' 
;eQagen.    Aus  ihnen  gehen  die  der  ersten  Gattung  hervor,  wenn 
aan  c  =  c'  =  Ä  =  A'=0  setzt,  die  der  zweiten  Gattung,  wenn 
=  c'  =  0  gesetzt  wird.    Ihre  allgemeine  Form  ist 

(p(u)=  Ce    »"'  n{a(»~v)\', 
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iTo  die  (  ganze  Zahlen    bedeuten,   deren  Summe   — V—S!L    jgt 

^Qaiphen,  Traitä  des  fonctions  elliptiques,  I.  462).  Die  Zerlegung 
1er  doppeltperiodischen  Functionen  dritter  Gattung  in  einfache 
^lemeiite  und  die  Entwickelung  dieser  Functionen  in  Beihen  ist 
ierrn  Appell  gelungen  durch  Einführung  der  Function 

weier  Variabeln.  (Siehe  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (3)  I.  135,  II.  9, 
II.  9;  F.  d.  M.  XV.  1883.  340,  XVI.  1884.  383,  XVII.  1885. 
09,  XVIII.  1886.  385). 

Im  Vorliegenden  wird  eine  lineare  Differentialgleichung  mit 
weitem  Gliede  aufgestellt,  deren  Coeffioienten  ans  Fanotionen 
)  und  deren  Ableitungen  znsamniengeaetzt  sind,  and  deren  all- 
emeines  Integral  durch  ©-Functionen  und  die  Function  x-iC^^iy) 
uägedrtlckt  werden  kann.  Zunächst  wird  fllr  die  specielle 
onction  XiC'^i''^)  die  Differentialgleichung  gewonnen: 


Si"  =      2  t   '   g-I-")=~«"H,C») 

id  B(%—K)  =  B,  (s)  ist.  Diese  Differentialgleichung  ist  sofort 
ittels  elementarer  Methoden  integrirbar.    Man  findet 

-|P[°yX,K'')  =  Z(^-K)-  Z(3-a)  +  v(«). 
0  die  Constante  xp(a)  dureh   Entwickelung  nach  Potenzen  von 
-a)  gefnnden  wird  als: 

ach  derselben  Methode  wird  nun  im  Folgenden  eine  lineare 
Ifferentialgleiehung  tn'"  Ordnung  mit  zweitem  Gliede  gebildet, 
T  die  Function  Xm  (<i,a)  für  ein  positirea  ganzes  m  genügt. 
lese  Differentialgleichung  kann  auch  dadurch  erhalten  werden, 
LSB  man  die  Methode  der  Zerlegung  in  einfache  Element«  aaf 
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die  Fanction 

anwendet,    die   in   dem   Periodenparallelogramm  den  Pol  a  =  s 
TOD  der  Ordnung  (m-f-1)  besitit.  M. 

Ch.  Hermite.     Remarques  snr  la  d^composition  en  &1&' 
ments    simple:«   des   foiictions  doublement  päriodiques. 
ToDlonae  Aud.  11.  C.  1-12. 
Jede   eindeutige   Function  F{x)   mit   den  Perioden  2K  und 

2iK'  und  den  innerhalb  des  Periodenrechtecks  gelegenen  Polen 

0,  6,  . ..,  /  hat  die  Form: 

Di  e  Function  -fr? ~  ,   welche   hier  die  Rolle  des   einfachen 

H[x—a)  ' 

Elementes   spielt,    ist   nicht  doppeltperiodisch-,   aber  ihre  Ablei- 
tungen Bind  es,  wie  die  Relation 

n  -^'^'"I  ~J L- 

'    H(x)  K         BD*« 

zeigt    Es  wird   nun    aber   anch   die   erste  Summe  unter  einer 
doppeltperiodischen  Form  dargestellt,  was  wegen  der  Bedrogung 

SA  =  A-\-B-\-C-\ l-t  =  0  möglich  ist.     Der  Herr  Verfasser 

erhalt  folgende  Form  fUr  F{x) : 

F{x)  =  9)(sn'z)'4-)^C8n*«).Bn«cna;dn3^ 
wo  (p  (an'  x)  und  ifi  (ßu'x)   rationale   Fanctionen   von  sn*«    be- 
deuten.    Das   zweite  Glied  enthält  einen    scheibbar   singnl&ren 
Punkt  X  =  iK',  der  sich  in  der  Formel 

B'(x—a)  __    BUd^cnirdn^-l-BDaenadna        ©'(*)   ,   ö'(<») 

Ä"(^ä)  ~  ^sD^-^Tn'o  "©(«f       Ö{»r 

findet      Dieser    Nachteil    war    bei    den    einfachen    Elementen 

''(»-») 


Ä(«— o) 


vermieden;   aber   in    dem    beBOnderen  Falle,    wo  für 
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!0  haben  die  Functionen  ¥,(*),  V^(x),  V',(»)diecbarakteri8ti8chen 
Eigenscbaftea  der  Fanetionen  0,(x),  ®,{iF),  0,(a-).  M. 

M.  Kraüsk  und  G.  Mohbmann.     üeber  die  Entwickelung 

der  doppeltperiodiscben  Functionen  zweiter  uad  dritter 

Art  in  trigoiiometriache  Reihen.  Math.  Add.  XXXU.  331-341. 

Die  Reihen  entwickelung  der  doppeltperiodiscben  FuDctionen 

Eweiter    und    dritter  Art,    bei    denen   die  Zahl  der  Kullpnnkte 

grösser  ist  als  die  der  Unendliche,  ist  von  Herrn  Krause  zurttck- 

^efuhrt  auf  das  Problem,  die  Grossen 

9a(_nc-\-na,Ht) 

EU  entwickeln  (Matli.  Ann.  XXX.  425-436  and  516-534;  b.  F.  d. 
U.  XIX.  1887.  44ä).  Die  beiden  indireoten  Lösungen,  welofae 
n  den  früheren  Arbeiten  gegeben  wurden,  sollen  hier  durch  drei 
iirecte  Lßsungen  desselben  Problems  ersetzt  werden.  Die  erste 
»eruht  auf  den  Eigenschaften  der  complexen  Integrale.  Es  wird 
nämlich  das  Integral 

"dp 


=/;'(.). 


ausgewertet,  das  in  der  Function 

vorkommt.  Ist  dies  geschehen,  so  ergiebt  sieh  mit  Httlfe  von 
ßecursionsformeln  die  Entwickelung  in  trigonometrische  Beihen 
in  expliciter  Form.  Die  zweite  und  dritte  Methode  können  als 
VerallgemeineruDg  der  Methode  des  Herrn  Biehler  angesehen 
werden;  sie  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  mit  ganz  ele- 
mentaren Mitteln  operiren.  Aus  den  fertigen  Formeln  kann 
man  durch  Specialisirung  die  Entwiekelungen  der  gewöhnlichen 
elliptischen  Fnnctionen  unmittelbar  ableiten.  Während  in  der 
früheren  Arbeit  die  Restfunctionen  als  einmal  gegeben  ange- 
nommen wurden,  gelangt  der  Herr  Verfasser  hier  natnrgemäss 
und  sTstematisch  zu  der  Definition  und  der  Darstellung  der- 
Bclben.    Die  Durchführung  der  beiden  ersten  Methoden  rfibrt  von 
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Herro  Mobrmann  ber.     Die  dritte  Methode  ist  nur  fOr  die  Fudc- 
tlooen  Eweiter  Art  durchgeführt.  M. 


M.  Krause.  Ueber  die  Entwickelung  der  doppeltperto- 
discben  Functionen  zweiter  und  dritter  Art  in  ti'igo- 
nometrische  Reiben.     (Dritte  Abhandlung.)     Math.  Ann. 

XXXKI.  108-118. 
Mit  dieser  Abhandlung  gelangt  die  Eotwickelnng  der  doppelt- 
periodischen Functionen  zweiter  und  dritter  Art  für  den  Fall, 
dass  die  Zahl  der  Nullstellen  grösser  ist,  als  die  Zahl  der  Unend- 
lichkeitsstellen, zu  ihrem  Abscbluss.  lieber  die  frDheren  Abhand- 
lungen siehe  das  vorstehende  Referat.  Ea  wird  die  letzte  directe 
.Methode  gegeben,  um  die  PrimfunctioDeD 

^„(HC-f-flO,BT) 

*,>(«',  ^) 
in  trigoDometriaebe  Reihen  zu  entwickeln;  es  beruht  dieselbe  iui 
wesentlichen  auf  der  Hultiplication  zweier  trigonometrischen 
Reihen.  Der  Herr  Verfasser  beginnt  mit  der  Aufstellung  ge- 
wisser anendlicher  Reihen,  die  später  in  den.  fertigen  Ausdrücken 
auftreten.    Es  sind  dies  die  Reiheo 

welche  als  Coefficienten  in  der  Reihe  fdr  9,(t,T)  vorkommen 
Dnd  auch  in  die  flbrigen  drei  Thetafunclionen  und  ihre  Reciproken 
eingernbrt  werden.  FUr  die  Nullwerte  des  Arguments  fliessen 
daraus  zahlentheoretisch  wichtige  Formeln,  wie  solche  frUher 
Ben-  Hermite  verschiedentlich  aufgestellt  hat.  Nach  dieser  Ein- 
lettang  wird  zunächst   der   Fall  der  Functionen  zweiter  Art  be- 


im dritten  Paragraphen  folgt  der  Fall  ti  =  2  und  im  vierten  die 
Behandlung  des  allgemeinen  Falles.  Ueberall  wird  hier  nur  die 
Function 

»,(nv  +  na,ni) 
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eotwickelt.     Die  ZueammeDstellung:    der   fertigen    Formeln    für 
alte  anderen  Functionen  bebfilt  sieb  der  Herr  Verfasser  vor. 
_     M. 

G.  MoHBMANN.  Fourier'sche  Entwickeluiigen  im  Gebiete 
der  doppeltperiodiBchen  Functionen  dritter  Gattung, 
Dite.  RoBtock.  56  S.  S". 


J.  W.  L.  Gläishkk.  On  the  series  which  represent 
the  twelve  elliptic  and  the  four  Zeta  functions. 
*.  Mesa.  (2)  XVIII.  1-84. 

In  dieser  Abhandlung  werden  die  verschiedenen  Systeme 
Ton  Reihen  betrachtet,  durch  welche  die  elliptigchen  and  die 
ZetafuDCtionen  dargesteUt  werden  können.  Die  seohzehn  Func- 
tionen bilden  ein  rolletändiges  System.  Zwar  sind  die  Zeta- 
functionen  nicht  doppeltperiodisch  wie  die  elliptiechen  Fanctionen ; 
doch  sind  sie  es  beinahe,  und  ihnen  fehlt  so  zu  sagen  nur  gerade 
die  Eigenschaft  völliger  doppelter  Periodicität.  Die  vier  Zeta- 
functionen  sind  wirklich  erforderlich  zur  Vervollständigung  der 
■  vier  Grappen,  in  welche  die  elliptischen  Functionen  sich  trenneii, 
und  in  der  Tbat  gleichen  sich  die  Darstellungen  der  elliptischen 
und  der  Zeta-Functionen  so  vüllig  in  ihrem  Aussehen,  dass  es 
immer  ein  merkwürdiger  und  interessanter  Gegenstand  ist,  f^r 
den  Fall  jedes  einzelnen  Reibensystems  die  Weise  zu  betrachtea, 
nach  welcher  es  erkannt  wird,  dase  die  Zetareiben  desselben 
Umfanges  der  Periodicität  ermangeln,  wie  der  ist,  den  die  an- 
deren erreichen. 

Die  zwölf  elliptiscben  Functionen  werden  durch  die  Symbole 
bezeichnet  sn,  cn,  dn;  ns,  ds,  es;  de,  nc,  sc;  cd,  sd,  nd,  und 
die  vier  Zetafunctionen  durch  zd,  zs,  zc,  zd.  Die  gewonnenen 
Reihen  stellen  die  sechzehn  Functionen  dar: 

^nsff,  pdcu,  /r^cdu,        ft^snu, 

^dsu,        k'QTicu,         kk'Qsdu,        Jlc^cnu, 
(CSU,        ft'^BCu,  A'^ndu,  ^dnu, 

(ZBu,  QZCUj  Q  zd»,  (znu, 
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wo  9  =  2K/n   und  u  =  gx.     Folgesdee  sind  die  Formen  der 
bauptaftchliobsteD  betrachteten  Reihen: 

1)  'Reihen,  die  noch  Potenzen  von  q  rortscbreiteo.     Z.  B., 
wenn  man  die  erste  Gmppe  nimmt: 

gnatfx  =  ceca:  +  4^"^(8inBa!)9", 
gdtgx  =  ceca;+4^^ — l)"J(sinna!)j', 
ge8(}x  =  cota:  — 4^*5'(8in2n«)^", 
tfianx  =  cotx  +4£^  i>(Bm2nx)<i'', 
worin  J,  ^,  ...  Funettonen  bedeaten,   welebe  von  den  Teilern 
TOB   n  abhängen  (z.  B.   '^^(»)  =  9>(d,)  +  ^(d,)  +  ■  •  ■,    wenn 
^^,  S„  ...  die  ungeraden  Teiler  von  n  sind);  die  Function  cec  as 
ist  =  l/nnx  =  coaecüt. 

Die  Goefficienten  der  Potensen  von  q  werden  aoch  in  ver- 
schiedenen anderen  Formen  ausgedruckt 

2)  Reiben    ans    den    reoiproken    Werten    der    Ereisfunc- 
tionen,  wie: 

^ns^x  =  ^,  cecC3!4-''»^)i 
fdeex  =  .2^(— l)"cecCar+ni^), 
Qcanx  =  £l'  cot(a!+in»,    ■ 
ffZS^X  =  £tZ  COt(i:  +  »l«iU), 

wo  ft  ntr  7iK'/K  steht.     Die  entsprecbenden  Reiben  mit  hyper- 
bolischen Functionen  werden  ancb  gegeben. 

3)  Reiben,  die  aus  den  gewöhnlichen  ^-Reiben  abgeleitet 
sind,  wie  z.  I 


'     ^  fi       '  6\nhnft  ' 

worin  m  irgend  eine    angerade   Zahl  bedeutet  und.  einb,   cosb 
den  byperboHsohen  Sinus  und  Cosinus  bezeichnen. 
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4)  Keibeo,  die  nach  Potenzen  von  x  fortschreiten,   indem 
die  Coefficienten  in  Gliedern  mit  i' ansgedrflckt  werden,  bo  wie: 

mx  =  a!-i  +  ^7)i,(l,  k*)xtn-i, 
dex  =  «-'  +  2tx-(A",  -k')x^n-i, 

isx  =  a:-'— iCi+p+c)a;-^rF— t(l,*')**.-i, 
wo  X.  fUr  3fjn\  steht,  nnd  z„  f.,  ...  Functioneiv  bedeuten,  die 
näher  betrachtet  und  in  Tabellen  gebracht  werden.    (Bei  diesen 
Entwickelungeo  werden  nsx,  . . .  statt  ^Bnpz,  . . .  genommen.) 

Obiges  sind  Isoter  einfach  unendliche  Reihen.    Die  Formen 
der  doppelt  unendlichen  Reihen  sind: 

5)  Reihen,  die  nach  Potenzen  von  q  und  c*'  fortschreiten, 
wie: 

^ns^  =  eeca!4"4^^*5[*''"8in*|iE, 
ßdflp»  =  ceex-}-4^^(— l)^gt^'"sin«,a:, 
(Cspa;  =  cotiP+4^".^( — l)'9t'^«^8in»,», 

wo  die  Summationen  sich  auf  r  und  *  beziehen  und  r,  =  2r — 1, 
r,  =  2r,  «,  =  2*— 1,  »,  =  2»  gesetzt  ist 

Die  Reihen,   welche  nach   Potenzen  von    q'   und  C   fort* 
schreiten,  werden  ebenfalls  gegeben. 

6)  Reihen  von  der  Form  ^»^s ; — r- ,  wie: 

kgaugx  =  ~si-x^-»C— 1)' i — ^— i 

fZ»C.  =  _.i-.^».(_I)r__^_, 

wo  2  für  e'"  steht.     Wir  kfinnen  diese  Reihen  auch  in  anderer 
Form  ausdrücken,  so  z.  B.: 

r,  eOB»,« 


ftpcnfar  =  — 8fr^7^"C-iy 


C«pit«l  2.    BeaODdere  PuDCtiODSn. 
7)    Reihen  von  der  Form  1^2^' 


1 

1 


1 


8)    Eutwickeluiis:en  nach  Potenzen  von  9  und  x,  wie: 

*f.nc.  =  4^r^r(-l)'-A,_,(m),l-^^|J^,  •■•, 

worin  ^f(n)  die  Summe,  der  l^  Potenzen  der  ungeraden  Divi- 
soren von  n  bedeatet. 

Die  Eigenschaften  solcher  Functionen  wie  ^,{n),  welche  die 
CoefScienteo  iu  den  sechzehn  EntwickeluDgcn  auedrUcken,  wer- 
den auch  betrachtet. 

Der  Rest  der  Abhandlung  besteht  aus  Resultaten,  die  man 
durch  Gleichsetzung  der  verschiedenen  Ausdrucke  gewinnt,  die 
fär  die  sechzehn  Functionen  erbalten  worden  sind.  Wir  er- 
langen 80  Werte  für  die  sechzehn  Doppelsummen  von  der  Form 

in  deneo  *  und  r  beide  gerade  sind,  oder  das  eine  gerade,  das 
andere  ungerade,  u.  s.  w.  Diese  Werte  werden  sowohl  in  Glie- 
dern mit  q  als  auch  mit  k  ausgedrückt. 

Indem  man  ft  =  n  setzt,  was  dem  Falle  k  =  I/Y2  eotspricht, 
erhalten  wir  die  sechzehn  Formeln  in  complexen  Zahlen,  welche 
deo  wohlbekannten  Formeln  entsprechen: 

i  +  4r  +  -pr  +  -i-  +  -  =  2*-'®!-".  *•• 

die  in  ähnlicher  Art  aus  Kreisfunctionen  abzuleiten  sied.  Die 
Werte  der  Formeln  mit  den  complexen  Zahlen  werden  ver- 
mittelst der  „lemniskatiscben"  Functionen  ausgedrtlckt. 

Die  Abhandlung  sohliesst   mit  einigen  Ausdrücken  für  die 
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erDOulli'Bcheo  Zahlen  in  Reiheafonn,  z.  B. : 

enn  0,  die  i"  Bernoulli'sche  Zahl  ist.  GIr.  (Lp.) 


.  Catlby.     Oa  Hermite's  ff-prodact  theorem.      Hmi.  (2) 
XVIII.  101-107. 
Die  erwähnte  Formel  lautet: 

oria  a, -{-0,4- -'- +  a2s  =  0;  b,  c,  d  bedeuten  snx,  cnv,  dnx, 
id  ^  ist  eine  Constante.  Der  Aufsatz  enthält  eine  allgemeine 
rläuternog  der  Art,  wie  diesea  Theorem  gebraucht  werden  kann, 

»  sn,  cn,  dn  ron  o,-)-a,-| |-'>i*-i  durch  die  en,  cu,  dn  der 

,  a„  . . .,  ain-i  tu  liefern.  GIr.  (Lp.) 


:d.  Wetr.  Remarque  sur  la  d^composition  des  fonc- 
tions   doublement   p^nodiques    en    äläments    simples. 

DarboDX  Bnll.  (2)  XIT.  246-248. 
Durch  Belrachtuue  der  BrBche-^rr-i — xt — r  und    .,  '  ^  ;, — r. 

fW-f(«,)       f(i)-f(.a,y 

o  f(s)  eine  Function  zweiter  Ordnung  mit  den  Perioden  ta,  ta' 
id  den  Unendlichen  a,  ß  ist,  gelangt  Herr  Weyr  zu  dereelben 
ormel 

r>/  \       fi  ,  V  t   snscDzdns-l-snacnadna 

'  (3)  =   C-  +-  —  Ä = i 

^  '  an  »  — Bn'o 

r  die  Zerlegung  einer  doppeltperiodischeu  Function  in  einfache 
lemente,  die  Herr  Hermite  in  dem  oben  S.  454  beBprocbeoeD 
ufsatze  gegeben  hat.  M. 
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M.  Lkbcb.  Sur  une  m^thode  ponr  obtenir  le  d^veloppe- 
ment  en  e^rie  trigonom^trique  de  quelques  fonctions 
elliptiques.      Acta  Math.  XII.  51-55. 

Nach  einer  directen   und   einfacheo  Methode  wird  hier  die 

FuDCtion 

^^^r^l   WO   *.(,.)  =  l  +  2i  (-l)"9"'c092««7r.  (q  =  e"'), 

in  eine  trigoaometrlsche  Reibe    entwickelt    Zunäcbet  l&sst  aicb 
diese  Function,  die  die  Periode  1  bat  und  in  einem  unendlicben 

Streiren  zwischen  zwei  durch  die  Punkte  ux  +  ^    zur    reellen 

Ale  parallelen  Linien  endlich  bleibt,  ausdrucken  durch  eine  Reihf 
Ton  der  Form: 

3ie  Betrachtung  dieses  Integrals  ftlbrt  zu  den  Resultaten: 


..w  =  -J ^'^ 


md 


^s*<*o    Binn(a;  +  nr) 


roraus  nach  einer  Tranaformation  des  zweiten  Gliedee  folgt: 

kus  diesen  Resultaten  ergiebt  sich  leicht  eine  Reihe  interessante! 
ormeln  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  die  Heri 
lermite  entwickelt  hat,  und  welche  -im  zweiten  Teile  der  Ab- 
andluog  des  Herrn  Lipscbilz:  „Bemerkungen  Über  eine  Gattung 
ielfacber  Integrale",  J.  für  Math.  CI.  223  sich  finden. 

M. 

1.  Gbqbkbaukr.      Ueber  ein  Theorem  des  Herrn  E.  de 
Jonquifeiea.      Wieo.  Ber.  XCVII.  82-851, 
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Bei  der  CntwickeluDg  dea  elüptigchea  Integrals  erster  GattuDg 
ist  Herr  E.  Catalan  auf  eine  Reilie  ganzer  Zahlen  ?.  gestoBseo, 
die  der  Relation 

ii'/',-8(3ii'-3n+ l)P,_i+ 128(1— l)*P—s  =  0(P.=l,P,  =8) 
genügen  (P.  d.  M.  XVIII.  1886.  386),  and  Herr  E.  de  Jonqui^res 
hat  eine  allgemeine  Klasse  von  Zahlen  Q,  uDtersucht  (F.  d. 
M.  XVII.  1885.  438),  welche  die  Catalan'schen  ganzen  Zahlen 
Pn  als  specielle  Fälle  enthalten.  Der  von  Herrn  de  JonquiSree 
mr  die  Zahlen  Q^  (C.  R.  CI.  415-417)  mitgeteilte  Satz  wird  nun 
von  Herrn  Gegenbauer  zu  folgendem  Satze  verallgemeinert: 
„Sind  die  Zahlen  P„  P,,  P,,  ...  durch  das  Gleichuogssystem: 

p,  =  1,  P,  =  2',  gnPn  =  y-P—i  +  V-P-»    (">  1) 
definirt,  wo 

y,  =  2'«,,  g,  =  S^-ii,,,,     V»,  =  2'^+'+'--K,,, 
für  n  =  2"!!  oder  n  =  S'u-fli  ^  eine  beliebige   reelle,   g  eine 
ganze  positive  Zahl  ist,  ii,  u^,  uj^,  U2,f  positive  ungerade,   kg,  a^ 
ganze  nicht  oegatire  Zahlen   sind   und   so  beschaffen,    dass  fflr 
jedes  m 

P„  =  2».-  U„ 
ist,  wo  Um  eine  positive  ungerade  Zahl  vorstellt,  so  ist 

ß^  =  2ri-'i  V-.)-iC2-iscr-.)-i+*J(r-.)-i) 

/*,.4,  =  (2r  +  1)  A  -  'i;(/f„..,,+.  +  *J(,-,))(2  -  i2lr-.i^l  +  Iltr-,,-.), 

wo  «„  die  Anzahl  der  von  Null  verschiedenen  Ziffero  bei  der 
Darstellung  der  Zahl  m  im  dyadiscbeo  Zahlensysteme  ist,  und 
es  sind 

U,  =  U,=  1,  tt,,.l/,  =  «,t/._,  +  2''"in,ü,_,    (r  >  1) 
bestimmt,  wo 

ysr  =  i;  +  2(öjr-i  +  *a,_0  — C»»r  — »«r-»)Oar-l  — *g,_jC»*-l— tir-j), 
72F+1  =  ff  +  (0ir+l  +  **-)C2  — <lr+I+»3r-l) 

ist."  Fdr  die  Segoer'scben  Zahlen  7*,,  welche  angeben,  auf  wie 
viele  Arten  irgend  ein  convexes  Polygon  von  n  Seiten  mit  HDlfe 
der  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt  werden  kann,  and  deren  er- 
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leugende  Function  nach  Binet-^(1  —  yi  —  ix)  ist,  besteht  die 

ftelaltoD 

wie  der  Herr  Verfasser  sm  Scblasse  der  Abbandlang  erwfibnt. 

M. 

toLLiN  A.  Harbis.     On  tbe  expansion  of  enx.    Anosiaor 

Math.  tV.  87-90. 
Um  die  CoefBcienten  in  der  Entwickelung  von  bdx,  namlicb 
Hnr  =  A^a!+  A,x'  +  A,x*-{-  ■■■, 
u  6nden,  setzt  der  Herr  Verfasser  in  die  Formel 

«n(x  +  y)  (fiaxcnyivy — snycnzdnx)  =  an'«  — sn'y 
ie  Reiben  fflr  büx,  any,  Bji(x-\-y)  und 

CDxdno;  =  sn'* — A^+SA^x'  +  bA^x^-^----, 
Ddlicb  f&r  cnydny  ein  und  setzt  die  Auf  der  linken  Seite  sieb 
rgebenden  Coefficientea  der  Glieder  von  der  Form  cx^yf,  wo 
,9>0,  gleich  Null  und  vergleicht  die  übrigen.  M. 

.  W.  L.  Glaishei^.      Ezpresaions  for  0(x)  as  a  definite 
integral.    Hese.  (2}  xvil.  Iö2. 
Vier  AusdrOeke  ffer  8{x)  als  bestimnite  Integrale  zwischen 
eo  Grenzea  0  und  co.  Qlr.  (Lp.) 


'h.  Hbbmite.     Sur  la  transfoimation  de  l'iiit^grale  ellip- 
tiqiie  de  seconde  eep^ce.   Toulouse  ädu.  ii.  q.  i-6. 

Sind  G,  A  und  R  ganze  Functionen  von  x,  haben  A  und 
nur  einfache  Factoren,  and  sind  aie  relativ  prim  unter  sich,  so 

It  die  Formel 


f  Gdx     _   QYr         f   0,dx 
J    A*V&    ~      A      ^J 


e  leicht  aus  einer  allgemeineren  Form  in  des  Verfassers  Cours 

Fotuolv.  d.  «Utk.  II.  I.  30 
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d'Analyse  de  la  Facaltö  des  Sciences  de  Paris,  3^  öd.,  p.  28  folgt 
Diese  Formel  wird  auf  das  elliptische  Integral 

Vy'dy 


/ 


y(i-j,')(i-i>») 


angewandt,  wo  y  =  -=-  die  Jacobi'sche  Transformationaformel 

ist,  die  der  Gleichung 

djf  1 


dx 


*   y(i-x*jo—k*x') 


Vll-y')(l-A'y') 
genflgt.    Man  erhält 

r  Vü*dx   _  QYr         r  Q^dx 

und  es  Iftsst  sich  zeigen,  dass  Q^  durch  V  teilbar  ist,  dass  also 
das  zweite  Glied  keine  Integrale  dritter  Gattung  mit  logarith- 
mischen Unendlichen  enthält  Als  Resultat  der  Transformation 
ergiebt  sich 

r  vv*dx         m'V'Vr  ,  „,  r  («*•«» +  2B')<'' 


1/5 


aus  der  die  Jacobi'sche  Formel 

**    y(i-y'/(i->iY) 


' 


^  _  Y'y(\—x*)(l—k*x*)         r  («**»*  + 2 BQftr 

y  J   V(l-a!*)(l— *'«•) 

folgt.  Nachdem  die  Teilbarkeit  der  Function  0,  durch  Y  rein 
algebraisch  gezeigt  worden  ist,  werden  einige  interessante  Fol- 
gerungen gegeben,  unter  anderem  die  Relationen: 

4fi  {/'  F'— ü(2fi  V"  -f  K  F')  =  0  (mod.  F), 
4Ä  i/'  F'—  F(2  Ä  ü"  -f  «  U')  =  0  (mod.  ü). 

M. 


L.  Kiepert.     Ueber  die  Transformation  der  elliptischen 
Functionen   bei   zusammengesetztem  Transformations- 

grade.     Math.  Ann.  XXXII.  1-135. 

Es  ist  bekannt,   dass   man  eine  Transformation  vom  Grade 
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A  erhftit,  wenn  mao  nach  einaader  eine  Transformation  a"" 
Irades  und  eine  £""  Qradea  ansfllhrt.  Aus  diesem  Grunde  bat 
nan  sich  bisher  meist  bei  der  wirklichen  AusfQbrung  der  Rech- 
mngen  auf  Transformationen,  deren  Grad  eine  Primzahl  iat, 
leschr&nkt,  zumal  der  Grad  der  Hodularg:leichung  bei  zusammen- 
^esetzten  Transformation  en  noch  schneller  wftcbst,  als  der  Trans- 
ormationagrad.  Herr  Kiepert  zeigt  nun  im  Vorliegenden,  dass 
liese  Bescbränkung  .auf  Primzahlgrade  auch  ihre  Nachteile  bat. 
üs  lassen  sich  nfimlicb  die  algebraischen  Beziehungen,  auf  welche 
I»  hier  lediglich  abgesehen  ist,  für  den  zuBammengeeetzten  Trans- 
ormationsgrad  bei  directer  Behandlung  mit  weit  einfacheren 
ifilteln  gewinnen  als  auf  dem  bisherigen  Umwege.  Wir  wissen, 
[ass  zwischen  der  absoluten  Invariante 

J  =  - 


27  ?; 

ler  urBprtlnglichen  elliptischen  Fanctiun  und  der  absoluten  In- 
rariaote  </  der  transformirten  Function  eine  Gleichung  besteht, 
leren  Bang  g  (das  Riemann'sche  p)  leicht  bestimmt  werden  kann 
ind  im  Verhältnis  zum  Grade  dieser  Gleichung  klein  ist.  Da- 
ler  muss  es  auch  Httlfsgrössen  £  geben,  die  rationale  Functioneti 
'on  J  und  J  sind  und  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Glei- 
ibungen  zwischen  |  und  J,  resp.  $  und  J: 

D  Bezug  auf  J  und  J  von  niedrigerem  Grade  sind,  als  die  In- 
arianten  -  Gleichung  zwischen  J  und  J.  Für  den  Fall  p  =0 
■ergleiche  die  Arbeiten  von  F.  Klein  (Math.  Ann.  XIV.  111-172; 
.  F.  d.  M.  X.  1878.  69)  und  Gierster  (ib.  537-544).  FUr  e  =  1 
;iebt  es  sogar  HülfsgrÖesen ,  für  welche  die  Gleichungen  (1)  in 
Jezug  auf  J  und  J  nur  noch  vom  zweiten  Grade  sind.  Durch 
iittel,  welche  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  selbst 
ieferte,  ist  es  Herrn  Kiepert  gelungen,  auf  rein  algebraischem 
Vege  eine  solche  Hülfsgrösse  §  für  ^  =  1  und  höhere  Werte 
on  (f  zu  finden,  die  er  als  „Parameter'  bezeichnet.  Der  Grad 
ler  Gleichungen  (1)  in  Bezug  auf  J  und  7  heisst  der  „Charakter" 
les  Parameters  £.     Bei  zusammengesetztem  Trausformationegrade 

30* 
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ist  es  DUD  gar  nicht  oötig,  die  Qleiobungen  (1)  herzustellen; 
man  kaun  mehrere  Parameter  mit  möglichst  niedrigem  Charakter 
bilden,  die  Form  der  Oleichnngen,  welche  zwischen  je  zweien 
unter  ihnen  besteht,  feststellen  und  die  noch  unbeBtimmteii  Zshl- 
coefBcienten  dadurch  ausrechnen,  dass  man  die  heidea  Parameter 

nach  steigenden  Potenzen  von  A"  =  s  entwickelt. 

Diese  Methoden  werden  im  ersten  Teile  (Abschnitt  1  und  % 
S.  8-54)  entwickelt  und  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Trans- 
formationsgleichungea  sowie  der  Parameter  gewonnen.  Der 
zweite  Teil  enthält  die  Anwendungen  auf  besondere  Transfor- 
matiouBgrade.  Und  swar  werden  im  dritten  Abschnitt  die  Trane- 
formationen  rom  Grade  2,  4,  8,  16  und  allgemein  2'  erledigt,  im 
vierten  folgen  die  Grade  3,  9,  27,  81,  343  und  3-;  die  Potenzen 
der  Primzahlen  a,  die  von  2  und  3  Terschiedeo  sind,  besonders 
5,  5*,  5*,  7,  7',  folgen  im  fünften  Abschnitt  Der  sechste  Ab- 
schnitt enthält  die  Traasformationen  vom  Grade  2a,  besonders 
n  =  6,  10,  14,  22  und  26.  Mit  Hülfe  der  Transformation  Tom 
Grade  22  liess  sich  auch  der  Fall  n  =  LI  erledigen,  was  deut- 
lich zeigt,  dass  die  Lösung  für  zusammengesetzte  Transformationen 
die  für  Primzahltranaformationen  erleichtert.  Abschnitt  7  behan- 
delt den  Grad  von  der  Form  ia,  insbesondere  n  =  12,  20  and 
28;  Abschnitt  8  die  Formen  8a,  16a  und  allgemein  2"a  mit  den 
besonderen  Fällen  24,  48,  96,  . . .,  40,  80,  . . .  Im  neunten  Ab 
schnitt  folgen  die  Grade  3a,  besonders  lö,  31;  im  zehnten  die 
Grade  9a,  besonders  n  =  18  und  n  =  ^;  and  der  letzte  Ab- 
scbnilt  erläutert  die  Transformation  da""  Grades  durch  das  Bei- 
spiel B  =  30.  M. 

R.  ßcssELL.     On  xX-x'l'  modular  eqnatiotia.    Lood.  M.  S. 

Proo.  XIX.  90-111. 

Es   wird   eine   allgemeine    Methode  gegeben,   die  Modalar- 

gleicbuDgen  für  einen  beliebigen  Primzahlgrad  der  Transfonna- 

-1—  ilC 

tion  zu  erhalten.     Wenn  q  =  e     ^ ,  so  ist  für  <*  =  -p- 

VW         V  l-■^g•  +  2q•-^^q"-^.... 
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and 

oder,  wenn  man  sacb  Potenzen  tod  q  entwickelt, 

+  16?'-22j' +  ■•■), 

ieCwJ=  V?  =  l-2q  +  2g'-Aq*  -\-eq*-8q'  +  I2q*-I6q' 

+  22q'—30q*+  —  . 
[Kese  EntWickelungen  werden  benutzt,  um  die  Hodulargleicbangen 
IHr  jede    Primzahl   n  abzuleiten.     Um  die  Relationen  zwiBcben 

M  und  te,  wo  i  =  ^i^,  A'  =  ^l^^,  x'k  =  2V«i',fflr 

1+»'  1+»' 


l+xas* 
boDgen 

'?!'  =  Cl-29+2v'-V+69*  +  --)a-2«"  +  2j'--4g'"  +  -.) 
liminirea.     Dies  geschiebt  durcb   Bestimmung  der  Form   der 

leichung  zwiseben  x  =  (^xXy  und  y  =  QficX'y.  Es  ist  z.  B. 
Ir  n  ^  1,  »=  «jI,  y  =  x'jl',  P  =  us+S—l,  0  =  «y  — «— Jf, 
=  —  a;y  die  Hodulargleicbung 

^  =  0; 
Ir  n  =  3,  X  =  V^i  y  =  V^c'^l')  und  die  Hodalargleiohnng 

/•  =  0; 
ir  n  =  3,  j;  =  xil,  y  =  x'A',  und  die  Modulargleiohung 

/«-32ä  =  0,     xX-\-x'X'-^2,\A»lx'X'  =  1; 
r  n  =  7,  ;c  =  ^xX,  y  =  V'ii'X',  und  die  Modalargleicbnng 

T  n  =  W,  X  =  yid,  y  =  ^it'X',  und  die  Modulargleicbung 
/»'-16Ä  =  0,     yä  +  ]^rX'  +  2l/4xi«'A'  =  1; 
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fDr   n  =  23,   x=  y'üÄ,  y  =  V»'*',  und  die  Modulargloiohnng 

P'-4/(  =0,     yiÄ  +  V^'  +  y*  V"^'^'  =  1- 
Der  Herr  Verfasser  behaadelt  ausser  den  angegebenen  Beispielen 
die  Fälle  n  =  13,  17,  19,  31  und  47.  M. 


R.  Fricke.  Ueber  ausgezeichnete  Untergruppen  in  der 
Gruppe  der  elliptischen  Modulfunclionen.      M»tb.  Aon. 

XXXI.  227-234. 
Verallgemeinerung  von  Abschnitt  I  nnd  II  der  Arbeit:  „Ueber 
die  ausgezeichneten  Untergruppen  vom  Geschlechte  p  =  1,  welche 
in  der  Gruppe  der   lioeareo   u-Substitutionen   entbalten  sind", 
Math.  Ann.  XXX.  345-iOOj  s.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  471. 

M. 

A.  Caylbt.  A  caee  of  complex  multiplication  -wilh 
imaginary  modulus  arising  out  of  the  cubic  trans- 
formation  in  elliptic  functions.  Lood.  M.  s.  Proc.  xix. 
300- 30L. 

Aus  der  Hodulargleichung 

M'~e'+2Ho(l-i»V')  =  0 
entspringt  eine  complese  Multiplieation,  wenn  d'  =  u',  da 

*  H-fl«*(«'  +  2«'K 

ergiebt 


0+^> 


y(i-»')(i-fV)    vci-*')(i-ii'x')' 

Setten  wir  v  =  yu,  wo  y*  =  1,  so  erhalten  wir  in  dem  Falle 
7"'  =  —  1  die  Transformation 


1  — w'(«)— w')«' 


(a'+w  +  l  =0) 
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VCi-y')(i+«y*)         V(l-a;'Xl+a«.') 
(wie  in  der  „Note  on  the  Theory  of  Elliptic  Functions",  Math. 
Ann.  XII.  143-146.),  oder  für  den  Modul  k'  =  —v>  wird 

(tu  — tl)')8Dj^  +  ft'*8n'l?' 

1  —  tu'(ft» — fti')8n'v^  H. 


va(w  —  m*)&  = 


H.  Wbbbr.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Fanctionen. 
Zweite  AbhandloDg.  äcu  Math.  xi.  S38-390. 
Fortsetzung  der  UnterBucbuDgeo  Acts  Math.  VI.  339-416, 
über  welche  F.  d.  M.  XVII.  1885.  456  berichtet  worden  ist.  Der 
erste  Teil  der  vorliegenden  Abhandlung  (S.  334-359)  enthält  all- 
^meine  Untersuchungen  ans  der  Theorie  der  Transformation 
der  elliplisohen  Functionen,  besonders  aus  der  Theorie  der  Ho- 
dolargleichungen.  Die  Formeln  dieser  Theorie  werden  nicht  nur 
unter  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkte  betrachtet,  'sondern 
■ach  teils  erweitert,  teils  vereinfacht.  Der  Herr  Verfasser  nimmt 
statt  der- F.  Klein'schen  absoluten  Invariante /(«*)  eines  Systems 
doppeltperiodisober  Functionen  mit  den  Perioden  (t,  oi)  die 
Grösse : 

and  statt  der  Invarianten  g„  $, : 


,,  (»)  =  2 . 3'j,  («,)  =  V'j(<»)-2'.3-. 
B8  werden  in  §  1    statt  der   Hennite'Bcbee    FunctioneD  (Sur  la 
ihtorie  des  ^nations  modelaires,  Paris  1859)  9)(<ii),  i^(<ii),  z(u) 
jie  FnnotioDen 


fW  = 


VL-JL. 


xM' 


yik' 


^.M=^  =  v.-/?. 
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,„=l!^  =  ^,j| 


rC") 

eiDgefnhrt  and  die  Pundamentairorinelii  der  Transformatioa  erster 
und  zweiter  Ordnung,  sowie  die  für  die  allgemeine  lineare 
Tranaformation  zusammengeBtellt.  §  2  behandelt  die  Trans- 
formatioa n**"  Grades,  Insbesondere  die  InTariaatengleiefaungen 
and  die  sogenannten  ScbUfii'scben  Modulargleicbungeo  (e.  J.  fDr 

Math.  LXXII)  für  ((^^t^J  (r  eia    Divisor   von    24),    deren 

CoefBcienten  rationale  Functionen  von  fiioY  sind.  In  §  3  wird 
ein  neues  Princip  zur  Anfstellang  von  TransformationsgleicbuDgen 
gegeben  mit  Hälfe  rationaler  Functionen  0„  der  sechs 
Gr&Bsen : 

fM.  f,M  f.M  K^).(|)A.(^).Q<^). 

welche  dnrch  die  Substitutionen 


(-.-i) 


(w,  u  +  t) 


in  einander  Übergeben.  Im  folgenden  §  4  wird  dieses  Princip 
auf  die  Schl{l6i'8cben  Modutargleicbnngen  anwendbar  gemacht, 
and  in  §  5  auf  die  irrationalen  Modulargleicbungen.  Der  letzte 
§  6  behandelt  die  zusammengesetzten  Transformationsgrade. 

Der  zweite  Abscbottt  (H.  359—389)  enthält  die  Anwendungen 
auf  die  complexe  Haltiplication.  Es  werden  die  aas  der  com- 
plexen  Multiplication  entspringenden  algebraischen  Zahlen,  die 
sogenannten  siogulftren  Moduln,  unter  Anwendung  verschieden- 
artiger Metboden  berechnet.  Einige  dieser  algebraischen  Zahlen 
finden  sich  schon  in  den  älteren  Arbeiten  von  Hermite  (I.  c.) 
und  Kroneeker  (Berl.  Monatabcr.  v.  26.  Juni  1862).  Die  hier 
angewandten  Methoden,  welcbe  alle  bisher  bekannten  Fälle  um- 
fassen, vermehren  das  Material  am  ein  Beträchtliches.  Die  Re- 
sultate erscheinen  meist  in  sehr  einfacher  Gestalt  Der  Herr 
Verfasser  benutzt  nicht,  wie  Uermite  and  Kroneeker,  lediglich 
nnmeriscbe  Jlecbnungen,  sondern  algebraische  Umformungen  and 
wendet   die   numerische    Ausrechnung   der   CoeFGcienten  der  in 
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letrseht  kommenden  Reihen    nur  zur  KootroUe  der  Richtigkeit 
od  znr  leichteren  Anffindnag  rationaler  Factoren  an.  M. 


\.  G.  Grkknhill.     Complex    multiplication    moduli    of 

elliptic  functions.  Lona.  H.  S.  Proe.  XIS.  301-364. 
Die  Untersuchungen  dea  Herrn  Greenhill  Über  die  complexe 
lulliplicatioa  der  elliptischen  Functionen  sind  schon  im  Torigen 
lande  der  F.  d.  M.  (XIX.  469)  erwÄhnt  worden.  Wahrend  dort 
ie  allgemeinen  Formeln  fOr  die  complexe  Holtiplication  gegeben 
'urdeb,  werden  hier  alle  bisher  erhaltenen  namerischen  LDsungen 

Ir  ganze  Werte  der  Primzahl  J  =  -r^-  gruppenweise  zasammen- 


estellt.     Es  werden  in  Bezug,  auf  die  Form  von  J  vier  l 
Dterschieden: 

Kla88eA)^=3(mod.  8),  B)z/=7Cmod.8),C)^  =  lCmod.4), 
\)  J  ^2  (mod.  4),  und  für  jede  dieser  Klassen  wird  die  absolut 
iofachste  numerische  Invariante  gewählt.  Benutzt  werden  die 
rbeiten  von  F.  Klein  (Math.  Ann.  XXVI.  1886),  Sohncke  (J. 
]r  Math.  XVI),  Schröter  (Dias.  1854,  J.  de  matb.  1858,  Acta 
iatb.  1882),  Hermite  (Theorie  des  ^quations  modulaires  1859), 
:iein  und  Kiepert  (Math,  Ann.  XVI.  111,  XXVI.  369,  XXXIl.  1), 
I.  H.  Stuart  (Quart.  J.  XX.  18),  E.  W.  Fiedler  (Dias.  1885), 
L  Russell  (Lond.  M.  S.  Proc.  1887).  Der  Herr  Verfasser  be- 
lerkt  zuletzt,  dass  die  inzwischen  erschienene  Abhandlung  des 
lerm  H.  Weber:  „Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen", 
weite  Abbandlong,  (Acta  Math.  XI)  eine  Anzahl  numerischer 
Eesnltate  fflr  die  Modularfunctionen  in  der  complexen  Multi- 
ilication  enthält,  welche  in  vieler  Hinsicht  mit  den  hier  gegebenen 
bereinstimmen  (a.  das  vorige  Referat).  H. 

V.  ScHEiBNBB.     Die  complexe  Mnitiptication  der  Theta- 

fUDCtioneil.      Lelp*.  Ber.  154-162. 

Es  wird  gezeigt,  wie  die  complexe  Multiplication  der  ellip- 
iscben  Thetafanctionen   sich   sehr  einfach   ableiten  lässt,  wenn 
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man  zwei  quadratische  Gleichungen  mit  einander  verbindet, 
welche  der  nämlichen  Irrationalität  entsprechen.  Die  vier  eoor- 
dinirten  Tbetarunctionen  6^(u,</)  werden,  wie  Jacobi  in  Beinen 
Vorleeungen  hervorgehoben  hat,  durch  die  doppelte  FoDCtional- 
gleichuDg 

f(u)  =  6f(u+  n)  =  ,qt^f(u  +  A«),     d*  =  <•  =  1,  ,  =  «*«' 
bis  auf  einen  von  u  unabhängigen  Factor  bestimmt.     Die  Trans- 
formation setzt  Tbetarunctionen  in  Beziehung,  deren  Argumente 
q  =  e*"',  q'  =  e*'"'  durch  Gleichungen  von  der  Form 
_   k'  +  fh       _    -V  +  kh' 

*  ~   k+a  '  *  -     r-tt' 

verbunden  sind,  wo  die  Coefficjenten  ganze  Zahlen  sind.  Die 
complexe  Multiplication  tritt  ein,  .wenn  k  =  k'  ist,  oder  wenn 
die  quadratische  Gleichung 

erfOllt  igt.     Damit  [g]  <  1  sei,  muss 

i>  =  4C*f-(i')-Cfc  +  0*>0 
sein,  woraus  folgt 

Nun  bestimmt  der  Herr  Verfasser  m  durch  die  quadratieche 
Gleichung: 

m'—2am  -}-  \  =  0,      N  =  a' +  b'D, 

in  welcher  a  und  6  ganze  reelle  positive  oder  negative  Zahlen 
sind;  alsdann  nehmen  die  beiden  conjagirten  Wurzeln  die  doppelte 
complexe  Form  an: 

m   =  a  +  biYl)  =  a  +ßh, 

m'  =  a-biyö  ~  a'—ßh. 
Hierauf  wird  die  Function 

«„)  =  .-_^n  8;(-!i±p,,) 

betrachtet,  die,  wie  gezeigt  wird,  den  beiden  Funotionalgleichongeo 
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fentigt,  and  die  Eotwickelung  tod  C^9j(inu,  f)  hergestellt.  Uoter 
der  VorausaetzDüg,  dass  in  dem  Ausdrucke 

a  and  ß'  =  2b  k'  keinen  gemeinsamea  Factor  besitzen,  l&SBt  sich 
eine  aoaloge  Bechonng  ftlr  die  FnnctioD 

darchfOhrea.  Von  Interesse  Bind  die  specielleD  PAlle,  in  denen 
k — V  oder  a  verschwindeo.  Am  Schlüsse  werden  die  eiDfacbalen 
Beispiele  betrachtet: 


Th.  Lohnstei».     Zur  Theorie  des  arithmetiach-geometri- 
Bchen    Mittels.     Sehlömiich  z.   XXXllf.   129-136.      Berich- 
tigung,    ibid.  31& 
Eine  neue  HerleitODg  der  DifferenUalgleicbong 
d'v  _         1  3f'— 1     dt        2  /dg\' 

dt*  ~  1— t'  "  "^  1(1  — (')  dl  +  t.  \  A  /  ' 
nelcber  das  arithmetisch-geoDaetrische  Mittel  ans  l-\-t  und  1 — I 
genDgt.  Die  Rechnung  Bchliesst  sieb  eng  an  ein  Gauss'sches 
Fragment  (Werke  III.  372  ff.)  an.  Die  Literatur  Aber  das 
arithmetiscb-geometriscbe  Mittel  findet  sieb  io  Enneper,  Elliptische 
Fanctionen,  2.  Auflage  1890,  S.  364.  H. 

Ih.  LoBNSTKiN.      Ueber    das    harmoniacb  •  geometrische 

Mittel.      Scblömilch  Z.  XXXIII.  816-318. 
Bekanntlich  ist  das  harmonische  Mittel  zweier  ZahlengrösscD 
I  und  y  die  Grösse  «,  =  — ^■ 

Man  kann  nun  durch  Combination  dieses  harmoDischcn 
Kittels  mit  dem  geometrischen  einen  Algorithmus  entwickeln,  der 
dem  des  arithmetriscb-geometriscben  ganz  analog  ist  Es  zeigt 
aicb,  dass,  wenn  man  die  Reihe  von  Grössenpaaren  bildet: 
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.     9.  =  V^„ 

t,  =  Vx,.„,_„ 

»,-l+»,-l ' 

sich  X,  uod  yr  fUr  reelle  und  complexe  x  und  y  einer  and  der- 
selben Grenze  M(x,y)  nfthern,  die  das  harmoniaob-geometriBche 
Mittel  yon  x  und  y  genaont  werden  kann.  Dieses  harmoniHcb- 
geometrische  Mittel  l&sst  sich  sehr  einfach  durch  das  arithmetiseb- 
geometrische  Mittel  M(x,y)  ausdrOcken;  es  ist  n&nilich 

M{x,  y) .  M(x,  y)  =  xy. 
Ä(l-|-(,   1  —  f )   geuQgt   der    homogeneD    linearen    Differential- 
gleichung : 

d^u,         l+f-      d«        3-l-C 


P.  Mazihow.     Sur  quelques  applications  de  la  tb^orie 
des    fonctions    elliptiques    ä   la  th^rie   des  nombres. 

ADD.  d«  l'Ec.  Norm.  (3)  V.  S3-48,  141-176. 
Das  Vorliegende  ist  ein  Auszug  aus  der  grossen,  in  mssisober 
Sprache  verCffentlichten  Arbeit  des  Herrn  Verfassers,  über  welche 
F.  d.  M.  XVII.  1885.  139  berichtet  worden  ist.  Von  den  sieben 
Capiteln  sind  hier  fortgelassen  Cap.  II,  V  und  VII,  da  sie  Re- 
sultate enthalten,  die  aus  deutschen  und  französischen  Arbeiten 
hinifinglich  bekannt  sind.  H. 


E.  Obkingbaus.     Zur  Theorie  der  Scbliessungsprobleme. 

Hoppe  Arch.  (2)  VI.  180-217, 
Das  Poncelet'Bche  Schliessungaproblem,  die  Bedingungen  da- 
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für  zu  finden,  dass  ein  geschlossenes  n-Eok  einer  Gurve  zweiten 
Grades  eingeschrieben  und  einer  zweiten  solchen  umgeschrieben 
sei,  ist  schon  mehrfach  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen 
gelöst  worden.  Die  hier  gewählte  Methode  geht  von  der 
Lagrange'schen  Relation  aus,  die  sich  auf  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art  bezieht,  da  ihre  die  Ampli- 
tuden dieser  Integrale  enthaltenden  Ausdrücke  Producte  von 
Wurzelwerten  bestimmter  Gleichungen  darstellen,  welche  jene 
Relation  in  eine  Kegelschnitts-  oder  höhere  Gleichung  trans- 
formiren.  Es  ergeben  sich  bei  dieser  Gelegenheit  bemerkens- 
werte Beziehungen  zwischen  confocalen  Ellipsen.  Auch  eine 
neue  geometrische  Darstellung  der  Addition  der  elliptischen  In- 
tegrale wird  gewonnen.  Endlich  wird  auf  die  Analogie  gewisser 
hier  auftretender  Integrale  mit  den  aus  der  Pendelbewegung 
resultirenden  hingewiesen.  M. 


6.  B.   Mathews.      Some   applications   of   elliptic    func- 
tions   to  tbe  theory   of   twisted.     Lond.  m.  S.  Proc.  XIX. 

507-520. 

Die  allgemeine  Theorie  der  Curven,  deren  Coordinaten  sich 
als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen, 
wurde  behandelt  von  Clebsch  (J.  für  Math.  LXIV.  210-270)  und 
F.  Klein  („Ueber  die  elliptischen  Normalcurven  der  n^'°  Ordnung**, 
Leipz.  Abb.  1885,  8.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  453).  Die  specielle 
Anwendung  auf  Raumcurven  vierter  Ordnung  machten  Laguerre 
(Joum.  de  Math.  (2)  XV.  193),  A.  Harnack  (Math.  Ann.  XII.  47: 
«lieber  die  Darstellung  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster 
Speeies  und  ihres  Secantensjstems  durch  doppeltperiodische 
Functionen'*,  und  Math.  Ann.  XV.  560:  „Notiz  über  die  alge- 
braische Parameterdarstellung  der  Schnittcurve  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung^),  Westphal  („lieber  das  simultane  System 
zweier  qnaternären  Formen  zweiten  Grades  und  eine  allgemeine 
algebraische  Parameterdarstellung  der  Baumcurve  viertel  Ord- 
nung p  =  1",  Math.  Ann.  XIII.  1),  und  £.  Lange  („Die  sech- 
zehn WendeberQhrungspunkte   der  Raumcurve   vierter  Ordnung 
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erster  Species'',  Schlömilch  Z.  XXVIII.  1-23  a.  65-82;  8. 
F.  d.  M.  XV.  1883.  720).  Hier  wird  die  Weierstrags'Bcbe  Fanc- 
tion  pu  angewandt,  um  einige  Eigenschaften  dieser  Banmeurven 
vierter  Ordnung  einfach  darzustellen.  Der  Ort  (x,  y,  s,  /)  wird 
angenommen  als  Durchschnitt  der  Flächen 

S  =  x'-^Ayz+g^Jit  +  g.t'  =  0, 
Es  wird  das  Tetraeder  betrachtet,  das  durch  die  Ebenen 

/ir  =  y~2a,a-(c;+c,e,)( 

gebildet  wird,  nach  der  Methode  von  Klein.  Es  giebt  32  CoUinea- 
tionen,  welche  die  Curve  vierter  Ordnung  in  sich  selbst  trans- 
formiren;  diese  werden  gruppirt.  Ferner  werden  die  Linien  uv 
untersucht,  wo  u,  v  die  Parameter  irgend  zweier  Punkte  auf  der 
Raumcurve,  und  die  Fälle  ii-f  t?  =  +a,  m— ©  =  a  betrachtet. 
Alsdann  wird  die  Frage  der  Quadricuspidalen  erörtert,  nach 
de  la  Gournerie  („Recherches  sur  les  surfaces  tätra^drales  sym^- 
triques**).  Der  specielle  Fall  t)  =  ti  wird  betrachtet,  dann  der, 
wo  t7^ti-fa,  und  die  Gleichung  des  Complexes  aufgestellt,  der 
von  allen  die  Gurve  einmal  schneidenden  Geraden  gebildet  wird. 

M, 


E.  Padova.     Una  nuova  applicazione  della  teoria  delle 
funzioni  ellittiche  alla  meccanica.     Rom.  Aoc.  L.  Bend.  (4) 

IV.  507-609, 

£^  wird  folgendes  Problem  behandelt:  „Eine  Kugel  mit  dem 
Mittelpunkt  S  sei  gezwungen,  auf  einer  horizontalen  Ebene  zu 
bleiben,  auf  der  sie  rollen  aber  nicht  gleiten  darf;  die  Masse 
derselben  sei  so  verteilt,  dass  der  Schwerpunkt  in  S  liegt  und 
die  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich  sind.  Im  Punkte  C 
der  Engel  wirke  eine  verticale  constante  Eraft  P,  es  soll  die 
Bewegung  der  Engel,  die  anfangs  mit  irgend  einer  Geschwindig- 
keit behaftet  sei,  bestimmt  werden.^  Die  Lösung  ftlhrt  auf  eine 
elliptische  Function  der  Zeit.  M. 
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F.  CASFAEiy.  8ui'  Ulm  maiiifere  d'exprimer,  au  moyeo 
des  fonctious  th^ta  d'nn  seul  argumeut,  lea  coefficients 
de  troia  systfemea  orthogonaux  dont  ud  est  compoa^ 
des  deux  autres.     C.  R.  cvii.  »59-862. 

F.  Caspabt.  Sur  l'application  des  fonctions  th€ta  d'un 
senl  apgument  aus  problfemes  de  la  rotation.  C.  B. 
OVn.  901-903,  937-938. 

Jacobi  hat  ia  seiner  berQhmten  Abhandltfug:  „Sur  la  rotation 
d'an  Corps"  J.  fQr  Math.  XXXIX.  293;  Ges.  Werke  II.  291,  die 
aean  CoefGcienten  eines  orthogonalen  Systems  durch  ellip- 
liBche  Tbetafunctionen  auagedrQckt  und  daraus  die  Lösung 
ies  Problems  der  Rotation  eines  festen  Körpers,  auf  den 
ie'iüo  beschleanigenden  Kräfte  wirken,  abgeleitet.  Loltner 
lat-daan  die  Botatioo  eines  schweren  Uradrehungskörpers  be- 
itimmt,  der  in  eiaem  Punkte  seiner  Axe  aufgehängt  ist  (J.  fttr 
Uath.  L.  113).  Die  von  Lotlner  gegebenen  Ausdrücke  der  nenn 
Üoeftcienten  finden  eich  in  einer  nur  wenig  veränderten  Form  auch 
n  einem  hioterlassenen  Manuscripte  Jacobi's  (Oes.  Werke  It. 
L93),  das  tlberdies  wichtige  Transformationen  dieser  Ausdrücke 
sDthSlt.  Später  sind  die  Arbeiten  Jacobi's  Ausgangspunkt  der 
Untersuchungen  anderer  Mathematiker  geworden,  wie  Hermite, 
Jalpbaa,'  Darbonx  und  Hess.  Im  Vorliegeaden  werden  diese 
Üesultate  aus  reinen  Identitäten  hergeleitet.  Es  lassen  sich  n&m- 
ich  sehr  einfach  die  Coefficieoten  dreier  orthogonalen  Systeme, 
leren  eines  aus  den  beiden  andern  zusammengesetzt  ist,  iden- 
isch  durch  elliptische  Tbetafunctionen  ausdrücken,  welche  von 
'ier,  bez.  zwei  beliebigen  Variabein  abliSugen.  Setzt  man  diese 
'ariabeln  teils  constant,  teils  gleich  linearen  Functionen  der  Zeit, 
0  ergeben  sich  die  erwähnten  Resultate.  Bei  der  Anwendung  seiner 
''ormeln  auf  das  Problem  der  Rotation  eines  festen  Körpers,  der 
lurcb  keine  beschleunigende  Kraft  beeinflusat  wird,  gelangt  Uerr 
'aspary  zu  denselben  Formeln,  die  Herr  Hermite  in  seioem  Werke : 
Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques",  Paris  1886, 
1. 27,  34,  35,  44)  gewonnen  hat  Aus  ihnen  aber  gehen  die 
facobi'soben  Formeln  (Ges.  Werke  IL  293,  308,  321)  durch  ein- 
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fache  TraDsformation  heivor.  Auf  das  Problem  der  Rotation 
eines  schweren  Umdrehungskörpers,  der  in  einem  Pankt  seiDer 
Aze  befestigt  ist,  werden  dann  die  in  der  ersten  Note  gewon- 
nenen Ausdrücke  ebenfalls  angewandt.  Herr  Gaspary  gelangt 
Bo  zu  den  Lottner-Jacobi'schen  Resultaten  (J.  fQr  Math.  L.  113; 
Jacobi,  Ges.  Werke,  IL  505,  &07-&11)  und  zu  den  Formeln  von 
Dumas  fQr  das  konische  Pendel  (J.  fQr  Math.  L.  67),  die  tod 
Hermite  (I.e.  112)  in  eine  elegantere  Form  gebracht  sind. 

H. 


C.    Hyperelliptiscbe,  Ahel'scbe  und  verwandte 
Functionen. 

C.  GuiCHARD.      Sur  les  integrales  /  --r==— 
J      y  Ä(a!J 
ädh.  de  rSc.  Norm.  (3)  V.  193-210- 

Stellt  G(x)  eine  ganze  Function  und  R(x)  das  PolyDom 
(1  — a,«)(l  — a,*). . .  (1  — ojp+i^c)  vor,  so  kann  man  das  Inte- 
gral, um  seine  Perioden  zu  bestimmen,  vorerst  in  zwei  Teile 
zerlegen,  von  denen  der  eine  keine  Periode  bat  und  unmittelbar 
•  integrabel  ist,  während  der  andere  das  Integral  eines  algebrai- 
schen Differentials  darstellt 

Sind  j4,,  j4„  . .,,  Aif^i  die  Werte  des  Integrals 

y«(F) 

längs  der  vom  Anfangspunkte   um  die  Punkte  — , — ,■■-, 

^  0.0.  «i?+i 

laufenden  Schleifen,  und  bezeichnet  u,  den  Wert,  welchen  das 
Integral  auf  irgend  einem  Wege  von  Null  bis  x  annimmt,  eo 
sind  seine  Werte  enthalten  in  den  beiden  Formeln: 

«,  +m,(^,— ^.)-i-  m,(J,— ^,)+  •  • .  +  mp^iiM,  -  -<,) 
und 

A\  -«.  +'',('*,-'*,)  +  «,(4-'l,)+  ■ . .  +  n,p+,C4s,+j-A,), 
wo  m  und  n  ganze  positive   oder  negative   Zahlen   sind.    Also 
hat  das  Integral  im  allgemeinen  3p +  1  Perioden: 
Wi=  i4i+,— ^,     C»=  1>  2,  ...,2p  +  l)- 


■=/- 


I  i' 
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Diese  Perioden    könneD  willkürlich  gewählt  werden,  wenn  man 
G(x)  entsprechend  wählt. 

Macht  man  speciell  G{x)  =  ^W{x)^(x)-^  R(x)q>'(x),  wo 
qf(x)  eine  ganze  Function  von  x  bezeichnet,  so  hat  das  Integral 
keine  Periode.  Sind  jetzt  bg^i(i  =  1,2,  . . .,  2p  +  1)  die  Perioden 
des  Integrals 

'x9-^dx 


«9=  / 


Vä(j?) 


und  ist  die  Determinante  J  der  6^,,  von  Null  verschieden,  so  kann 
man  immer  2p +  1  Grössen  A«  so  bestimmen,  dass 

IC,-  =  X,  bu  +  ij  &2,.-  H h  ^2p+i  fri,,+i,.-        (i  =  1,  2,  . . . ,  2p  +  1) 

wird;  dann  hat  das  Integral 


/ 


l/Ä(aj) 


den  Wert  9>(^)VA(^),  folglich  "keine  Periode,  und  daraus  folgt: 


u  =  Ä,w,  H +  i'2p+iu^p^i+  (f(x)y H(x) 


und 


G(x)  =  l,+l,x  +  '"+X2p^ix''P  +  iRXx)q>(x)  +  R(x)q,'{x), 

womit  die  Zerlegung  erreicht  ist,  sobald  die  Gonstanten  Xa  be- 
rechnet sind,  wofttr  der  Verfasser  eine  Methode  angiebt.  Dieses 
Resultat  wird  zur  Untersuchung  der  Fälle  von  einer  und  von 
zwei  Perioden  benutzt.  Der  erste  Fall  enthält  folgende  zwei 
Aufgaben : 

a)  Alle  jene  Functionen  eines  Punktes  der  Curve  y'  =  R(x) 
zu  finden,  die  nirgends  zu  Null  werden.  (Functionen,  die  nur 
im  Unendlichen  singulare  Punkte  haben.) 

b)  Alle  Paare  von  ganzen  Functionen  X  und  Y  zu  bestimmen, 
die  der  Gleichung  X'+  P—  1  =  0  genügen,  oder  mit. anderen 
Worten:  alle  ganzen  Transformationen  eines  Kreises  in  eine 
algebraische  Curve  zu  bestimmen. 

Ad  a).  Bezeichnet  F(x)  eine  solche  Function,  so  ist  dieselbe 
immer  von  der  Form: 

WO  f^{x)   eine   ganze    Function    von   x   ist,    und    die  v,    solche 
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specielIeD  Integrale  u,  sind,  die  nur  eine  Periode  2ii  haben. 

Ad  b).  Die  allgemeinaten  Functionen,  die  die  Lösung  bilden, 
iind: 

X  =  ipeoBi(x)  —  y^A\nl(x), 

wo  X(x)  eine  ganze  Function  von  x  ist,  und  gi  die  Differential- 
gleichung 

dtp G{ai)dx 

befriedigt,  wfthrend 

ist. 

Der  Autor  giebt  eine  Methode  an,   alle   ganzen  Functionen 
ip  zu  bestimmen,  welche  dieser  Uifferentialgleichiing  genügen. 

Zweiler  Fall,    a)  Hat  das  Integral  o  =  f  -,- ■  ■  ■       die  zwei 

Perioden  2an  und  2ßn,  so  ist  stets 

b)  Ist  X  =  ^-^-z  eine  meromorphe  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

^p  ^ dX _    G(x)dx 

eo  findet  man  nach  dem  Vorhergehenden: 

wo  2<ii  und  (o'  die  Perioden  des  Integrals  /dosind;  umgekehrt, 

wenn  diese  Gleichung  stattfindet,  so  hat  die  DifferentialgleiQhung 
eine  meromorpbe  Lösung.    Setzt  man  endlich 
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m  eatapricht  jedem  Puokte  der  Curre  y'  =  R{x)  ein  Punkt  der 
Cnm  y'  =  (l-X')Cl-ft'X'),  und  wenn 

i^=™CO,     -?^  =  cn(Odn(0 
V(^)  VW 

gesetzt  wird,   so  bat  man  die  weiteren  Transformationsformeln : 

JE  =  Bn(m/+o), 

y  =  CD(m(  +  o)dn(m/  +  a), 
wo  a  constant  nnd  m  ganz  ist.  Bm. 


6.  PiCE.     Ueber  die   Redaction    hyperelliptischer  Diffe- 
rentiale in  rationaler  Form.     Math.  Ann.  XXXH.  443-449. 

Es  werden  hier  die  Vorschriften  zusammengeHtellt,  nach 
denen  man  sich  bei  Ausmhrung  der  Rerluction  der  byperellipti- 
KJien  Differentiale  in  rationaler  Form  zu  richten  hat,  wenn  die 
im  Nenner  des  gegebenen  DitTereotials  enthaltenen  ganzen  Poly- 
nome nicht  in  aufgelöster  Form  gegeben  sind.  Eine  allgemeine 
Lösung  des  Problems  durch  corariante  Ausdrucke  ist  gegenwärtig 
noch  nicht  möglich. 

Ist  das  hyperelliptische  Differential,  in  der  bekannten  Scbreib- 
veise : 

M(x„!B,)(<edx) 

i.  h.  ist  f  ein  ganzes  Polynom  vom  Grade  2p +  2,  und  der  Grad' 
roD  M  um  p  —  1  btiber  als  der  von  N,  so  kann  man  N  in  Iaat«r 
Pactoren  von  der  Form  9*  zerlegen,  worin  h  eine  positive  ganze 
Saht  ist,  und  ip  ein  rationales  bekanntes  Polynom  mit  lauter 
einfachen  Linearfactoren  bedeutet,  das  entweder  gegen  f  teiler- 
fremd  oder  ein  Teiler  von  f  ist.  Die  Polynome  von  <p  sind 
inter  einander  zu  zweien  relativ  prim.    Hieraus  folgt  dann  eine 

Verlegung  von  -jt-   in    lauter  Summanden   von   der  Form  -^, 

worin  der  Grad  von  xp  den  von  qt*  um  p — 1  Dbersteigt.  Damit 
st  das  Differential   in  eine   Summe    von  Parlialbrttcben  zerlegt, 

31* 
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welche  die  Form 

ipdx 

aDnehmen.    Weiter  gelingt  es  dann,  jeden  dieser  Bräche  entweder 
in  die  Gestalt  zu  bringen 


oder  in  die  Gestalt 

je  naciidem  <p  mit  f  teilerfremd  oder  ein  Teiler  von  f  iftt.  Also 
ISset  sich  auf  diese  Weise  ein  hyperelliptisches  Differential  redu- 
cireo  auf: 

1)  eine  Reihe   von    Differentialen    dritter    Gattung  von  der 

Form  -*-^, 

2)  auf  Differentiale  erster  und  zweiter  Gattung,  die  in  der 
Form    — -TT    enthalten  sind, 

fVr 

3)  auf  das  vollständige  Differential  einer  algebraischen 
Function. 

Das  noch  nicht  vollständig  reducirte  Differential  2)  lässt 
sich  auf  zwei  Arten  behandeln:  entweder  sucht  man  die  Bedin- 
gungen, wann  ein  solches  Differential  ein  vollständiges  Differen- 
tial einer  algebraischen  Function  ist,  oder  man  redncirt  diese 
Grösse  weiter,  bis  mau  auf  irreducible  Bestandteile  kommt;  beide 
Methoden  werden  durohgefahrt.  Bm. 

F.  G.  Tkixeira.     Sur  !a  r6ductioii  des  integrales  hyper- 

elliptiquea  (Kxtrait  d'une  lettre  adress^e  k  M-  Lerch.) 

Pr*g.  Ber.  2a2-2-i7. 

Die  Abhandlung  enthält  das  folgende  bekannte  Resultat.  Ist 

X  eine  ganze  rationale  Function  von   x  vom  Grade  n,  f(x,  VX) 

eine  rationale  Function  von  x  und  yx,  so  lässt  sich  das  Integral 

fix,  yX)  dx  in    das   Integral   eines    rationalen    Differentials, 


/' 
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1  Gdx,  und  in  das  Integral  eines  speciellen  zweiwertigen  alge- 
braiacben  üifferentiale  von  der  Form  /  zerlegen,  wo  G  und 

■^    yx 

B  rationale  Functionen  von  x  sind;   dieses   letztere   aber   l&sst 
sieb  wiederum  in  Integrale  von  der  Gestalt 

/■  ^mi  f ^^       C"  =  0,  I,  2, . . .) 

zerlegen,  niid  diese  lassen  sich  sämtlich  durch  die  Integrale 

•^  yx  *^   Va        -^    yt        ■'  {x—a)Yx 

ausdrücken. ^''■ 

W.   Hbtmamn.     Beiträge  zur  TransformatioD  der  hyper- 
elliptischen Integrale.    Schiömiich  z.  xxxiil.  31-55. 

Es  werden  folgende  Transformationen  hyperellipti  scher 
Differentiale  behandelt  und  für  eine  Reihe  speoieller  Fälle  durch* 
geführt.  Bezeichnet  man  mit  J(,x)  die  Disorimioante  der  Function 
cf{v)  —  x  =  0  und  fuhrt  darin  an  Stelle  von  x  die  Variable  v 
ein,  80   wird:  1)  wenn  gi(t>)  eine  ganze  rationale  Function  vom 

ji"»  Qrade  ist,  J(x)  =  '^['p(f>)]  =  — ,-  fp'  (*■') vC")»  wo  i^(fl)  eine 

ganze  rationale  Function  vom  Grade  (n — l)(n— 2)  ist,  und  daher 

dV  =  -,  =  ■■:  2)  wenn  dageeentpCn)  =     ■     ^    und  (Pfr) 

YT^)       Vv^^  e  8     VW         „^  w 

eine  ganze  rationale  Function  vom  n""  Grade  ist, 

J(x)  =  J[g>{t)]  =  t>-'~9'(f,)tf>(f>), 

wo  9(v)  eine  ganze  rationale  Function  vom  n"',  i^Cv)  eine  ganze 

rationale  Function  vom  n(H—2y"'  Grade  ist,  und  daher 

Bezeichnet  man    ferner  mit  V'C")  eins  reciproke  ganze  rationale 

Function  vom  2n""  Grade,  so  kann  man  das  Differential     , 

VW) 
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durch  eine  Substitution  von  der  Form  V»  — 

die  Summe  zweier  hyperelliptiacben  Differentiale  zerfUlen,  hei 
denen  die  im  Nenner  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden  ganzen 
rationalen  Functionen  nur  vom  Grade  n-f-l  sind.  Er. 


F.  Bbioschi.     Le  eqaazioni  differenzialt  pei  periodi  delle 
funzioni  iperellittiche  a  due  variabtii.    Bom.  Ate.  L,  Beod. 

(4)  IV,.  841-347,  429-436. 
Bezeichnet  man  in  der  .Theorie  der  elliptischen  Functionen 
mit  ut  und   tj   die    Perioden    der   Integrale   erster   und    zweiter 
Gattung,  mit  9, .und  d  die  quadratische  Invariante  und  die  Dis- 
criminante  der  Form  vierten  Grades,  setzt: 

J  =s  ffJÄ~',  y  =   lod^,  B  =  Ijd"!^ 

und  betrachtet  y  und  z  als  Functionen  von  J,  so  bestehen  zwischen 
y  und  s  gewisse  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (vergl. 
Halphen,  Traitg  des  foDCtiona  elliptiques  et  de  leurs  applications. 
Premiere  partie,  page  313),  aus  denen  weiter  ftlr  y  und  8  allein 
die  hypergeometriscben  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
folgen.  Die  Aufgabe  der  vorliegenden  AbhandluDg  ist,  die  ana- 
logen Differentialgleichungen  ftlr  die  byperelliptiscben  Functionen 
erster  Ordnung  nachzuweisen.  Kr. 


J.  P.  DoLBNiA.     Neuer  Beweis  der  Aberschen  Theoreme 
über  die  Integration  der  DifFerantiale  der  Form  ^-^■ 
Eaa.  Gm.  Tl.  307-324  (RaaBiicb) 
Die  Eigenschaften  der  vollständigen  Quotienten  in  der  Zer- 
legung der  Wurzel  Y^  in  einen  Eettenbruch   werden  gebraucht, 
um  den  Zusammenliang  zwischen  der  AufiöHung  der  unbestimmten 
Gleichung  P^—Q'R  =  Const.    und   der  Penodicitftt  des  Eetten- 
bruchs  zu  zeigen,  in  welchen  die  Wurzel  Yr  zerlegbar  ist. 

Wi. 


VII.  AbacboHt.    FuDclioDentheorie. 


stimmen  Übrig,    deren  Auadrflcke  im  ffinften  Paragraphen  dnrcli 
Rechnung  ermittelt  werden.  Er. 


E  Weltbeiss.  Ueber  die  Potenzreihen  der  hyperellip- 
tiscben  ThetAfunctionen.  Math.  Aqd.  xxXi.  410-423. 
Bekanntlich  besteht  diejenige  Eigenschaft,  welche  die  Weier-  . 
strass'sohen  hyperelliptischen  Thetafunctionen  vor  den  Jaeobi'schen 
auszeichnet,  darin,  dass  die  Coefficienten  der  Kntwickeluog  der 
ersteren  nach  Potenzen  der  Argumente  rationale  Functionen  der 
Verzweigungspunkte  und  gewisser  in  den  Integralen  zweiter 
Gattung  Torkommenden  Grössen  sind.  Uer  Zweck  der  vorliegen- 
den Abhandlung  ist,  unter  möglichst  wenigen  Voranssebungen 
einen  einfachen  unmittelbareD  Beweis  dafür  zu  erbringen,  dass 
diese  Coefficienten  bei  richtiger  Bestimmung  der  genannten-,  in 
den  Integralen  zweiter  Gattung  vorkommenden  Grössen,  abge- 
sehen von  eiuem  allen  gemeinsanieD  Factor,  auch  ganze  Func- 
tionen der  Verzweigungepunkte  sind.  Kr. 

F.  ScHOTTKY.  Zur  Theorie  der  Aberecben  FunctiiHien 
von  vier  Variftbeln.  J.  Hur  Math.  CIL  304-352. 
Da  die  im  Falle  p  =  4  zur  Definition  einer  Klasse  Abel'- 
Bcber  Functionen  dienende  algebraische  Gleichung  höclistens  neun 
weBCntlicbe  Conslanten  enthält,  andererseits  aber  in  einer  vier- 
fach unendlichen  Thetareihe  zehn  verschiedene  Parameter  t  vor- 
kommen, so  sind  die  hei  der  Darstellung  der  Abcrschen  Func- 
tionen auftretenden  Tbetafunctionen  insofern  specielle,  als  bei 
ihnen  zwischen  den  Parametern  c  eine  Beziehung  bestehen  muss. 
Um  diese  aufzufinden,  weist  der  Herr  Verfasser  darauf  bin,  dass 
es  für  diese  sp'eciellen  Tbetafunctionen  bei  beschrftnkten  Werten 
der  Argumente  u  möglieb  ist,  sämtliche  Quotienten  ungerader 
Tbetafunctionen  als  symmetrische  und  zerfallende  Fanctionea 
zweier  unabbinglgen  Variablen  darzustellen  (Seite  322).  FDbrt 
man  diese  Ausdrucke  in  ein  gewisses  System  homogener  quadra- 
tischer   Gleichungen    ein,    welches   auch    im    allgemeinen    Falle 
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zwischen  dea  ungeraden  Thetafunctionen  besteht  (Gleichung  (6), 
Seite  324),  bo  findet  man,  dasB  dieses  Qle^chungssystem  nur 
liann  durch  die  eingefOhrlen  Ausdrticke  erfüllt  werden  kann, 
wenn  man  zwiachen  den  Nullwerten  der  geraden  Thetafunctionen 
eine  gewisse  Gleichung  (Gleichung  (3),  Seite  340)  anuimmt,  die 
für  die  allgemeinen  Thetafunctionen  nicht  besteht  und  daher  den 
zur  Darstellung  der  Abel'acheo  Functionen  dienenden  Theta- 
functionen eigentOnilich  ist.  —  Dass  die  Torliegende.  Arbeit 
ausser  diesem  interessanten  Resultate  noch  eine  Reihe  wertroller 
Einzelheiten  aus  der  Theorie  der  vierfach  unendlichen  Thetareihen 
entb&lt,  darauf  kann  hier  nur  im  allgemeinen  bingewiesen  werden. 

Kr. 

F.  ScaoTTKY.      Ueber    specielle    Abel'sche    Functionen 
vierten  Ranges.      J.  für  Maib.  cill.  105-203. 

Es  wird  roransgesetzt,  dass-  eine  gerade  Thelafunction  S„ 
exislirt,  welche  Null  wird,  wenn  die  Argumente  gleich  Null  ge- 
setzt werden;  eine  solche  Annahme  tr&gt  wesentlich  dazu  bei, 
die  Untersuchung  einfach  zu  gestallen.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung   wird    die    Aufgabe   behandelt,    unter    den    Ausdrucken 

I  -"-yj-,  die  aus  den  120  Grössen  ausgebildet  werden  können, 

zwei  auszuwählen,  durch  die  alle  Übrigen  rational  und  in  llber- 
sichtlieher  Form  dargestellt  werden  können,  und  ausserdem  die 
Gleichung  anzugeben,  welche  zwischen  diesen  beiden  ausge- 
wählten GrÖsseu  besteht.  Kr. 

G.  Fhobeniüs.      Ueber  das   Verschwinden    der  geraden 
Thetafunctionen.    65tt.  N.  67-74. 

änd  z  und  y  zwei  willkOrlicbe  Punkte  einer  Riemann'scben 

Fläche,  so  verschwindet  der  Ausdruck  &t(  j  du?)  als  Function 

des  Punktes  ;<,  falls  er  nicht  identisch  Null  ist,  an  ^  Stellen 
9,1  y,.  ■  -  •)  #,),  die  im  Falte  einer  geraden  Charakteristik  k  sämt- 
lich TOD  X  abbSngen.    Wie  $,,  y, y,  durch  x  bestimmt  sind, 
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«igen  Regeln,  welche  Clebech  und  Gordan  (l'heorie  der  Abel'- 
ichen  Functionen,  Seite  197)  und  Herr  Nöther  (Mathematische 
Zonalen  XVII.  280)  angegeben  haben;  die  gegenseitige  Ab- 
iSngigkeit  der  p  Punkte  y,,y„.-.,  9f>  von  einander  kann  da- 
l'egen  auf  folgende  Weise  eharakteriairt  werden.  Alle  Wnrsel- 
iinctioneu  dritter  Ordnung  YÖ  mit  der  Charakteristik  k,  die  in 
I  gegebenen  Punkten  y,,  y„  • .;  t/q  verschwinden,  bilden  eine 
iebar  yon  der  Dimension  r^2p  —  2 — q,  und  zwar  ist  für 
i^p— 1  stets  r  =  2p  — 2  — ^,  im  Falle  q  =  p  kann  auch  . 
=  p— 1  sein.  Solche  Systeme  von  p  Punkten  jr,,  y,,  ...,  y^ 
die  auch  dadurch  cbarakterieirt  werden  können,  dass  jede  Wurzel- 
unction  dritter  Ordnung,  die  in  p  — 1  derselben  verschwindet, 
lucb  in  dem  p""  verschwindet)  sind  die  Nullpunkte  einer  Funo- 

ion  9i{  j  dw\  und  der  Herr  Verfasser  zeigt,   wie  man  zu  p 

1  solcher  Art  von  einander  abhilugigen  Punkten  y,,  y„  •  ■ .,  y, 
len  Punkt  x  und  umgekehrt  zu  einem  beliebig  gegebenen  Punkte 
;  solche  p  Punkte  y,,  yti  ■  ■  -t  Vt  bestimmen  kann.  —  In  welcher 
^eise  das  gefundene  Resultat  im  Falle  p  =  3  geometrisch  ge- 
eutet  werden  kann,  wird  zum  Schlüsse  erörtert.  Rr. 


\.  VON  BbaünmOöl.  Ueber  die  Göpel'sclie  Gruppe 
^i-reihigei-  Thetacharakteriätiken,  die  aus  Dritteln  ganzer 
Zahlen  gebildet  sind,  und  die  Fundamentalrelationeti 
der    zugehörigen     Thetafunctioneu.       Hub.  Add.    xxxil. 

613-544. 

In  einer  früheren  Abhandlung  {München.  Abb.  XVI,.  327-368, 
ieses  Jahrbucb-  XIX.  1887.  496)  hat  der  Herr  Verfasser  bereits 
Ir  p-reihige  Cliarakteristiken,  die  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen- 
ebildet  sind,  die  tiöpel'schen  Gruppen  von  je  S**  Charakteristiken 
efinirt.  Der  näheren  Untersuchung  derselben,  insbesondere  fQr 
en  Fall  p  =  2,  sind  die  ersten  beiden  Artikel  der  gegen- 
'ärtigen  Abhandlung  gewidmet.  Die  folgenden  Artikel  beschäf- 
geu  äicL,  wieder  mit  bceonderer  lieriicksicbtigung  des  specielleo 
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FalleH  p  =  2,  mit  der  AurBtellnngvoDRelatioDen,  welche  zwischen 
den  3'"  'rbetafunctionen  mit  DrittelcbarakteristikeD  bestehen. 
Die  Grundlage  bildet  dabei  eine  Formel  (Gleichung  (3)  des  g  3), 
welche  der  Herr  Verfaeaer  gleichfalls  schon  in  Beioer  früheren 
Abhandlung  hergeleitet  bat.  Man  erhält  dieselbe  auch  aus  der 
TOD  Herrn  Pr;m  und  dem  Ref.  im  III.  Bande  der  Acta  Mathe- 
matica  mitgeteilten  Formel  (©','),  wenn  man  darin  r  =  3  setzt, 
an  Stelle  der  Charakteristik  [17]  der  Reihe  nach  die  3''  Charakte- 
ristiken [fß]  einer  Gdpel'schen  Gruppe  treten  Ifisst  und  die  3'' 
so  entstehenden  Gleichungen,  indem  man  sie  mit  passend  ge- 
wählten Einheit» wurzeln  mulliplicirt,  zu  einander  addirt,  endlich 
aber  die  Cbarakteristiken  [p]  in  geeigneter  Weise  verfagt 

Kr. 

F.  Klein.  üeber  hyperelliptisclie  Sigmafunctionen. 
(Zweite  Abbaiidliing)  Math.  Abu  XXXH.  351-360. 
In  einer  ersten  unter  dem  vorstehenden  Titel  veröffeDtlicbten 
Abhandlung  (Math.  Ann.  XXVII.  431  464,  vergl.  dieses  Jahrbuch 
XVIII.  1886.  418)  bat  der  Herr  Verfasser  gezeigt,  dass  sich  die 
Definition  der  o-Functionen,  die  Herr  Weierstrass  zunächst  nur 
fUr  den  Fall  p  =  1  gegeben  hat,  bei  zweckmässiger  Deutung 
der  Weierstraxs'schen  Formeln  in  einfacher  und  naturgemässer 
Weise  auf  den  Fall  p  =  2  Übertrages  lässt.  Während  aber  in 
dieser  Abhandlung  die  ff-Functionen  aus  den  ^-Functionen  ab- 
geleitet werden,  erscheinen  tn  der  gegenwärtigen  die  a-Fnnctionen 
als  der  natOrliche  Durchgangspunkt,  um  vom  hyperelliptischen 
Gebilde  zu  den  zugehörigen  ^-Functionen  zu  gelangen.  Anderer- 
seits erstrebt  der  Herr  Verfasser  in  der  gegenwärtigen  Abhand- 
lung die  Erweiterung  aller  Entwickelungen  auf  hyperelliptisehe 
Functionen  beliebigen  Geschlechts.  Es  werden  dementsprechend 
in  den  Art.  7  und  8  die  hjperelliptiscben  Integrale  erster, 
zweiter  aod  dritter  Gattung  fttr  beliebiges  p  behandelt,  und  ins- 
besondere als  Integral  dritter  Gattung  jenes  schon  in  der  früheren 
Abhandlung  hervorgehobene  Integral  Q''^  aufgestellt,  welches 
dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass  der  Zähler  eine  ganze  Covariaute 
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von  f  ist;  es  werden  sodann  weiter  in  Art.  9  die  allgemeiDeo 
(7-PuDctioaen  definirt  und,  nachdem  in  Art  10  einige  Eigen- 
schaften derselben,  in  den  Art.  11,  12  und  13  iure  Reihenent- 
wickelung nach  steigenden  Potenzen  der  ihnen  zu  Grunde  liegen- 
den Integralsummen  tr,,  tr„  . .  .,  Wp  und  in  Art.  14  ihre  Perio- 
dieilüt  heliandelt  worden  ist,  aus  ihnen  die  zu  dem  vorgelegten 
hyperelliptischen  Gebilde  gehörigen  ^Functionen  abgeleitet,  die 
auf  diese  Weise,  ebensowie  die  o-Functionen  selbst,  expUcit  de- 
finirt  erscheinen.  Kr. 

Li.  BuRKHARDT.  Beiträge  zur  Theorie  der  hjperellipti- 
sehen  Sigraafauotionen.     Muh.  Ann.  xxxil.  381-442. 

Der  Herr  Verfasser  bemerkt  Über  den  Zweck  und  den  Inhalt 
der  Arbeit  das  Folgende: 

Die  vorliegende  Arbeit  beabeichtigt,  die  in  der  Abhandlung 
des  Herm  F.  Klein:  Ueber  hyperelliptische  Sigmafunctioneu 
(Matb.  Ann.  XXXH.  351-380)  für  die  Behandlung  der  hyper- 
elliptischen Siginafunctionen  aufgestellten  Gesichtspunkte  ins 
Einzelne  durchzuführen- 

ini  ersten  Abschnitte  wird  nach  einigen  Bemerkungen  über 
die  Integrale  erster  und  zweiler  Gattung  die  NormalTorm  der 
Integrale  dritter  Gattung  einer  näheren  Untersuchnng  unterworfen 
und  die  analytische  Natur  der  durch  sie  definirten  Function  fest- 
gestellt Der  Herr  Verfasser  glaubte  jedoch  nicht  auf  die  f^r 
die  folgenden  Abschnitte  unentbelirlichen  Entwickelnngeo  sich 
beschränken  zu  sollen;  es  sind  vielmehr  auch  einige  naheliegende 
andere  Fragen  berDhrt  worden,  deren  Beantwortung  Nutzen  fDr 
eine  Weiterftlhrung  der  Theorie  zu  versprechen  schien.  Unter 
anderem  werden  die  bilinearen  Relationen  zwischen  den  Perio- 
den der  bier  zu  Grunde  gelegten  Integrale  sowohl  nach  der 
Methode  von  Kiemann  als  nach  der  des  Herrn  Weierstrass  ab- 
geleitet. 

Der  zweite  Abschnitt  discutirt  in  gleicher  Weise  die  Ueber- 
gangsformen,  welche  Herr  Klein  benutzt,  um  von  den  Integralen 
zur  Definition  der  bigmafunctionen  zu  gelangen.  laBofeni  aber 
diese  Uebergangsformen  zum  Teil  keine  Functionen  von  z  allein, 
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aoDilerii  eben  Formen  sind,  i].  h.  Lomogene  FuDCtioDen  vod  e, 
und  s„  deren  Dimension  nicht  Null  ist,  schien  ea  zweckmäsBig, 
dienern  Abschnitte  einige  allgemeine  Auseinandersetzungen  Ober 
den  Gebrauch  homogener  Variablen  in  der  Functionentheone 
einiuTerleiben. 

Der  dritte  Abschnitt  erläutert  die  von  Herrn  Klein  gegebene 
Definition  der  SigmafuDctionen  und  entwickelt  ihre  wesentlichsten 
Eigenschaflen.  Insbesondere  wird  gezeigt,  das»  sie  eindeutige 
ganze  Functionen  der  Integralsammen  sind.  Dieser  Beweis  ist 
demjenigen  nachgebildet,  welcbeo  Herr  Weierstrass  (Journ. 
fflr  Math.  LH)  gegeben  bat ;  nachdem  jedoch  die  Unler- 
sucbungen  von  Herrn  Elein  zii  einer  Definition  der  Sigmafuac- 
tionen  selbst,  nicht  nur  ihrer  Quotienten,  am  algebraischen  Ge- 
hilde  geftlhrt  haben,  ist  es  ermöglicht,  die  ganze  Betrachtung 
auf  Potenzreihen  allein  zu  stutzen,  den  Gebrauch  der  Quotienten 
von  Potenzreihen  aber  zu  vermeiden,  und  damit  an  allen  den- 
jenigen Schwierigkeiten  vorbei  zu  kommen,  welche  das  Auftreten 
roD  ausserwesentlich  siugulAren  Stellen  zweiter  Art  mit  sich 
bringt.  Die  Untersuchung  der  Abhängigkeit  der  a-Functionen 
voB  den  Coefficienten  des  algebraischen  Gebildes,  und  die  esplicite 
Aofstellung  des  ersten  Gliedes  der  Reihenentwickelung  samt  Be- 
stimmung der  numerischen  Constanten  bilden  den  Schluss  der 
Arbeit;  ausserhalb  des  Rahmens  derselben  bleibt  die  Verfolgung 
der  Operationen,  welche  von  den  Sigmafunctionen  zu  den  Theta- 
fuDctionen  führen  und  damit  den  eigentlieh  transcendenten  Boden 
betreten.  Kr. 


F.  Klein.      Sur    \a   räsolution    par   les  fonctions  hyper- 
elliptiques,    de    I'^quation    du    27*    degr^    de    laquelle 
dopend  la  dötermination  des  27  droites  d'une  surfaoe 
cubique.      Jouro.  de  tittb.  (4)  IV.  169-17t;. 
Bericht  in  Abschnitt  IX,  3C. 
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D.    Kagel-  und  verwandte  FuDCtionen. 

W.  Braun.     Ueber  die  Coefßcienten  der  Kugelfunctionen 
einer  Veränderlichen.    Schlomilch  z.  XXXIII.  314-316. 

Die  CoefGcienten  der  yerscbiedenen  Potenten  von  x  in  der 
Kagelfunetion  P"(x)  enthalten,  wie  bekannt,  wenn  sie  anf  die 
kleinste  Benennung  gebracht  sind,  im  Nenner  nar  Potenzen 
von  2.  Diese  Eigenschaft  springt  sofort  ins  Auge,  wenn  man 
den  Factor  von  «""*'  in  die  Form  bringt: 

1  /2n  —  2r\  m  —  r 


(-'^^r,ir)("7') 


Die  beiden  letzten  Factoren  sind  als  Binomialcoefficienten  ganze 
Zahlen.  Mit  Hülfe  dieser  Form  der  CoefGcienten  kann  man  auch 
die  Gleichung,  durch  welche  P"(x)  als  fi-facher  Difierential- 
quotient  dargestellt  wird,  leicht  beweisen.  Wn. 


0.  Zanotti  -  BiANCO.      Alcuni    teoremi    sui    coefficienti 
di  Legendre.    Torino  Atti.  xxill.  ö-2ö. 

Im  Anschluss  an  die  im  vorigen  Jahre  (F.  d.  M.  XIX.  1887. 
507-508)  besprochene  Arbeit  entwickelt  der  Verfasser  unter  An- 
wendung bekannter  Formeln  die  Werte  der  Integrale 

y ''p,(cos^)sin'»+*^d^,   JPn (cos^)cos'^*8in'»+*^d*, 


u 


II 


ff  ^«(co8^;9))sin'»+'^dM9, 


ü      ü 
J     Ar„(cos*,9))cos'^^sin'»+^^dM9, 

u       u 

Yn  (cos  ^,  q>)  cos»*  9  d9  dq> 

und  ähnlicher,  wobei  F«  die  allgemeine  Eugelfunction  mit  zwei 
Veränderlichen  ist.  Die  Resultate  sind  weder  wichtig  noch  ,ein- 
fach  genug,  um  sie  hier  wiederzugeben.  Es  wird  ferner  ange- 
deutet, wie  man  zu  den  Werten  solcher  Integrale  gelangen  kann. 


/"/ 
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die  auB  den  obigen  eutBtehen,  weoo  man  unter  dem  Integral- 
zeichen  noch  das  Product  mehrerer  einfacher  Kugelfunctionen 
mit  dem  Argument  cos  &  hinzufUgt.  Wn. 


F.  A.  Tableton.  On  tbe  determination  öf  tbe  nume- 
rical  factors  in  tbe  expaoaion  of  Laplace's  coefficienta. 
Dnblio  Proc.  (3)  I.  16-19 

Nimmt  man  den  Laplace'achen  Coefficieuten  n*"  Ordnung  in 
der  Form  an 

/■..'_  l>ti>f ..'»__  iMn 

dft"      dfi'" 

wo  Pi  ein  Legendre'schar  GoefScient  ist,  so  wird  a„  durch  Be- 
nutzung der  grandlegenden  S&tze  der  Laplace'achen  Analyse 
ohne  trigonometrische  Entwickelungen  gefunden.     Die  Formel 

WO  Yi  eine  Kugelfunction  vom  Grade  i  ist,  liefert 

ausser  wenn  «  =  0,  in  welchem  Falle  a„   f  ¥}du  =  ~ -- 

"  y^         '^       2t  -t- 1 

Aus  der  Diflferentialgleiehung,  der  Pi  genügt,  folgt 

nnd  da  o,  als  1  gefunden  ist,  so  wird  ^,  in  der  Form  er- 
halten : 

nnd  o,  in  der  Form 

('  +  «)! 


=  (-')••  ^17^- 


Gbs.  (Lp.) 
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tT.  Dbruyts.  .    Sur   une   classe    de  polyn6meä  analogiies 
aus  fonctions  de  Legendre.    Liege  H^m.  (-i)  xtv.  t5S. 

Untersucbung  der  Polynome  /*„  welche  durch  ä'ie  Gleichuug 

". = (>  -^)'"'o- v)'"^[o-fri>-i)"'"'] 

defiDirt  sind,  in  welcher  a  und  b  reell   und  nicht  Null,  p  und  q 
posiliT  sind..  Mn.  (Lp.) 


Errata    coiiCained    in    Ferrer's    treatise  on  spberical  bar- 
monics.      Tokio  Muh.  Gesellsch.  IIL  S67. 
VerbesseruDgen  von  15  Fehlern,  welche  nicht  in  dem  Lehr- 
buche selbst  erwähnt  sind.  •  E. 


A.  Pellet.     Sur  la  foimule  de  Fourier  et  ses  analogues. 
C.  B   CVI.  1062-1065. 
Die  Foarier'sche  Formel  wird  gewonnen,  indem  man  in  dem 
Integrale 


P 


den  Punkt  s  von  der  geschlossenen  Curve  ACDBEFA,  von  der 
zwei  Punkte  A,  B  durch  einen  Kreisbogen  innerhalb  der  CurTe 
verbnuden  sind,  die  Wege  ACDBA  und  BEFAB  durchlaufen  läset, 

und  im  ersten  Falle nach  aufsteigenden,  im  letztem  nach 

abfiteigendeu  Potenzen  von  x  entwickelt  Davon  wird  Anwen- 
dung gemacht  auf  die  Legendre'schen  Polynome  A,  und  auf  die 
Entwickelung  einer  Function  r.weier  Winkel  nach  Laplaee'echen 
Functionen  Y,.  H. 


Fr.  Cobn.     Ueber  Lam^'scbe  Functionen  mit  complexen 
Parametern.      Dim.  Königsberg  i.  p'r. 

Die  Lam^'schen  Functionen  n"'  Ordnung  E^'^Ou)  hfingen  be- 
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kaDDtlicb  ausser  von  ihrem  Argumente  /i  von  zwei  gegebenen 
Parametern  b,  c  sowie  von  der   Wurzel   r    einer  algebraischen 

Gleichung  ab,  die  für  gerade  «  vom  Grade  -„-+ loder-s-ist, je 
nach  der  Klasse,  der  £  angehört,  fDr  ungerade  n  von  der  Ord- 
nung — ^ —  oder  — ^—-    Man  weis»  ferner,  dass  fHr  reelle  Werte 

von  b  und  c  die  Wurzeln  einer  jeden  der  erwähnten  algebraischen 
Gleichungen  reell  und  von  einander  verschieden  sind  [cf.  Heine, 
Handbuch  der  Kugelfunctionen,  2.  Aufl.,  Bd.  I,  Teil  2,  Cap.  3]. 
Für  complexe  Werte  von  b  und  c  dagegen  kann  es  vorkommen, 
dasa  die  algebraische  Gleichung  fOr  v  eine  Doppelwurzel  besitzt, 
wenn  nSmlich  b  und  c  so  gewählt  werden,  dass  die  Discriminante 
der  Gleichung  verschwindet.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  fallen  von 
den  2n-i-l  Functionen  £  der  Ordnung  n  zwei  (im  allgemeinen 
aber  nicht  mehr)  zusammen.  Es  entsteht  dann  die  Frage,  welche 
Function  an  Stelle  der  ausfallenden  zu  setzen  ist,  um  bei  £nt- 
wickelungen  nach  den  E  die  nötige  Zahl  2n  +  l  von  Functionen 
der  Ordnung  n  zu  erhalten.  Diese  Frage  läset  sich,  wie  in  der 
vorliegenden  Arbeit  gezeigt  wird,  mit  Hülfe  des  folgenden  Grenz- 
überganges beantworten. 

Es  seien  e,  und  e,  die  beiden  Wurzeln  der  algebraischen 
Gleichung  ((v)  =  0,  die  schliesslich  zusammenfallen  sollen.  Dann 
lege  man  den  verfügbaren  Grössen  in  den  Coefäcienten  der 
Gleichung  solche  Werte  hei,  dass  c,  und  v,  nahe  gleich  sind, 
die  Discriminante  ^  der  Gleichung  also  nur  wenig  von  Null 
verschieden  ist.  Für  derartige  Werte  von  J  lassen  sich  v,  und 
r„  da  für  <i  =  0  nur  diese  beiden,  aber  nicht  mehr  Wurzeln 
der  Gleichung  zusammenfallen,  folgendcrmassen  darstellen: 

r,  =  «j,  +  w,  Y^, 

t),  =  10, —B,  y.^, 

wobei  IT,  und  w,  GrSssen  sind,  die  sich  nach  steigenden  Potenzen 
von  J  entwickeln  lassen.  Die  den  beiden  Wurzeln  v,  und  ü, 
entsprechenden  Lamö'schbn  Functionen  £,  (ß)  und  £,(^)  nehmen 
dementsprechend  für  kleine  Werte  von  ^  die  Form  an: 


3  VH.  Abscbailt.    FanotloneDtheorie. 

Ir  ^  =  0  fallen  £,  und  E,  zusammeo.  An  Stelle  des  aus- 
Uenden  £,  tritt  die  Function 

)r  Verfasser  fQbrt  die  Untersuchung  zuerst  ftlr  Lam^'sche 
inctionen  mit  zwei  Variabein  (Producte  zweier  Lam^'schcn 
inctionen)  ilureb.  An  Stelle  des  FrodueteB  £,  C^)£,(*')  tritt, 
ils  r,  =  ff,  wird,  die  Function 

d[E,(ft)E,{y)] 
dv, 
d  diese  genügt  derselben  partiellen  Differenlialgleicbung  wie 
8  Product  £,(/i)£,(f),  während  bei  den  Lamä'schen  Functionen 
ler  Variabein  die  Differentialgleichung,  durch  welche  die  Er- 
izfunclion  @,(/i)  bestimmt  ist,  sich  von  der  eigentlichen  Lam£'- 
len  Gleichung  noch  um  ein  von  £,  abhängiges  Glied  unter- 
leidet. 

Der  Verfasser  zeigt  weiter,  welche  Aenderungen  in  der  Ent- 
ckeluDg  der  auf  elliptische  Coordinaien  transformirreu  Kugel- 
ictionen  nach  Produclen  Lam^'scher  Functionen  eintritt,  wenn 
und  Cj  zusammenfallen;  ferner  wie  sich  für  v,  =  o,  die  Be< 
mmung  der  Coefficienten  bei  der  Entwickelung  einer  beliebigen 
nctioD  nach  Jenen  Producten  gestallet;  intsbesondere  wird  die 
ihe  für  die  reoiproke  Entfernung  zweier  Punkte  betrachtet. 
1  ScbluBs  wird  die  Untersuchung  auf  die  Lamä'scbea  Func- 
Qcn  höherer  Ordnuag  (cf.  Heine,  Kugel functionen,  Bd.  I.,  T.  3) 
jgedehnt.  Wn. 

Hkun.  Beiträge  zur  Theorie  der  Lani^'sclien  Func- 
tionen.    Math.  Ado.  XXXIII.  läO-196. 

Irgend  n  unabhängige  Lösungen  einer  linearen  homogenen 
ferentialgleichung  n**'  Ordnung  erfahren  bei  UmlSnfen  der 
ibbAngigen  Variabein  gewisse  lineare  Substitutionen,  welche 
ihrer  Gesamtheit  eine  Gruppe  bilden.     Der  Verfasser  geht  nun 
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von  der  Bemerkung  aus,  dass  der  Zusammenhang  gewisser  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  mit  Eettenbruch  -  Entwicke- 
lun^en  unmittelbar  gestattet,  die  zugehörigen  Gruppen  zu  be- 
stimmen. So  ergiebt  sich  z.  B.  die  Oruppe  der  Differential- 
gleichung der  Eugelfunctionen  aus  der  bekannten  Gleichung 

QW(x)  =  ilog-^±^P<-)(a?)-ZC«)(jj), 

X — 1 

x-Ul 
welche  bei  der  Kettenbruch  -  Entwickelung  von  4  log =-    auf- 

tritt.  Die  Lamä'schen  Functionen  stehen,  wie  Heine  gefunden 
hat,  in  Beziehung  zu  der  Kettenbruch-Entwickelung  vollständiger 
elliptischer  Integrale  dritter  Gattung.  Heine  bewies,  dass  die 
Teilnenner  dieser  Entwickelung  bis  zu  einem  gewissen  linear 
sind,  und  dass  dieser  letztere  quadratisch  ist.  Wie  die  Teilnenner 
hierüber  hinaus  beschaffen  sind,  blieb  fraglich.  Die  gruppen- 
theoretische Interpretation  gestattet  nun  dem  Verfasser,  diesen 
Punkt  zu  erledigen.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  Teilnenner,  welche 
auf  den  quadratischen  folgen,  wieder  sämtlich  linear  sind.  Da 
die  Lamä'schen  Functionen  specielle  Kiemann'sche  Functionen 
zweiter  Ordnung  mit  vier  Verzweigungspunkten  sind,  so  knüpft 
die  Untersuchung  an  die  im  Referate  S.  419  dieses  Bandes  be- 
sprochene Abhandlung  desselben  Verfassers  an.  Hz. 


L.   Gegenbauur.     üeber  die  Functionen  C^{x).    wien.Ber. 

XCVII.  259-270. 

Der  Verfasser  entwickelt,  gestützt  auf  die  in  einer  früheren 
Arbeit  (F.  d.  M.  XVI.    1884.   452)    abgeleiteten  Resultate,    eine 

grosse  Anzahl  neuer  Formeln  fUr  die  Function  Cn(x).  Letztere 
ist  dieselbe  Function,  die  Heine  (Rugclfunctionen  Bd.  I,  T.  3) 
Kugelfunction  höherer  Ordnung  nennt  und  mit  P^(2v'\'\y  x)  be- 
zeichnet; sie  ist  der  Coefficient  von  a**  in  der  Entwickelung  von 

(1— 2oa?  +  cr*)-»'; 

mithin  ist 

sinna? 

=  Ci_i(cosa;). 


sin:r 


32' 


^00  Vit.  ÄbBchoitt.    FDDCtiooeDtbeorie. 

NuD  IftsBt  eich  Cnicoaai)  durch  eine  Samme  von  Productea  von 
Functionen  C  mit  verschiedenen  oberen  und  unteren  Indices 
darstellen.     Daraufl   gewinnt   man  eine  analoge  Darstellung  von 


Hn+Qr 


Auch  kann  man  das  Legendre-Jacobi'sehe  Symbol 


— ),  das  nach  Eisenstein 


2ktr 


et,  durch  ein  Product  derartiger  Summen  aaedrtlcfcen. 

Weiter  kann  man  Cn(.x)   in  Form    einer  DetenDinante   dar- 

itelleo.     Daraus  ergiebt  sich    nach   einigen  UmformangeD    die 

Pormel: 

2co9a!,  1,  0,  0,  ...,  0.  0  1 

1,  2co8»,  1,         0,  ...,  0,  0  I 

0,  1,  2co8«,  1 0,  0  I 

i 


8in(ii4-t)a; 


0,  0,  0,  0,  ...,   1,  2008«    ; 

)as  Symbol  ( — j  lässt  sich    hiernach   durch   ein  Product  von 
>eterminanten  ausdrucken. 

Neben  der  Funclion  Cl(x)  wird  noch  die  Function  £?•''"(*) 
letrachtet,  die  als  der  CoefficieDt  von  a'  in  der  Entwickelung  von 

1  /"■■  a'äa 

(l-2oj;+o')'  J  (l-2ax+a'y 
lefinirt  wird.  Zwischen  den  Functionen  C  und  E  werden  ver- 
chiedene  Be^iehuDgea  aurgestellt,  und  es  wird  gezeigt,  dass 
Ur  die  E  mit  gleichen  oberen,  aber'  verschiedenen  unteren  In- 
lices  genau  dieselbe  ßecursionsrormel  gilt  wie  für  die  C.  Für 
eu  Fall  V  =  \  gehen  die  Functionen  Cü  in  die  Kugelfunotiooen 
her,  und  es  ergiebt  sich 

P.^,(_x)  =  xEif,(x)-Bif.(x), 
ine  Formel,  die  von  Gatalan  anfgestellt  ist 
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Zum  SohlosB  werden  aus  der  Integraldarstellang  von  Cn{x) 
mehrere  Formeln  abgeleitet,  Ton  denen  die  folgende  hier  Platz 
linden  möge: 

Wn. 

6.  Giuliani.  Alcune  osservazioni  sopra  le  funzioni 
sfericbe  di  ordine  superiore  al  secondo  e  sopra  altre 
fnnzioni  che  se  ne  possono  dedurre.    Batt.G.xxvi.i5ö-i7i. 

Der  erste  Teil  der  Arbeit  betrifft  die  aus  der  Entwickelnng 
von 

(l-2a»+o»)2 

nach  Potenzen  von  a  entstehenden  Functionen  Xn(f>,  x).  Ge- 
stützt auf  einige  in  Heiners  Kugelfunctionen  abgeleitete  Formeln, 
erörtert  der  Verfasser  das  Verhalten  der  erwähnten  Functionen 
für  »  =  oo  und  a?'  <  1  oder  aj*  =  1.  Ferner  untersucht  er  die 
Lage  der  Wurzeln  der  Gleichung  Xn(p,  x)  =  0  und  zeigt,  wie 
der  Dini'sche  Beweis  für  die  Entwickelbarkeit  einer  Function  nach 
Kugelfunctionen  auf  die  Entwickelung  nach  Functionen  Xn(p,  x) 
übertragen  werden  kann. 

Im  zweiten  Teil  der  Arbeit  wird  die  folgende  Verallgemei- 
nerung der  Besser  sehen  Functionen  betrachtet: 

1     /•« 

Jn(Pj  ^)  =  —  /      C08({rsinqp— nqp) .  cos'^^^ydqp. 

u 

In  Bezug  auf  diese  Functionen  wird  eine  Anzahl  von  Formeln 
aufgestellt,  die  bekannten  Formeln  aus  der  Theorie  der  BesseV- 
schen  Functionen  (p  =  2)  analog  sind.  Insbesondere  wird  ge- 
zeigt, dass  Jo(p,  x\  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  die 

Grenze  von  «^■"^JT^fp,  cos — j  für  n  =  cx>  ist,    wo  Xn  dieselbe 

Bedeutung  hat,  wie  oben;  dass   femer  «/«(p,  x)  fttr  n  >  0  einer 


VII.  Atuebnitt.    PanctioDeolheorfe. 

ren  Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  fflr  n  =  0  einer 
en  zweiter  Ordnung  genagt.  Auch  wird  angedeotet,  wie 
zu  einer  Reihenentwickelung  von  y.(p,  x)  gelangen  kaoD, 
68  werden  mehrere  nach  jenen  Functionen  fortschreitende 
;n  betrachtet.     Dabei  ergiebt  sich  das  merkwardige  Resultat: 

eeslich  wird  gezeigt,  daes 

lie  Function  rechts  ist  aber  die  Bessersche  Function  J^{x). 
Wn. 

-Iabntzschbl.  lieber  die  Kourier-Beseel'sche  Traii- 
endente.     Scbtönilcb  Z.  XXXIII.  185-186. 

Dasa  die  Rugelfunction  f"  mit  dem  Argument  cos  —    tär 

CO  in  die  BeSBel'sche  Function  mit  dem  Argumente  u  llber- 
ist  zuerst  von  Herrn  Mehler  gezeigt.  Durch  einen  anderen 
ztibergang  hatte  der  Verfasser  in  einer  froheren  Arbeit  (cf. 
M.  XVIII.  1886.  430)  die  BeBBel'flcben  Functionen  aas  den 
ilfunctionen  abgeleitet.  Allerdings  wird  auch  hierbei,  was 
ir  Oberaeben  war,  der  Index  m  der  Rugelfunction  unendlich. 
;dem  sind  beide  GrenztlbergSnge  nicht  identisch,  der  des 
Q  Haenlzschel  ist  vielmehr  allgemeiner,  als  der  Mehler'Bche. 
Unendlich  werden  des  Indes  m  ist  erst  ein  secundäres  Moment; 
lauptsache  ist  daB  Verschwinden  der  Weierstrass'scfaen  ^6, 
darauf  hat  der  Verfasser  zuerst  aufmerksam  gemacht 
Wn. 

iuRwiTz.  lieber  die  Nullatellcn  der  BeBserscheii 
UllCtionen.  Malb.  Add,  SXXIII.  S4<)-S6I>. 
Von  den  Nullwerten  der  Besserscben  Transcendente  J.(b) 
I  mau,  dasB  sie  sämtlich  reell  sind,  wenn  der  Index  n  einen 
jn  Wert  besitzt,  der  nicht  kleiner  als  —1  ist.  In  der  vor- 
nden  Arbeit  wird  die  Untersuchung  jener  Nullwerte  weiter 
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geführt  und  auf  beliebige  reelle  Werte  von  n  ausgedehnt.  Statt 
der  Function  J«  selbst  wird  die  Reihe 

'"^^^  ^  r-Üi  r(ii+r+l)r(r+l)' 

die  der  Verfasser  als  „BesseFsche  Reihe^  bezeichnet,  der  Be- 
trachtung zu  Grunde  gelegt.  Dieselbe  hängt  mit  J«  (2)  durch  die 
Gleichung  zusammen: 

M.)=(f)V«(-^> 

Der  Verfasser  leitet  zunächst  folgenden  allgemeinen  Satz  über 
die  Nullstellen  analytischer  Functionen  ab:  ^Es  sei  in  einem 
endlichen  Gebiet  G  die  Function  f{z)  die  gleichmässige  Grenze 
der  Reihe  von  Functionen  g^  (a),  g^  (»),  . . . ,  gy  (»),  . . . ,  also 
lim^,.(jK)  =  f(;s).  Innerhalb  G  möge  ferner  jede  einzelne  der 
genannten  Functionen  den  Charakter  einer  rationalen  Function 
besitzen.  Dann  sind  im  Innern  von  G  die  Nullstellen  der  Func- 
tion /*(«)  identisch  mit  denjenigen  Stellen,  an  welchen  sich  die 
Wurzeln  der  Gleichungen 

9^  (»)  =  0,  ^,(ä)  =  0,  . . .,  gy(»)  =  0,  ... 
verdichten.  Und  zwar  liegen  in  einer  beliebig  kleinen  Umgebung 
der  Stelle  a,  welche  eine  r-fache  Nullstelle  von  f{i)  ist,  genau 
r  Wurzeln  der  Gleichung  gy(Z>)  =  0,  sobald  v  eine  bestimmte, 
von  der  Grösse  jener  Umgebung  abhängende  Zahl  überschreitet.*' 
Um  diesen  Satz  auf  die  Bessersche  Reihe  anzuwenden, 
werden  als  Functionen  gy  die  Näherungszähler  und  -Nenner  der 

Kettenbrüchentwickelung  von  I    /.  gewählt.  Für  diese  gy  gelten 

die  Relationen: 

a)  '     Jr-H  =  (n  +  v)9y  +  »gy^lj 

9-1  =  0,  ^0  =  1- 
Aus  ihnen  ergiebt  sich,    dass   in  jedem   endlichen    Gebiete 

fn^i  die  gleichmässige  Grenze  von    -^    . — r  ist.     Man  kann  da- 

her  die  Nullstellen  von  fn-i(«)  mit  beliebiger  Genauigkeit  durch 
Auflösung  der  Gleichung  g,  (x)  =  0  finden. 


4  VII.  Abiobnitt.     FnoctioDflotfaeorie. 

Wenn  man  nun  auf  die  Reihe  der  Functionen 

ae  der  Stnrm'eoben   analoge   Deductioo   anwendet,    so    fiodet 
an; 

1)  FUr  n  >  —  1  sind  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

9,W  =  0,  ff/»)  =  0,  . . .,  jh,<0  =  0,  . . . 
mtlich  reell.     Die  Gleichung  gi,ia)  =0  hat  eine  positive  und 
'—1  negative  Wurzeln,    wenn   n   zwischen  —  l    und  0  liegt; 
igegen  sind  für  n  >  0  alle  Wurzeln  jener  Gleichung  negativ. 

2)  Wenn  n  zwischen  —2fi—l  und  —  2jw  +  l  Hegt  (n  eine 
knze  Zahl  >-0),  so  besitzt  die  Gleichung  ff2.(s)  =  0  genau  2/i 
laginfire  Wurzeln,  falls  y  eine  gewisse  Zahl  N  Überschreitet, 
igleich  ist  von  den  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  eine  oder 
iine  positiv,  je  nachdem  n  zwischen  — 2/i— 1  und  —2/*  oder 
risehen  — 2/1  und  —  2/*  +  l  liegt. 

Hieraus  folgen  fOr  die  Bessersche  Reihe  folgende  Resultate: 

1)  Die  Wurzeln  der  Gleichung  f^{»)  =  0  sind  sämtlich  reell, 
lls  n  >  —  2  ist.  Diese  Wurzeln  sind  für  n  >  —  1  alle  negativ; 
tgegen  ist  eine  derselben  positiv  und  die  Obrigen  sind  negativ, 
enn  n  zwischen  —2  und  — 1  liegt, 

2)  Die  Gleichung  f,(s)  =  0  hat  fQr  negative,  zwischen 
■2/4—2  und  —2/4  liegende  Werte  von  n  (ganzzabüge  negative 
erte  von  n  sind  auszuscbliessen)  genau  2/i  paarweis  conjagirt 
laginftre  und  im  übrigen  unendlich  viele  reelle  Wurzeln.  Von 
tztereo  sind  entweder  alle  oder  alle  bis  auf  eine  negativ,  je 
ichdem  n  zwischen  —  2/i  — 1  und  —2f*  oder  zwischen — 2ft  —  2 
id  —2/4—1  liegt.  Zur  näheren  Beslimmung  der  imaginfiren 
urzeln  bat  man  eine  unendliche  Reihe  algebraischer  Curvea 
,(»,  y)  =  0,  if>,^i(x,g)  =  0  etc.,  von  denen  jede  einzelne  aus 
u  im  Endlichen  und  ausser  einander  liegenden  Ovalen  besteht. 
EM  einzelne  Oval  der  Curve  qpi  =  0  berührt  und  umschliesst  je 
n  Oval  der  nächstfolgenden  Curve  und  enthält  zugleich  in 
linem  Innern  je  eine  imaginäre  Nullstelle  von  fni't)-  Auf  diese 
ullstelle  zieht  sich  das  Oval  mit  wachsendem  x  immer  mehr  und 
ehr  zusammen. 

Einen  Teil    dieser  Resultate   leitet   der   Verfasser  noch  auf 
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anderem  Wege  ab,  teils  direct  aus  der  ReiheDentwickelung  von 
fn(2),  teils  durch  Anwendung  der  Integralsätze  der  Besserschen 

Functionen.     Er  erläutert  sodann  das  allgemeine  Resultat  an  dem 

4 

speciellen  Beispiel,  wo  n  zwischen  — 3  und  —3+^  liegt  (Wer 

o 

liegen  die  beiden  imaginären  Wurzeln  innerhalb  einer  Kreis- 
sichel), und  wendet  sich  am  Schluss  der  Betrachtung  imaginärer 
Werte  von  n  zu.  Durch  Anwendung  der  Integralsätze  ergiebt 
sich  hier:    „Es   sei  n  eine  Zahl   mit  positivem  reellen  Bestand- 

teil.    Man  ziehe  durch  den  Punkt j-  zwei  Halbstrahlen,  von 

4 

welchen  der  ersta  parallel  der  Axe  der  negativen  reellen  Zahlen 

läuft,    während   die    Rflckverlängerung    des   zweiten  durch  den 

Nullpunkt  geht.     Die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichuug  fn(!6)  =  0 

liegen  dann  in  dem  von  den  genannten  Halbstrahlen  begrenzten 

Winkelraum.^    Hat  n  einen  reellen  Wert,  so  reducirt  sich  dieser 

Raum  auf  ein  doppelt  überdecktes    Stttck   der   Axe  der  reellen 

negativen  Zahlen.  .  Wn. 

W.  F.  Shkppard.     On   some  expressions   of  a  function 
of    a    Single   variable   in   terms   of  Bessers   functions. 

Qaart.  J.  XXIII.  223-260. 

Um  eine  Function  durch  ein  Doppelintegral  darzustellen, 
das  von  Besserschen  Functionen  abhängt,  führt  der  Verfasser 
die  Function 


ein,  wobei  der  Index  m  der  Besserschen  Function  beliebig  ist, 
jedoch  nicht  kleiner  als  —  \,  Dann  findet  die  leicht  zu  beweisende 
Gleichung  statt: 


/ 


u 

fgra 

Diese  Gleichung  wird,  nachdem  sie  mit  x  multiplicirt  ist,    nach 
X  zwischen  den  Grenzen  0  und   et   integrirt,    sodann  wird   an 
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Stelle  von  JmW  der  fOr  grosse  Werte  von  l  gfiltige  N&herangs- 
wert 


1^ 


nl 


/tnn  ,  n      ,. 


gesetzt,  endlich   zur   Grenze   für  ^  =  c»  übergegangen.    Weinn 
man  noch  beachtet,  dass 

0 

ist,  so  ergiebt  die  Grenzbetrachtung  das  folgende  Resultat: 

Es  ist 

^co  1=0,  falls  Q<a<:ß, 

(1)        y  Vm+i(«,«)qPm(w,/?)  MdM  I  =  I,      „     a  =  /J  >  0, 

I  =  1,      »«>/»>  0. 

Daraus  folgt  mittels  einfacher  Umformungen  weiter,  dass 

^00  ^g  [  =  0         für  « >  7, 

^^y    y  •'m(tta?)/«(ti«)f(i?)wf?rfwrfcJ  =ifC^)    „    a?  =  g, 

ist,  wobei  f(v)  eine  beliebige  Function  ist,   die   zwischen  o  =  0 
und  V  =  q  continuirlich  und  endlich  ist.    Hat  f(v)  diese  Eigen- 
schaft zwischen  u  =  0  und  c  =  »,   und  ist  /  yvf(v)  dr,    bis 
unendlich  erstreckt,  endlich,  so  wird 
(3)  /     /  Jmiux)Jm(uv)f{c)uvdudv  =  f(x). 

0  (J 

Aendert   sich  f  an  einer  Stelle   x  discontinuirlich,   so  wird  die 
rechte  Seite  von  (3) 

i{r(^-0)  +  f(x  +  0)}; 
doch  muss  die  Zahl  der  Discontinuitätsstellen  eine  endliche  sein. 
Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich,  wenn  f  an  einigen  Stellen  unend- 
lich wird,  während   /  f(v)Ycdv  noch  endlich  bleibt. 

Der  Verfasser  zeigt  weiter,  wie  man  aus  (2)  und  (3)  auch 
umgekehrt  die  Gleichung  (1)  ableiten  kann.  Er  weist  dann,  un- 
abhängig von  dem  Früheren,  durch  teilweise  Integration  und 
Differentiation  nach  einem  Parameter  nach,  dass,  wenn  die  Glei- 
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chuDgen  (1)  und  (3)  für  irgend  einen  Wert  von  m  > — ^  gelten, 
sie  auch  fttr  m  -f  1  gQltig  bleiben.  Für  m  =  —  ^  resp,  m  =  ^ 
geht  (3)  in  den  Fourier'achen  Satz  Aber,  (1)  wird  Dirichlet's  dis- 
continuirlicher  Factor.  Für  die  Gleichung  (3)  werden  sodann 
noch  einige  andere  Formen  angegeben.  Endlich  wird  Folgendes 
erörtert:  Wenn  man  in  (3)  an  Stelle  von  Jfn(ux).u,  J„^(uti).f> 
allgemein  F{ux).x(j*)  resp.  F(yti),%(y)  setzt,  wo  F(ß)  irgend 
einer  Differentialgleichung  beliebiger  Ordnung  genügt,  und  wenn 
man  verlangt,  dass  das  Doppelintegral  auch  dann  noch  =  f(x) 
sei,  so  muss  jene  Differentialgleichung  für  F  mit  der  Gleichung 
der  Besserschen  Functionen  identisch  sein. 

Der  zweite  Teil  der   Arbeit   beschäftigt   sich   mit  der  Dar- 
stellung einer  Function  durch    eine  Summe  von  Integralen.     Ist 


2;ip(n)dn  ==  ii//(0)f  V(l)  +  t^(2)+  ..., 

so  soll  die  Formel  gelten: 

=  Ofür0^a</^<|, 

(4)  2;rfmMa,n)(pyn(in,ß)n'dn{  =i     „    0<a  =  ß<l 

Darin  ist  n^  eine  gewisse  Function  von  ri,  die  für  alle  reellen  n 
endlich  ist,  für  sehr  grosse  Werte  von  n  aber  gleich  n  wird. 
Dieselbe  ist  ebenso  wie  $  noch  von  m  abhängig;  ^  ist  kleiner 
als  n. 

Daraus  folgt: 

(5)  £  fjm(nx)Mnf))f{v)n'tdndt 

und  umgekehrt  lässt  sich  (4)  aus  (5)  ableiten.  Der  Beweis  von  (4) 
resp.  (5)  ist  dem  Verfasser  indessen  nur  für.  den  Fall  gelungen, 
dass  m  eine  ganze  Zahl  t  oder  von  der  Form  %  —  \  ist;  für  letzteren 
Fall  ist  n'  =  n.  Zum  Nachweis  der  Richtigkeit  genügen  für  den 
Fall  fit  =  t  nicht  mehr  rein  analytische  Erörterungen,  der  Ver- 
fasser muss  vielmehr  Betrachtungen  über  das  Potential  einer 
Kreisscheibe  zu  Hülfe  nehmen.     Für  beliebige  Werte  von  m  ver- 
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mag  der  Verfasser  nur  za  zeigen,  dass,  wenii  obige  Gleiehongen 
fbr  irgend  ein  m  gelten,  sie  anch  fllrm-fl  richtig  sind,  Toraos- 
gesetzt,  das«  ji'  für  m  und  m  -f  1  dieselbe  Fanelion  ist 

Ausserdem  wird  im  Anfang  des  zweiten  Teils  die  Gleichung 
(3)  noch  anf  einem  neuen  Wege  abgeleitet.  In  der  bekannten 
Darstellnng  einer  Function  f(x)  durch  eine  Reihe  der  Form 

wo  die  verschiedenen  a,  mit  ein  und  derselben  Grösse  |  molti- 
plicirt,  die  Wurzeln  der  Gleichung  /•(«)  =  0  sind,  lasse  man  $, 
das  beliebig  ist,  fiber  alle  Grenzen  wachsen,  so  geht  die  Summe 
in  ein  Integral  Ober  oder  vielmehr,  da  die  CoefGcienten  Ä  sehon 
Integrale  sind,  in  ein  Doppelintegral ;  und  man  gelaingt  so  zu  (3). 
Was  der  Verfasser  bei  dieser  Gelegenheit  Aber  die  Convergenz 
der  obigen  (resp.  die  einer  etwas  allgemeineren)  Beihe  sagt, 
scheint  dem  Beferenten  zum  Nachweis  der  Gonvergenz  nicht  zu 
genflgen.  Wn. 

E.  Haentzschel.      Ueber    die  Differentialgleichung   der 
Functionen  des  parabolischen  Cylinders.      Schlomilch  z. 

XXXIII.  22-30. 

Die  Functionen  des  parabolischen  Cylinders,    welche   durch 
die  Differentialgleichung 

definirt  werden,  sind  f&r  endliche  Werte  von  u  von  Herrn 
E.  Baer  eingehend  untersucht  (cf.  F.  d.  M.  XV.  1883.  450). 
Ueber  das  Verhalten  dieser  Functionen  f&r  sehr  grosse  Werte 
Yon  u  ist  jedoch  noch  nichts  bekannt.  Der  Verfasser  versucht 
diese  Lücke  folgendermassen  auszufallen.    Transformirt  man  dis 

Gleichung  (1),  indem  man  statt  u  als  unabhängige  Variable  s  =  — |-, 

statt  z  als  abhängige  Veränderliche  ^  =  zsi  einffihrt,  und  be- 
nutzt  die  Kummer'sche  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  für 
den  Quotienten  17  zweier  particulären  Integrale  der  Gleichung  fQr 

I,  so  wird  man  darauf  geführt,  von  ^  den  Factor  s    ^e    ^  ab* 
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zusonderD,  wo  w  =  -r —  ist.     Die  für  den  andern  Factor  von  £ 
'  ha  * 

resultirende  Differentialgleichung  gestattet  eine  Entwickelung  ihrer 

Integrale  nach  steigenden  Potenzen  von  «,  und  man  gewinnt  so 

zwei  particoläre  Integrale  von  (1);   diese  kann    man    mit  Hülfe 

der  hypergeometrischen  Reihe  folgendermassen  ausdrücken: 

l+M  ha 


(2) 


;=..-^.^,(i+i,l±ii,,,|i)f„,  =  „, 


1 — n      ha 


Durch    Anwendung  einer   Kummer'schen   Formel  gelingt  es  so- 

dann,  die  Integrale  z^  und  z*  durch  die  von  Baer  aufgestellten 
particulären  Integrale  z^  und  &^^  welche  die  Lösung  von  (1)  in 
der  Umgebung  von  u  =  0  darstellen,   linear  auszudrücken,    so 

dass,  gewisse  Fälle  ausgenommen,  2,  und  is,*  ein  Fundamental- 
system bilden.    Andererseits  kann  man,  vermöge  der  Bedeutung 

von  i;,,  aus  z^  und  z*  noch  je  ein  particuläres  Integral  von  (1) 
ableiten : 

(3)        ä;=ä^^,       »,*  =  a,*J7*. 
Für  die  Stelle  s  =s.O,  die  nach  der  Bezeichnung  von  Fuchs  eine 
Stelle  der  Unbestimmtheit  mit  bestimmter  Verzweigung  ist,    gilt 
also  der  Satz,  dass  es  in  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes 
stets  nur   ein  Fundamentalsystem    von    Integralen   giebt,    nicht 

mehr.  Vielmehr  bilden  »,,»3  einerseits  und  a,*,  ä,*  andererseits 
dort    zwei    Verschiedene    Fuodamentalsysteme.      Der   Verfasser 

sucht  noch  1]  und  97*  und  damit  a,  und  z*  durch  Reihen  darzu- 
stellen. In  denselben  kommt  jedoch  je  eine  Constante  vor,  deren 
Bestimmung  dem  Verfasser,  der  seine  Erörterungen  ausdrücklich 
als  einen  ersten  Versuch  hinstellt,  noch  nicht  gelungen  ist. 

-Wn. 
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H.  C.  Schwarz.     Ein  Beitrag  zar  Theorie  der  Ordnangs- 

typen.     Dies.  Halle.  H.  W.  Schmidt. 

Der  Verfasser  stQtzt  sich  auf  die  von  Hrn.  6.  Cantor  be- 
gründete Mannigfaltigkeitstheorie  und  liefert  insofern  einen  wert- 
vollen Beitrag  zu  derselben,  als  er  gewisse  fundamentale  (end- 
liche) Anzahlen  ermittelt  und  elegante  zahlentheoreti'sehe  Be- 
ziehungen zwischen  denselben  aufdeckt. 

Die  Hauptaufgabe  lautet:  Die  Anzahl  <Z>(m,  n)  aller  »-fachen 
endlichen  i^Ordnungstypen*'  zu  bestimmen,  welche  zu  einer  be- 
liebigen Cardinalzahl  m  gehören. 

Zuvörderst  werden  die  n-fachen  Ordnungstypen  zur  Cardinal- 
zahl m  in  „Klassen'^  eingeteilt  vermöge  der  verschiedenen 
„Rangstufen*',  die  es  nach  den  verschiedenen  „Richtungen^  giebt. 
Das  Problem  kommt  so  auf  das  einfachere  zuräck,    die  Anzahl 

*^e^e«-eiiC?»  =  1»  2,  . . .,  m)  aller  unter  einer  und  derselben  Klasse 
stehenden  n  -  fachen  Ordnungstypen  zur  Cardinalzahl  m  anzu- 
geben; die  gesuchte  Anzahl  g>(m^n)  ist  dann  nichts  anderes, 
als  die  Summe  aller  möglichen  Anzahlen  V. 
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Durch  eine  geeignete  Verallgemeinerung  der  Zahl  Y  wird 
der  Begriff  derselben  vereinfacht,  und  es  gelingt  mit  verhältnis- 
mässiger Kürze  die  Ableitung  der  bereits  von  Hrn.  Cantor  ange- 
gebenen Formel: 

•7.....=^(->r-"-<:;)C:)-(rx'x:)-C) 

(»i+fl',  +  -+ffe»  =  '»;  c'*  =  0, 1,  ...,fA-i;  A  =  1,  2,  ...,n-l), 
aus  der  ein  erster  Ausdruck  für  die  Anzahl  CP(iii,ii)  hervorgeht. 
Um  jedoch  zu  brauchbareren  Ergebnissen  zu  gelangen,  geht  der 
Verfasser  auf  die  Natur  der  Zahlen  V  tiefer  ein  und  giebt  zu- 
nächst einen  sehr  einfachen  Beweis  für  einen  von  Hrn.  Gold- 
scheider  stammenden  eleganten  Satz,  demzufolge  die  Grössen  V 
als  Entwickelungscoefficienten  des  m^°  Binomialcoefficienten 
eines  Productes  n  beliebiger  Grössen  x  erscheinen,  nämlich: 

(^y  =■  1, 2,  . . .,  m;  y  =  1,  2,  . . .,  n), 

während  ^^(m,  n)  selbst  mit  der  Summe  aller  Coefficienten  V 
übereinstimmt 

Sodann  wird  zu  gleichem  Zwecke  die  ursprüngliche  Aufgabe 
nach  zwei  Richtungen  verallgemeinert,  indem  einmal  die  einer 
Cardinalzahl  m-\-0L  entsprechenden  Typen  auf  solche  zur  Car- 
dinalzahl  m  zurückgeführt  werden.  Dies  führt  auf  die  (von 
Hrn.  Fitting  angegebene)  Recursionsformel : 

(iii+l)a)(m  +  l,fi)  +  ma)(m,ii)  =  2(2ft+l)...(2?.  +  l)F;;,...., 

(e*  =  1,  2,  . . .,  m;  *  =  1,  2,  . . .,  n), 

vermöge  deren  wiederum  eine  Recursionsformel  für  die  V  allein 
gewonnen  wird; 

Zweitens  lassen  sich  n-fach  geordnete  Typen  auf  (n— y)-fach 
geordnete  zurückführen,  was  die  neue  durchsichtige  Recursions- 
beziebung  liefert: 

ym  __^     «^  wtm—k  ym 

Aber  durch  passende  Verallgemeinerung  der  gezogenen  Schlüsse 
kommt  man  noch  weiter;  es  gelingt  die  Berechnung  sämtlicher 
Fntfctionen  <Z>(m,  n),    sobald    man    die  auf  zweifache  Ordnungs- 
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typen  bezüglichen  Functionen  F^^  kennt.  Dies  leistet  das  wich- 
tige Gesetz: 

[  1  F;;T  =  a)(l,n)  VZ,i  +  0{2,n)  V:::;,  +...  +  o(ni,n)Ki^. 

Man  kommt  dadurch  weiter  zu  der  Erkenntnis,  dass  die  Func- 
tion 0(fn,n)  aus  den  Functionen  <Z)(m  — Ä(,fi— 1)  ebenso  ent- 
springt,  wie  <Z>(m,2)  aus  der  Igünheit. 

Demnach  concentrirt  sich  der  Verfasser  nunmehr  auf  die 
Untersuchung  der  zweifach  geordneten  Typen  und  der  zuge- 
hörigen Anzahlen  F^^  =  ^(^t  ?)• 

Von  den  Ergebnissen  sind  verschiedene  frtther  von  Herrn 
Schrader  als  Folge  gewisser  Determinantenrelationen  hergeleitet 
worden. 

Eine  Reihe  numerischer  Tabellen  beweist  die  praktische  An- 
wendbarkeit der  Formeln  für  die  Grössen  n(m^  9).  Die  Berech- 
nung der  letzteren  kann  wiederum  auf  die  einer  gewissen 
Gattung  derselben  reducirt  werden. 

Zum  Schluss  teilt  der  Verfasser  noch  einige  elegante,  toq 
Herrn  H.  Wiener  stammende  Formeln  über  Ordnungstypen  mit, 
die  derselbe  auf  Grund  der  sogenannten  „Typennetze**  gefun- 
den hat.  -^ 

Der  Referent  möchte  darauf  hinweisen,  dass  die  vorliegen- 
den Fragestellungen,  vom  rein  combinatoriscben  Standpunkt  aas 
aufgefasst,  mit  denjenigen  der  Sylvester'schen  Schule,  welche 
sich  auf  die  sogenannten  partitions  of  numbers  beziehen,  eine 
merkwürdige  Verwandtschaft  zeigen.  My. 


R.    Beez.       Ueber    euklidische    und    nicht  -  euklidische 

Geometrie.      Plauen  i.  V.  Neapert. 

Nach  einem  kurzen  Rtlckblick  auf  die  Geschichte  der  Geo- 
metrie im  Altertum  wendet  sich  der  Verfasser  zu  einer  Kritik 
der  Definitionen  und  Axiome  Euklid^s,  die  er  ebenso,  wie  eine 
Reihe  neuerer  Verbesserungsvorschläge,  eingehend  bespricht.  Das 
Parallelen-Axiom  bietet  den  Uebergang  zur  nicht-euklidischen 
Geometrie,  deren  Entwickelungsgeschichte   ebenfalls  aasfQhrlich 
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dargelegt  wird.    Die  pseudosph arische  Geometrie  will  der  Ver* 
fasser  nicht  ganz  in  demselben  Sinne  als  Veranschaulichung  der 
nichteuklidischen  gelten  lassen,  wie  die  sphärische  al»  Bild  der 
Riemann'schen,  weil  im  euklidischen  Räume  die  pseudosphärischen 
Flftchen  nicht  existiren.    Bei  der  Besprechung  der  verschiedenen 
Raumformen  macht   der  Verfasser  auf  die  Schwierigkeiten  auf- 
merksam, die  sich  der  Beurteilung  des  reellen  oder  imaginären 
Charakters  dieser   Formen   bei    grösserer  Dimensionenzahl   ent- 
gegenstellen, und  zeigt  namentlich,  dass  die  beiden  Erflmmungs- 
theorien  von  Riemann  und  Eronecker  hierbei  zu  wesentlich  Ter- 
schiedenen  Ergebnissen   führen,   indem    nach   der   letzteren  der 
nichteüklidische  Raum   sich    als   imaginär   in    Bezug  auf  einen 
ebenen    yierdimensionalen    Raum    darstellt,    während   nach   der 
ersteren  diese  Beziehung,    also    auch    der   imaginäre  Charakter, 
wegfällt.    Aus  Gründen  des  analogen  Zusammenhanges  der  ver- 
schieden dimensionirten  Gebiete  unter  einander  entscheidet  sich 
der   Verfasser  zu  Gunsten    der    Kronecker'schen   Theorie.    Der 
ablehnende  Standpunkt  aber,    welchen    er,    unter  Citirung  eines 
bekannten  Wortes  von  Steiner,  den  imaginären  Gebilden  gegen- 
über   einnimmt,    dürfte    nicht    allgemein    geteilt   werden.     Wir 
meinen  im  Gegenteil,   dass   Schwierigkeiten,   wie   die   oben  be- 
zeichneten,  gerade  durch  die  grundsätzliche  Gleichstellung  ima- 
ginärer und  reeller  Gebilde   gehoben  werden.     Was  endlich  die 
vom  Verfasser  schliesslich    berührte  Frage   nach   der  möglichen 
Form  des  Weltraums  betrifft,  so  kann  allerdings,  wie  z.  B.  Most 
gezeigt  hat,   neben  der   euklidischen    nur  die  sphärische  in  Be- 
tracht kommen,  gleichviel  ob  man  die  pseudospbärische  für  reell 
oder  imaginär  hält;    aber   in  der  Meinung,  dass  die  sphärische 
Form    ein   reales   ebenes   vierdimensionales  Gebiet   zur  Voraus- 
setzung hftbe,  können  wir  dem  Verfasser  nicht  beipflichten;  denn 
gedankliche     Voraussetzungen    und    Constructionsmöglichkeiten 
brauchen  nicht  immer  realisirt  zu  sein.    Endlich  rühren  auch  die 
anscheinenden    Absurditäten,   welche   aus   der   Anwendung   des 
Biegungsprocesses  in  höheren    Dimensionen    hervorgehen,    wohl 
nur  von  der  Unmöglichkeit  her,   mit  unserer   dreidimensionalen 
Auffassang  solchen  Processen  zu  folgen.  Schg. 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  2.  33 
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F.  TiRELLT.     Le  fonti  della  geometria  di  Euclide  (con 
Cinquecento     proposizioni    di     geometria     projettiva). 

Napoli.  Tip.  Tocco.  1884-1886. 

F.  TiRELLi.      Saggio    di    geometria    metrico  -  projettiva. 

Salerno.  Tip.  Mtgliaoio.  1888. 

Unter  dem  Namen    „Quellen  der    euklidischen  Geometrie'' 
versteht  Herr  Tirelll   die   Gesamtheit   der  Sätze  hinsichtlich  der 
Geometrie  einer  Ebene,   in   welcher   der   absolute    Kegelschnitt 
durch  ein  beliebiges  Punktepaar  dargestellt  wird,  Sätze,  die  auf 
die   euklidischen    zurückkommen,    wenn  diese   Punkte   die    un- 
endlich fernen  Kreispunkte  sind.    Von  442  dieser  Sätze  (Lehr- 
sätze und  Aufgaben)  giebt  der  Verfasser   den  VTortlaut   in    den 
4  ersten  Teilen  des  Werkes  „Le  fonti  della  geometria  d'Euclide''; 
wir  prüfen  nicht,  wie  viele  von  den  Sätzen  neu  sind.     Der  letzte 
Teil,    welcher   der    Darstellung   der   allgemeinen  Methoden  ge- 
widmet   ist,    die   aus  den  vorangehenden  Constructionen  folgen, 
sowie  aus  den  Beziehungen,  welche  sie  zur  euklidischen  Geome- 
trie haben,  ist  gesondert  unter  dem  Titel  veröffentlicht  worden: 
„Saggio  di  geometria  metrico -projettiva*'.     Zum  Schlüsse  fügen 
wir  hinzu,  dass  der  Verfasser  in  einer  an  die  „onorevoli  compo- 
nenti  la  commissione  esaminatrice  nel  concorso  alla  cattedra  di 
matematica  nel  R.  Liceo  Terenzio  Mamiani  di  Roma^  gerichteten 
Schrift   die  Verallgemeinerung    des   dritten  Buches   des    Euklid 
gemäss  der  oben  auseinandergesetzten  Anschauung  erörtert  hat. 

La.  (Lp.) 

M.  SiBiRiAKOFF.     Les  principes  de  la  göora^trie  ^l^mevi- 

taire.      Moscoa.  1887. 

In  vier  Capiteln  werden  Bemerkungen  über  Linienelemente 
und  Verhältnisse  von  Winkeln  und  Bogen  vorgetragen,  welche 
zu  erneuten  Versuchen  benutzt  werden,  das  Problem  der  Winkel- 
teilung und  das  Parallelenaxiom  zu  erledigen.  Angehängt  sind 
die  bereits  früher  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  463  u.  491)  besprochenen 
Schriften  des  Verfassers  über  dieselben  Gegenstände. 

Schg. 
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M.  Pasch.  Deber  die  mieigentlicben  Geraden  und  Ebenen. 

Math.  Ado.  XXXII.  159-160.  W.  St. 


R.  S.  Ball.     On  the   theory    of   content.      Dubiio  Trao». 

XXIX.  (Part  V).  123-182. 

Die  in  der  Theorie  der  nichteuklidiscben  Geometrie  auftre- 
tende Schwierigkeit,  den  gewöhnlichen  Begriff  des  Abstandes  durch 
den  Logarithmus  eines  gewissen  anharmonischen  Verhältnisses  zu 
ersetzen,  wahrend  dieses  Verhältnis  selbst  den  Begriff  des  nach 
gewöhnlicher  Art  gemessenen  Abstandes  in  sich  schliesst,  hat 
diese  Abhandlung  „über  die  Theorie  des  Inhaltes*'  yeranlasst, 
welche  mit  der  Theorie  der  sogenannten  nichteuklidischen  Geo- 
metrie oder  der  Geometrie  des  elliptischen  Raumes  äquiYaleut 
oder  identisch  ist.  Diese  letzteren  Bezeichnungen  giebt  Herr  Ball 
jetzt  auf,  da  er  die  Gedankenverbindungen,  zu  den.en  sie  Anlass 
geben,  als  sehr  irreführend  erkannt  hat  (S.  151).  Die  Arbeit 
ist  umfangreich,  daher  wird  dieser  Bericht  nur  die  grundlegen- 
den Festsetzungen  in  hinreichender  Ausführlichkeit  geben,  muss 
aber  wegen  aller  Einzelheiten  auf  die  Schrift  selber  verweisen. 

In  der  Einleitung  wird  erläutert,  dass  das  Wort  „Inhalt^ 
(content)  so  verstanden  ist  wie  hei  Grassmann  das  „Gebiet  von  vier 
extensiven  Grössen'',  indem  die  einzelnen  Grössen  die  „Objecte*" 
des  Inhalts  bilden.  Die  Abhandlung  ist  in  neun  Abschnitte  gc* 
teilt.  Der  Abschnitt  I  giebt  die  vorläufigen  Begriffsbestimmungen. 
Es  seien  a,  ein  Symbol,  welches  ein  „Object*^  bedeutet;  a„  a,,  a« 
andere  Symbole  für  andere  Objecto;  x^yX^^x^^x^  vier  Zahl- 
grössen  mit  beliebiger  Tragweite;  dann  bezeichnet  der  symboli- 
sche Ausdruck  x^a^  +aj,  o,  +  a:,  a,  -j-a?^  a^  ein  „Object"  X-  Wenn 
y  ebenso  für  y,  fl,  +y»o,  +  y»  «i  +^4  O4  »tebt,  so  ist  Y  dann  und 
nur  dann  identisch  mit  I,  wenn  a:,/y,  .=  a:,/y,  =  «j/y,  ==  xjy^. 
Alle  die  verschiedenen  Objecto,  welche  man  durch  Aenderung 
der  Verhältnisse  von  a?,,  oj,,  a?,,  x^  in  a?,  a,  +x^a^  +  a?,  a,  -fa?^  a^ 
erhält,  bilden  den  „Inhalt''.  Alle  die  Objecto,  welche  durch 
x^  a^+x^a^  bezeichnet  werden,  wenn  das  Verhältnis  x^:x^ 
variirt,  bilden  eine  „Rotte"  (ränge)  und  die  durch x,  0,  +x^a^  +  a:,  ä, 

33* 
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bezeichneten ,  wenn  die  Verhältnisse  x^ :  x^  and  x^ :  x^  ya- 
riireni  eine  „Ausweitung^  (extent).  Offenbar  liegen  Otyeete 
einer  Ausweitung,  deren  Coordinaten  eine  lineare  Gleichung  be- 
friedigen, auf  einer  Rotte;  entsprechend  beim  Inhalt.  Eine  Rotte 
fi^  Grades  besteht  aus  denjenigen  Objecten  in  einer  Aosweitong, 
deren  Coordinaten  eine  homogene  Gleichung  n**"  Grades  befrie- 
digen. Der  Abschnitt  II  handelt  vom  „Zwischengang''  (interTene) 
zwischen  zwei  Objecten  auf  einer  Rotte,  indem  der  „Zwischen* 
gang^  dem  „Abstände''  in  der  gewöhnlichen  Geometrie  efit* 
spricht.  Die  Bestimmung  des  Zwischengangs  zeigt  den  Nutzen 
der  ersten  Gruppe  der  Axiome  vom  Inhalte,  nämlich:  1)  Wenn 
drei  Objecte  P,  Q,  A  auf  einer  Rotte  nach  aufsteigendem  Para- 
meter geordnet  werden,  dann  sind  die  Zwischengftnge  PQ,  QR^  PR 
so  zu  bestimmen,  dass  /X?  +  0^  =  ''A.  2)  Der  Zwischengang 
zwischen  zwei  Objecten  kann  nicht  Null  seio,  wofern  nicht  die 
Objecte  zusammenfallen,  oder  ohne  dass  der  Zwischeogang 
zwischen  jedem  Objectepaar  auf  derselben  Rotte  auch  Null  ist. 
3)  Von  den  Objecten  auf  einer  Rotte  sind  zwei  entweder  ver- 
schiedene oder  zusammenfallende  im  Unendlichen,  d.  h.  haben 
je  einen  unendlichen  Zwischengang  mit  allen  übrigen.  4)  Ein 
unendliches  Object  auf  jeder  beliebigen  Rotte  hat  einen  unend- 
lichen Zwischengang  von  jedem  Objecte  des  Inhaltes.  5)  Wenn 
die  einzelnen  Objecto  auf  einer  Rotte  eindeutig  den  einzelnen 
Objecten  auf  .einer  anderen  entsprechen,  und  wenn  die  beiden 
Objecte  im  Unendlichen  auf  einer  Rotte  zu  ihren  entsprechenden 
die  beiden  Objecte  im  Unendlichen  auf  der  anderen  haben,  dann 
ist  der  Zwischengang  zwischen  irgend  zwei  Objecten  auf  der 
einen  Rotte  gleich  dem  zwischen  ihren  entsprechenden  auf  der 
anderen.  Die  den  Zwisehengang  ausdrückende  Function  wird 
dann  bestimmt.  Sind  x^^...^x^  und  y,)«.My4  ^^^  beiden  Ob- 
jecte im  Unendlichen  auf  der  einen  Rotte,  x,  -|-  ^Vi?  -  •  •  nnd 
d?^  -)-jtiyj, . . .  irgend  zwei  andere  Objecte,  so  wird  ihr  Zwischen- 
gang durch  ff  log—  ausgedruckt,  wo  H  eine  Constante  ist.  Eine 

andere  Form  für  die  Constante  ist  ff  log  -),  ^wrA     ^itt-,    wo 
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X'j  l"  die  Wurzelo  der  Gleichung  sind,  welche  clie  unendlichen 

m 

Punkte  auf  der  Rotte  bestimmen.  Das  anharmönische  Verhält- 
nis in  diesem  letzten  Ausdrucke  ist  nicht  das  von  Abständen 
sonderri  von  blossen  Zahlen.  Die  Abschnitte  III  und  IV  er- 
örtern den  Zwischengang  zwischen  zwei  Objecten  bezw.  in  einer 
Ausweitung  und  in  einem  Inhalte.  Die  unendlichen  Objecte  in 
einer  Ausweitung  und  in  einem  Inhalte  befriedigen  homogefie 
Gleichungen  zweiten  Grades  bezw.  mit  drei  und  vi6r  Veränder- 
lichen. Der  Abschnitt  IV  bebandelt  auch  die  Möglichkeit  „gleich- 
stufiger  Rotten^,  d.  b.'  solcher  Rotten,  bei  denen  der  Zwischen- 
gang  zwischen  jedem  Objectepaar  auf  der  einen  gleich  dem 
zwischen  dem  entsprechenden  auf  der  anderen  ist  Die  Möglich- 
keit hiervon  erheischt  das  Axiom  5.  Der  V.  Abschnitt  führt  die 
„Theorie  des  Abganges*'  (departure)  ein.  Die  Rotte  ist  hier  das 
Erstlingselement,  und  die  Rottengruppe,  welche  durch  Aenderung 
des  Verhältnisses  x^:x^  in  of^a^+x^a,  entsteht,  wo  a^  und  a. 
Rotten  bedeuten,  wird  „Stern''  (star)  genannt.  Dem  „Winkel'' 
in  der  gewöhnlichen  Geometrie  entsprechend  wird  eine  Function, 
„Abgang''  (departure)  genannt,  nun  eingeführt,  und  ftlnf  weitere 
Axiome  vom  Inhalte  werden  aufgestellt,  um  die  Gonstruction  der 
Function  zu  ermöglichen.  Wenn  der  Abgang  zwischen  zwei 
Rotten  P,  Q  durch  PQ  bezeichnet  wird,  so  können  die  jetzt  ein- 
geflQhrten  Axiome  aus  den  ersten  fttnf  dadurch  abgeleitet  wer- 
den, dass  man  Object,  Rotte,  Zwischengang  Vnit  Rotte,  Stern, 
Abgang  vertauscht,  indem  man  es  immer  so  versteht,  dass  sich 
alles  auf  eine  Ausweitung  beschränkt.  Axiom  9  jedoch,  das  dem 
Axiome 4  entspricht,  lautet  so:  „Eine  unendliche  Rotte  hat  einen 
unendlichen  Abgang  nicht  nur  mit  jeder  Rotte  in  ihrem  Sterne, 
BODdern  mit  jedem  Sterne  in  der  Ausweitung.''  Sind  ^i^f^y^ys 
die  Coordinaten  irgend  zweier  Rotten  in  einem  Stern  und  A,,  >l,, 
jUniu,  die  Coordinaten  der  beiden  unendlichen  Rotten  in  jenem 
Stern,  dann  ist  der  Abgang  zwischen  der  x-  und  y-Rotte: 

Ftlr  die  unendlichen  Rotten  in  einer  Ausweitung  gilt  das  folgende 
Theorem;    Alle    unendlichen   Rotten   einer    Ausweitung  können 
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durch  die  Werte  von  it^a^+x^a^^\-x^a^  dargestellt  werden,  wo 
a^y  a,,  a,  irgend  welche  beliebige  Rotten  sind  und  x^^  x,,  x^  Zuhl- 
grössen,  die  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  befrie- 
digen.  Das  elfte  Axiom  vom  Inhalte,  welches  zum  ersten  Male 
die  Begriffe  Zwischengang  und  Abgang  zusammenbringt,  wird 
so  aufgestellt:  Wenn  zwei  Rotten  in  derselben  Ausweitung  einen 
Nullabgang  haben,  so  liegt  ihr  gemeinschaftliches  Object  im 
Unendlichen  und  umgekehrt.  Nimmt  man  die  Constante  H  in 
den  Ausdrucken  für  den  Zwischengang  und  für  den  Abgang  als 
übereinstimmend  an,  und  zwar  gleich  — >it,  so  zeigt  sieb,  daas 
die  Maasse  einer  Ausweitung  die  von  Herrn  Heath  (Lond.  Phil. 
Trans.  Part.  II.  1884)  entdeckte  Entwickelung  zulassen,  kurzum, 
dass  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  allgemein  in 
einer  Ausweitung  anwendbar  sind.  Abschnitt  VI  stellt  ein  ein- 
deutiges Entsprechen  zwischen  den  einzelnen  Punkten  eines 
euklidischen  Raumes  und  den  einzelnen  Objecten  eines  Inhaltes 
her.  In  den  übrigen  Abschnitten  wird  die  Theorie  entwickelt, 
indem  statt  der  Objecto  ihre  entsprechenden  Punkte  im  gewöhn- 
lichen Räume  benutzt  werden.  Die  Gegenstftnde  dieser  Ab- 
schnitte sind  „die  homographische  Transformation  des  Inhaltes", 
„die  orthogonale  Transformation''  und  „die  Theorie  des  Yectors.* 
Der  neunte  Abschnitt  über  die  Vectorentheorie  ist  einer  der 
wichtigsten  in  der  Abhandlung  und  enthält  einige  Theoreme, 
die  nach  aller  Vermutung  neu  sind.  Doch  ist  der  Bericht  bereits 
zu  einer  solchen  Länge  gediehen,  dass  wir  auf  die  Abhandlang 
selbst  verweisen  müssen.  Gbs.  (Lp.) 


N.  LoBATscHBWSKY.     Geometrische  Untersuchungen  der 
Theorie  der  Parallelen.     Zweite  unveränderte  Auflage. 

Berlin  1887. 

P.   DucHBMiN.     Des    paralleles    dans    Tespace.       Droitea 
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Gapitel  2. 
ContinuitätsbetrachtuQgeu  (Analysis  situs). 

VV.  Dyck.     Beiträge  zur  Analysis  situs.  I.    slath.Ann.  xxxir. 

457-513. 

Diese  Arbeit  enthält  eine  weitere,  systematische  Ausführung 
der  Yona  Verfasser  bereits  früher  in  den  Grund zügen  und  Haupt- 
resultftten  mitgeteilten  Theorie  des  Zusammenhanges  von  Curven 
and  Flächen,  über  welche  in  diesem  Jahrbuch  (XVII.  1885.  523 
nnd  XVIII.  1886.  454)  von  anderer  Seite  berichtet  wurde.  Es 
kann  mithin  für  das  Verständnis  des  Zweckes  und  der  Grund- 
gedanken dieser  Untersuchungen  auf  jene  Referate,  insbesondere 
das  zweite,  verwiesen  werden.  —  Aus  der  in  der  Einleitung  ge- 
gebenen Literatur- Uebersicht  geht  zunächst  hervor,  wie  unge- 
mein zahlreich  und  mannigfach  die  Resultate  sind,  welche  der 
Verfasser  hier  unter  einheitlichen  Gesichtspunkten  vereinigt.  Die 
Hauptaufgabe,  nämlich  Bestimmung  der  Charakteristik  eines 
Gebildes,  wird  der  Reihe  nach  für  ein-  und  zweidimensionale 
Mannigfaltigkeiten  behandelt.  In  beiden  Fällen  wird  zuerst  rein 
geometrisch  untersucht,  durch  welche  allgemeinen  gestaltlichen 
Unterschiede  und  in  welcher  Weise  die  Charakteristik  der  Curven 
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oder  Flächen  beeinflusst  wird;  dann  wird  gezeigt,  wie  aacb  für 
analytisch  gegebene  Gebilde  die  Charakteristik  gefunden  werden 
kann. 

Insofern  die  Theorie  sich  auf  Curven  bezieht,  wird  ein  be- 
grenztes  Curvenstück  „Elementargebilde*'  (£')  genannt,  und  der 
Inbegriff  einer  beliebigen  Anzahl  von  Elementargebilden  und  von 
geschlossenen  Curvenzügen,  welche  durch  Verbindung  der  End- 
punkte einzelner  oder  mehrerer  Elementargebilde  entstanden 
sind,  „eindimensionale  Mannigfaltigkeit'^  (!!').  Die  CharakteriBtik 
von  Jlf'  ist  dann  gleich  der  Anzahl  der  vorhandenen  offenen 
CurvenzQge.  Ist  analytisch  eine  Curve  v^C^^y)  und  ein  Curven- 
System  <Z>(a;,y,Jl)  gegeben,  so  wird  die  Charakteristik  derjenigen 
Teile  einer  Curve  (P,  welche  im  Innern  von  tff  liegen,  bei  stetiger 
Aenderung  von  l  sich  immer  dann  ändern,  wenn  an  irgend 
einer  Stelle  von  ^  eine  Berührung  mit  0  eintritt  Die  Zu-  oder 
Abnahme  der  Charakteristik  an  solcher  Stelle  entscheidet  über 
den  (Kronecker'schen)  Punktcharakter  derselben.  Und  von  der 
für  irgend  einen  Wert  von  l  bekannten  Charakteristik  aus  kann 
man  durch  die  Verfolgung  der  Aenderungeu,  welche  dieselbe  an 
den  „Sprungstellen''  erleidet,  während  k  abnimmt,  auch  die  ge- 
suchte Charakteristik  fQr  die  dem  Werte  A  =.  0  entsprechende 
Curve  (p  finden.  Eine  Formel  liefert  sodann  ftlr  alle  Berdhrungs- 
stellen  die  Pünktcharaktere,  durch  deren  Addition  die  gestellte 
Aufgabe  gelöst  wird.  Ein  specielles  Beispiel  erläutert  das  Ver- 
fahren. 

Im  Gebiet  der  Flächen  ist  das  Elementargebilde  (£'*)  ein 
in  der  Ebene  ausbreitbares  begrenztes  Flächenstfick,  und  die 
Mannigfaltigkeit  ilf"  entsteht  durch  Zusammensetzung  von  Ele- 
mentargebilden längs  gewisser  KandstQcke  oder  geschlossener 
Randcurven,  eventuell  schematisch  durch  blosse  Zuordnung  von 
BandstQcken.  Durch  Zusammensetzung  unendlich  vieler  und  un- 
endlich kleiner  Elementargebilde  entsteht  die  allgemeinste  Form 
der  M".  Bildet  dieselbe  eine  zusammenhängende  Fläche,  so  ist 
zwischen  Flächen  mit  umkehrbarer  und  nicht  umkehrbarer  In- 
dicatrix  zu  unterscheiden.  Aus  den  von  Möbius  aufgestellten 
„Grundformen^    ergeben   sich   dann   fQr  beide   Fälle  „Normal- 
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formen'',  and  demnächst  einfache  Definitionsgleichangen  für  die 
Charakteristik.  Es  werden  darauf  die  Beziehungen  der  Charak- 
teristik zur  Riemann'schen  Zusammenhangszahl  und  anderen  Ab- 
zahlungen festgestellt,  wobei  die  geometrische  Bedeutung  der 
Charakteristiken-Theorie  auf  verschiedene  Arten  hervortritt.  Sie 
liefert  die  Bedingungen  fQr  die  umkehrbar  eindeutige  stetige 
Abbildung  zweier  Flächen  auf  einander  und  ermöglicht  die  voll- 
ständige BeschreibuDg  einer  Fläche  im  Sinne  der  Analysis  Situs 
bezQglich  ihrer  absoluten  Eigenschaften.  —  Die  analytische  Be- 
stimmung der  Charakteristik  für  Flächen  ohne  Singularitäten  er- 
folgt im  wesentlichen  nach  der  fQr  die  Curven  massgebenden 
Methode;  natürlich  gestalten  sich  die  Vorkommnisse,  welche  auf 
die  zur  Bestimmung  des  Punktcharakters  der  Sprungstellen 
nötigen  Abzahlungen  Einfluss  haben,  hier  complicirter.  Es  wer- 
den drei  verschiedene  Abzahlungen  ausgeführt,  von  denen  die 
letzte  einerseits  specialisirt,  andererseits  verallgemeinert  wird. 
Entweder  nämlich  variirt  die  Fläche  <Z>  =  0  bei  constantem  Innen- 
raum von  V  ==  Oj  ^^^^  ^®^  Innenraum  von  V  =  0  bei  con- 
stanter  Fläche  7  =  0,  oder  eine  Fläche  JE  =  0  bei  constanter, 
aus  9)  =  0  und  ^  <  0  gebildeter  Mannigfaltigkeit.  Zur  Er- 
läuterung des  Vorhergehenden  werden  analytische  Beispiele  fUr 
die  Summation  der  Punktcharaktere  gegeben,  wobei  die  lieber- 
einstimmung  der  Resultate  mit  der  Kronecker'schen  Charakteristik 
und  demnach  mit  der  Gauss'schen  Curvatura  integra  tiberall 
hervortritt  Zuletzt  werden  auch  die  Flächen  mit  umkehrbarer 
Indicatrix,  bei  welchen  Doppelcurven  auftreten,  betrachtet,  und 
der  Einfluss  der  verschiedenen  Arten  von  singulären  Punkten 
auf  die  Charakteristik  festgestellt.  Auch  diese  Theorie  wird 
durch  ein  Beispiel  erläutert,  und  zum  Schluss  die  Ausdehnung 
dieser  Untersuchungen  auf  drei-  und  mehrdimensionale  Mannig- 
faltigkeiten in  Aussieht  gestellt.  Schg. 


A.  S0HOBNFLIB8.     Ueber    reguläre  Oebietsteilangen  des 

Raumes.     Gott,  Nachr.  223-237. 
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A.    ScHOENFLiES.       Beitrag    zur    Theorie    der    Krystall- 

Structur.      Gott.  Nachr.  483-Ö01. 

In  der  ersten  Arbeit  wird  unter  Voraussetzang  euklidischer 
Massbestimmung  zunächst    die   Aufgabe   behandelt,   den    Raum 
lückenlos   in   congruente  Bereiche   zu  teilen,   sodass  jeder  der- 
selben auf  gleiche  Art  von   den  Nachbarbereichen  umgeben  ist. 
Jede  solche  Teilung  gehört  zu  einer  bestimmten  Gruppe  von  Be- 
wegungen,   durch  welche  jeder  Bereich  in  einen  anderen  tlber- 
geführt  werden  kann.    Wird  ein  Punkt  allen  Bewegungen  einer 
Gruppe  unterworfen^  so  entsteht  ein  regelmässiges  Punktsystem. 
Aus  einem  Bereich,    welcher   nur   einen   dieser   Punkte   enthält 
(Fundamentalbereich),   lässt  sich   dann   durch   die  Bewegungen 
einer  Gruppe   eine    Raumteilung   der   verlangten  Art  herstellen. 
Es  werden  dann  Raumteilungen  specieller  Art  im  Anschluss  an 
besondere  Bewegungsgruppen  untersucht,   wie  sie  der  Verfasser 
in  früheren  Arbeiten  (Math.  Ann.  XXVIII  und  XXIX,  vgl.  F.  d. 
M.  XIX.  1887.  143)   betrachtet   hat.    -    Im   zweiten   Teile  der 
Arbeit  wird  gezeigt,    wie    die  meisten  Bewegungsgruppen  unter 
Hinzunahme  des   Symmetrie-Begriffs    einer   Erweiterung    durch 
Spiegelung  fähig   sind.    Die  zugehörigen  Raumteilungen  liefern 
congruente  bezw.  symmetrische  Polyeder,   welche   durch  Bewe- 
gung   und   Spiegelung   in   einander  übergehen.    Aus  den  einer 
solchen   Erweiterung   nicht    fähigen    Bewegungsgruppen    gehen 
Raumteilungen    mittels  abwechselnd  congruenter  und  symmetri- 
scher Bereiche  hervor,  welche  nur  durch  Bewegungen  in  einander 
übergehen  können,   weil   die   Bedingung  der  gleichartigen  Um- 
gebung  jedes    Bereiches   von   den  Nachbarbereichen  hier  nicht 
mehr  erfüllt  ist.    Unter  Verzicht  auf  diese  Bedingung  sind  auch 
Raumteilungen  in  lauter  congruente  Gebiete  möglich. 

In  der  zweiten  Arbeit  wird  der  Zusammenhang  zwischen 
regulären  Raumteilungen  und  regulären  Punktgruppen  zur  Ver- 
vollständigung der  hauptsächlich  durch  Bravais,  Wiener  und 
Sohncke  ausgebildeten  Theorie  benutzt,  nach  welcher  die  Structur 
eines  Krystalles  geometrisch  durch  eine  regelmässige  Verteilung 
von  Punkten  im  Räume  dargestellt  wird.    Solcher  Punktsysteme 


Gapiiel  2.    CoDtinaitäUbetracbtongea.  523 

giebt  es  naeh  Sohneke  65.  Ihnen  enteprecben  ebensoviele  '  Be^^ 
wegungsgrüppen  and  Raumteilungen.  Dieselben  reichen  aber 
nicht  aus,  um  alle  Erystallstrueturen  zu  erklären,  welche  in  den 
von  Minnigerode  aufgestellten  32  möglichen  Erystallklassen  vor- 
kommen. Der  Verfasser  hat  nun  im  Zusammenhange  mit  den 
durch  Spiegelung  erhaltenen  fiewegungsgruppen  noch  171  sym- 
metrisch-reguläre Punktsysteme  aufgestellt,  welche  im  Verein  mit 
den  Sohncke'schen  in  der  That  ausreichen,  um  alle  aus  den  32 
Erystallklassen  hervorgehenden  Erystallformen  geometrisch  dar- 
zastellen.  Im  Vergleich  mit  der  neuerdings  von  Sohneke  auf- 
geführten Erweiterung  seiner  Theorie  erblickt  der  Verfasser  die 
Vorzüge  der  seinigen  1)  in  der  Gleichwertigkeit  aller  System- 
punkte, 2)  in  der  geometrischen  Analogie  zwischen  Erystall- 
klasse  und  Erystallstructur,  3)  in  der  Uebereinstimmung  zwischen 
der  Flächenzahl  der  Erystallklassen  und  der  Zahl  der  in  einem 
gewissen  Bereich  enthaltenen  Raumpunkte,  4)  in  der  Unabhängig- 
keit des  Symmetriecharakters  der  Punktsysteme  von  der  Lage 
des  Constructionspunktes.  Diese  Theorie  ist  hiemach  fttr  die 
verschiedenen  physikalischen  Vorstellungen  von  dem  Aufbau  der 
Erystalle  gleich  annehmbar.  Schg. 


W.  Thomson.     On  the  division  of  space  with  minimum 
partitional  area.     Acta  Math.  XI.  12M84. 

Bekanntlich  wird  der  in  eine  Seifenlösung  eingetauchte 
Plateau'sche  Drahtwflrfel  derart  in  Zellen  geteilt,  dass  in  jeder 
inneren  Eante  drei  Flächen  sich  schneiden,  dass  jede  dieser 
Flächen  überall  gleiche  ErOmmung  (in  dem  von  Thomson  und 
Tait  festgestellten  Sinne)  besitzt,  und  dass  endlich  stabiles  Gleich- 
gewicht zwischen  allen  Flächen  vorhanden  ist.  Um  nach  dem- 
selben Gesetze  den  Raum  mit  congruenten  Zellen  auszufallen, 
mttssten  dieselben  die  Gestalt  von  Rhombendodekaedern  haben; 
doch  wOrde  in  diesem  Falle  kein  stabiles  Gleichgewicht  statt- 
finden. Der  Verfasser  findet  nun  zunächst  durch  geometrische 
und  mechanische  Ueberlegungen,  dass  die  Zellen  einer  Raum- 
teilung mit  stabilem  Gleichgewicht   die  Gestalt   eines   Vierzehn- 
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flache  haben  müssen,  wie  es  (abgesehen  von  der  Krftmmang  ein- 
zelner Flächen)  aus  dem  regelmässigen  Oktaeder  entsteht,  wenn 
zwei  Ecken  schwach,  die  Übrigen  vier  gleichmSssig  stark  abge- 
stumpft werden.  Dieser  Körper  ist  demnach  begrenzt  von  zwei 
kleinen  und  vier  grossen  ebenen  Vierecken  und  acht  nicht  ebenen 
Sechsecken.  (Die  beiden  an  das  innere  Viereck  des  Plateau'- 
sehen  WOrfels  grenzenden  Zellen  sind  Teile  von  ihm.)  Der 
Verfasser  stellt  die  beiden  Differentialgleichungen  auf,  welche 
die  Form  dieser  letzteren  Flächen  bestimmen,  und  löst  dieselben 
durch  Annäherung  unter  der  empirischen  Voraussetzung,  dass 
die  Flächen  nur  wenig  von  der  ebenen  Form  abweichen.  C^gL 
den  Bericht  in  Bd.  XIX.  1887.  520).  Schg. 


A.  W.  Petersen.     Om  Planers  Bedaekning  med  Hjaelp 
af  et  System  af  regulaere  n  -  Kanter.      Zeathen  Tidas.  (5) 

VI.  182-184. 

Wenn  man  in  einer  £bene  ein  reguläres  Polygon  construirt, 
auf  jeder  Seite  desselben  ein  neues  und  auf  diese  Weise  fort- 
fährt, so  wird  die  Ebene  bekanntlich  einmal  vollständig  mit 
diesen  Polygonen  bedeckt,  wenn  das  Polygon  ein  reguläres 
Dreieck,  Viereck  oder  Sechseck  ist. 

Der  Verfasser  fragt  jetzt,  ob  es  gelingen  kann,  wenn  das 
reguläre  Polygon  die  oben  genannten  Seitenanzahlen  nicht  be- 
sitzt, die  Ebene  auf  ähnliche  Weise  mehrmals  mit  regulären 
n-Ecken  zu  bedecken,  so  dass  jedoch  die  Anzahl  der  Schichten 
endlich  sei. 

Es  wird  bewiesen,  dass  dieses  nicht  der  Fall  sein  kann. 

V. 
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Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Trigonometrie, 

Stereometrie). 

A.  Sannia  ed  E.  d'Ovidio.     Element!  di  Geometria.   7^ 
edizione  riveduta  e  corretta.    NapolL  Peilerano.  xvi-f-644S, 

Die  zahlreichen  Auflagen  dieser  „Elementi",  welche  in  immer 
kürzeren  Zeitrftamen  gefolgt  sind,  können  zunächst  Zeugnis  da- 
von geben,  dass  die  Verfasser  sich  nicht  mit  einem  ersten  Er- 
folge begnügt  haben,  sondern  dass  sie  ohne  Unterlass  gearbeitet 
haben,  um  sieh  die  Gunst  zu  erhalten,  welche  die  mathematische 
Lesewelt  ihnen  geschenkt  hatte.  Und  dieses  erste  Urteil,  das 
mangelhaft  sein  könnte,  weil  es  bloss  auf  einem  buchhandleri- 
scben  Erfolge  beruht,  erweist  sich  als  wahrheitsgemftss,  wenn 
man  die  wichtigen  und  glttcklichen  Aenderungen  überschaut, 
welche  das  vorliegende  Buch  allmählich  und  fortwährend  er- 
fahren hat.  Ein  Unterrichtswerk,  dessen  Eigenschaften  mehr  in 
Verbesserungen  der  gewöhnlichen  Darstellungsmethoden  der 
klassischen  Theorien  als  in  umwälzenden  Aenderungen  dieser 
Methoden  bestehen,  kann  im  Einzelnen  nicht  besprochen  werden. 
Wir  beschränken  uns  deshalb  darauf,  die  leitenden  Hauptge- 
danken hervorzuheben,  denen  unsere  Autoren  gefolgt  sind.  Hier- 
zu ist  besonders  die  Sorgfalt  zu  rechnen,  mit  der  sie  die  Wahrheiten, 
welche  unter  die  Postnlate  zu  stellen  sind  (Erfahrungsthatsachen), 
von  denjenigen  getrennt  haben,  die  man  zu  Theoremen  erheben 
kann.  Vielleicht  ist  diese  durch  die  neueren  Untersuchungen 
notwendig  gewordene  Trennung  hier  zum  ersten  Male  in  einem 
elementaren  Lehrbuche  auf  ganz  klare  Weise  durchgeführt. 
Manche  Lehrer  dürften  dies  vielleicht  nicht  gutheissen,  weil  da- 
durch die  Schwierigkeit  der  Geometrie  erhöht  wird;  aber  sicher- 
lich wird  es  die  Billigung  derer  haben,  welche  den  Unterricht 
der  Geometrie,  so  wie  sie  einmal  ist,  für  nötig  halten,  d.  h.  als 
einer  Wissenschaft,  die  auf  einigen  Erfahrungsthatsachen  beruht, 
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aber  durch  reine  VerstandesschlOsBe  fortschreitet.  Eine  andere 
charakteristische  Eigenschaft  der  uns  beschäftigenden  „Elementi** 
ist  die,  dass  sie  manche  Theorien  enthalten,  die  za  den  Ergän- 
zungen der  elementaren  Geometrie  gehören,  so  die  Lehre  Ton 
homothetischen  Figuren  in  der  Ebene  und  im  Räume,  die  harmoni- 
>  sehen  Gruppen,  die  Polarität  in  Bezug  auf  einen  Kreis  oder  eine 
Kugel  und  die  Theorie  der  Polyeder.  Wir  heben  schliesslich  als 
wohlgelungen  die  Darstellung  der  Geometrie  des  Masses  hervor 
(insbesondere  die  Theorie  der  Gleichheit,  nCquivalenza"),  die 
einer  der  sonst  am  schlechtesten  behandelten  Abschnitte  ist,  und 
die  reiche  Sammlung  der  Uebungsaufgaben. 

Es  sei  uns  zuletzt  gestattet,  eine  kleine  Ausstellung  betreffs 
des  Satzes  (No.  127)  zu  machen,  welcher  dem  Thaies  beigelegt 
wird:  ^Zwei  Geraden  werden  durch  parallele  Geraden  in  pro- 
portionale Stücke  geteilt.*'  Selbst  Hr.  Allman,  der  dem  jonischen 
Philosophen*  günstigste  moderne  Historiker,  beschränkt  ^ich  auf 
die  Vermutung,  jener  habe  die  Proportionalität  der  homologen 
Seiten  zweier  gleichwinkligen  Dreiecke  gekannt  (yergL  Greek 
geometry  from  Thaies  to  Euclid.    Dublin.  1889.    S.  14). 

La.  (Lp.) 

J.  Casey.     A  treatise  on  plane  trigononaetry,  containing 
an    aecount   of  hyperbolic   functions,   with  nnmeroua 

examples.     D^blio.  Hodges,  Figgis  and  Co.  XV  +  275p. 

J.  Cassy.     A  treatise  on  elementary  trigonometrj.     With 
numerous  examples  and  questions  for  exercise.  2°^  ed. 

DabliD.  Hodges,  Figgis  aod  Co.  XII  +  144  p. 

W.  E.  Johnson.     Treatise  on  trigonometry.    Loodoo.  Mac- 

mülao  aod  Co.  XVII  +  504  p.  (1889;. 

Diese  Lehrbücher  zeigen  in  mehreren  Besiehungen  einen  er- 
heblichen Fortschritt  im  Vergleich  zu  den  allgemein  in  England 
gebräuchlichen.  Der  Functionencharakter  der  trigonometrischen 
Verhältnisse  wird  zu  oft  hintenan  gehalten,  wenn  nicht  gänzlich 
vergessen.  Das  Lehrbuch  des  Herrn  Casey  (Nr.  1)  ist  durch 
französische   Muster  stark   beeinflusst   worden   und  trägt  einen 
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ausgeprägteren  analytiBchen  Charakter  als  die  englischen  Lehr- 
bttcber  der  letzten  Zeit  Die  Capitel  III  und  VI,  welche  bezw. 
von  Logarithmen  und  trigonometrischen  Tafeln  handeln,  sind 
ungemein  vollständig.  In  den  Capiteln  VII  und  VIII  werden 
die  entlegeneren  Teile  des  Gegenstandes  erörtert  mit  Einschluss 
der  imaginären  Winkel  und  der  hyperbolischen  Functionen. 
Nach  unserer  Meinung  hätte  Herr  Casey  gut  daran  gethan,  wenn 
er  die  elementaren  Lehrsätze  flber  Convergenz  und  Divergenz 
von  Reihen  im  Capitel  III  ausgelassen  hätte,  weil  dieselben  fast 
in  jedem  ordentlichen  Lehrbuche  der  Algebra  stehen,  und  wenn 
er  in  den  letzten  Capiteln  sich  länger  bei  der  Gflltigkeit  der 
Hultiplication  zweier  Reihen  mit  einander  und  bei  der  Continui- 
tät  der  Reihen  aufgehalten  hätte,  weil  diese  Punkte  fast  gänzlich 
in  den  gebräuchlichen  Lehrbfichern  der  Algebra  übergangen 
werden.  Leider  ist  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Druckfehlern 
vorbanden.  Als  Ganzes  jedoch  ist  das  Buch  des  Rufes  seines 
Verfassers  würdig  und  ein  schätzenswerter  Reitrag  zur  Literatur 
der  Trigonometrie. 

Nr.  2  besteht  wesentlich  aus  den  elementaren  Teilen  von 
Nr.  1.     In  beiden  sind  die  Uebungsaufgaben  zahlreich  und  gut. 

Nr.  3  ist  ebenfalls  ein  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie 
in  zwei  Teilen,  der  geometrischen  und  der  analytischen.  Im 
ersten  Teile  sind  geometrische  Methoden  und  Anwendungen  vor- 
herrschend, und  das  IX.  Capitel  über  die  Geometrie  des  Drei- 
ecks führt  eine  beträchtliche  Menge  der  ^fgebnisse  neuerer 
Untersuchungen  in  jenem  Gebiete  vor.  Im  zweiten  Teile  ist  die 
Behandlung  unendlicher  Reihen  ungemein  vollständig  und  wird 
voraussichtlich  ein  tüchtiges  Studium  vom  Lernenden  verlangen. 
Hier  werden  auch  die  Hyperbelfunctionen  besprochen.  Das  letzte 
Capitel  enthält  eine  geometrische  Deutung  des  Imaginären.  Das 
Bach  ist  mit  Uebungsbeispielen  gut  versehen;  der  Druck  und 
die  Ausstattung  sind  ausgezeichnet.  G.bs.  (Lp.) 


F.  FiscHBR.      AnfangsgrQnde   der  Mathematik   zum  Ge- 
brauche  an    höheren    Schulen   bearbeitet.       IT.   Plani- 
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metrie  und  Trigonometrie.  (1887.)  IIL  Stereometrie, 
Trigonometrie  auf  der  Kugel,  darstellende  Geometrie, 
axonometrische    Perspective    und  Parallelperspective. 

(1888).     Leipeig.  Fr.  Wilh    Grunow.  196  S.  n.  227  S.  gr.  8». 

Der  erste  Teil  dieses  Lehrbuchs  ist  S.  160  dieses  Bandes 
angezeigt  worden.  Das  Werk  gebort  zu  den  ausfOhrlicheren 
Lehrbüchern,  welche  alle  Beweise  und  Auflösungen  voliständig 
geben.  In  der  Planimetrie  beschränkt  sich  daher  der  Verfasser 
auf  den  für  die  Gymnasien  üblichen  Stoff,  mit  Ausschluss  der 
jetzt  sonst  vielfach  aufgenommenen  Elemente  der  neueren  synthe- 
tischen Geometrie,  wie  z.  B.  der  Theorie  der  harmonischen  Ge- 
bilde und  ihrer  Bedeutung  für  den  Kreis.  Am  Ende  des  Ca- 
pitels  über  die  Ausmessung  des  Kreises  ist  der  Verfasser  jedoch 
aus  der  von  ihm  gewählten  Beschränkung  herausgetreten,  indem 
er  die  Berechnung  der  Zahl  n  aus  den  Reihen  für  arctgx  und 
arcsinx  hinzufügt  (ohne  diese  Bezeichnung).  Die  Trigonometrie 
wird  auf  42  Seiten  abgehandelt  und  bietet  nichts  Bemerkens- 
wertes; höchstens  könnte  man  rügen,  dass  das  Additionstheorem 
für  8in(a  +  j9)  u.  s.  w.  nur  für  spitze  Winkel  bewiesen  und  ohne 
weitere  Bemerkung  auf  beliebig  grosse  Winkel  ausgedehnt  ist, 
ein  Mangel,  der  zwar  auch  anderen  Lehrbüchern  anhaftet,  bei 
einem  ausführlichen  wie  dem  vorliegenden  aber  hätte  vermieden 
werden  müssen.  Auch  an  anderen  Stellen  kommen  Ungenauig- 
keiten  in  der  Darstellung  vor. 

Der  Lehrstoff  der  Stereometrie  ist  nach  demselben  Gesichts- 
punkte wie  in  der  Planimetrie  behandelt.  Die  Ausmessung  des 
körperlichen  Inhaltes  der  Pyramide  und  der  Kugel  geschieht 
unter  Vermeidung  des  Cavalieri'schen  Princips  durch  versteckte 
Integration  mittels  der  Benutzung  der  Potenzsummen  der  natür- 
lichen Zahlen.  Dagegen  ist  eine  Erweiterung  des  gymnasialen 
Lehrstoffs  dadurch  eingetreten,  dass  der  Verfasser  die  Elemente 
der  darstellenden  Geometrie  und  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten nach  elementar-synthetischer  Behandlung  aufgenommen 
hat.  Das  letzte  Gapitel  über  die  Perspective  umfasst  nur  13 
Seiten.    Die  Ausstattung  ist  sehr  gut.  Lp. 
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L.  HuBBNBR.  Ebene  und  räumliche  Geometrie  des  Masses 
in  organischer  Verbindung  mit  der  Lehre  von  den 
Kreis-  und  Uyperbelfunctionen  neu  dargestellt.    Leipeig. 

Teabner. 

In  diesem  Buche  wird,  abweichend  vom  gewöhnlichen  Ge- 
brauch, die  Trigonometrie  ohne  Voraussetzung  der  Geometrie 
selbständig  begründet,  und  es  werden  die  geometrischen  Sätze 
als  Ergebnis  der  trigonometrischen  Entwickelungen  hingestellt. 
Später  werden  dann  die  trigonometrischen  Functionen  in  neuer 
Weise  eingefdhrt,  indem  die  Goordinate^  des  Kreises  als  ab- 
hängig von  den  zugehörigen  Kreissectorflächen  angesehen  wer- 
den. In  analoger  Weise  werden  durch  Betrachtung  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  die  Hyperbelfunctionen  gewonnen,  und  viele 
interessante  Anwendungen  —  unter  anderen  auch  auf  Gesetze  der 
Mechanik  — beigefügt.  Dann  folgen  räumliche  Betrachtungen: 
Geometrie  der  Lage  auf  der  Eugelfläche  und  Anwendung  der 
sphärischen  Trigonometrie  auf  die  Stereometrie.  Das  Buch  ist 
in  erster  Linie  für  Lehrer  bestimmt,  die  in  den  obersten  Klassen 
einer  höheren  Schule  unterrichten,  und  bietet  in  der  That  auch 
denen,  die  das  Ganze  beherrschen,  manche  wertvollen  Gesichts- 
punkte.    Die  äussere  Ausstattung  des  Buches  ist  gut. 

Mz. 

H.  Fenknbr.  Lehrbuch  der  Geometrie  für  den  mathe- 
matischen Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.  Mit 
einem  Vorworte  von  Dr.  W.  Krumme.  Erster  Teil: 
Ebene  Geometrie,  x  u.  168  s.  gr.  s».  Zweiter  Teil.  Raum- 
geometrie.   IV  n.  87  S.  gr.  8^  Braauschweig.  0.  Salle. 

Der  in  diesem  Buche  dargebotene  Lehrstoff  ist  im  wesent- 
lichen derselbe  wie  auch  bei  andern  Büchern,  die  dem  gleichen 
Zwecke  dienen.  Hervorzuheben  in  dieser  Hinsicht  ist  nur  der 
dem  zweiten  Teile  beigefügte  Anhang,  in  welchem  unter  anderen 
auch  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  der  Krystallographie  behandelt 
werden.  Die  Darstellungs weise  des  Lehrgegenstandes  ist  aber 
beachtenswert,  insofern  durch  dieselbe  angestrebt  wird,  dass  der 

FoitMbr.  d.  MAtb.  XX.  3.  34 


530     VIII.  Abechnitt.     Reine,  elementare  a.  synthetische  Geometrie. 

Schüler  weniger  die  Beweise,  als  vielmehr  das  Beweisen  lernt 
Aus  diesem  Grunde  werden  diejenigen  geometrischen  Wahrheiten, 
die  vorzüglich  zum  Auffinden  von  Beweisen  geeignet  sind,  als 
sogenannte  Beweismittel  hervorgehoben.  Dies  ist  auch  im  Vor- 
worte näher  ausgeführt.  Die  äussere  Ausstattung  des  Buches 
ist  sehr  gut,  da  auch  durch  den  Druck  das  Wichtige  vom  weniger 
Wichtigen  deutlich  geschieden  ist.  Mz. 

C.  Spitz.  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  nebst  einer 
Sammlung  von  800  Uebungsaufgaben  zum  Gebrauche 
an  höheren  Lehranstalten  und  beim  Selbststudium. 
Neunte,    verbesserte   und  vermehrte  Auflage.     Leipzig. 

C.  P.  Winter.  XII  u.  290  8.  gr.  8«. 

C.  Spitz.  Anhang  zu  dem  I^ehrbuche  der  ebenen  Geo- 
metrie. Die  Resultate  und  Andeutungen  zur  Auf- 
lösung der  in  dem  Lebrbuche  betindlichen  Aufgaben 

enthaltend.      9^   Aufl.     Leipzig.  C.  F.  Winter.  IV  u.  113  8.  gr.  K^. 

Es  ist  dies  ein  mit  grosser  Sorgfalt  angefertigtes  Buch,  das 
hinsichtlich  der  AusfQhrlichkeit  und  Vollständigkeit  wohl  die 
weitgehendsten  Wünsche  befriedigt.  So  findet  man  darin  die 
Lehre  von  Pol  und  Polare,  ferner  Doppelverhältnisse  und  Invo- 
lution u.  a.  m.  Das  Buch  besteht  aus  zwei  Teilen:  Der  erste, 
grössere,  enthält  den  Lehrstoff  und  die  Aufgaben;  der  sweite 
die  Auflösungen  mit  erläuternden  Bemerkungen.  Mz. 


C.  Spitz.  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst 
einer  Sammlung  von  630  Beispielen  und  Uebungs- 
aufgaben zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten 
und    beim  Selbststudium.      Sechste,    verbesserte    und 

vermehrte    Auflage.      Leipzig.  C.  f.  Winter.  XII  u.  140  8    gr.S». 

C.  Spitz.  Anhang  zu  dem  Lehrbuche  der  ebenen  Tri- 
gonometrie. Die  Resultate  und  Andeutungen  zur  Auf- 
lösung der  in  dem    Lehrbnche  befindlichen  Aufgaben 

enthaltend.      Leipzig.  O.  f.  Wiüter.  73  S.  gr.  S». 
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Dieses  Buch  besteht  auch,  wie  das  vorher  erwähnte,  aus  zwei 
Teilen,  deren  erster  den  Lehrstoff  und  die  Aufgaben,  und  deren 
zweiter  die .  Auflösungen  enthält.  Im  ersten  Teile  ist  die  Gonio- 
metrie mit  ganz  besonderer  und  sehr  dankenswerter  Ausführlich- 
keit vorgetragen;  man  findet  darin  auch  die  Lehre  von  der  Um- 
formung goniometrischer  Ausdrücke  und  von  der  Einführung  des 
Hülfswinkels;  ferner  die  trigonometrische  Auflösung  quadratischer 
und  kubischer  Gleichungen  und  die  Lösung  goniometrischer  Glei- 
chungen; auch  eine  transcendente  Gleichung  wird  in  sehr  in- 
structiver  Weise  behandelt.  Dann  folgt  die  Trigonometrie  mit 
ihren  Hauptsätzen,  und  am  Schluss  kommen  noch  Aufgaben,  in 
denen  die  Trigonometrie  auf  die  Stereometrie  angewandt  wird.  Im 
zweiten  Teil  sind  die  Aufgaben  aus  dem  ersten  Teil  behandelt. 
Unter  sehr  vielen  anderen  sind  hierbei  die  Malfatti'sche  Aufgabe, 
sowie  diejenige,  welche  auf  die  Teilung  des  Kreises  in  siebzehn 
gleiche  Teile  Bezug  hat,  erwähnenswert.  Endlich  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  sowohl  dieses  Buch  als  auch  das  vorher  er- 
wähnte eine  vorzügliche  Ausstattxmg,  guten  Druck  und  eine 
grosse  Zahl  von  Figuren  enthält.  Mz. 


F.  HocEVAR.  I.  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Ober- 
gymnasien. IV  u.  199S.  gr.  80.  IL  I^ehr-  und  IJebungs- 
buch  der  Geometrie  für  Untergymnasien.  Zweite  Auf- 
lage. IV  u.  122S.  gr.  80.  IIL  Geometrische  üebungsauf- 
gaben  für  das  Obergymnasium.     1.  Heft.     Planimetrie 

und   Stereometrie.     IV  u.  51  S.  gr.  8°.  Wien.  f.  Tompsky. 

Diese  Bücher,  welche  durch  kaiserlichen  Ministerial^rlass 
für  zulässig  erklärt  sind,  enthalten  den  im  Titel  bezeichneten 
Lehrstoff  in  gedrängter  Kürze,  aber  auch  in  genügender  Klar- 
heit und  der  Fassungskraft  von  Schülern  entsprechend.  Etwas 
ausführlicher  ist  das  Lehrbuch  für  Obergymnasien,  wie  auch 
schon  der  Zweck  verlangt.  In  diesem  Buche  findet  man  ausser 
dem  gewöhnlichen  Lehrstoff  unter  anderem  eine  eingehende  Be- 
sprechung des^Cavalieri'schen  Princips,  ferner  Anwendungen  der 
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Trigonometrie  auf  Höhen- und  Distanzmessungen;  am  Schloss  die 
analytisehe  Geometrie  der  Ebene  bis  zu  den  Kegelschnitten  ein- 
schliesslich.    Druck  und  Ausstattung  der  BOcher  sind  gut. 

Mz. 


Ä.  Wapibnik,     Lehrbuch  der  Geometrie  für  die  oberen 

Klassen    der    Mittelschulen.    Wien.  Karl  Gräser.  VlII  o.  248  8. 
gr.  8« 

Dieses  Buch  enthält  in  gedrängter  Kürze,  aber  mit  hin- 
reichender Klarheit  und  zweckentsprechender  Vollständigkeit  die 
Hauptlehren  der  Planimetrie,  Stereometrie,  Trigonometrie  (ebene 
und  sphärische)  und  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  bis 
zu  den  Kegelschnitten  einschliesslich.  Auch  ist  einiger  Uebungs- 
stoff  beigefügt,  ohne  dass  jedoch  damit  die  gleichzeitige  Be- 
nutzung eines  andern  Uebungsbuches  überflüssig  wird. 

Druck  und  Figuren,  sowie  die  ganze  Ausstattung  des  Buches 
sind  gut;  auch  möge  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  dasselbe  durch 
kaiserlichen  Ministerialerlass  vom  10.  Mai  1888  für  zulässig  er- 
klärt ist.  Mz. 


P.  Lindner.     Repetitorium  der  Planimetrie.     Cöelin.  c.  G. 

HeodesB.  29  S.  iifi. 

In  gedrängter  Kürze  sind  die  Hauptsätze  der  Planimetrie 
übersichtlich  zusammengestellt;  auch  sind  die  Beweise  beigefügt 
Zuerst  werden  Beziehungen  der  Lage  nnd  Grösse,  dann  metrische 
Beziehungen  angegeben.  Der  Lehrgang  erstreckt  sich  bis  zur 
Ausmessung  des  Kreises  einschliesslich.  Eine  grosse  Zahl  guter 
Figuren  trägt  zum  besseren  Verständnis  des  Vorgetragenen  bei. 

Mz. 


A.  Feld  u.  V.  Serf.  Leitfaden  für  den  geometrischen 
Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.  Nebst  einer 
Sammlung  von  Aufgaben.     Vierte  Auflage.     WiesbadeD. 

C.  G.  Kaoze's  Nachf.  (Dr.  Jacoby.)  IV  u.  140  S.  S». 

Es  ist  dies  ein  sehr  reichhaltiges   und   nützliches   Uebungs- 
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buch;  Beweise  der  Lehrsätze  und  Auflösungen  der  Aufgaben 
sind  nicht  mitgegeben;  nur  die  Endresultate  der  Aufgaben 
finden  sich  daselbst.  Es  wird  Planimetrie,  Trigonometrie  und 
Stereometrie  behandelt.  *  Mz. 


H.  KoEDER.       I^ehrsätze    und  Aufgaben    aus   der  Plani- 
metrie.     Als  Ergänzung    zu   Kambly's  Lehrbuch  der 

Planimetrie.      Breslau,  f.  Hirt.  78  S.  gr.  8«. 

Eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen,  welche 
zuerst  Winkel  und  Parallelen  betreffen,  dann  Dreiecke,  Vierecke, 
den  Kreis,-  die  Verwandlung,  Vergleichung  des  FIficheninhaltes, 
Teilung  und  Ausmessung  geradliniger  Figuren;  die  Proportiona- 
lität und  Aehnlichkeit,  die  Berechnung  regulärer  Polygone,  Rec- 
tification  und  Quadratur  des  Kreises;  algebraische  Analysis 
geometrischer  Probleme  und  geometrische  Oerter.  Mz. 


0.  ScHLOEMiLCH.  Grundzüge  einer  wissenschaftlichen 
Darstellung  der  Geometrie  des  Masses.  L  Heft.  Pla- 
nimetrie.     7to  Auflage.     Leipzig.  Teobner. 

Eine  inhaltlich  unveränderte  neue  Auflage  des  bekannten 
Buches.  Seht. 

Tfl.  SpiEKER.  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mit 
Uebungsaufgaben.     18*®  verbesserte  Auftage.     Potedam. 

Aag.  Stein.  29ÖS. 

Der  Beweis  des  dritten  Gongruenzsatzes  ist  vereinfacht,  der 
Begriff  der  Symmetrie  mehrfach  verwertet,  und  in  zwei  Aufgaben 
des  Abschnitts  XVII  sind  die  irrtanilichen  Angaben  über  die 
Chordale  und  die  Aebnlichkeitspunkte  zweier  Geraden  berichtigt. 
Im  fibrigen  sind  die  Aenderungen  unwesentlich.  Lg. 

• 

D.  KiKUCHi.     Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.    T.  I-II. 

Tokio.  340  S.  V.  (JapaniBch.) 
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Das  Lehrbuch  ist  in  fOnf  Abschnitte  eingeteilt,  die  zusammen 
den  sechs  ersten  Büchern  der  Elemente  entsprechen.  Der  Text 
ist  mit  chinesischen  Lettern  gedruckt,  aber  die  im  Texte  befind- 
lichen Figuren  sind  mit  lateinischen  Buchstaben  versehen. 

E. 

W.  Krimphopf.     Vorschule  der  Geometrie.     Essen.  G.  D. 

Bädeker.  19S. 

Die  Schrift  erscheint  als  Beilage  zum  Programm  des  Gymna- 
siums zu  Coesfeld  und  ist  zunächst  für  den  Gebrauch  in  der 
Quarta  und  Untertertia  desselben  bestimmt,  kann  aber  sehr  wohl 
auch  fttr  andere  Anstalten  empfohlen  werden,  die  nicht  von  vorn- 
herein ein  volles  Lehrbuch  zu  Grunde  legen.  Die  gegebenen 
Erklärungen  sind  anschaulich  und  deutlich,  der  Ausdruck  über- 
all correct.  Die  Congruenzsätze  werden  durch  eindeutige  Lösung 
der  betreffenden  Constructionsaufgaben,  der  Satz  von  der  Winkel- 
summe durch  Drehung  und  Verschiebung  einer  Geraden  längs  des 
Umfangs  gewonnen.  Die  Parallelentheorie,  welche  sich  auf 
letzteren  Satz  stützt,  erscheint  daher  erst  am  Schlüsse  des  Ganzen 
in  §  10.  Lg. 


Weitere  Lehrbücher. 
RoTTOK.     Lehrbuch  der  Planimetrie.      3*®  Aufl.     Leipsig. 

9G  S.  b». 

RoTTOK.     Lehrbuch  der  Stereometrie.     3*®  Aufl.    Leipiij. 

V  -f-  65  S.  8«. 

A.  Bachelet.  Nozioni  digeometria  elementare.  Torino.Paravia.  j 

G.  V.  SiciLiANi.     Complemento  alla  ^eometria  plana  di 
Kuclide  e  geometria  solida.     Bologna. 

C.  F.  R;  Bellows.     Elements  of  geometry.     PhiladeipbiÄ 

374  s. 

E.  M.  Langley  and  W,  8.  Phillips.    Thte  Harpur  Euclid. 

RiviogtODB. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIL  27L 
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R.  C.  J.  Nixon.     Geometry  in  8pace.     Clarendon   Press 

Series,      London.  Henry  Frowde. 

Anzeige  in  Natura  XXXVII.  603,  P.  d.  M.  XIX.  1887.  657. 

B.  H.  Rau.     First  lessons  'in  geometry.      For  the    use 

of  technical,  middle,  and  high  achools.    Vepery. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  52, 

S.   E.  Warren.     A  primary  geometry,  with  siriiple  and 

practical   exaniples   in   plane   and  projection  drawing, 

and   suited   to  all   beginners.      New -York.   Wiley  and  Sons. 
London,  Trübner.  1887. 

Anzeige  in  Nature  XXXVII.  317. 
G.  A.  Wentworth.     Plane  and  solid  geometry.     Revised 

edition.       BoBton.  386  8.  120. 

Paul  Bert.     First   elements  of  experimental  geometry. 

London.  GasBeU  and  Co. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIIL  295. 
H.  Bos  et  H.  REBifeRE.     ^^l^meuts  de  g^om^trie.     3«  Edi- 
tion, revue  et  corrigöe.     Paris.  VIII4- 499  8.  8». 

E.  Lebük.  Geometrie  öl^mentaire,  comprenant  la  g^o- 
mdtrie  plane  et  la  g^om^trie  dans  l'espace.  Cours 
de  1  et  de  2  ann^es.    Paria.  XII-+-416S.  120. 

L.  Lecointe.     Nouveau  cours  de  göomdtrie  öl^mentaire. 

Oand.  216  S.  8<>. 

E.  RoucBä  et  Gh.  de  Gombbroussb.  Elements  de.g^o- 
mätrie,  conformes  aux  derniers  programmes  officiels, 
suivis  d'un  compl^ment  k  Tusage  des  ^l^ves  de  ma- 
th^matiques  ^l^mentaires  et  de  math^matiques  speciales, 
et  de  notions   sur   le   lever  des   plans,  l'arpentage  et 

le    nivellement,      4«  dd.      Paris.  Gauthier-Villars  et  Fils. 

J.  Petersen.   Laerebog  i  den  elementaere  Plangeometri. 

6    udgave.     Kjöbnhavn.  80  8.  8^. 

J.  Petersen.  Den  plane  trigonometri  og  de  sphaeriske 
Grondformler.     4  udgave.     Kjöbnhavn.  68  8.  8«. 
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F.  J.  Brockmann.  Materialien  zu  Dreieckscoi)structi«»nen 
nebst  Anwendung  auf  fast  400  Aufgaben.     Leipzig    b. 

G.  Teubner.  VI  u.  888.  gr.  S«. 

In  diesem  Buche  wird  das  Auflösen  geometrischer  Construc- 
tionsaufgäben  gelehrt,  soweit  es  überhaupt  lehrbar  ist,  d.  b. 
es  werden  systematisch  alle  die  Dinge  zusammengestellt,  auf  die 
es  bei  der  Behandlung  solcher  Aufgaben  vornehmlich  ankommt. 
Zu  Anfang  werden  geometrische  Oerter  angegeben;  dann  folgt 
eine  Besprechung  der  Data  zu  einer  .\ufgabe;  hieiauf  werden 
Lehrsätze,  Reductionsaufgaben  und  die  sogenannte  algebraische 
Analysis  erörtert.  Dies  wird  dann  auf  etwa  400  Aufgaben, 
welche  Dreiecksconstructionen  betreffen,  in  klarer  und  Qbersicht- 
licher  Weise  angewandt.  Alle  diese  Aufgaben  gehören  der 
Schulgeometrie  an,  so  dass  dieses  Buch  sich  besonders  nützlich 
für  den  Schulunterricht  erweist.  Am  Schluss  ist  ein  pädagogi- 
scher Excurs  beigefügt,  welcher  eine  Vergleichung  der  gegebenen 
Lösungsmethoden  mit  den  älteren,  die  nach  euklidischem  Muster 
gebildet  sind,  enthält.  Druck  und  Ausstattung  des  Buches  sind 
gut.  Hz. 

F.  J.  Brockmann.  Sammlung  von  Aufgaben  aus  allen 
Gebieten  der  Elementarmathematik  nebst  Lösungen 
oder  Lösungsandeutungen.  Insbesondere  für  Abi- 
turienten als  Vorbereitung  zum  Reifeexamen.    Paderborn 

u.  MmiBter.  F.  Scböningb.  Via.  85  S.  8«. 

Der  Inhalt  dieses  Buches  ist  durch  den  Titel  genügend  ge- 
kennzeichnet. Es  sei  nur  noch  darauf  hingewiesen,  dass  dieses 
Buch  von  anderen  Aufgabensammlungen  sich  dadurch  unter- 
scheidet,  dass  es  eben  nur  für  den  im  Titel  angegebenen  Zweck 
abgefasst  ist;  es  ist  also  weniger  voluminös,  als  viele  andere 
Sammlungen  und  erleichtert  durch  Uebersichtlichkeit  dem  Abitu- 
rienten die  Vorbereitung  zum  Examen.     Der  Drnck  ist  gut.  Mz. 


E.  Brunn.     Ein  Beitrag  zur  Behandlung  planimetrischer 

Constructionsaufgaben  im  Anfangsunterricht.    Pr.  Gymo. 
HusQi».  14  S.  i^. 
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Diese  Arbeit  ist  von  wesentlich  pädagogischem  Interesse; 
sie  ist  als  ein  Versuch  zu  betrachten,  Methode  in  die  Lösung 
geometrischer  Constructionsaufgaben  zu  bringen,  so  dfiss  solche 
Aargaben  nicht  wie  RAtselfragen  nur  durch  eine  glttckliche 
Anschauung  zu  lösen  sind,  sondern  in  planmässiger  Behandlung; 
dadurch  werden  sie  auch  für  den  Unterricht  auf  höheren  Schulen 
geeigneter.  Mz. 

P.  SchOnbmann.  Ueber  die  gegenseitige  mechanische 
Verwandlung  gleicher  Dreiecke  und  Parallelogramme 
mittelst  unmittelbarer  Constructionen.  Pr.Archigymn. Soest. 

27  S.  u.  3  Taf. 

Mechanische  Verwandlung  ist  das  Verfahren,  inhaltsgleiche 
Figuren  dadurch  in  einander  Überzuführen,  dass  man  dieselben 
in  congruente  Stücke  zerschneidet.  Eine  grosse  Zahl  derartiger 
Aufgaben  wird  in  dieser  Arbeit  behandelt,  so  dass  diese  Art, 
Gleichheiten  Ton  Figuren  nachzuweisen,  sich  deutlich  erkennen 
nnd  in  mancherlei  Fällen  verwenden  lässt.  Mz. 


E.  Lemoinb.      Mesure    de*  la    simplicit^  dans   les   con- 
structions  math^matiqnes.    MathesiB  VIII.  217-222,  241-244. 

Die  Einfachheit  wird  durch  die  Anzahl  der  elementaren 
Operationen  gemessen  (ein  Lineal  durch  einen  Punkt  zu  legen, 
die  Spitze  eines  Zirkels  in  einen  Punkt  einzusetzen,  eine  Gerade 
zu  ziehen,  einen  Kreis  zu  zeichnen).  Bei  dieser  Auffassung 
führt  die  Vieta'sche  Lösung  zur.  Construction  der  acht  Kreise, 
welche  drei  gegebene  Kreise  berühren,  335  Operationen  mit  sich,  , 
die  Bobilier'sche  und  Gergonne'sche  dagegen  500  Operationen, 
jene  ist  also  einfacher  (s.  das  folgende  Referat).       Mn.  (Lp.) 


E.   Lemoinb.     De    la  mesure  de  la  simplicit^  dans  les 

COUStrUCtions   gdomätriques.     O.R.  GVII.  169-171,   Asb.  Prang. 
CoogrÖB  d'Oran,  Matheeis  YIIL  217-222  u.  241-244. 

Die  in  der  Elementargeometrie  auszufahrenden  Constructionen 
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setzen  folgende  Grundoperationen  voraus:  1)  das  Lineal  so  zu 
legen,  dass  der  Rand  durch  einen  gegebenen  -Punkt  geht  (Ä,), 
2)  eine  Gerade  längs  dieses  Randes  zu  ziehen  (ff,),  3)  die  eine 
Zirkelspitze  in  einen  gegebenen  Punkt  zu  setzen  (C,),  4)  die 
zweite  Zirkelspitze  in  einen  anderen  Punkt  zu  setzen  (C,),  5)  den 
Kreis  auszuziehen  (CJ.  Werden  alle  diese  Operationen  als 
gleichwertig  (ß  =  C  =  1)  angesehen,  so  nennt  Verfasser  »Ein- 
fachheit der  Construction  die  Zahl  der  Operationen,  welche  diese 
Gonstruction  erfordert  Darauf  hin  werden  die  im  Traitä  de 
G^om^trie  von  Rouchä  und  de  Comberousse  gelösten  Fundamental- 
aufgaben auf  ihre  Einfachheit  geprüft.  So  ist  z.  B.  fQr  die  Auf- 
gabe, „einen  Winkel  zu  halbiren",  die  Einfachheit: 

2/?, +ff,  +  2C,  +  2C,  =  7, 

„ein  Dreieck  aus  den  drei  Seiten  zu  construiren" : 

4Ä, -}-3Ä,  +  8C, +C,  +  3C,  =  19. 
Auffällig  verschieden  sind  hiernach  in  ihrer  Einfachheit  die  bei- 
den Auflösungen    des  Apolionischen  Tactionsproblems;    die    der 
alten  Vieta'schen  ist  335,  die  der  neueren  dagegen  500  (s.  den 
vorigen  Bericht).  Lg. 

F.  Reidt.     Planimetrißche  Aufgaben   für  den  Gebrauch 
im  Schul-,  Privat-  und  Selbstunterricht.     Zweiter  Teil. 
Aufgaben,  geordnet  nach  Auflösungs  -  Methoden   und 
mit  Anleitung  zur  Behandlung  versehen.     Zweite  um- 
gearbeitete Auflage.     127  S. 
Um  den  Stoff  auf  dasjenige  Mass  zu  beschränken,  welches 
im  Unterricht  wirklich  durchgearbeitet  werden  kann,  werden  in 
der  vorliegenden  Sammlung    zur    Auflösung   der    Aufgaben    im 
wesentlichen  nur  vier  Methoden  herangezogen  und  zwar:  Hfilfs- 
figuren,  geometrische  Oerter  im  ersten  Gursus,  ähnliche  Figuren  und 
die  algebraische  Analysis  im  dritten  Gursus.     Uer  zweite  und  der 
vierte  Gursus  enthalten  Erweiterungen  der  vorhergehenden  und  be- 
handeln die  schwierigeren  Aufgaben;  8ie  sind  aus  didaktischen 
Grttnden  von  den  beiden  erstgenannten  hier  in  der  zweiten  Auf- 
lage abgesondert  worden,  so  dass  das  Buch  zweckmässig  in  den 
Klassen  Quarta  bis  Secunda  gebraucht  werden  kann.    In  einem 
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Anhange  werden  einige  vermischte  Aufgaben  gegeben  und  das 
Apollonische  ßerQhrungsproblem  nach  der  Vieta'schen  Methode 
bebandelt;  die  Steiner'sche  Losung  dieses  Problems,  sowie  über- 
haupt Aufgaben  über  harmonische  Beziehungen,  Pol  und  Po- 
lare etc.  finden  sich  nicht  vor,  so  dass  das  Bedürfnis  der  Real- 
gymnasien und  Realschulen  nach  dieser  Richtung  hin  nicht  be- 
friedigt ist»  Lg. 

G.  Gerstenberg.      Aufgaben    aus  der  rechnenden  Geo- 

nietrie.     Fr.  Plön. 

74  Aufgaben  über  rechtwinklige,  56  über  gleichschenklige 
und  51  über  allgemeine  Dreiecke,  „welche  zur  Voraussetzung 
ihrer  constructiven  Lösung  die  vorangegangene  algebraische  Be- 
rechnung nicht  unmittelbar  gegebener  Bestandteile  haben,  oder 
deren  Construction  sich  doch  auf  diesem  Wege  ungleich  leichter 
macht  und  vereinfacht."  Die  Zusammenstellung  kann  als  Er- 
gänzung neben  jedem  Lehrbuch  im  Sinne  des  Verfassers  ge- 
braucht werden,  auch  wenn  man,  wie  Referent,  der  Meinung  ist, 
dass  bei  vielen  dieser  Aufgaben  die  rein  geometrische  Losung 
die  einfachere  und  naturgemässe  ist,  z.  B.  bei  a^ha^b  -{-c]  ha,  (»,  1»^. 

Lg. 

W.  Lichtblau  und  B.  Wiese.     Sammlung  geometrischer 
Rechenaufgaben    zum  Gebrauch    an    Seminarien    und 

zum    Selbstunterricht.      Breelaa.  F.  Hirt.  140  S. 

Die  Verfasser  sind  Seminarlehrer  und  haben  ihr  Buch  zu- 
nächst für  die  Hand  des  Seminaristen  bestimmt;  es  soll  einer- 
seits namentlich  mit  den  leichteren  Aufgaben  in  den  Volksschulen 
und  Präparandenanstalten  Verwendung  finden,  andererseits  im 
Seminar  und  nach  demselben  dem  jungen  Lehrer  zur  Wieder- 
holung und  Erweiterung  des  Gelernten  Gelegenheit  geben.  Es 
werden  aus  der  Planimetrie  und  Stereometrie  Rechenaufgaben 
im  geometriechen  Gewände,  meist  Inhaltsberechnungen  nur  mit 
bestimmten  Zahlen  gegeben,  die  im  übrigen  geschickt  zusammen- 
gestellt  sind    und    sehr   wohl   auch  von  Collegen  höherer  Lehr- 
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aoHtalten  gebraucht  werden  können.  Die  Aufgaben  führen 
höchstens  auf  quadratische  Gleichungen,  und  diese  sind  ebenso 
wie  aodere  schwierigere  durch  einen  Stern  kenntlich  gemacht 
Wenn  die  Verfasser  in  der  Vorrede  sagen:  ^ Durch  die  beige- 
fhgten  Formeln  soll  natSrlich  nicht  das  mechanische  Rechnen 
begflnstigt  werden,  .  .  .  eine  Formel  hat  für  den  SchQler  Ober- 
haupt nur  dann  Wert,  wenn  er  im  Stande  ist,  sie  sofort  zu  be- 
weisen bezw.  zu  entwickeln*',  so  ist  das  ganz  uusere  Meinung. 
Wie  steht  aber  damit. im  Einklang,  wenn  S.  105  fttr  Umfang 
von  Ellipse  und  Oval  die  Formel  gegeben  wird:  U  =  (an- 
nähernd) (a+ 6)71,  (genauer)  =:2fiy^(a'+6'),    (am  genauesten) 

=  l,99ny|(o'+^*)  und  S.  106  für  den  cylindrlschen  Abschnitt: 
Mantel  =  r;i(Ä  +  /i'),  Volumen- =  ir'7i(Ä-hÄ')?  Bei  allen  Auf- 
gaben über  Ellipse,  elliptische  Cylinder  u.  dergl.  kann  es  sich 
doch  nur  um  mechanisches  Rechnen  bandeln,  und  darum  gehören 
dieselben  nicht  in  diese  Aufgabensammlung.  S.  66  soll  in  Aufg. 
83  der  tragffthigste  Balken  mit  rechteckigem  Querschnitt  herge- 
stellt werden.  Ob  wohl  ein  Seminarist  die  zu  Grunde  liegende 
Formel  herleiten  kann?  Die  beigegebenen  Auflösungen  erhöhen 
den  Gebrauchswert  des  Buches.  In  dem  Bestreben,  den  Forde- 
rungen der  deutschen  Sprache  gerecht  zu  werden,  sind  die  Ver- 
fasser einerseits  zu  weit  gegangen  (sie  werden  z.  B.  die  Ellipse 
mit  ihrem  Langrund  nicht  aus  der  Welt  schaffen);  andrerseits 
verfahren  sie  selbst  noch  schüchtern  und  unsicher,  indem  sie  die 
Verdeutschung  meist  nur  als  wohlgemeinten  Vorschlag  in  Klammern 
hinzufügen  oder  umgekehrt  durch  das  sonst  übliche  Wort  er- 
klären; meist  aber  gebrauchen  sie  statt  ihrer  eigenen,  neuen  Be- 
zeichnungen die  alten,  so  z.  ß.  in  der  Inhaltsangabe  S.  2.  In 
dieser*  Beziehung  dient  dem  Referenten  die  Stereometrie  von 
Komnierc'll  Hauck  als  Muster  (s.  unten  S.  560).  Lg. 


W.  RöGiND.     Vejiedning  til  Lösning  af  geometriske  Op- 
gaver,  hvoraf  over  100  löste.     Kjöbnhavn.  100  8.  8«. 
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A.  ScBiAPPA  MoNTBiRO.      NotQ   sur  le  triaDgle  isosc^le. 

Lisboa  J.  (1887.) 

Dieser  Aufsatz  enthält  nur  Beweise  einiger  bekannten  Lehr- 
sätze über  das  gleichschenklige  Dreieck.  Tx.  (Lp.) 

F.    Panizza.      Piccolo  contribnto  alla    teoria   geometrica 
dell'equivalenza.    ßesso  Per.  mat.  in.  8-13. 

Zunächst  erläutert  der  Verfasser  den  Pappus'schen  Beweis 
für  den  Satz:  „Wenn  ABDE  und  ACGF  zwei  beliebige  über 
den  Seiten  AB,  AC  eines  Dreiecks  construirte  Parallelogramme 
sind  und  ff  der  Treffpunkt  der  Geraden  DE,  FG,  so  ist  die 
Summe  der  Inhalte  dieser  beiden  Parallelogramme  gleich  dem 
Inhalte  eines  über  zwei  Strecken  construirten  Parallelogramms, 
die  mit  BC  und  AH  äquipollent  sind.'^  Darauf  werden  hieraus 
einige  elementare  Sätze  über  Flächengleicbheit  abgeleitet,  die 
man  sonst  anders  beweist.  La.  (Lp,) 


M.  Simon.  Vereinfachtes  Verfahren,  flächengleiche  Fi- 
guren in  eine  möglichst  kleine  Anzahl  paarweise  con- 
gruenter  Teile  zn  zerlegen.     HoffmaonZ.  XIX.  401-408. 

Verfasser  knüpft  an  den  bekannten  Beweis  des  Pythagoras 
an,  wo  die  Kathetenquadrate  in  Stücke  zerlegt  werden,  aus  denen 
aich  das  Hypotenusenquadrat  zusammensetzen  lässt,  und  wendet 
das  gleiche  Verfahren  an:.I.  bei  Parallelogrammen  mit  gleichen 
Grundlinien  und  Höhen,  II.  bei  den  sogenannten  £rgänzungs- 
Parallelogrammen,  III.  bei  Dreiecken  mit  gleichen  Grundlinien 
und  Höhen,  IV.  bei  der  Aufgabe,  ein  Parallelogramm  in  einen 
Rhombus  zu  verwandeln.  S.  498  weist  Verfasser  auf  die  denselben 
Gegenstand  behandelnden  Arbeiten  von  P.  Schönemann  in  Soest, 
hin.     (Vgl.  oben  8.537.)  Lg. 


Reüsch.     Eine  Minimumsaufgabe.    Boklen  Mitt.  Ii.  139-140. 
Die  Aufgabe,  durch  einen  Punkt  innerhalb  eines  Winkels 
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die  körzeste  Transversale  \^  den  Winkel  zu  legen,  wird  durch 
elementare  Betrachtung  mittelst  Probirens  annäherungsweise  ge- 
löst. F. 

F.  Panizza.     Costrnzione  di  triano;oH  isobaricentrici  con 

Uno   dato.      Beseo  Per.  mat.  III.  37-39. 

Lehrsatz.  Wenn  man  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  nach 
aussen  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Dreiecke  construirt,  so 
bilden  ihre  mit  den  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  nicht  zu- 
sammenfallenden  Ecken  ein  neues  Dreieck  mit  demselben 
Schwerpunkte  wie  das  gegebene.  —  Dieser  Satz  gestattet,  zu  dem 
gegebenen  Dreiecke  isobarycentrische  zu  construiren,  giebt  sie 
aber  offenbar  nicht  alle.  La.  (Lp.) 


J.  S.  Mackay.     Properties  of  the  figure  consisting  of  a 
triangle,    and    the    Squares    described    on    its    sides. 

Edinb.  M.  S.  Proc.  VI.  2-12. 

Dieser  Aufsatz  enthält  den  Wortlaut  und  die  Beweise  einer 
grossen  Menge  von  Eigenschaften  der  Figur,  welche  sich  aus 
einem  Dreiecke  und  den  über  seinen  Seiten  beschriebenen 
Quadraten  zusammensetzt.  Manche  derselben  hält  der  Ver- 
fasser für  neu;  bei  denen,  die  er  anderswo  schon  angetroffen 
hat,  giebt  er  die  nötigen  Hinweise.  Gbs.  (Lp.) 


M.  d'Ocagne.      Note    sur    les    points    complömentaires. 

Mathesifl  VIII.  62-63. 

A.  Strnad.     üeber  das  harmonische  Viereck.    Cosop.xvii. 

132.  (Böhmisch.) 

Die  wichtigsten  Eigenschaften  eines  Vierecks,    bei  welchem 
die  Producte  der  Gegenseiten  gleich  sind,  also 

ab  ,  cd  =  ad ,  bc^ 
werden  nach  Tucker,  M'Cay,    Casey,    Neuberg,    Jermakov  u.  a« 
zusammengestellt  und    mit   gewissen  Kreisen  in  Zusammenhang 
gebracht.  Std. 
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C.  Pabst.  Einige  Beziehungen  zwischen  den  drei  Höhen 
und  zwischen  den  drei  seitenhalbirenden  Transversalen 
eines  Dreiecks.     Hoppe  Arch.  (2)  vii.  io-26. 

Es  werdeo  die  Seiten  und  Winkel  durch  die  Höhen  resp. 
Mittellinieo  ausgedrückt  und  danach  die  Bedingungen  aufgestellt, 
unter  welchen  ein  Dreieck  aus  diesen  Stücken  construirt  werden 
kann.  Lg. 

R.  E.  Allardice.  On  the  inscription  of  a  triangle  of 
a  given.shape  in  a  given  triangle.    Edinb  M.  S.  Proc.  VI. 

42-47. 

Dieser  Aufsatz  enthält  einige  Sätze,  die  in  Folge  der  Auf- 
gabe gefunden  sind:  Einen  Punkt?  innerhalb  eines  Dreiecks  so 
zu  bestimmen,  dass  die  Bilder  Q,  R,  S  von  P  in  den  Seiten  die 
Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  sind.  Das  Problem  ist  mit 
dem  folgenden  gleichbedeutend:  Einem  gegebenen  Dreieck  ein 
gleichseitiges  Dreieck  so  einzubeschreiben,  dass  die  Lote  zu  den 
Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  durch  die  Ecken  des  gleichseitigen 
Dreiecks  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Sowohl  von  dieser 
Aufgrabe  werden  Lösungen  gegeben  als  auch  von  der  folgenden 
allgemeineren:  Einen  Punkt  P  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn 
PD\  PE\  PF'  zu  den  Seiten  des  Dreicks  ABC  senkrecht  sind, 
D'E'F'  irgend  einem  gegebenen  Dreiecke  DEF  ähnlich  wird. 

Gbs.  (Lp.) 

R.    E.    All  ARDICE.      A    constrnetion    for    the    Brocardal 

points.       EdiDb.  M.  S.  Proc.  VL  88. 

Zusatz  zum  vorangehenden  Aufsätze.  Gbs.  (Lp.) 


E.  Sang.    *  On   John  Leslie's    coniputation   of  the  ratio 
of    the    diameter    of    a    circle    to    its    circumference. 

Edinb.  Proc.  XV.  348-358. 

In  den  spateren  Auflagen  der  „Elements  of  Geometry"  (um 
1816)  construirt  Leslie  zur  Berechnung  von  n  das  Polygon,  in- 
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dem  er  eine  bekannte  Länge  f&r  den  Umfang  desselben  an- 
nimmt, und  berechnet  die  Halbmesser  des  ein-  und  des  umge- 
sehriebenen  Kreises.  Indem  er  die  Seitenanzahl  wieder  und 
wieder  verdoppelt,  aber  denselben  Umfang  beibehält,  bringt  er 
die  Halbmesser  näher  und  näher  zusammen,  bis  die  Differenz 
yernachlässigt  werden  kann.  Der  Verfasser  bemerkt,  dass  durch 
diese  Umkehrung  der  Aufgabe  sowohl  die  geometrische  Forschung 
als  auch  die  rechnerische  Arbeit  erheblich  vereinfacht  werden, 
und  er  giebt  einige  Einzelheiten  und  Vereinfachungen  der  Arbeit, 
indem  er  vom  Quadrate  bis  zu  dem  1024-Eck  übergeht 

Cly;  (Lp.) 

G.    O.     WiDEMANN.       Die    von    der    Wissenschaft    seit 
2000  Jahren  vergeblich  gesuchte  Lösung  der  Quadratur 

des    Kreises.     Berlin.  4S.  gr.  80  mit  1  Taf. 

D.  Fellini.      Proprietk  delle  circonferenze  concentriche 
rispetto  all'equivalenza  geonietrica.      Besso  Per.  mat.   III. 

75-79.  

M.  A.   Pellet.      Division    approximative    d'un    arc    de 
cercle  dans  un  rapport  donnä,  k  laide  de  la  r^gle  et 

du    COinpas.      S.  M.  f.  Bull.  XVL  113-119. 

Das  Verfahren    ist   folgendes:    Es  sei  AM  =  a   ein  Kreis- 

•TT 

bogen  kleiner  als— ,  AR  =  ma^  PN  =i  m.PM  und  J  der  Schnitt 

des   Radius   OR  mit   dem    Lot  in  iV  auf  PAf,  dann  ist  das  Ver- 

JVJ 

hältnis  -ßj  abhängig   von  a  und  m,    sehr    wenig   veränderlich, 

wenn  a  von  0  bis   -jj-  wächst,  dagegen  sehr  veränderlich,  wenn 

m  von  0  bis  -^  wächst.  Wenn  man  also  den  Wert  des  Verhält- 
nisses fQr  einen  Wert  von  m  kennt,  so  kann  man  für  einen  be- 
liebigen Bogen  a  den  Punkt  R  finden.  Der  begangene  Fehler 
kann  leicht  unter  ttjVtt  ^^^  Radius  gebracht  werden.  (Vgl.  F.  d. 
M.  XIX.  1887.  543.)  Lg. 
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C.  A.   Laisant.     Extrait  d'une  lettre.    Journ.  de  Math.  8p6c. 

(3)  II.  186-187. 

PI  Lemoinb.     Extrait  d'une  lettre,      ibid.  254  255. 
A.  Mannhkim.     Extrait  d'une  lettre,    ibid.  283-284. 

Die  beiden  ersten  Briefe  beziehen  sich  auf  eine  von  Herrn 
Mannheim  gestellte  Aufgabe:  „Gegeben  seien  eine  willkQrliche 
Gerade,  ein  Kreis  und  ein  Punkt  M  auf  dieser  Curve.  Von  dem 
letzteren  Punkte  aus  eine  solche  Sehne  MA  zu  ziehen,  dass  die 
Tangente  des  Kreises  in  A  und  die  Sehne  gegen  die  gegebene 
Gerade  gfeiche  Neigung  besitzen.  Es  giebt  drei  solche  Sehnen 
MA.  Sind  A,  jB,  C  ihre  Endpunkte,  so  bilden  die  Tangenten  in 
denselben  ein  gleichseitiges  Dreieck.''  Herr  Lemoine  zeigt  den 
Zusammenhang  dieser  Aufgabe  mit  dem  Steiner'schen  Satze,  dass 
durch  jeden  Punkt  einer  Ellipse  vier  Krümmungskreise  gehen. 
Herr  Mannlieim  erklärt,  dass  die  Aufgabe  durch  den  Aufsatz 
des  Herrn  Longchamps  über  das  Trifolium  veranlasst  sei  (J.  de 
M.  8p6c.  1887.  203).  Lp. 

It.  Lachlan,  J.  Bryens,  Matz.     Solution  of  question  914(5. 

Ed.  Times  XLIX.  36-37. 

Zwei  Kreise  mit  den  Radien  ^,  q*  schneiden  sich  in  /l,  B 
und  werden  von  einer  beliebigen  Geraden  in  den  Punkten 
(P,  0)»  (Ä,  S)  getroffen;  dann  ist: 

(AP .BP.AQ  ,  BQyg'  =  (AR  .  BR  .  AS . BS)/q'\ 
(AP.  BP.  AS.  BS)/ SP'  =  (AQ  .BQ  .AR.  BR)/QR\ 

Ein  allgemeinerer  Satz  von  Laguerre  steht  in  C.  R.  LX.  71-73. 

Lp. 

Jos.   Fürst.      Ueber  den   Zu8ainmenliang    des    Carnot'- 
scben  Lehrsatzes   mit   dem  Theorem    des   Ptolemaens. 

CMop.  XVII.  27.  (Böhmisch.) 

Leitet  den  letztgenannten  Satz  aus  dem  ersten  ab. 

Std. 


P«rtschr.  d.  Math.  XX.  2. 
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H.  KuNz.     üeber  Vielecke,  welche  einem  Krei«e  einge- 
schrieben und  einem  anderen  zugleich  nmgeachrieben 

siud.      Pr.  Real-Gymn.  Zwickau.  29  8. 

Mit  der  Aufgabe,  die  BedinguDgsgleichuDg  zwischen  den  Ra- 
dien und  dem  Mittelpunktsabstand  zweier  Kreise  zu  finden  für  den 
Fall,  dass  sich  dem  einen  Kreis  ein  beliebiges  Vieleck  einschreiben 
lässt,  welches  dem  anderen  gleichzeitig  umgeschrieben  ist  (beim 
Dreieck  die  bekannte  Euler'sche  Formel  rf*  =  fi'  — 2Är),  haben 
sich  Euler,  Fuss,  Steiner,  Jacobi  und  Richelot  beschäftigt.  Rosanes 
und  Pasch,  Poncelet,  Cayley,  M.  Simon  und  Moutard  haben  dieselbe 
weiter  gefasst  und  fQr  zwei  Kegelschnitte  durchgeführt.  —  Die 
Arbeit  beginnt  mit  diesen  geschichtlichen  Notizen  und  giebt  dann 
auf  Grund  der  Jacobi'schen  Abhandlung  in  J.  f.  Math.  III  eine 
zusammenhängende  und  ausführliche  Lösung  des  Problems 
fttr  die  beiden  speciellen  Fälle,  dass  es  sich  um  zwei  Kreise 
handelt,  welche  sich  nicht  schneiden.  Man  wird  dabei  (Ab- 
schnitt I  und  II)  auf  das  Additionstheorem  för  elliptische  Inte- 

grale  erster  Gattung  mit  dem  Modul  x'  =  . j  geführt,  wo 

A  den  Radius  des  grossen,  r  den  des  kleinen  Kreises  und  d  den 
Centralabstand  bedeutet.  Ist  R  und  x  gegeben,  so  erfdllen  für 
diesen  Modul  alle  Kreise  r  die  Bedingung,  welche  mit  R  dieselbe 

Potenzlinie   haben;    letztere  schneidet  auf  dem  Durchmesser  AB 

2Ä 
der  Centrale  das  grössere  Stück  JA  =  — ^   ab,    wodurch    sich 

X 

irgend  ein  Kreis  dieser  Schar  leicht  construiren  lässt.  Das 
genannte  Additionstheorem  führt  hier  auch  zu  dem  Poncelet'* 
sehen  Satz:  „Wenn  irgend  ein  Vieleck  einem  Kreise  einge- 
schrieben und  einem  anderen  völlig  innerhalb  des  ersteren  liegen- 
den umgeschrieben  ist,  so  giebt  es  unendlich  viele  solcher  Viel- 
ecke.'^ Hat  dasselbe  eine  gerade  Anzahl  von  Seiten,  so  schneiden 
sich  die  Verbindungslinien  je  zweier  gegenüberliegenden  Ecken 
in  einem  Punkt.  Abschnitt  III  leitet  zunächst  nach  Richelot  (J. 
für  Math.  V)  aus  der  für  das  n-Eck  geltenden  Bedingungsglei- 
chung die  für  das  2ft-Eck  geltende  und  darauf  speciell  die 
Formeln    für    das    Dreieck,    Viereck,    Fünfeck,    Sechseck    und 


Capitel  S.     UlemeDtare  Geometrie.  547 

Achteck  her.    Für  =  p    und  =  q  heissen  dieselben 

r  r 

der  Reihe  nach: 

(p-iX?-i)  =  i,     (p'-r(9'-i)  =  i, 

[1  -(p*  -  \Xq'-  !)]•  =  4p*q\p  -  !)(?-  1). 
[l_(p._  !)(,»_  1)]»  =  4p'gV-l)(?'-l), 
[l-(p»-l)(9»-l)]«  =  I6p«,«(p— !)(?'- !)• 
Neues  ist  danach  in  der  Arbeit  nicht  enthalten.  Lg. 


O.    ScHLÖMiLCH.       Bemerkung    über    doppelt    centrische 

Vielecke.      Schlömilch  z.  XXXIII.  191. 

Mit  Bezugnahme  auf  eine  specielle  Maximum-Aufgabe  beim 
Dreieck  und  Viereck,  welche  einem  Kreise  eingeschrieben  und 
einem  anderen  Kreise  gleichzeitig  umgeschrieben  sind,  wird  die 
entsprechende  Untersuchung  des  allgemeinen  Theorems  für  be- 
liebige „centrische  Vielecke''  angeregt.  . 

Lg. 

O.  Zimmermann.    Metrische  Relationen  am  Sehnen viereck. 

Hoppe  Arcb.  (2)  VIT.  64-98. 

• 

Im  Sehnenviereck  ABCD  schneiden  sich  AB  und  CD  in  P, 
BC  und  AD  in  Q,  AC  und  BD  in  iV.  Es  werden  durch  die 
Seiten  a,  b,c,  d  ausgedrückt  (und  umgekehrt):  1)  die  Lote,  welche 
man  von  A^  B,  C,  Z>,  P,  Q,  N  und  dem  Umkreiscentrum  M  auf  die  vier 
Seiten  und  von  den  Mitten  der  Seiten  auf  die  Gegenseiten  fällen 
kann ;  2)  die  Linien,  welche  die  Winkel  bei  iV,  P  und  Q  halbiren ; 

3)  die  Linien,  welche  iV,  P,  Q  mit  den  Mitten  von  a,  6,  c,  d  verbinden; 

4)  die  Radien  der  Um-,  In-  und  Ankreise  für  die  Dreiecke 
ABCy  ABD^  ABQ^  ABN  etc.  Zum  Schluss  werden  einige  Gruppen 
von  je  vier  Stücken  des  Sehnenvierecks  angegeben,  vermittelst 
deren  a,  6,  c,  d  und  der  Inhalt  J  nicht  ausgedrückt  werden  können, 
weil  zwischen  den  vier  Stücken  jeder  Gruppe  eine  Relation  be- 
steht, z.  B.  die  Lote  von  A^  0,  C,  D  auf  die  Diagonalen,  die  Radien 
der  den  vier  Dreiecken  ABC^  BCD,  CDA,  DAB  umgeschriebenen 

Kreise  u.  a.  m.  Lg* 
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A.  Strnad.     Ueber  das  Sehnentaiigentenviereck.     CMop. 

XVII.  10.  56.  (Böhmisch.) 

Enthält  eiuc  zusammeDfassende  üarstellung  der  wichtigsten 
Eigenschaften  dieses  Vierecks  auf  Grundlage  von  Arbeiten,  wie 
sie  Steiner,  Lieber  und  von  Luhmann,  Schlömilch,  ConsentioB, 
Schumacher  u.  a.  geliefert  haben,  wobei  vielfach  auch  formell 
wie  sachlich  Neues  geboten  zu  sein  scheint.   •  Std. 

« 

W.  GoERiNG.     Geometrische  Untersuchungen.     Pr.d.  Neu- 
städter Realgymnasioms  in  Dresden.  18  S. 

Referent  ist  mit  dem  Verfasser  über  die  vorliegende  Pro- 
grammschrift in  einen  Streit  geraten,  welcher  in  der  Hoffmann*- 
schen  Zeitschrift  1889  zum  Austrag  gebracht  wurde.  Mit  dem 
Hinweis  hierauf  diene  zur  Orientirung  des  Lesers,  dass  im  Teil  I 
zunächst  die  Specialffille  der  Potenzlinie  und  der  Aehnlichkeits- 
punkte  zweier  Kreise  besprochen  werden  und  im  Anschluss  hieran 
eine  Modification  der  Poncelet-Steiuer'schen  Lösung  des  Apolloni- 
schen Tactionsprobleros  gegeben  wird.  Der  Gedankengang  des  IL 
Teils  ist  folgender:  „Es  ergiebt  sich  zunächst  die  allgemeine 
Ueberzeugung  von  der  Notwendigkeit  der  Existenz  eines  Kreises, 
der,  die  drei  angeschriebenen  Kreise  ausschliessend,  den  einge- 
schriebenen Kreis  einschliessend  berührt.  Von  diesem  Kreise 
Iftsst  sieh  erweisen,  dass  1)  seine  Mitte,  2)  sein  Radius  mit 
demjenigen  des  Feuerbach'schen  Kreises  identisch  ist." 

Lg. 

M.  JoFFROY.    Nouveau  thöor^me  relatif  aux  circonfdrences 

tangentes.     Nouv.  Ann.  (3)  VII.  461-464. 

Die  acht  BerQhrungskreise  dreier  Kreise  lassen  sich  in  vier 
Gruppen  zu  je  zweien  so  combiniren,  dass  immer  der  eine  die- 
jenigen der  gegebenen  Kreise  einschliesst,  welche  der  andere 
ausschliesst.  Die  Centralen  der  vier  Paare  BerQhrungskreise 
gehen  durch  den  Potenzpunkt  der  gegebenen,  sie  bilden  einen 
Vierstrahl.  Der  hier  bewiesene  Satz  lautet  nun:  Sind  vier  Kreise 
gegeben,  so  bilden  die  vier  Vierstrahlen;  welche  man  in  der  an- 
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gegebenen  Weise  für  je  drei  dieser  Kreise  erhält,  bei  der  Kreu- 
zung noch  acht  andere  Vierstrahlen.  Lg. 


Sporkr.     Zum    Problem    des    ApoUonius.     Bökien  Mitt.  ii. 

196-198. 

Mit  Benutzung  eines  Httlfssatzes  über  zwei  Kreise  (Kugeln), 
welche  sich  durch  circulare  Inversion  in  gleiche  Kreise  (Kugeln) 
verwandeln  lassen,  wird  der  Satz  abgeleitet:  Es  giebt  acht 
Kreise,  welche  irgend  drei  gegebene  Kreise  Äf,,  JW^,  ilf,  berühren; 
dieselben  ordnen  sich  zu  vier  Paaren,  und  je  vier,  zwei  solchen 
Paaren  angehörige,  Kreise  haben  einen  weiteren  Kreis  A'  zum 
gemeinsamen  Berührungskreis.  Uies  giebt  sechs  Kreise  N  und 
diese  Kreise  werden  alle  mit  den  gegebenen  durch  einen  und 
denselben  Kreis  If  rechtwinklig  (oder  im  Durchmesser)  geschnitten. 
~   Der  Satz  wird  erweitert  und  auch  für  die  Kugeln  aufgestellt. 

Lg. 

P.  AuBERT.  Sur  un  systfeme  de  cercles  taugents  k  une 
circonförence  et  orthogonaux  a  une  autre  circonf^rerice. 

Bdinb.  M.  S.  Pröc.  VI.  33-38. 

Der  folgende  Satz  wird  bewiesen:  Wenn  zwei  Kreise  S 
und  2  gegeben  sind  mit  den  Mittelpunkten  o  und  oi,  den  Ra- 
dien r  und  ^,  f?  innerhalb  2  liegt,  w  innerhalb  S,  dann  berühren 
alle  Kreise  T,  welche  S  von  aussen  berühren  und  J  rechtwinklig 
sebneiden,  einen  dritten  festen  Kreis.  Zwei  Sätze  betreffs  der 
Kreisschar  T  werden  gegeben.  Gbs.  (Lp.) 

Jeffbry.  L  On  the  circles,  which  are  described  about 
the  four  circles,  escribed  and  inscribed  in  a  giveu 
plane  triangle,  taken  by  triads.  II.  On  the  circles, 
which  may  be  described  about  the  eight  small  circles 
of  a  sphere,  taken  by  triads,  which  are  inscribed  in 
the   trtangles  formed    by   three  planes  intersecting  in 

the   centre.       Qaart.  Jonrn.  XXIII.  180-197. 
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Es  werden  in  I.  die  Gleichungen  der  Kreise,  welche  die  Be- 
rtihrungskreise  eines  ebenen  Dreiecks  zu  je  dreien  berühren,  in 
Punktcoordinaten  aufgestellt  und  die  Mittelpunkte  und  Radien 
derselben  bestimmt.  Die  Resultate  stimmen  mit  denjenigen 
flberein,  welche  Referent  in  seiner  Programmarbeit  „die  Be- 
rOhrungskreise  eines  ebenen  Dreiecks  1884*^  auf  elementarem 
Wege  hergeleitet  bat,  sind  aber  nicht  so  voUstftndig  wie  die 
letzteren;  —  IL  behandelt  dieselbe  Aufgabe  fQr  das  sphärische 
Dreieck. Lg. 

E.  Cesaro.     Sur  les  cercles  inscrits  k  un  triangle. 

Noav.  Ann.  (3)  VII.  99-103. 

Mit  Hülfe  von  Trägheitscoordinaten  (vergl.  das  Referat  F. 
d.  M.  XIX.  1887.  550)  wird  der  Satz  bewiesen:  Die  Kiepert'sche 
Hyperbel  ist  die  complementare  Figur  fQr  den  Ort  der  Mittel- 
punkte derjenigen  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreiecke  so  ein- 
geschrieben sind,  dass  ihre  Axen  den  Axen  der  Steiner'schen 
Ellipse  parallel  sind.  Insbesondere  liegen  die  Complementaren 
der  Inkreiscentra  auf  jener  Hyperbel.  Lg. 


H.  BleichkA.      Ein   Satz    aus    der  Eiementargeometrie. 

Hoffmann  Z.  XIX.  415-418. 

Der  Satz  heisst:  Beschreibt  man  über  den  Höhen  eines 
Dreiecks  als  Durchmesser  Kreise  Kh  und  über  denjenigen  Seg- 
menten der  Höhen,  welche  zwischen  den  Ecken  und  dem  Höhen- 
schnitt liegen,  als  Durchmesser  Kreise  JiT«,  so  liegen  die  sechs 
weiteren  Schnittpunkte,  welche  die  drei  Kreise  Kk  mit  den  drei 
Kreisen  ÜT«  gemeinschaftlich  haben,  auf  einer  neuen  Kreis- 
peripherie K.  Lg. 

E.  ViGARiÄ.     G^omdtrie  dn  triangle.     fitude   bibliogra- 
phique  et  terniinoiogique.     Journ.  de  Math.  sp^e.  (3)  II.  9-13, 

57-61,  102-104.  127-131,  182-195,  199-202,  242-244,  276-278. 

Die  Arbeiten  über  die  Oeoraetrie  des  Dreiecks  haben  in  den 
letzten  Jahren  einen  solchen  Umfang  angenommen  und  so  viele 
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neue  BeneDnungen  gescbaffeD,  dass  eine  zusammeu fassende 
Uebersicht  über  die  Literatur  und  die  gebräuchlichen  Kuustaus- 
drücke  ein  dankenswertes  Unternehmen  ist.  Die  Reihe  von 
Artikeln,  in  denen  Herr  Vigari6  sich  dieser  Mühe  unterzieht,  hat 
'schon  im  vorigen  Jahrgange  des  Journ.  de  Math,  speciales  be- 
gonnen und  ist  im  gegenwärtigen  noch  nicht  abgeschlossen. 
Viele  von  den  citirten  Arbeiten  sind  in  den  F.  d.  M.  deshalb 
nicht  erwähut  worden,  weil  sie  in  wenig  zugänglichen  Zeit- 
schriften veröffentlicht  wurden.  In  Zukunft  wird  sowohl  das 
oben  erwähnte  Journal  wie  auch  das  J.  de  Math,  äl^mentaires 
regelmässig  benutzt  und  somit  eine  grosse  Lücke  der  Bericht- 
erstattung ausgefüllt  werden.  Es  ist  wohl  kaum  nötig  hinzuzu- 
fügen, dass  die  sehr  reichhaltige  Arbeit  des  Hrn.  Vigariä  manches 
Wichtige  aus  der  deutschen  Literatur  nicht  genügend  berück- 
sichtigt. Lp. 

E.   Lemoine  et   E.   Vigarie,      Note    sur    les    6l4ments 

Brocardiens.     Joutn.  de  Math,  elementaires. 

Es  handelt  sich  um  eine  genaue  Nomenclatur  und  Unter- 
scheidung der  beiden  Bröcard'schen  Punkte  (points  de  Brocard) 
und  deijenigen  Punkte,  qui  sc  d^duisent  d'un  point  k  quelconque 
du  plan  comme  les  points  de  Brocard  sc  d^duisent  du  point  de 
Lemoine  (Ass.  fran^.  1885,  F.  d.  M.  XVIL  1885.  547),  der  points 
Brocardiens,  endlich  um  die  sogenannten  droites  Brocardiennes. 

Lg. 

E.   Lemoine.      Notes  sur  diverses   questions  de  la  g4o- 

m^trie  du  triangle.     Ass.  FraD9.  GoDgres  d'Oran.  12  S. 

Eine  Ergänzung  und  Vervollständigung  der  Aufgaben,  welche 
der  Verfasser  schon  seit  mehreren  Jahren  der  Ass.  Fran^.  vor- 
gelegt hat.  Etwas  ausführlicher  ist  Aufgabe  V  behandelt:  Den 
Berührungskreis  der  drei  Kreise  zu  zeichnen,  welche  durch  die 
Ecken  eiqes  Dreiecks  so  gelegt  sind,  dass  sie  sich  zu  je  zweien 
berühren.    No.  XII  giebt  eine  einfache  Construction  des  Lemoine'* 
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sehen     und    desjeDigen    Punktes,     dessen    Normal -CoordinateD 
111., 
a* '  6* '    c'  Lg. 

H.  Lieb  KR.     lieber  den   Brocard'schen   Kreis.     Stettin.  Pr, 

(No.  137.)  11  S. 

Die  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  Programmarbeiten  von 
1886  und  1887  und  bringt  im  Abschnitt  VII  zunächst  eine  Ver- 
vollständigung der  Sätze  über  den  Tucker'schen*  Kreis.  VIII  be- 
handelt die  beiden  Dreiecke,  welche  entstehen,  wenn  der  Bro- 
card'sche  Winkel  an  die  Dreiecksseiten  nach  aussen  angetragen 
wird,  IX  die  gleichseitige  Hyperbel  der  neun  Punkte.  In  X 
werden  17  von  Hrn.  Emmerich  herrührende  Dreiecksaufgaben  zu- 
sammengestellt, in  welchen  das  Dreieck  aus  gewissen  ausge- 
zeichneten Punkten  zu  construiren  ist,  in  XI  endlich  werden  die 
Resultate  mitgeteilt,  welche  Herr  Artzt  in  seinen  Programm- 
schriften Recklinghausen  1884  und  1886  veröffentlicht  hat  (cf. 
F.  d.  M.  XVIII.  18K6.  473).  —  Die  verdienstliche  Arbeit  wird 
jedenfalls  ihren  Zweck  erfüllen,  „durch  eine  übersichtliche  Zu- 
sammen-stellung  der  hauptsächlichstea  Sitze  weiteren  Kreisen 
Gelegenheit  zu  geben,  die  neueren  Untersaehungea  Aber  das 
Dreieck  näher  kennen  zu  lernen.**  Lg. 


W.  Führmann.      Berichtigende    Notiz    zum    Aufsatz    I. 

Hoppe  Arch.  (2)  VI.  218. 

Es  handelt  sich  um  den  Irrtum  in  Bezug  auf  die  Autor- 
schaft des  Brocard'schen  Winkels;  cf.  F.  d.  Math.  XIX.  1887.  547. 

-_ Lg. 

R.  W.  Gbnese.      Geometrical    demonstration    of  Feuer- 
bach's    theorem     concerning    the    nine-poiut    circle. 

London  M.  8.  Proc.  XIX.  216-21». 

Mehrfach  sind  in  dem  letzten  Decennium  möglichst  einfache 
elementar  •  geometrische  Beweise  des  interessanten  Satzes  der 
Dreiecks-Geometrie  geliefert.     Auch  dieser  Beweis  ist  elementar 
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und  rein  geometrisch.  Sind  X  und  Z  die  Berührungspunkte  des 
Inkreises  auf  BC  bezw,  AB^  ferner  P  und  R  die  Mitten  der 
ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  durch  BC  bezw.  AB  bestimmten 
Bögen  des  Kreises  der  neun  Punkte,  so  schneiden  sich  PX  und 
RZ  unter  einem  Winkel,  von  dem  bewiesen  wird,  dass  er  gleich 
^ß  ist,  und  dass  also  sein  Scheitel  T  auf  dem  Inkreise  liegt. 
Femer  zeigt  sich,  dass  T  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise 
iat,  wodurch  dann  der  Beweis  erbracht  ist.  Seht. 

M.   F.   Farjon.      Note   sur   une    propridtd  du  cercle  des 
netif  points,     Nout.  Adh.  (3)  Vll.  288.292. 

Die  Ecken  eines  stumpfwinkligen  Dreiecks  ABC  können  als 
die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  und  Diagonalen  von  unend- 
lich yielen  Kreisvierecken  betrachtet  werden  in  dem  Kreise  mit 

dem  Badius  ^  =  yA'V  um  den  Höhenpunkt  J7,  wo  V  und  V 
die  Abschnitte  einer  beliebigen  Höhe  sind.  Sind  M  und  N  die 
Mitten  zweier  Gegenseiten  eines  solchen  Vierecks,  so  ist  der 
geometrische .  Ort  für  die  Mitte  P  von  MN  (den  Eckenschwer- 
punkt des  Kreisvierecks)  der  Feuerbach'^sche  Kreis.  Beim  spitz- 
winkligen Dreieck  werden  die  Viereke  imaginär;  es  giebt  aber, 
doch  stets  einen  entsprechenden  reellen  Punkt  P,  dessen  Ort  der 
Fenerbach'sche  Kreis  ist.  Lg. 


J.  Wilson.     The  nine-point  circle.     Ediob.  m.  s.  Proc.  vi. 

38-40. 

J.  Hermes.     Neuer  Punkt  und  Gerade  in  der  Dreiecks- 
ebene.    Hoppe  Arch.  (2)  VI.  437-442. 

1.  Sind  O^Oa^  Ot.Oc  die  ßerfihrungskreiscentra,  L,  L«,  L»,  Lc  die 
Schnittpunkte  der  Ecktransversalen  nach  den  Berührungspunkten 
je  eines  BerQhrungskreises^  so  schneiden  sich  OL,  OaL^^  ObL^^  OcLc 
in  einem  Punkt  auf  der  Euler'scben  Geraden.  « 

2.  Der  Berührungspunkt  T  des  Feuerbacb^scben  und  des  In- 
kreises, der  Mittelpunkt  L  des   Brocard'schen    Kreises   und  der 


554     VIII.  AbBobnftt.    Reine,  elemeDtare  u.  synthetische  Geometrie. 

Tarry'sche  Punkt  für  das  aas  den  BerOhrangspunkten  von  O  ge- 
bildete Dreieck  liegen  auf  einer  Geraden.  Lg. 


R.   TUCKER.      On   Isoscelians.     London  M.  8.  Proc.  XIX.  168-170. 

Sind  X  und  Y  zwei  Punkte  auf  den  Seiten  AB  und  AC  eines 
Dreiecks  ABC^  so  heisst  hier  XY  eine  „Isoscelian",  wenn  das 
Dreieck  AXY  gleichschenklig  ist  mit  dem  Schenkel  XF,  und  zwar 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  X  oder  F  Spitze  ist.  Die  Be- 
trachtung dieser  Linien  führt  auf  einen  Punkt,  welcher  in  ge- 
wisser Beziehung  das  Analogen  ist  zum  Lemoine'schen  Punkt. 
Je  drei  dieser  Linien  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Ecken  auf  dem 
Umkreise  resp.  auf  den  Seiten  von  ABC  liegen.  Lg. 


8.  Roberts,  J.  Neüberg,  W.  J.  C.  Sharpe.     Solution  of 
questions  9093  and  9170.    Ed.  Times  XLViir  37-30,178-182. 

Die  Seiten  eines  Dreiecks  werden  durch  eine  beliebige  Kreis- 
linie geschnitten;  die  ausgeschnittenen  Sehnen  werden  als  die 
Durchmesser  dreier  neuen  Kreise  benutzt;  dann  ist  der  Potenz- 
punkt dieser  drei  Kreise  der  „conjugirt  isogonale**  bezüglich 
des  Dreiecks  zum  Mittelpunkte  des  ersten  Kreises.  Der  ent- 
sprechende Satz  gilt  für  das  Tetraeder  und  eine  beliebige  Kugel. 
Ein  speciellerer  Satz  wird  für  die  Orthogonalkugel  der  vier 
Kugeln  aufgestellt,  welche  die  Schnittkreise  der  Umkugel  eines 
Tetraeders  mit  den  vier  Seitenflächen  zu  Hauptkreisen  haben. 
Hr.  Sharpe  zeigt  die  Gültigkeit  der  Sätze  für  die  „Simplicissima* 
des  n- dehnigen  Raums.  Lp. 

J.  Neüberg,  S   Roberts.      Solution    of  question   9114. 

Ed.  Times  XLVIII.  39-40 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  0  ziehe  man  die  Geraden 
0A\  0B\  OC  gleich  den  Seiten  BC,  CA^  AB  eines  gegebenen 
Dreiecks  unter  den  Winkeln  XOA'  =  A,  XOB'  =  B,  XOC  =  C 
gegen  eine  durch- 0  gehende  Axe  OX.  Dann  liegen  A'j  B\  C 
auf  einem  Kreise,  der  dem  Umkreise  von  ABC  congruent  ist; 
die  Seiten  des  Dreiecks  A\  B\  C  sind  doppelt  so  gross  wie  die 
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Abstände  der  Seitenmitten  des  Dreiecks  ABC  von  den  Fuss- 
punkten  der  entsprechenden  Höhen.  Die  Gerade,  welche  0  mit 
dem  Schwerpunkte  von  A'B'C  verbindet,  bildet  mit  OX  einen 
Winkel,  der  zum  Brocard'schen  Winkel  von  ABC  complementar 
ist.  Zu  einem  gegebenen  Dreieck  A'B'C  giebt  es  drei  ent- 
sprechende Dreiecke  ABC^  und  die '  drei  correspondirenden 
Punkte  0  bilden  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks. 

Lp. 

J.   Nbuberg,  J.  Betbns.     Solution  of  question  8755. 

Ed.  Times  XL VIII  78-80. 

Man  verlängere  die  Höhen  eines  Dreiecks  ABC  Aber  die 
Ecken  hinaus  um  AA'  =  BC,  BB'  =  CA,  CC  =  AB,  so  haben 
die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  denselben  Schwerpunkt.  Sind  a 
und  a'  die  Brocard'schen  Winkel  beider  Dreiecke,  so  ist 

A'B'C  =  ABC(2  +  cotg  a), 

(A'By  +  (B'Cy  +  (CA'y  =  4  ABC^S  +  2cotga), 

,        2cotga4-3 

cotfi:  a'  = — ■ — 7  • 

^  2cotga  +  4 

Die  Punkte  A,  B,  C  sind   die   Mittelpunkte   der  nach  innen 

über  den  Seiten  von  A'B'C   errichteten   Quadrate.     Die  Mitten 

der  Seiten   von  A'B'C   sind  die  Mittelpunkte   der  nach   aussen 

über  den  Seiten  von  ABC  errichteten  Quadrate.  Lp. 


T.  C.  SiMMONS,  J.  Bbybns.     Solution  of  question  8821. 

Ed.  Timea  XLVIII.  61. 

Es  seien  ABC  ein  im  positiven  Sinne  bezeichnetes  Dreieck, 
(o  und  to'  bez.  sein  positiver  und  sein  negativer  Brocard'scher 
Punkt,  K  sein  Lemoine'scher  Punkt.  AK,  Ato^  Aw'  treffen  BC 
bezw.  in  X,x,x';  Y^y,y'  und  Z,  a^  x!  liegen  entsprechend  auf 
CA,  AB,  Dann  sind  z'Y,  Zy  beide  parallel  zu  BC]  ähnlich  fttr 
die  entsprechenden  Linien-  Lp. 


J.  Neubbrg,   R.  f.  Davis.     Solution  of  question  9303. 

Ed.  Times  XLIX.  38-89. 
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lieber  den  Sekeo  eines  Dreiecks  ABC  werden  drei  ftfanliehe 
Dreiecke  constrnirt:  BCD^  CAE^  ABE.     Die  Summe 

DE*  +  BF'  +  FD' 
ist  ein  Maximum,  wenn  D,  E,  F  die  Ecken  des  ersten  Brocard'- 
sehen  Dreiecks  sind.  Lp. 

•  

Zahradnik.     Ueber  einige  Winkel-  und  Längenrelationen 

am    Dreiecke.      Hoppe  Archiv  (2)  VI.  415-423 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  einen  Kreis  und  in  demselben 
eine  Sehne  A^  A^.  Man  hat  dann  zwei  Kreise,  von  denen  jeder 
A^  A^  in  der  Mitte  und  den  gegebenen  Kreis  berQhrt  Nach  Auf- 
stellung einiger  hier  stattfindenden  Relationen  wird  angenommen, 
dass  die  Sehne  il,  il,  eine  Function  ihrer  Richtung  sei;  und 
es  werden  dann  die  Curven  untersucht,  welche  die  Mittelpunkte 
der  beiden  vorerwähnten  Kreise  bei  dieser  Bedingung  beschrei- 
ben. Hierauf  wird  in  den  zu  Anfang  erwähnten  Kreis  ein  Drei- 
eck A^  A^  J,  gezeichnet;  man  hat  dann  drei  Sehnen  A^A^^  ^i^}> 
A^A^  und  drei  Paare  solcher  Berilhrungskreise,  wie  zuerst  an- 
gegeben. Hierdurch  entsteht  eine  etwas  complicirtere  Figur,  die 
näher  betrachtet  wird.  Es  werden  hierbei  auch  einige  schon 
von  früher  bekannte  Sätze  am  Dreieck  hergeleitet.  Mz. 


A.  Wkrnicke.     Goniometrie  und  GrundzUge  der  Trigo- 
nometrie   innerhalb    der  Ebene.      Für  obere  Klassen 

höherer  Lehranstalten.    Braunschweig.  G.  A.  Schwetschke  &  Soho. 

Das  Buch  behandelt  A)  auf  118  Seiten  clie  Goniometrie  und 
B)  auf  den  letzten  41  Seiten  die  ebene  Trigonometrie  innerhalb 
der  fflr  Gymnasien  gezogenen  Grenzen  und  will  ^nicht  durch 
Erweiterung  der  Schulpensen,  sondern  durch  die  Art  der  Be- 
tuindlung  die  thatsächlich  noch  vorhandenen  Lücken  zwischen 
Schulmathematik  und  Universitätsmathematik*'  ansfDllen.  Ver- 
fasser legt  auf  den  systematischen  Aufbau  des  Vorgetragenen 
das  Hauptgewicht.  Es  werden  im  ersten  Abschnitt  zunächst  die 
verschiedenen  Masssysteme  fOr   Winkel,   Teile  des  Voll  winkeis, 
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Sectoren-,  Bogen-  und  Sehnen-Mass  besprochen  und  an  letzteres 
das  Ptolemaeiscbe  Ädditionstheorem  fSr  Sehnen  angesohlossen. 
Das  Verhältnis  der  halben  Sehne  zum  Radius  und  dasjenige 
ihres  Abstandes  vom  Mittelpunkt  zum  Radius  geben  andere 
Winkelmasse  und  leiten  zum  Sinus  und  Cosinus  Ober.  S.  27 
werden  diese  Functionen  am  rechtwinkligen  Dreieck  definirt,  und 
dann  wird  bis  S.  56  nicht  grade  sehr  abweichend  von  der  herge- 
brachten Form  die  Goniometrie  erledigt.  Eine  ausführliche  Be- 
handlung erfahren  alsdann  die  graphische  Darstellung  der  Func- 
tionen (59-70>  die  Theorie  des  Hülfswinkels  (74-81),  die  Moivre'- 
scbe  Formel  (82-97),  die  goniometrischen  und  cyklometrischen 
Functionen  sowie  der  Logarithmus  in  ihren  Beziehungen  zur 
Exponentialfunction  (97-114).  Zu  bemerken  ist  S.  88  die  Be- 
handlung der  Gleichung  «^^  ^  + 1»  welche  auf  die  Construction 
des  regulären  17 -Ecks  führt,  S.  93  die  Dreiteilung  des  Winkels 
und  das  delische  Problem  von  der  Verdoppelung  des  Würfels 
mit  HOlfe  einer  festen  Parabel.  Convergenzbetrachtungen  werden 
bei  den  Reihen  nicht  angestellt.  Der  zweite  Teil  unterscheidet 
sich  weder  dem  Inhalt  noch  der  Form  der  Darstellung  nach 
wesentlich  von  anderen  Lehrbüchern  der  Trigonometrie.*  Wie 
auf  dem  Titel  besonders  hervorgehoben  wird,  ist  bei  der  Aus- 
stattung des  Buches  auf  die  Anforderungen  der  modernen  Schul- 
hygiene besondere  Rücksicht  genommen.  Lg. 

K.  Nies.     Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  für  den 

Schulgebranch.      Darmstadt.  A.  Bergaträflser.  VI  o.  78  S.  gr.  8\ 

Dieses  Buch  enthält  die  Goniometrie  und  Trigonometrie  der 
Ebene  in.  klarer  Darstellung.  Am  Schlüsse  ist  eine  ganze  Reihe 
durchgerechneter  Beispiele  zugefügt,  so  dass  das  Buch  dem  Lehrer 
beim  praktischen  Gebrauch  recht  gute  Dienste  thun  kann.  Eine 
gute  Ausstattung  gereicht  dem  Buche  gleichfalls  zur  Empfehlung. . 

Mz. 

T.  M.  Blaksler.     Aoademic  trigonometry.    Boston.  38  s.  12». 


558     VIII.  AbBchnitt.    Reioe,  elementare  a.  synthetische  Geometrie. 

O.  Ru880.     Eapresaioni  diverse  dell'  area  di  un  triangolo. 

Monografia.     Napoli.  Tip.  A.  Trani.  27  S. 

Nach  den  gewöhDiicben  Methoden  der  elementaren  Trigono- 
metrie beweist  der  Verfasser  eine  grosse  Zahl  von  Aasdrficken 
fttr  den  Inhalt  ^ies  ebenen  Dreiecks;  viele  derselben  sind  be- 
kannt, andere  sind  vielleicht  neu.  Von  den  gefundenen  Formehi 
durften  einige  bei  der  Lösung  mancher  Aufgaben  nOtzlicb  sein, 
von  anderen  hat  der  Berichterstatter  den  Nutzen  nicht  einsehen 
können,  so  z.  B.  von  der,  in  welche  alle  Seiten  und  alle  Winkel- 
halbirenden  eingehen.  La.  (Lp.) 


E.  Gelin.  Calcul  des  lignes  trigonom^triques  des  eres 
du  premier  quadrant,  de  trois  en  trois  degnSs.  Mathesi« 
VIII.  Sappl.  IIL  7  S.  Mn. 


Seipp.     üeber  trigouometrisebe  Functionen  von  Winkel- 
summen und  über  Relationen  zwischen  Polygonwinkelu. 

Ho|>pe  Arch.  (2)  VII.  27-33.' 

Es  werden  sinnio  und  cosnio  ohne  ZuhQlfenahme  der  Moivre'- 
sclien  Formel  entwickelt  und  dann  Beziehungen  aufgesucht, 
welche  sich  als  Erweiterungen  der  bekannten  Formeln 

s\n2a+^\Ti2ß  +  B\n2y  =  4siDasinj9sin7/ 
und 

cos2a  +  cos2/y-f  C08  2y  =  —  1  —  4co8acosi9cosy 
f&r  das  Dreieck  darstellen.  Lg. 


R.  GöTTiNG.  üeber  die  Aufgabe:  Einen  Punkt  L  zu 
bestimmen,  dessen  Entfernungen  von  3  gegebenen 
Punkten  A,  5,  C  sich  .wie  3  gegebene  gerade  Linien  o,6,c 

verhalten.     Pr.  Gymn.  Torgau.  30  S. 

Bei  der  leicht  auszuführenden  geometrischen  Constmction 
der  Aufgabe  findet  der  Verfasser  nichts  wesentlich  Keues,  da- 
gegen erscheint  ihm  die  algebraische  Behandlung  neu.    Er  findet 
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u.  a«  Iril  =  ai,  LB  =;  6/,  LC  ==  et  für 


__  y2üaa^ißßBiny 


Va^8in2o  +  6«8in2/?  +  c*8in2y±2^ 
(2  Auflösungen)  und 

wo  ^  der  Inhalt  des  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten  a,  6,  c  und  x 
der  Winkel  ist,  welchen  LA  mit  der  Winkelhalbirenden  von  A 
bildet.  Die  Arbeit  ist  überhaupt  nur  für  solche  gemacht,  welche 
eine  eingehende  Behandlung  derartiger  Aufgaben  erst  noch  lernen 
wollen,  und  daher  wird  namentlich  die  Notwendigkeit  einer  fort- 
währenden BerQcksichtigung  der  möglichen  Lagen  und  der  da- 
mit im  Zusammenhang  stehenden  Wahl  der  Vorzeichen  überall 
hervorgehoben.  Lg. 

R.  Caspar.     Beweis  eines  Dreieckssatzes.     Hoppe  Arcb.  (2) 

VII.  109-110. 

Die  bekannte  Relation  r'  — 2r^  =  d*  zwischen  den  Badien 
des  umbeschriebenen  und  des  einbeschriebenen  Kreises  und  dem 
Abstand  ihrer  Mittelpunkte  wird  durch  zweimalige  Anwendung 
des  erweiterten  Pythagoreischen  Lehrsatzes  bewiesen. 

R.  M. 

E.  Gblin.     Questions  diverses  de  trigonom^trie.  Mathesia 

Vm.  Sappl.  IV.  lös.  Mn. 


C.  L.  Gkrling.      Die   Pothenot'sche   Aufgabe    in    prak 
tiscber  Beziehung  dargestellt.     2^^  Ausg.    Marburg  vi 

54  S.  gr.  80. 

M.  Cantor.      Ueber    eine    Proportion   aus  der   elemen- 
taren Geometrie.    Schiömiioh  z.  xxxiii.  119. 

Folgender  Satz   wird    bewiesen:    Schneidet  eine  Ebene  die 
Axen    eines    rechtwinkligen    Raum-Coordinateusystems   in    den 
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Punkten  X,  K,  Z,  und  sind  $,  17,  t  die  Winkel  des  Dreiecks  X  YZ 
resp.  an  den  Ecken  X,  Y^  Z,  so  besteht  die  Proportion : 

j; :  y  :  2  =  Vcorgg  :  |/cotgi}  :  VcotgC, 
\i^o  dP  =  OX,  y  =:  OY,  %  =  OZ   und   0   der   Anfangspunkt   des 
Coordinatensystems  ist.  Mz. 


Stolz.     Ueber  die  anschauliche  Vergleich ung  der  ebenen 
Vielecke   und    der    Prismen.       Zeittcbr.    r    d.  öetr.  Gymn. 

XXXIX.  Jahrg.  1888.      •         » 

Der  Herr  Verfasser  beweist  Sätze  fiber  Gleichheit  von  Viel- 
ecken und  Prismen,  indem  er  die  Definitionen  voranstellt:  Zwei 
ebene  Vielecke  sind  einander  gleich,  wenn  sie  entweder  eon- 
gruent  sind,  oder  aus  gleich  vielen  Stocken  bestehen,  die  paar- 
weise eongruent  sind.  Und:  Ein  Vieleck  beisst  grösser  als  ein 
anderes,  wenn  das  erstere  neben  den  Teilen  des  letzteren  noch 
andere  enthält.  Mz. 

G.  Hauck.     Lehrbuch  der  Stereometrie,     Auf  Grnnd  von 
F.  Kommereirs  Lehrbuch  neu  bearbeitet  und  erweitert 

von    G.   Hauck.      6^®  Auflage.      Tfibiogeo.  H.  Lanpp. 

Von  den-  sachlichen  Aenderungen,  über  welche  in  der  Ein- 
leitung Rechenschaft  gegeben  wird,  sei  die  Bearbeitung  der 
Rechenaufgaben  im  Anhang  des  III.  Buches  hervorgehoben,  wo 
statt  der  siebenstelligen  die  hier  allein  zweckmässigen  fünf- 
stelligen Logarithmen  benutzt  und  überall  die  neuen  Masse  und 
Gewichte  zu  Grunde  gelegt  wurden.  —  Referent  hat  das  von 
der  Kritik  als  vorzüglich  anerkannte,  anregende  Buch  mit  Ver- 
gnügen und  Vorteil  benutzt  und  kann  dasselbe  gleichfalls  nur 
empfehlen.  Durchsichtigkeit  des  Lehrgebäudes,  Klarheit  in  den 
Definitionen,  Eleganz  im  Beweise,  zweckmässige  Anordnung  der 
zahlreichen,  in  anderen  Büchern  vernachlässigten  stereometrischen 
Gonstructionsaufgaben,  genaue  nach  bestimmtem  Systeme  ge- 
zeichnete Figuren  erscheinen  als  seine  HauptvorzUge.  Eigentüm- 
lich ist  die  Definition    von    Gylinder   und  Kegel  bloss  als  Um- 
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drehuDg8körper,  wodurch  die  sehiefeu  Gylinder  und  Kegel  von 
der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden.  Im  übrigen  wird  man 
nichts  vermissen,  was  ^onst  in  stereometrischen  Lehrbüchern  ab- 
gehandelt wird,  wohl  aber  vieles  Neue  finden,  so  namentlich  in 
den  Anhängen  des  IL  und  III.  Buches  unter  den  Lehrsätzen  und 
Aufgaben  über  Kugel,  Vielkant  und  Polyeder,  wobei  die  regu- 
lären und  halbregulären  Körper  besonderes  Interesse  erregen. 
In  der  Terminologie  ist  die  glückliche  Wahl  kurzer  und  treffen* 
der  Ausdrücke  (Quader,  Keil,  Trommel  etc.)  zu  bemerken. 

^_  Lg. 

E.  Cesaro.      Forme  poHedriche   regolari    e  semiregolari 

in   tUttl   gli   spazii.      Lieboa  Mem.  (1888). 

In  dem  ersten  Teile  dieser  Abhandlung  beweist  der  Verfasser 
die  beiden  folgenden  Sätze: 

1.  Es  giebt  nur  achtzehn  Arten  von  Polyedern,  bei  denen 
die  Seiten  von  derselben  Ordnung  in  jeder  Ecke  mit  gleicher 
Anzahl  zusammenstossen. 

2.  Es  giebt  nur  achtzehn  Arten  von  Polyedern,  bei  denen 
die  Ecken  von  derselben  Ordnung  sich  an  jeder  Fläche  in 
gleicher  Anzahl  befinden.  Hierbei  ist  anzumerken,  dass  der  Ver- 
fasser unter  „Ordnung"  einer  Seite  oder  einer  Ecke  die  um  2 
verminderte  Anzahl  der  Kanten  versteht. 

Im  zweiten  Teile  der  Abhandlung  zeigt  der  Verfasser,  dass 
alle  Polyeder,  mit  denen  er  sich  im  ersten  Teile  beschäftigt  hat, 
durch  sehr  einfache  Operationen  aus  einander  ableitbar  sind. 
Die  Untersuchung  dieser  letzteren  führt  ihn  auf  den  Vorschlag 
einer  neuen  Benennung^  um  sie  darzustellen. 

Im  dritten  Teile  weist  der  Verf.  nach,  dass  die  Polyeder  in 
Netze  von  Geraden  ausarten  können,  die  er  ermittelt. 

Im  vierten  Teile  erforscht  der  Verfasser  die  Polyederformen 
in  dem  Räume  von  n  Dimensionen.  Tx.  (Lp.) 


E.  Cesaro.     Tabl'e^u  des  d^rivations  cristallographiques 
dans  le  premier  Systeme.     Darboux  Bull.  (2)  Xll.  270-272. 

Fortachr.  d.  Math.  XX.  3.  36 
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Es  werden  die  Namen  der  aus  einander  ableitbaren  ErjstaU- 
formen  derart  in  einer  symmetrischen  Figur  zusammengestellt, 
dass  durch  verbindende  Linien  die  Ableitung  und  durch  Buch- 
staben die  Art  der  Ableitung  angedeutet  wird.  Eine  Figur  Ter- 
anschaulicht  auf  diese  Weise  die  gemeinsame  Ableitung  von 
Körpern  aus  Würfel  und  Oktaeder,  eine  zweite  die  aas  dem 
doppelt  gesetzten  Tetraeder.  Die  Wirkung  von  zwei  combinirten 
Ableitungs  -  Operationen  lässt  sich  alsdann  durch  Formeln  an- 
geben, welche  sich  auf  drei  verschiedene  Typen  reduciren. 

_____  Schg. 

F.  Panizza.     Nota  sui  poHedri  regolari  e  semi-regolari 

COnvessi.      Besso  Per.  mat.  III.  80-82,  109-118. 

Auf  der  Grundlage  der  von  Euter  entdeckten  Beziehung 
zwischen  der  Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten  eines 
Polyeders  und  des  Satzes:  „Bei  jedem  Polyeder  ist  die  Anzahl 
der  Kanten  halb  so  gross  wie  die  Anzahl  der  ebenen  WinkeP, 
gelingt  dem  Verfasser  auf  sehr  einfache  Weise  die  Herleitung 
der  regelmässigen  und  der  halbregelmässigen  Polyeder. 

La.  (Lp.) 

J.  WoLSTBNHOLMB,  S.  AiTAR.     Solutioii  of  question  9430. 

Ed.  Times  XLIX.  88-89. 

Bei  einem  Tetraeder  mögen  die  Winkel  der  begrenzenden 
Dreiecksflächen  mit  a,  /},  y  bezeichnet  werden,  und  zwar  alle 
Gegenwinkel  von  OA  und  BC  mit  a,  von  OB  und  CA  mit  /?,  von 
OC  uod  AB  mit  y\  die  Winkel  bei  0  werden  mit  dem  Index  I, 
die  bei  A^  B,  C  mit  den  Indices  2,  3,  4  versehen.   Ist  nun 

«I  +^1  +  /l     =   ««  +  A  +^2    =    ^1 

80    folgt 

y8  +  «2— A  ==ya  +  03— A»  «8+A-"y«  =  04+A  — n- 

Lp. 

S.  Tebay,  J.  Wolstenholmk.     Solution  of  question  9090. 

Ed.  Times  XLVIIL  25-26. 
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Man  bezeichne  mit  a,  b,  c  drei  in  einer  Ecke  eines  Tetraeders 
zusammenstOBsende  Kanten,  mit  x,  y^  %  die  Gegenkanten,  mit 
A^  B^  C,  2,  y,  Z  die  diesen  Kanten  gegenüberliegenden  Flächen- 
winkel, mit  ilj,  il„  il,,  A^  die  Flächeninhalte  der  Seiten,  end- 
lich sei 

M  =  (1 — cos'2 — co8*r— cos'Z  — 2co8JCco8  FcosZ)*, 
80  ist  das  Volumen 

V  =  \{2MA,A^A^A;)\  =  f  ilj  :(a?cotgil  +  ycotgB-f»cotgC). 

Lp. 

LucKB.  Geometrisch  anschaulicher  Beweis,  dass  die  Cotes'- 
sehe  Formel  fUr  Körper  gilt,  welche  durch  Umdrehung 

einer  Curve  von  der  Gleichung  y  =  yo'+frx+nx'-l — a?* 
um  die  X-Axe  entstehen,  insbesondere  für  das  Neiloid. 

Hoffmann  Z.  XIX.  10-15. 

Es  werden  zwei  congruente  Rotationsneiloide  (durch   Rota- 

1 

tion  der  Neirschen  Parabel  ^*  =  —  x^  entstandene  Körper)  mit 

c 

parallelen  aber  entgegengesetzt  gerichteten  Axen  zwischen  zwei 
parallele  Ebenen  gestellt,  und  dann  wird  gezeigt,  dass  ihre  Summe 
gleich  einem  Rotationshyperboloid  ist;  entsprechend  fUr  den  all- 
gemeinen Fall.  Das  Resultat  ist  eine  Folge  der  eigentümlichen 
Addition  zweier  entsprechenden  Querschnitte,  indem  die  3^®°  Po- 
tenzen der  Abscissen  a?*-f  (ä — «)'  verschwinden.  -—  Die  Herren 
A.  Schmidt  und  Gusserow  machen  S.  87  und  88  in  Bezug  hierauf 
Prioritätsansprüche  geltend.  Lg. 


D.  Besso.     Teoremi  sul  tronco  di  prisma.     Besao  Per.  mat. 

III.  175-179. 

I.  Der  Inhalt  eines  schief  abgestumpften  geraden  Prismas, 
dessen  Basis  ein  regelmässiges  Vieleck  oder  ein  Vieleck  von 
gerader  Seitenanzahl  mit  gleichen  und  parallelen  Gegenseiten 
ist,  wird  durch  das  Product  aus  der  Basis  und  aus  dem  arith- 
metischen Mittel  der  Seitenkanten  gegeben.     II.  Wenn  eine  der 

36* 
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Grundflächen  eines  Prismenstumpfes  ein  regelmässiges  Vieleck 
ist,  so  ist  die  durch  den  Mittelpunkt  dieses  Polygons  parallel 
zu  den  Seitenkanten  gelegte  und  in  den  beiden  Grundflächen 
endigende  Strecke  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  Seiten- 
kanten. La.  (Lp.) 

S.  Roberts.     On  the  analognes  of  the  nine-point  circle 
iu  Space  of  three  dimensions,  and  connected  theorems. 

London  M.  S.  Proc.  XIX.  152-161. 

Von  den  verschiedenen  möglichen  Verallgemeinerangen, 
welche  ddr  Kreis  der  neun  Punkte  im  Baume  besitzt,  behandelt 
der  Verfasser  hier  eingehend  zwei.  Die  erste  nimmt  ihren  Aus- 
gang in  einem  Satze  über  zwei  isogonale  Punkte  des  Dreiecks. 
So  heissen  zwei  Punkte,  wenn  beide,  mit  jeder  Ecke  des  Drei- 
ecks  verbunden,  Linien  liefern,  deren  Winkel  von  der  betreffen- 
den Winkelhalbirenden  des  Dreiecks  halbirt  werden.  Solche 
isogonalen  Punkte  sind,  worauf  es  hier  ankommt,  auch  der  Höhen- 
Schnittpunkt  und  der  Mittelpunkt  des  Umkreises.  Man  denke 
sich  nun  zwei  isogonale  Punkte  als  Mittelpunkte  zweier  Kreise 
dergestalt,  dass  jeder  die  drei  Kreise  rechtwinklig  schneidet, 
welche  die  von  dem  anderen  Kreise  auf  den  Dreiecksseiten  ge- 
bildeten Sehnen  zu  Durchmessern  haben.  Dann  erhält  man 
durch  die  von  den  beiden  Punkten  auf  die  Seiten  gefällten  Lote 
sechs  Fusspunkte,  welche  auf  eineni  Kreise  liegen,  dessen  Cen- 
trum die  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten  ist,  und  der  mit 
den  beiden  Kreisen  dieselbe  gemeinsame  Sehne  hat.  Ist  einer 
der  beiden  Kreise  der  Umkreis,  so  ist  der  andere  der  polare 
Kreis  und  der  abgeleitete  Kreis  der  der  neun  Punkte.  Dieser 
Satz  lässt  sich  nun  genau  auf  ein  Tetraeder  fibertragen,  wenn 
man  Tetraeder  statt  Dreieck,  Kugel  statt  Kreis,  Fläche  statt 
Seite  u.  s.  w.  sagt.  Auf  diese  Bedeutung  der  isogonalen  Punkte 
im  Tetraeder  hatte  schon  Herr  Neuberg  (Belg.  M6m.  8^  XXXVIL 
1884,  F.  d.  M.  XVIL  1885.  565)  aufmerksam  gemacht,  und 
namentlich  auch  darauf,  dass  im  Tetraeder  der  zum  Umkugel* 
Gentrum  isogonale  Punkt  Inkugel-Centiinn  fUr  das  Tetraeder  ist, 
dessen    Ecken   die  Orthogonal- Projectionen   des    erstgenannten 


OapiteI3.    ElemeDtare  Geometrie.  565 

Centrums  auf  die  Flächen  des  ursprünglichen  Tetraeders  sind. 
So  gelangt  man  zu  einer  „Kugel  der  16  Punkte^  im  Tetraeder, 
welche  dem  Kreise  der  neun  Punkte  im  Dreieck  ganz  analog 
ist.  Der  Verfasser  verfolgt  diese  Analogie  in  algebraischer 
Weise.    (Vgl.  das  Referat  oben  S.  554.)  • 

Auf  eine  zweite  Analogie  zum  Kreise  der  neun  Punkte  hatte 
Herr  Intrigila  (Na^).  Rend.  XXII,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  502)  aufmerk- 
sam gemacht.  Diese  Analogie  fusst  in  dem  Satze  von  Joachimsthal 
(6ranert*s  Arch.  XXII),  wonach  die  vier  Höhen  eines  Tetraeders 
vier  Erzeugende  einer  Regelschar  sind,  während  die  vier  Senk- 
rechten in  den  Schwerpunkten  der  Flächen  vier  Erzeugende  der 
zugehörigen  .Regelschar  bilden.  Herr  Intrigila  hatte  gezeigt,  dass 
der  Mittelpunkt  J  des  diese  beiden  Regelscbaren  enthaltenden 
Hyperboloids,  der  Schwerpunkt  G  des  Tetraeders  und  das  Cen- 
trum der  durch  die  Flächen-Schwerpunkte  gelegten  Kugel  0,  in 
gerader  Linie  liegen,  so  dass  &  die  Strecke  JO^  halbirt.  Im 
übrigen  sind  J  und  G  die  Aehnlichkeitspunkte  der  eben  erwähnten 
Kugel  um  0^  und  der  Umkugel  des  Tetraeders.  Auch  auf  diese 
Beziehungen  geht  der  Verfasser  näher  ein.  Schliesslich  erwähnt 
er  eine,  aber  nur  für  das  orthogonale  Tetraeder  passende  dritte 
räumliche  Analogie  zum  Kreise  der  neun  Punkte.         Seht. 


G.  PiETSCH.     Katechismus  der  Ramnberechnung.   3*®  Aufl. 

Leipzig.  VIII  -4- 124  S.  8«. 


F.  Schumacher.      Geometrie    der    Kreise    einer    Kugel. 

Metz.  Lothrioger  Zeit.  1889.    Dise.  Strassburg.  2ö  S.  8^. 
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Gapitel  4. 
Darstellende  Geometrie. 

W.  Fiedler.  iXe  darstellende  Geometrie. in  organischer 
Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage.  3.  er  weit. 
Aufl.  III.  Tl.  Die  construirende  und  analytische  Geo- 
metrie der    Lage.     Leipzig.  Tenbner.  XXX  u.  660  S.  gr.  8^ 

Durch  die  Herausgabe  der  fünften  Auflage  der  „Analytischen 
Geometrie  der  Kegelschnitte"  ist  der  Verfasser  gehindert  worden, 
den  dritten  Teil  seiner  darstellenden  Geometrie  den  beiden  an- 
deren (F.  d.  M.  XV.  1883.  496,  XVII.  1885.  575)  unmittelbar 
folgen  zu  lassen.  Ffir  diejenigen,  welche  das  Werk  nur  als 
Compendium  der  darstellenden  Geometrie  benutzen  wollen,  ist 
dieser  Band  auch  nicht  unumgänglich  nötig;  denn  sein  Inhalt 
bezweckt  zwar  die  theoretische  Vertiefung  der  Methoden  der 
darstellenden  Geometrie,  aber  auch  losgetrennt  von  den  beiden 
ersten  Teilen  bildet  der  dritte  ein  selbständiges  Ganzes,  in 
welchem  eine  geschlossene  und  an  sich  verständliche  Gedanken- 
reihe zur  Darstellung  kommt.  Er  soll  eben  nach  der  Absicht 
des  Verfassers  die  organische  Verbindung  der  projectivisehen 
und  der  analytischen  Geometrie  unter  sich  und  mit  der  dar- 
stellenden Geometrie  herstellen  und  enthält  die  eigenartigsten 
Arbeiten  des  Verfassers  auf  diesem  Gebiete. 

Der  abgehandelte  Sto£f  ist  so  reichhaltig,  dass  es  unmöglich 
ist,  eine  Uebersicht  in  wenigen  Zeilen  zu  geben.  In  drei  Ab- 
teilungen von  ungefähr  gleichem  Umfange  ist  der  Inhalt  geglie- 
dert: A.  Die  Grundlagen  der  Geometrie,  die  imaginären  Ele- 
mente, die  Coordinaten  und  Parameter.  B.  Die  Parameter  und 
die  Projectivität.  Erzeugnisse  der  projecti vischen  Gebilde  erster 
Stufe.  C.  Die  projecti  vischen  Gebilde,  speciell  die  Elementar- 
gebilde zweiter  und  dritter  Stufe.  Die  Ableitung  der  verschie- 
denen Coordinatensysteme,  welche  in  A  geleistet  wird  und  schon 
in  der  ersten  Auflage  in  bescheidenem  Umfange   enthalten  war, 


Capitel  4.     Darstelleude  Geometrie.  567 

hat  sich  jetzt  zu  einer  „Geometrie  der  Lage*^  entfaltet;  aber 
nicht,  wie  in  dem  Reye'schen  Werke  gleichen  Titels,  wird  die 
streng  synthetische  Methode  festgehalten;  sondern  der  Verfasser 
sucht  gerade  die  Vereinigung  der  construirenden  und  der  analy- 
tischen Geometrie  auszunutzen,  um  so  den  besten  Weg  zu  den 
angestrebten  Resultaten  zu  entdecken.  Vorzugsweise  werden 
daher  die  Methoden  der  neueren  analytischen  Geometrie  ange- 
wandt, welche  seit  PlQcker  mehr  Geschmeidigkeit  in  die  Rech- 
nungen gebracht,  die  synthetische  und  die  analytische  Geometrie 
einander  gen&hert  haben. 

Die  Bereicherungen,  welche  die  neue  Auflage  erfahren  hat, 
sind  sehr  zahlreich.  Achtzehn  neue  Figuren  im  Texte  und  eine 
Tafel  sind  hinzugekommen.  Von  dem  neu  aufgenommenen  Stoffe 
sollen  nur  die  Poncelet'schen  Schliessungssätze  und  die  Steiner'- 
schen  Polygone  erwähnt  werden,  von  denen  die  letzteren  nach 
einer  von  Herrn  Disteli  entwickelten  Methode  synthetisch  be- 
handelt sind. 

Es  wäre  mttssig,  mit  dem  Verfasser  darüber  zu  rechten,  ob 
die  Verbindung  der  darstellenden,  synthetischen  und  analytischen 
Geometrie  eine  wirklich  organische  ist,  oder  ob  sie  bloss  päda- 
gogisch nützlich  und  gerade  deshalb  von  gutem  Erfolge  begleitet 
ist,  weil  in  seiner  hervorragenden  Lehrerpersönlichkeit  sich  alle 
Seiten  des  Gegenstandes  vereinigt  finden.  Jedenfalls  ist  die 
Wissenschaft  der  Geometrie  ja  eine,  und  die  Möglichkeit  der 
Vereinigung  scheinbar  disparater  Teile  zu  einem  einheitlichen 
Ganzen  durch  das  Torliegende  Werk  erwielsen,  das  auch  in  der 
nun  YoUendeten  dritten  Auflage  willkommen  geheissen  sei. 

Lp. 

G.  A.  V.  Peschka.     Freie  Perspective.     2.  Aufl.     B^.  L 

Mit    13   litbogr.   Tafeln.      Leipzig.  Baamgärtoer.  XXIIIa.  336  S. 
gr.  8«. 

Das  Werk  stellt  die  zweite  Auflage  des  bekannten  Lehrbuches 
„Freie  Perspective"  von  Peschka  und  Koutny  (Hannover  1868) 
vor.  Während  aber  jenes  von  den  Methoden  der  neueren  Geo- 
metrie nur  einen  sehr  discreten  Gebrauch  machte,  bildet  nunmehr 
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deren  volle  Ausnützung  für  die  constructiven  Zwecke  der  freien 
Perspective  die  ausgesprochene  Tendenz  der  zweiten  Auflage.  Hier- 
durch war  eine  vollständige  Umarbeitung  sowohl  im  einzelnen 
als  in  der  Gesamtanlage  bedingt.  Die  bedeutenden  Erweiterungen 
machten  die  Teilung  in  zwei  Bände  nötig,  von  denen  der  erste 
die  Theorie  und  deren  Anwendung  auf  ebenflächige  Gebilde,  der 
zweite  die  krummen  Flächen  und  die  praktische  Verwertung  der 
Perspective  behandelt. 

Der  zunächst  vorliegende  I.  Band  giebt  im  1.  Abschnitt  die 
reine  Theorie  der  freien  Perspective  als  selbständiger  Projections- 
art  in  allgemeinster  Darstellung,  unter  Verzicht  auf  alle  Con- 
cessionen  an  die  künstlerisch-praktische  Anwendung,  wie  solche 
die  1.  Auflage  noch  aufwies.  Die  Berücksichtigung  der  prak- 
tischen Seite  der  Perspective  ist  ganz  dem  II.  Band  vorbehalten. 
In  der  gegen  die  1.  Aufl.  bedeutend  vermehrten  Sammlung  von 
gut  ausgewählten  und  trefflich  ausgeführten  Gonstructionsaufgaben 
wurden  die  Aufgaben  projectivischer  Natur  von  den  metrischen 
geschieden.  —  Der  2.  Abschnitt  enthält  die  Geometrie  der  Lage 
nach  V.  Staudt*schem  Princip,  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  die 
ebene  und  räumliche  CoUineation.  Daran  schliesst  sich  eine 
Reibe  von  constructiven  Aufgaben  in  perspectivischer  Darstellung 
mit  Anwendung  der  projectivischen  Geometrie.  Darunter  mögen 
namentlich  die  Spiegelbilderconstructionen  hervorgehoben  werden. 
—  Es  folgt  im  3.  Abschnitt  die  allgemeine  Theorie  der  Trans- 
formation des  Projectionscentrums  mit  entsprechenden  Anwen- 
dungen bei  beschränkter  Zeichenfläche;  endlich  im  4.  Abschnitt 
die  Darstellung  ebenflächiger  Gebilde  (Dreikante  und  Polyeder) 
in  ähnlicher  Behandlung  wie  in  der  ersten  Auflage. 

Der  dem  Verfasser  eigentümliche  Vorzug  einer  überaus, 
klaren  heuristischen  Darstellungsweise  zeichnet  auch  das  vor- 
liegende Werk  aus.  Die  Ausstattung  im  Text  und  in  den  Fi- 
gurentafeln verdient  volle  Anerkennung.  Hk. 


G.  CoNZ.      Lehrbuch   der   Perspective.      Mit  118  Text- 

figuren.      Stuttgart.  Wittwer.  VIII  u.  144  S.  8«. 
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Das  Buch  giebt  von  der  Perspective  so  viel,  als  nach  der 
Ansicht  des  Verfassers  für  den  Maler,  der  geometrischer  Vor- 
kenntnisse entbehrt,  ausreicht,  um  in  die  Augen  springende  per- 
spectiviscbe  Fehler  zu  vermeiden.  Hk. 


A.  Weiler.     Die  Axonometrie  als  Orthogonalprojection. 

Mit   3   Tafeln.     Schlömilch  Z.  XXXIII.  257-269. 

Der  Aufsatz  behandelt  nach  ähnlichen  Gesichtspunkten,  wie 
es  von  Herrn  Pelz  geschehen,  die  Ausführung  räumlicher  Con- 
structionen  in  orthogonal  -  axonometrischer  Projection  als  selb- 
ständiger Projectionsart.  Das  Projectionssystem  wird  als  gegeben 
vorausgesetzt  durch  das  Bild  der  drei  Coordinatenaxen.  Punkte 
und  Gerade  werden  dargestellt  durch  ihr  axonometrisches  Bild 
und  ihren  axonometrischen  Grundriss,  Ebenen  durch  ihre  Spuren 
mit  den  drei  Goordinatenebenen.  Die  Spuren  der  Bildebene, 
welche  ohne  Einfluss  auf  das  axonometrische  Bild  beliebig 
parallel  verscboben  werden  kann,  sind  senkrecht  zu  den  Axen- 
bildern.  Die  „Distanz"  des  Coordinatenursprungs  von  der  je- 
weiligen Bildebene  ergiebt  sich  durch  einfache  ümlegung.  Ver- 
fasser behandelt  nun  auf  dieser  Grundlage  die  metrischen  Fun- 
damentalaufgaben. Dabei  wird  besonders  von  der  zweckmässigen 
Verschiebung  der  Bildebene  Nutzen  gezogen.  Bei  der  EBene 
kommen  deren  „Hauptlinien"  (parallel  zu  ihrer  Schnittlinie  mit  der 
Bildebene)  und  die  (zu  jenen  senkrechten)  „Falllinien''  zur  Ver- 
wendung. Die  Mittel  zur  Darstellung  von  Geraden  und  Ebenen 
in  senkrechter  Lage  werden  auf  elemcntargeometrischem  Wege 
erhalten.  Den  Schluss  des  Aufsatzes  bildet  die  Erörterung  von 
Sichtbarkeit  und  Unsichtbarkeit  im  axonometrischen  Bild  und  in 
den  drei  axonometrischen  Rissen.  ük. 


J.  VoNDERLiNN.  Lchrbuch  des  Projectionszeiohnens. 
I.  Teil:  Die  rechtwinklige  Projection  auf  eine  und 
mehrere    Projectionsebenen.      Nach    System    Kleyer. 

Mit  226   Fig.   im   Text.     Stuttgart.  J.  Maier.  VIII  u.  182  S.  gr.  8^ 
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Die  Vorlage  stellt  den  L  Teil  des  I.  Baehes  eines  Lehr- 
buches der  Darstellenden  Geometrie  vor,  tlber  dessen  weiteren 
Plan  nichts  bemerkt  ist.  Sie  behandelt  die  Darstellung  von 
Punkt,  Gerade,  Kreis  und  Ebene  nebst  den  situellen  und  metri- 
schen Fundamentalconstructionen  in  orthogonaler  Projection  aaf 
eine  und  mehrere  Projectionsebenen,  mit  Anwendung  auf  eine 
grosse  Zahl  ausgeführter  oder  mit  Andeutung  der  Lösung  ver- 
sehener ConstruGtionsaufgaben.  Das  Werk  bildet  einen  Teil  von 
Kleyer's  Mathematisch  -  technisch  -  naturwissenschaftlicher  Ency- 
klopädie.  Ueber  das  in  dieser  Sammlung  befolgte  System  ist 
bereits  in  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  487  berichtet.  Hk. 


J.  Mbnger.      Elementi  di    Geometria    descrittiva.      Mit 

228   Textfiguren.      Wien.  A.  Holder.  VII  u.  326  S.  8^ 

Uebersetzung  der  in  F.  d.  M.  XIV.  1882.  480  besprochenen 
deutschen  Ausgabe.  Hk. 

M.  Klribbr.  Das  projective  Zeichnen.  Nebst  den  für 
das  Zeichnen  wichtigsten  Aufgaben  aas  der  ebenen 
Geometrie.    50  Vorlege-Blätter  mit  begleitendem  Text. 

mattgart.  Loewe.  VIH  a.  94  S.  Hoch  40. 

Das  Werk,  aus  dem  praktischen  Unterricht  des  Verfassers 
hervorgegangen,  ist  als  Vorlagensammlung  für  kunstgewerbliche 
und  ähnliche  Schulen  sowie  fttr  den  Selbstunterricht  bestimmt 
Es  behandelt  die  wichtigsten  Constructionen  in  Grund-  und  Auf- 
riss  sowie  in  axonometrischer  Darstellung  mit  Rücksicht  auf  die 
praktischen  Bedürfnisse  des  Kunsthandwerkers  und  erstreckt  sich 
auf  ebenfiächige  Gebilde,  Kegelschnitte,  Spiralen,  Gylinder,  Kegel, 
Kugel,  Rotationsflächen,  windschiefe  Flächen,  Spiralflächen.  Her- 
vorzuheben sind  die  mannigfaltigen  architektonischen  und  kunst- 
gewerblichen Formen,  in  welchen  jene  geometrischen  Gebilde 
ihre  praktische  Verwendung  finden.  Dieselben  zeichnen  sich 
durch  ästhetischen  Gehalt,  instructive  Zweckmässigkeit  und  Klar- 
heit der  Anordnung  aus.    Sie   bilden   ein   sehr  beachtenswertes 
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Uebangsmaterial  für  die  praktische  Projectionslehre.  —  Der 
Text,  welcher  mit  der  Vorf&hruDg  der  wichtigsten  plani metrischen 
Begriffe  und  Gonstructionen  beginnt,  ist  vorwiegend  beschreibend 
gehalten.  Hk. 

C.  W.  O.  Schmidt.  Das  isometrische  Zeichnen  im  An- 
schloss  an  die  ftlr  die  Bauausführung  bestimmte  Werk- 
zeichnung. Mit  130  Fig.  auf  12  Tafeln.  Berlio.  H.  Spa- 
nier. 8  S.  gr.  4«. 

Das  Werk  ist  bestimmt  fdr  Bauhandwerker.  Es  wird  zuerst 
eine  recht  verständige  Erklärung  der  CayalierperspectiTe  (mit 
beliebiger  Richtung  der  Tiefenlinien  und  Reductionsverhältnis 
1 :  1:1)  gegeben,  und  dann  die  entsprechende  Darstellung  von 
ebenflächigen  und  cylindrisch  begrenzten  Körpern  an  einer  Reihe 
von  instructiven,  einfachen  und  zusammengesetzteren,  Beispielen 
aus  der  Bautechnik  entwickelt.  Bk. 


J.  Steiner.  Studienblätter.  Eine  systematische  Folge 
vorgedruckter  Annahmen  zur  graphischen  Durchfüh- 
rung grösserer  Constructions- Aufgaben  aus  der  dar- 
stellenden Geometrie.  2.  Aufl.  2  Hefte  mit  je  20  Blät- 
tern,    a)  Durchdringungen,     b)  Schattenlehre.      Wien. 

Holder.  4^. 

Die  Blätter  bezwecken,  ein  HQlfsmittel  für  die  Uebungen 
zum  ersten  Unterricht  in  der  darstellenden  Geometrie  zu  bilden, 
indem  sie  fttr  die  gestellten  Aufgaben  geeignete  Annahmen  der 
gegebenen  Stttcke  in  Mattdruck  vorgezeichnet  enthalten.  Die 
Aufgaben  beziehen  sich  im  ersten  Heft  auf  Durchdringungen 
von  Prismen  und  Pyramiden,  im  zweiten  auf  die  Schlagschatten 
einfacher  ebenfl&chiger  Gebilde.  Hk. 


G.  Haugk.  Uebungsstoff  für  den  praktischen  Unterricht 
in  der  Projectionslehre  (Parallelperspective,  Centralper- 
spective und  Schatten  lehre).    1  U.  2.      Berlin.  Julius  Springer. 
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Die  UebuDgen  in  der  Projectionslehre  erstreckten  sich  bis- 
her zumeist  auf  abstracte  Raumconstructionen  und  (abgesehen 
von  krummflftohigen  Gebilden)  auf  die  Behandlung  rftumlieher 
Polyeder,  so  dass  den  Schülern  der  Uebergang  von  der  Theorie 
zu  ihrer  Verwertung  in  der  Praxis  Schwierigkeiten  bereitete.  Zur 
Ausfüllung  dieser  Lücken  trägt  der  Verfasser  durch  seinen 
Uebungsstoff  bei.  Die  gebotenen,  zumeist  der  Gotik  und  Renaissance 
entstammenden  Motive  (Türme,  Säulen,  Denkmäler,  Pavillon, 
Fachwerk-  und  Wächterhäuschen,  Gesimse  u.  s.  w.,  11  in  jedem 
Heft)  sind  dadurch  gewonnen,  dass  architektonische  Motive  unter 
Wahrung  ihres  ästhetischen  Gehaltes  auf  ihre  stereometrisehen 
Grundgedanken  zurückgeführt  wurden.  Nach  den  Erfohniogen 
des  Referenten  entspricht  die  Sammlung  ihrem  Zwecke  voll- 
kommen; die  Motive  geben  in  central-  und  parallelperspectivischer 
Darstellung  sehr  ansprechende  Bilder  und  eignen  sich  auch  be- 
sonders zur  Ausführung  von  Schattenconstructionen. 

Bk. 

F.  BuKA.     Projeetivische  Massstäbe.     Mit  2  Tafeln  und 

2  projecti viachen  Massstäben.  Berlin.  Winkelmann  u.  s.  12  s.  gr  4^ 

Die  „projectivischen  Massstäbe''  bestehen  aus  zwei  etwa 
3  dm  langen  Garton  -  Massstäben,  auf  welchen  entsprechende 
Punkte  zweier  projectivischen  Punktreihen  markirt  sind,  und 
zwar  in  zweckmässigster,  beiderseits  gleicher  Anordnung,  als 
Endpunkte  entsprechend  gleicher  Strecken.  Der  Text  giebt  zu- 
nächst eine  geschickte  Construction  derselben  und  bespricht  so- 
dann  ihre  Verwendung  als  Hülfsmittel  zum  Studium  der  synthe- 
tischen Geometrie.  Diese  besteht  einerseits  in  der  Veranschau- 
lichung der  wichtigsten  Sätze  über  projeetivische  Punktreihen 
(bei  in  einander  liegenden  Reihen  werden  die  zwei  Massstäbe  ein- 
fach an  einander  gelegt),  andererseits  in  der  Benutzung  zu  prak- 
tischen Zeichenübungen,  die  sich  auf  die  verschiedenen  Formen 
der  Erzeugnisse  projecti vischer  Punktreihen  beziehen.  Mit  Recht 
wird  die  grosse  Wichtigkeit  solcher  Uebungen,  für  welche  die 
zwei  Tafeln  vortrefflich  ausgeführte  Beispiele  enthalten,  hervor- 
gehoben.    Hk. 
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W.  H.  EcHOLs.     Construction  of  perspective  projections. 

AiiDals  of  Math.  IV.  93-95. 

Bezugnehmend  auf  den  Aufsatz  von  Thornton  (s.  F.  d.  M. 
XVI.  1884.  526)  giebt  Verfasser  eine  eonstructive  Lösung  der 
Aufgabe:  Die  Coordinaten  des  Bildpunktes  aus  den  Coordinaten 
des  Objectpunktes  zu  bestimmen,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Auge  ausserhalb  des  Zeichenblattes  fällt.  Hk. 


G.  VoLLANO.      Die   SchattenconstruetioD.      Eine  Samm- 
lung von  Aufgaben  nebst  einer  Anleitung  zur  Schat- 

tenconstruction.      4   Tafeln.       Leipzig.  Gebhardt.  gr.  2«  a.  26  S. 

kl.  80. 

C.  VoLLAND.     Aufgabensammlung  für  die  architektoni- 
sche  Schattenlehre.      6   Tafeln.      Leipzig.  Gebhardt.  gr.  2«. 

Beide  Werke  enthalten  eine  systematisch  geordnete  Samm- 
lung von  Aufgaben  fttr  die  praktische  Schattenlehre,  in  der  Art, 
dass  auf  den  Tafeln  die  Objecte,  deren  Schatten  vom  Schöler 
ermittelt  werden  sollen,  in  Grund-  und  Aufriss  vorgezeichnet 
sind. 

Im  erstgenannten  Werke  beschränken  sich  die  Beispiele  auf 
die  Grundformen:  Linien,  ebene  Flächen,  Polyeder,  Gylinder, 
Kegel,  Rotationskörper.  Die  beigegebene  Anleitung  lehrt  cur- 
sorisch die  anzuwendenden  Constructionen.  Der  auf  eine  krumme 
Fläche  fallende  Schlagschatten  wird  ausschliesslich  mittels  ver- 
ticaler  Schattendurchschnitte  construirt. 

Das  zweitgenannte  Werk  enthält  zusammengesetzte  architek- 
tonische Beispiele:  Gesimse,  Säulen-Köpfe  und  -Füsse,  Gonsolen, 
Treppen,  Dächer  u.  s.  w.  in  zweckmässiger  Auswahl. 

Hk. 


J.  Tesar.     Note  über  die  Tangenten  und  Singularitäten 
des  Isophoten-Systems  auf  Rotationsflächen.   Mit  1  Tafel. 

Prag.  Ber.  355-364. 

Die    eonstructive    Bestimmung    des   Tangentensystems   der 
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Isophotencurven  einer  Rotationsfläche  wird  erledigt  mit  HQlfe  von 
Ringflächen,  welche  die  Rotationsfläche  längs  der  einselnen 
Parallelkreise  osculiren,  deren  Isophoten  folglich  die  gleich- 
namigen Isophoten  der  Rotationsfläche  in  Punkten  der  Berfih- 
rungs-Parallelkreise  berühren.  Auf  Grund  der  gewonnenen  Con- 
struction  wird  sodann  der  Zusammenhang  zwischen  den  Stngu- 
laritäten  der  Isophoten  und  denen  der  MeridiancurTC  erörtert. 

Hk. 


R.  Nicodemi.  Determinazione  del  piinto  brillante  di 
una  sfera  nel  caso  del  punto  di  vista  e  del  pnnto 
luminoso  al  finito  e  proprietik  di  nna  cubica  che  in 
tale  determinazione  si  presenta.    Atti  deir  Accademia  Pon- 

taoiaoa.    XVII.  109-119. 

Eine  Kugel  mit  dem  Hittelpunkt  0  werde  aus  dem  Punkte 
C  gesehen  und  von  dem  Punkte  L  aus  beleuchtet;  ihr  Punkt 
grösster  Beleuchtung  X  liegt  auf  dem  grössten  Kreis,  dessen 
Ebene  CLO  ist^  und  ist  durch  die.  Eigenschaft  gekennzeichnet, 
dass  der  Winkel  CXL  durch  OX  gehälftet  wird.  Nun  ist  der 
Ort  eines  Punktes  der  Ebene  CLO^  dessen  Verbindungslinien  mit 
den  Punkten  C  und  L  einen  Winkel  bilden,  welcher  durch  die 
Verbindungslinie  desselben  Punktes  mit  0  gehälftet  wird,  eine 
circulare  kubische  Curve,  welche  in  0  einen  Doppelpunkt  hat 
und  durch  C  und  L  geht.  Dieser  Ort  schneidet  den  oben  ge- 
nannten grössten  Kreis  in  vier  Punkten,  von  denen  einer  der  ge- 
suchte Punkt  X  ist.  Durch  diese  vier  Punkte  geht  auch  eine 
gleichseitige  Hyperbel;  da  dieselbe  sehr  leicht  construirbar  ist, 
so  empfiehlt  es  sich,  bei  der  Bestimmung  von  X  statt  der  obigen 
Curve  dritten  Orades  von  ihr  Gebrauch  zu  machen.  Sind  ins- 
besondere beide  Punkte  C  und  L  unendlich  fern,  so  löst  sich 
diese  Hyperbel  in  zwei  Gerade  auf.  Ist  nur  L  unendlich  fern, 
so  kann  man  X  noch  anders  bestimmen;  dies  geschieht  in  No.  3 
der  vorliegenden  Arbeit. 

Die  oben  erklärte  kubische  Curve  hat  gewisse  besondere 
metrische  Eigenschaften ;  einige  derselben  werden  von  dem  Ver- 
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fasser  in  dem  zweiten  Teile  seiner  Abhandlung  durch  eine  ein- 
fache Anwendung  der  Elemente  der  analytischen  Geometrie  be- 
wiesen. La. 


R.  NicoDBMi.      Distribuzione   dei  cerchi  nello  spazio  i 
quali   da   an  dato  punto  sopra  un  dato  piano  si  pro- 

jettano   in   cerchi.      Atti  deirAocademiaPontaDia.  XV ITI.  91-111. 

Wie  der  Titel  ankündigt,  ist  der  Zweck  der  vorliegenden 
Arbeit  die  Bestimmung  der  Art,  in  welcher  diejenigen  Kreise 
(welche  wir  Kreise  K  nennen  wollen)  im  Räume  verteilt  sind, 
welche  aus  einem  Punkte  C  auf  eine  Ebene  n  in  Kreise  pro- 
jicirt  werden;  dies  erreicht  der  Verfasser  durch  sehr  einfache 
Betrachtungen,  welche  eine  nützliche  Uebung  zum  Studium  der 
Centralprojection  abgeben  dürften.  Herr  N.  beginnt  mit  der  Be- 
stimmung der  Stellung  aller  Ebenen,  in  denen  sich  Kreise  be- 
finden, welche  aus  C  in  einen  gegebenen  Kreis  von  n  projicirt 
werden  (sie  ist  die  Stellung  der  Ebene,  welche  in  C  die  durch 
den  gegebenen  Kreis  und  C  gehende  Kugel  berührt),  und  fol- 
gert daraus  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen, 
damit  ein  gegebener  Kreis  ein  Kreis  K  sei.  Diese  Schlüsse  be- 
nutzt er,  um  die  Verteilung  der  Kreise  K  zu  bestimmen,  welche 
auf  einer  Kugel  (No.  2)  oder  Ebene  (No.  3)  liegen,  oder  durch 
einen  Punkt  gehen  (No.  4),  oder  eine  Gerade  berühren  (No.  5), 
oder  endlich  einen  gegebenen  Mittelpunkt  haben  (No.  6).  Die 
hauptsächlichsten  Sätze,  welche  er  auf  diese  Weise  ermittelt,  sind 
etwa  die  folgenden: 

Auf  jeder  Kugel  giebt  es  zwei  oo '  Systeme  von  Kreisen  Jif; 
das  eine  wird  durch  die  Durchschnitte  der  Kugel  mit  Parallel- 
ebenen zu  n  gebildet,  das  andere  durch  ihre  Durchschnitte  mit 
Ebenen  eines  gewissen  Büschels;  derselbe  hat  als  Axe  die 
Schnittgerade  der  Berührungsebenen  der  Kugel  in  den  Durch- 
Bchnittspunkten  mit  denjenigen  beiden  Geraden,  welche  C  mit 
den  Endpunkten  des  zu  n  orthogonalen  Durchmessers  ver- 
binden. 

Alle  Kreise  K  einer  Ebene  bilden  einen  Büschel. 
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Der  Ort  der  oc'  Kreise  üf,  welche  darch  einen  .Punkt  A 
gehen,  ist  die  Kugel,  welche  durch  A  und  C  geht  und  ihren 
Mittelpunkt  auf  dem  von  C  auf  n  geßLllten  Lote  hat. 

Der  Ort  der  oc*  Kreise  ÜT,  welche  eine  Gerade  g  berflhren, 
wird  durch  die  zwei  Kugeln  gebildet,  welche  durch  C  gehen, 
g  berühren  und  ihre  Mittelpunkte  auf  dem  von  C  auf  n  gefällten 
Lote  haben. 

Der  Ort  der  oo*  Kreise  JiT,  welche  einen  gegebenen  Mittel- 
punkt haben,  ist  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  durch  den 
imaginären  Kugelkreis  geht  und  eine  zweite  Kreisschar  enthält. 

La. 

R.    FUJISAWA.      Note   on    ProjectioD.      Tokio  Math.  Oes.  III.  145. 

Beweis  des  Satzes,  dass,  wenn  eine  Fläche  zweiten  Grades 
gegeben  ist,  und  man  die  auf  dieser  Fläche  liegenden  Kegel- 
schnitte perspectivisch,  von  einem  Punkt  der  Fläche  aus,  auf 
eine  mit  der  Tangentialebene  dieses  Punktes  parallele  Ebene  pro- 
jicirt,  alle  Projectionen  Kegelschnitte  derselben  Art  sind.  Der 
Verfasser  bemerkt  selber,  dass  dieser  Satz  schon  bekannt  ist. 

E. 


Th.  Monin.     üeber  die  Contouren  von  Projectionen  der 
Flächen  zweiter  Ordnung.    Casop.  XVII.  229.  (Böhmisch.) 

Behandelt  drei  diesbezügliche  Fälle  ganz  allgemein. 

_       Std. 

R.  JMalloizbl.     Note  complömentaire  snr  l'dpure  donn^, 
en    1887,    aux    examens  d'admission   k  T^cole    Poly- 

technique.     Jonro.  de  Math.  sp^o.  (3)  11,  7-9. 

Einige  Sätze  in  Bezug  auf  ebene  Schnitte  einer  Ringfläche, 
die  durch  Rotation  eines  Kegelschnittes  erzeugt  wird.         Lp. 

J.  BoTTOMLEY.     On    the  composition   of  projections    in 

geometry  of  tWO    diniensions.     Manchester  Proc.  (4)  l.  89. 
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Eine  Berichtigung  zu  dem  Aufsatze  Ober  diesen  Gegenstand 
in  (3)  X.  15  der  Manchester  Proc.  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  512). 


J.  Mengkr.  Geometrische  Formenlehre  in  Verbindung 
mit  dem  Freihandzeichnen.  Für  die  erste  Klasse  der 
Realschulen.     Mit  44  Textfiguren.     2.  Aufl.      wieo.  a. 

Holder.  IV  u.  58  S.  8^ 

Gleichlautend   mit  der   in   F.   d.    M.  XIV.    1882.   480  be- 
sprochenen  1.  Auflage«  Hk. 
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Capitel  5. 
Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.    Allgemeines. 

F.  AscHiERL     Geometria   projettiva.     Lezioni.     Seconda 
edizione  con  aggiunte  e  correzioni.    Milano.  Hoepli.  X+410S. 

Ein  ausführlicher  Bericht  Über  die  erste  Aoflage  dieses 
Baches  steht  in  F.  d.  M.  XVI.  1884.  510;  dort  hat  der  Bericht- 
erstatter die  guten  Eigenschaften,  aber  auch  einige  Mängel  des 
Aschieri'schen  Werkes  hervorgehoben.  Wir  können  nun  nicht 
umhin,  den  gegenwärtigen  Bericht  mit  dem  Zugeständnis  zu  be- 
ginnen, dass  diese  Mängel  Jn  der  uns  vorliegenden  Auflage  be- 
seitigt worden  sind.  Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  in  der  zweiten 
Auflage  nämlich  viel  besser  als  in  der  ersten,  und  die  Auswahl 
der  behandelten  Gegenstände  ist  didaktisch  und  wissenschaftlich 
besser  geregelt,  sodass  nach  unserer  Meinung  das  Buch  des 
Herrn  Aschieri  jetzt  dem  Universitäts-Unterricht  zu  Grunde  ge- 
legt werden  kann,  was  ehedem  fragwürdig  erschien.    Unter  die 


Gapitel  5.    Neuere  »yatbetiscbe  Geometrie.  579 

guten  AenderuDgen  rechnen  wir  vor  allem  den  Beweis  des 
Fundamentalsatzes  der  projectiven  Geometrie  nach  der  dritten 
Auflage  von  Keye's  Geometrie  der  Lage.  Ferner  die  Darstellung 
der  Theorie  der  Paare  imaginärer  Elemente  nach  Herrn  Segre 
(eine  Bestätigung  der  vor  zwei  Jahren  am  Ende  unseres  Be- 
richtes über  diese  Theorie  ausgesprochenen  Meinung);  doch  hätten 
wir  gewünscht,  dass  Hr.  Aschieri  mehr  Anwendungen  von  ihr 
gemacht  hätte;  denn  das  hätte  das  Verständnis  dieser  Theorie 
erleichtert  und  ihre  Vorzüge  klarer  bewiesen.  Endlich  die  Fort- 
lassung der  analytischen  Theorie  der  linearen  Eegelschnittsysteme, 
die  Einführung  einer  tieferen  Erforschung  der  Projectivität  der 
Grundgebilde  erster,  zweiter  und  dritter  Stufe  und  die  Beweise 
für  die  Grundeigenschaften  der  kubischen  Raumcurven.  Dahin- 
gegen ist  es  nicht  sicher,  ob  der  Verfasser  gut  daran  gethan 
hat,  die  Theorie  der  quadratischen  Transformationen  (in  der 
Ebene  und  im  Räume)  vor  derjenigen  der  projectiven  Coordi- 
naten  zu  bevorzugen;  denn  die  Anwendungen  der  ersteren  sind 
viel  weniger  ausgedehnt  als  die  der  letzteren. 

Wir  wollen  jetzt  einige  kritische  Bemerkungen  über  Einzel- 
heiten machen.  Vor  allem  sind  wir  der  Meinung,  dass  das 
Dualitätsgesetz  eine  Folge  davon  ist,  dass  die  ersten  Principien 
der  projectivischen  Geometrie  paarweise  correlativ  sich  sondern, 
sodass  dieses  Gesetz  „bewiesen*'  werden  kann,  ohne  dass  man  auf 
besondere  Gonstructionen  correlativer  Figuren  zurückgreifen 
mOsste.  Zweitens,  da  der  Verfasser  die  strengste  Methode  sich 
aneignete,  um  die  Theorie  der  Paare  imaginärer  Elemente  zu 
lehren,  hätte  er  da  nicht  hinsichtlich  der  unendlich  fernen  Ele- 
mente diejenige  annehmen  müssen,  welche  Herr  Pasch  in  seinen 
„Vorlesungen  über  neuere  Geometrie^  dargelegt  hat,  die  einzig 
bekannte,  die  gegen  jeden  Einwand  gesichert  ist?  Drittens  hat 
sich  Herr  Aschieri  zur  Construction  aller  räumlichen  Homo- 
graphien  der  Methode  bedient,  welche  Herr  Bertini  in  seiner 
wichtigen  Arbeit  gelehrt  hat:  „Gostruzione  delle  omografie  di 
uno  spazio  lineare  qualunque^  (Lomb.  Ist.  Bend.  (2)  XX,  F.  d. 
M.  XIX.  1887.  665).  Nun  glauben  wir  aber,  dass  sehr  viele 
Leser  nur  mit  grosser  Mühe  dem  Verfasser  in  diesem  Abschnitte 

37* 
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seines  Buches  werden  folgen  können,  und  wir  fragen  uns,  ob 
es  nicht  besser  gewesen  wäre,  die  Constructionsmethoden  zu 
lehren,  welche  im  §  3  der  „Beiträge""  von  y.  Staadt  stehen, 
Methoden,  welche  man  ohne  jenen  grossen  Aufwand  von  Be- 
zeichnungen darlegen  kann,  welcher,  obschon  vielleicht  unerläss- 
lieh  zur  Lösung  der  Aufgabe,  die  Hr.  Bertini  sich  gestellt  hatte, 
es  sicherlich  zur  Erreichung  des  bescheideneren  Zieles  des  Hrn. 
Aschieri  nicht  ist.  Endlich  erwecken  die  letzten  Zeilen  der 
Nr.  4  auf  S.  309  die  Meinung,  dass  jede  Curve  doppelter  Krflm- 
mung  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Goordinaten  eines 
Punktes  dargestellt  werden  kann,  was  falsch  ist,  wie  allgemein 
bekannt.  La.  (Lp.) 

F.  Amodeo.     Lezioni  suUe  omografie  binarle,  dettate  nel 
corso   di  geometria   projettiva  e  raccolte  da  G.  Qua- 

ratino,      NapoU,  aotographirt. 

Die*  vorliegende  Publication  deckt  sich,  wie  Herr  Amodeo 
selbst  bemerkt,  bis  auf  geringfOgige  Aenderungen  mit  Teilen 
eines  unter  der  Presse  befindlichen  Werkes  des  Herrn  Sannia. 
Da  Referent  das  letztere  Werk  nicht  hat  benutzen  können,  ge- 
nauere Hinweisungen  aber  dem  vorliegenden  Buch  fehlen,  muss 
derselbe  sich  mit  einer  blossen  Inhaltsangabe  begnügen. 

Wesentlich  ist  för  die  Schrift  die  Art,  mit  vorliegenden  pro- 
jecti vischen  Beziehungen  gleichsam  zu  rechnen.  Bringt  man 
nämlich  zwei  gegebene  Projectivitäten  desselben  Trägers  auf  die 
Form 

P  =  o6c  . . .  /\  flj  6,  Cj  . . .,     0  =  ö|  6,  c,  . ,  .•  ^  a,  6,  c,  . . . , 
so  wird  die  projectivische  Beziehung 

a,  6j  c,  . . .  /\     a,  6,  c, . . . 
durchgehends   mit   PQ   bezeichnet.    Alsdann   ist   ohne  weiteres 
klar,  welche  projectivischen  Beziehungen  mit 

P,P,P,...  Pn  und  FJ 
gekennzeichnet   werden.     Wenn    man   die   identische  Beziehung 
mit  1   bezeichnet,   so   wird  jede   Involution   durch  die   symbo- 
lische Gleichung 
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eine  Projectivitftt   mit   cyklisch  •  projectivlBchen    Gruppen   durch 
eine  Gleichung 

P*=l 
gegeben.  Die  einzelnen  Gruppen  enthalten  n  Elemente,  wenn 
nicht  P*'  =  1  bereits  für  einen  Teiler  vi  von  n  ist  Im  ersten 
Teil  (§  1)  der  Schrift  werden  die  von  Herrn  Lüroth  mit  grosser 
Vollständigkeit  behandelten  Sätze  über  cyklische  Involutionen 
zum  Teil  reprodacirt. 

Die  §§  2-5  handeln  von  den  Büscheln  projectivischer  Reihen, 
der  Gesamtheit  derjenigen  Projectivitäten,  welche  dieselben  bei- 
den reellen  oder  imaginären  Doppelelemente  besitzen.  Die  aus 
der  Imaginarietät  dieser  Elemente  entspringenden  Schwierigkeiten 
werden  in  folgender  Weise  umgangen.  Wird  ein  Träger  der 
projectivischen  Umformung  PP,  unterworfen,  so  geht  aus  jedem 
Paar  einer  vorliegenden  Projectivität  Pj  das  einer  dritten,  P,,  her- 
vor; P,  heisst  zu  P,  projectivisch.    Im  allgemeinen  ist 

von  Pj  verschieden,  in  besonderen  Fällen  hingegen  mit  P,  iden- 
tisch, und  zwar  dann,  wenn  P^P  =  PP^  ist.  Die  Projectivitäten 
Pund  P,  heissen  alsdann  commutativ,  und  man  hat  in  der  Gesamtheit 
der  unter  sich  paarweise  commutativen  Projectivitäten  einen  Büschel 
von  Projectivitäten  mit  denselben  Doppelelementen  vor  sich.    Sind 

dj  a,  d,  CI4  . .  •  /\  0}  ^2  a^  a^  •  • . 
und 

6j 6,6,64  •  •  •  7\  ^»^8 ^4^6  •  •  • 
verschiedene    Schreibweisen    f&r    irgend    eine    Projectivität   P, 
so  ist 

a,  a^a^a^a^  . ..  7^ b^b^b^\b^  . . ., 
and  die  letzteren  Projectivitäten  sind  alle  unter  sich  und  niit  P 
commutativ.    In  der  Mannigfaltigkeit  kommt  eine  Involution  vor. 
Trennen  nämlich  a„  a\  die  Elemente  a^,  a,  harmonisch,  ferner  a„  a', 
die  Elemente  a„  a^,  u.  s.  w.,  so  ist  diese  zu  P  adjunghrte  Involution 

a\  a',  a\  ...  ist  dabei  auch  eine  Reihe  successiver  Elemente  von  P. 
CoDdinutativ  werden  zwei  solche  Projectivitäten  sein,  denen  die- 
selbe   Involution   adjungirt   ist.    Sind    /{'  und  mm'  zwei  Paare 
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homologer  Elemente  von  P,  so  transformirt  die  Involution  lm\  Vm 
jede  Projeetivitftt  der  Mannigfaltigkeit  in  ihre  inverse,  die  adjon- 
girte  Involution  also  in  sich  selbst;  zu  einer  dieser  zu  J  barmo- 
nischen  Involutionen  gehören  die  Paare 

Von  jeder  der  genannten  Involutionen  bilden  die  Doppelelemente 
ein  reelles  oder  auch  imaginäres  Paar  der  Involution  J.  Hier- 
aus ergiebt  sich  eine  nicht  uninteressante  Methode,  das  gemein- 
same Paar  zweier  Involutionen  auch  dann  zu  finden,  wenn  es 
imaginär  sein  sollte.  Bei  einer  Projectivität  sind  die  charakte- 
ristischen Gruppen  erster  und  zweiter  Art  wesentlich.  Die  ersteren 
bestehen  aus  je  vier  successiven  Elementen  a,,  a„  a,,  a^  und  sind 
nach  dem  Obigen  alle  unter  sich  projectivisch.  Die  charakte- 
ristischen Gruppen  der  zweiten  Art  sind,  wenn  die  Projec- 
tivität P 

efabc  . . .  7\^    efa!Vc'  . . . 
lautet, 

efaa'j  efbh\  efcc\  . . .. 
Dieselben  können,  auch  wenn  e  und  f  imaginär  sind,  als  unter 
sich  projectivisch  betrachtet  werden,  da  eine  bestimmte  Pro> 
jectivität  a  und  a!  in  b  und  b\  zugleich  aber  die  adjungirte  In- 
volution mit  den  Doppelelementen  e  und  f  in  sich  selbst  fiberftthrt. 
Das  'Wesen  dieser  Sätze  tritt,  wenn  man  Rotationen  um  einen 
Punkt  anwendet,  an  bekannten  Thatsachen  klar  zu  Tage. 

In  den  §§  6-7  wird  nun  zunächst  gezeigt,  dass  zwei  Pro- 
jectivitäten  dann  und  nur  dann  projectivisch  sind,  wenn  die 
charakteristischen  Gruppen  erster  Art  derselben  zu  einander  pro- 
jectivisch sind.  Bei  zwei  gleichartigen  Involutionen  existiren 
stets  zwei  Involutionen,  welche  die  eine  in  die  andere  trans- 
formiren.  Umgekehrt  wird  jede  von  zwei  gegebenen  Projectivi- 
täten  P,  Q  eine  bestimmte  Involution,  die  zu  QP'^  adjungirte 
Involution,  in  eine  bestimmte  andere,  die  zu  Q^^P  adjungirte 
Involution,  transformiren.  Ist  QP^'^  eine  Involution,  so  existiren 
unendlich  viele  Involutionen,  deren  jede  durch  P  und  Q  in  eine 
bestimmte  andere  transformirt  wird;  solche  Projectivitäten  P 
und  Q  werden  harmonisch  zu  einander  genannt.     Eine  Projeeti- 
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vität  ist  vollstäDdig  bestimmt,  wenn  sie  zwei,  bezw.  ein  Paar 
enthält  und  zu  einer,  bezw.  zwei  Projectivitäten  harmonisch  sein 
soll.'  Die  Schrift  schliesst  mit  zwei  Anwendungen  auf  die  Kegel- 
schnitte ab. 

Wie  man  sieht,  berQhren  diese  Untersuchungen  sich  sehr 
nahe  mit  Resultaten,  die  zum  Teil  von  v.  Staudt,  zum  Teil  von 
den  Herren  LQroth,  Wiener,  Böger  u.  a.  entwickelt  sind.  Be- 
fremdlich ist  unter  solchen  Umständen  das  Fehlen  jedes  Literatur- 
Nachweises.  Eine  zweite,  1889  erschienene  Auflage  der  Schrift 
gleicht  übrigens  diesen  Fehler  aus.  E.  K. 


F.  Amodbo.       Fasci    di     omografie    binarie    e    rappre- 
sentazione     geometrica    degli    elementi    immaginarii. 

Batt.  G.  XXVI.  363-368. 

Jede  einzelne  Projectivität  P,  der  (vergl.  das  vorige  Referat) 
eine  bestimmte  Punktinvolution  a^a\,  a^a'^^a^a^^  ...  (J)  adjuugirt 
ist,  kann  zur  Darstellung  eines  bestimmten  der  reellen  oder  ima- 
ginären Doppelpunkte  der  letzteren  verwendet  werden.  Ent- 
spricht Dämlich  jeder  Punkt  der  Reihe  a^a^a^a^  . . .  seinem  vor- 
angehenden vermöge  P,  so  kommt  dieser  Folge  ein  und  derselbe 
RichtuDgssinn  zu,  wo  man  auch  a,  gewählt  hat.  Ja  dieser  Sinn 
bleibt  ungeändert,  wenn  man  eine  andere  Projectivität  des  mit  der 
Involution  J  verbundenen  Büschels  auffasst,  wenn  nur  der  in  ihr 
a^  zugeordnete  Punkt  mit  a,  auf  derselben  Strecke  a^a\  liegt. 
Dagegen  geht  der  Sinn  in  den  entgegengesetzten  über,  wenn  in 
der  neuen  Projectivität  der  zu  a,  homologe  Punkt  in  der  an- 
deren Strecke  liegt.  Da'(a,a,a,o',)  =  —  1  ist,  so  gehört  der 
entgegengesetzte  Sinn  z.  B.  zu  der  inv.ersen  Projectivität  P~^ 
von  P.  Da  im  Fall  einer  hyperbolischen  Involution  alle  Folgen 
a^a^a^  ...  von  positivem  Sinne  einen  bestimmten  der  Doppel- 
punkte, die  anderen  aber  den  zweiten  Doppelpunkt  zum  Grenz- 
punkt  haben,  so  rechtfertigt  es  sich  auch  im  auderen  Falle, 
a^a^a^  ...  als  Darstellung  eines  bestimmten  Doppelpunktes  von 
P  oder  J  aufzufassen.  Insbesondere  können  hierzu  die  cyklischen 
Projectivitäten  des  Büschels  verwendet  werden. 
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Von  den  Arbeiten  der  Herren  Klein  und  Lflrotb,  deren 
Namen  Herr  Amodeo  anftlhrt,  sind  ihm  gerade  die  entgangen, 
in  denen  der  hier  angedeutete  Gedanke  n&her  ansgef&hrt  wird. 

E.  K. 

J.  FiNSTBRBUSCH.  Beitrag  zur  synthetischen  Geometrie 
ebener  Kreissysteme  und  damit  im  Zusammenhange 
stehender  höherer  Curven.  I.  Abschnitt.  Die  Kreis- 
verwandtschaft in  perspectivischer  Lage.     Prog^r.  Realsch. 

Werdaa.  48  S. 

Die  vorliegende  Schrift,  der  erste  Teil  eines  auf  fünf 
Schriften  berechneten  Gyklus,  behandelt  auf  grösstenteils  nicht 
rechnendem  Wege  die  Kreisverwandtschaft  in  perspectivischer 
Lage,  die  Aehnlichkeit  und  die  Inversion.  Wesentlich  Neues 
ist  in  derselben  nicht  enthalten.  E.  E. 


B.  Klein.      Zum   Fundamentalsatz    der  Geometrie    der 

Lage.    IL     Marburg   Ber. 

Das  Referat  über  diese,  die  vorhergehende  und  eine  noch 
folgende  Arbeit  des  Verfassers  erscheint  später.  Schg. 

C.  Lk  Paigb.  Demonstration  d'uu  th^or^me  de  von  Staüdt. 

Lidge  M^m.  (2)  XV.  8  S. 

Aus  drei  gegebenen  Elementen  einer  Punktreibe  kann  man 
durch  wiederholte  Constructionen  harmonischer  Gruppen  alle 
Punkte  der  Punktreihe  ableiten.  Mn.  (Lp.) 


C.  Lb  Paigb  et  F.  Derütts.     Sur  les  th^or^mes  fonda- 
mentaux  de  la  g^om^trie  projective.     Beig.  Bnii  cd)  XV. 

335-347. 

Der  Beweis  beruht  auf  den  Eigenschaften  der  perspectiven 
Dreiecke  und  auf  der  folgenden  Definition:  Auf  einer  Geraden 
gelegene  Punktepaare  sind  in  Involution,  wenn  man  durch 
drei  beliebige  Paare  die  Gegenseitenpaare  eines  Vierseits  hin- 
durchlegen  kann.  Mn.  (Lp.) 
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C.  Le  Paige  et  F.  Derüyts.     Sur  les  th^orfemes  fonda- 
mentaux  de  la  göomötrie  projective.  Mathesis  Vill.  Suppl. 

II.  15  s. 
Vergl.  Belg.  Bull.  (3)  XV.  335-347.  Mn. 


T.    BRODi:N.       Aninerkningar    am    Dobbelelementer    ved 
projeetiviska  raka  Punktsystem  och  plana  Stralknippan. 

Zenthen  Tidss.  (5)  VI.  613. 

Wenn  zwei  Punktsysteme  auf  zwei  geraden  Linien  einander 
projectivisch  entsprechen,  so  fallen  immer  zwei  Elemente  mit 
den  entsprechenden  zusammen,  falls  die  Linien  aufeinander  ge- 
legt werden.  Es  wird  nun  untersucht,  wie  diese  zusammen? 
fallenden  Punkte  sich  bewegen,  wenn  die  eine  Linie  längs  der 
anderen  verschoben  wird. 

Aehnliche  Untersuchungen  werden  auch  für  zwei  Strahlen- 
bQschel  unternommen.  V. 

Kirchner.     Ueber  die  perspective  Lage  ebener  Dreiecke. 

DiBS.  Halle. 

Herr  Rosanes  hatte  in  den  Math.  Ann.  IL  549  in  analytischer 
Weise  und  Herr  Schröter  ebendaselbst  S.  553  in  geometrisch.er 
Weise  die  Frage  untersucht,  wie  zwei  ebene  Dreiecke  gleich- 
zeitig auf  mehr  als  eine  Art  perspectiv  liegen  können.  Diese 
Arbeiten  haben  den  Verfasser  der  vorliegenden  Dissertation  da- 
zu geführt,  die  perspective  Lage  ebener  Dreiecke  überhaupt  zu 
untersuchen.  Zunächst  stellt  sich  heraus,  dass  die  allgemeine 
Beantwortung  der  Frage  nach  den  perspectiven  Verhältnissen 
ebener  Polygone  wesentlich  von  der  Lösung  von  Aufgaben  ab- 
hängt, die  sich  mit  der  Perspectivität  ebener  Dreiecke  be- 
schäftigen. Der  Verfasser  behandelt  daher  fast  ausschliesslich 
Dreiecke  in  perspectiver  Lage.  Da  es  00^  Paare  von  Dreiecken 
giebty  so  giebt  es  zu  einem  bestimmten  Dreieck  oc^  perspectiv 
liegende  Dreiecke.  Wenn  also  t  Dreiecke  gegeben  sind,  so  giebt 
es  00^^*  Dreiecke,  von  denen  jedes  gleichzeitig  mit  den  t  gege- 
benen Dreiecken    perspectiv   liegt.    Sind    für   t  =7  2  die  beiden 
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Perspectivitäts-Centra  0,  und  0,  feste  Punkte,  so  reeultirt  natQr 
lieh  ein  einziges  gesuchtes  Dreieck.  PQr  t  =  3  ergiebt  sich, 
dass,  wenn  das  eine  Centruni  0^  ein  fester  Punkt  ist,  sich  die 
beiden  andern  Gentra  0,  und  0,  auf  zwei  Gurren  dritter  Ord- 
nung bewegen,  welche  beide  durch  0,  und  durch  die  Ecken  der 
beiden  zugehörigen  Dreiecke  gehen.  Ist  t  =  4  und  0^  fest,  so 
ergeben  sich  sechs  Dreiecke,  welche  gleichzeitig  mit  den  vier 
gegebenen  Dreiecken  perspectiv  liegen.  Ist  t  =  4  und  beschreibt 
0^  eine  gerade  Linie,  so  bewegen  sich  die  Ecken  der  gleich- 
zeitig mit  den  vier  gegebenen  Dreiecken  perspectiv  liegenden 
Dreiecke  auf  drei  Gurven  zwölfter  Ordnung,  welche  sechsmal  durch 
die  Ebenen  des  bevorzugten  Dreiecks  und  zweimal  durch  die 
entsprechenden  Ecken  der  drei  andern  Ecken  gehen,  während 
sich  die  flbrigen  Perspectivit&ts-Centra  in  diesem  Falle  auf  drei 
Gurven  18^'  Ordnung  bewegen.  Ist  t  =  5,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Perspectivitäts-Gentra  aller  Dreiecke,  die  gleichzeitig  mit  den 
fünf  gegebenen  Dreiecken  perspectiv  liegen,  Gurven  108*®'  Ord- 
nung beschreiben,  und  dass  die  Ecken  jener  Dreiecke  ebenfalls 
Gurven  108^*'  Ordnung  beschreiben.  Ist  i  =  6,  so  resultirt,  dass 
es  324  Dreiecke  giebt,  welche  mit  sechs  beliebig  gegebenen 
Dreiecken  gleichzeitig  perspectiv  liegen,  woraus  unmittelbar 
folgt,  dass  zu  drei  gegebenen  Sechsecken  324  ihnen  perspectiv 
liegende  Sechsecke  existiren.  Seht 


A.  ScHöNFLiES.    Ueber  die  regelmässigen  Ci)nfiguratiouen 

fl,.      Math.  ADD.  XXXI.  43-69. 

In  dieser  Abhandlung  giebt  der  Herr  Verfasser  die  ver- 
sprochene Begründung  und  weitere  Ausführung  der  Sätze  Aber 
regelmässige  Gonfigurationen,  welche  er  in  den  Gott.  Nachr.  1887. 
410-417  mitgeteilt  hat,  sowie  noch  einige  weitere  Resultate. 
Wegen  der  Aufgabe,  um  die  es  sich  handelt,  und  der  einge- 
führten Begriffe  lese  man  das  Beferat  F.  d.  M.  XIX.  1887.  589 f. 
nach;  hinzugefügt  sei  noch,  dass  der  Verfasser  zwei  Gonfigura- 
tions-Punkte  oder  -Gerade  ^verbunden"  oder  „getrennt*'  nennt, 
je  nachdem  sie  mit  einer  Goniigurations-Geraden,  resp.  mit  einem 
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Configurations-Punkte  incident  sind  oder  nicht;  ferner  heisst  eine 
Gerade  zu  einem  Pankte  conjugirt,  wenn  dieser  mit  den  drei  Con- 
figurationspunkten  der  Geraden  verbunden  ist.  Die  Einteilung 
der  zu  behandelnden  Configurationen  geschieht  nach  der  Anzahl 
derjenigen  Dreiecke,  in  denen  derselbe  Configurationspunkt  vor- 
kommt; ist  a  diese  Zahl,  so  heisst  die  Configuration  eine  Con- 
figuration  mit  a  Dreiecken.  Die  Untersuchung  beginnt  mit  der 
Frage,  ob  zu  einem  Punkte  mehr  als  eine  Gerade  conjugirt  sein 
kann;  es  ergiebt  sich,  d&ss,  wenn  es  zwei  Gerade  sind,  dies  nur 
getrennte  Gerade  sein  können,  und  es  giebt  nur  eine  einzige 
derartige  Configuration,  die  bekannte  imaginäre  Configuration  8, 
mit  9  Dreiecken,  die  im  ganzen  24  Dreiecke  enthält,  und  deren 
Gruppe  aus  48  Substitutionen  besteht  Ist  in  eraer  Configuration 
einem  Punkte  nur  eine  Gerade  conjugirt,  so  besteht  sie  aus  einem 
Polygon  1,  2,  3,  4,  . . .,  n,  welches  sich  so  ein-  und  umgeschrieben 
ist,  dass  für  jeden  Wert  von  i  die  Punkte  «,  1  +  2,  i +  3  auf  einer 
Geraden  liegen;  diese  bereits  von  Herrn  Martinetti  (Ann.  di  Mat. 
(2)  XV.  5)  erwähnte  Configuration  enthält  im  ganzen  zwei  Drei- 
ecke und  besteht  reell  für  jeden  Wert  n  >  8,  ihre  Gruppe  ist 
die  cyklische.  Giebt  es  zu  einem  Punkte  einer  Configuration 
gar  keine  conjugirte  Gerade,  so  kann  jeder  Punkt  höchstens  in 
sechs  Dreiecken  enthalten  sein.  Configurationen  mit  sechs  Drei- 
ecken giebt  es  zweierlei:  die  Desargues'sche  Configuration  10„ 
deren  Gruppe  aus  120  Substitutionen  besteht  und  der  Gruppe 
aller  Vertauschungen  von  fünf  Dingen  holoedrisch  isomorph  ist, 
und  die  Configuration  9,,  welche  aus  drei  Dreiecken  besteht,  von 
denen  je  zwei  dreifach  perspectiv  sind  (cf.  Kantor,  Wien.  Ber. 
LXXXIV),  und  deren  Gruppe  aus  108  Substitutionen  besteht. 
Regelmässige  Configurationen  mit  fünf  Dreiecken  giebt  es  tlber- 
haupt  nicht.  Die  Aufstellung  der  Configurationen  mit  vier  und 
drei  Dreiecken  ftthrt  auf  bisher  noch  nicht  bekannte.  Die  Con- 
figurationen mit  vier  Dreicken  bestehen  aus  einem  Cyklus  von 
Dreiecken,  deren  jedes  dem  vorhergehenden  eingeschrieben  und 
dem  folgenden  umgeschrieben  ist,  und  können  nur  existiren,  wenn 
n  =  3m  ist;  sie  enthalten  im  ganzen  4m  Dreiecke.  Die  Confi- 
gurationen mit  drei  Dreiecken  bestehen  allgemeiner  aus  einem 
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Cyklas  von  q  Polygonen  von  je  p  Ecken  (pq  =  n),  deren  jedes 
dem  folgenden  (und  das  letzte  dem  ersten)  eingeschrieben  ist, 
so  zwar,  dass  je  zwei  aufeinander  folgende  Ecken  eines  Poly- 
gons auf  zwei  aufeinander  folgenden  Seiten  des  vorhergehenden 
liegen;  sie  können  auch  aus  einem  sich  selbst  ein-  und  umge- 
schriebenen Polygone  bestehen.  Nach  einer  ausftthrlichen  Unter- 
suchung der  Gruppen  aller  dieser  Goniigurationen,  deren  Resul- 
tate sich  nicht  kurz  wiedergeben  lassen,  weist  der  Herr  Verfasser 
die  Existenz  solcher  regelmässigen  Goniigurationen  überhaupt 
nach,  die  ebenso,  wie  alle  die  angeführten,  die  Eigenschaft 
besitzen,  sich  aus  Gyklen  von  Polygonen  zusammenznsetzen, 
welche  einander  regelmässig  ein-  und  umgeschrieben  sind,  die 
aber  im  allgemeinen  keine  Configurations- Dreiecke  besitzen 
werden;  hiervon  werden  zwei  Arten  unterschieden.  Im  Ansehlnss 
hieran  wird  dann  endlich  die  Frage  nach  den  Configurationen 
mit  zwei  Dreiecken  entschieden;  als  solche  ergiebt  sich  eine 
Coniiguration,  die  aus  drei  einander  cyklisch  ein-  und  umge- 
schriebenen Polygonen  besteht.  Ein  Beispiel  hierfbr  ist  eine 
Gonfiguration  21„  die  nach  einer  Bemerkung  des  Hrn.  Schröter 
(Gott  Anz.  1888.  247)  schon  von  Gayley  (Grelle  J.  XXXI. 
217)  beschrieben  worden*  ist;  sie  lässt  sich  sowohl  als  Gonfi- 
guration erster,  wie  als  Gonfiguration  zweiter  Art  auffassen,  was 
übrigens  bei  einer  ganzen  Klasse  von  Gonfigurationen  der  Fall 
ist.  *  T. 


H.  Schröter,      üeber  lineare  Constructionen    zur   Her- 
stellung der  Configurationen  »3.     Gott.  Nachr.  237-253. 

Um  die  von  den  Herren  Kantor,  Marfinetti  und  Schönfiies 
theoretisch  nachgewiesenen  Gonfigurationen  wirklich  herzustellen, 
zeigt  Herr  Schröter,  wie  man  in  linearer  Weise  zur  Gonstniction 
der  regelmässigen  Gonfiguration  n„  bei  welcher  die  n  Configura- 
tionspunkte  so  angeordnet  liegen,  dass  immer  der  t^,  (t-f  1}*^  und 
(t  +  3)^  auf  einer  Gonfigurationsgeraden  sich  befinden,  oder,  was 
dasselbe  sagt,  zur  Gonstruction  eines  sich  selbst  ein-  und  umbe- 
schriebenen n-Ecks   unter   Annahme   einer  gewissen  Anzahl  be- 
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stimmender  und  willkürlich  zu  wählender  Punkte  gelangen  kann. 
Nachdem  man  die  ersten  drei  Gonfigurationspunkte  ganz  beliebig 
und  die  folgenden  bis  zum  (»—-4)'®°  nach  der  Reihe  bezw.  auf  den 
Geraden  |1,  2|,  |2,  3|,  |3,  4|,  . . .,  |fi~  7,  n— 6|  willkürlich  gewählt 
bat,  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  einen  der  vier  letzten  Punkte 
so  zu  wählen,  dass  seine  Verbindungslinien  mit  gewissen  drei 
der  schon  bestimmten  Gonfigurationspunkte  drei  gewisse  der 
schon  erhaltenen  Gonfigurationsgeraden  bezw.  in  drei  Punkten 
schneiden,  die  auf  einer  Geraden  liegen.  Dies  gelingt  aber  sqhr 
einfach  vermittelst  der  bekannten  Eigenschaft  der  Gurven  dritter 
Ordnung,  welche  der  nach  dem  Herrn  Verfasser  benannten  Er- 
zeugungsweise derselben  zu  Grunde  liegt.  Da  die  gegebene 
Gonstruction  erst  für  n>9  gilt,  machen  die  drei  existirenden 
Gonfigurationen  9^  (Kantor)  eine  besondere  Behandlung  notig, 
die  vorausgeschickt  wird.  T. 


J.    DE  Vries.      Ueber    gewisse    ebene    Gonfigurationen. 

Acta  Math    XII.  63-81. 

Während  bisher  eine  eingehende  Behandlung  hauptsäch- 
lich diejenigen  ebenen  Gonfigurationen  n,  erfahren  haben,  die  aus 
einer  gleichen  Anzahl  n  von  Punkten  und  Geraden  bestehen, 
welche  derart  verteilt  sind,  dass  durch  jeden  dieser  n  Punkte 
drei  der  n  Geraden  gehen,  und  auf  jeder  der  n  Geraden  drei 
der  fi  Punkte  liegen,  werden  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
von  den  allgemeineren  ebenen  Gonfigurationen  (p^,  gn)^  welche 
aus  p  Punkten  und  g  Geraden  derart  zusammengesetzt  sind,  dass 
jeder  Punkt  mit  y  Geraden  und  jede  Gerade  mit  n  Punkten  in- 
cident  ist,  einige  Gonfigurationen  von  der  Art  (p^,  g^)  und  daran 
sich  anschliessende  andere  genauer  untersucht.  Die  kleinsten 
Zahlen,  für  welche  eine  Gonfiguration  (p^,  g^)  möglich  ist,  sind 
P  =  9»  ^  =  12;  diese  Gonfiguration  (9^,  12,),  die  von  zwei  ein- 
ander «in-  und  umbeschriebenen  Vierecken  und  ihren  in  einem 
Punkte  zusammenlaufenden  vier  Diagonalen  gebildet  wird,  ist 
aber  imaginär.  Daher  wendet  sich  die  Untersuchung  sogleich  den 
Gonfigurationen  (12^,  16,)  zu,   deren   Punkte    in  drei  Quadrupel 
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zerfallen,  in  welchen  jeder  Punkt  von  den  fibrigen  getrennt  ist 
(zwei  Gonfigurationspunkte  oder  -Gerade  heissen  „yerbunden" 
oder  „getrennt**,  je  nachdem  sie  mit  ein  und  derselben  Configu- 
rationsgeraden  resp.  demselben  Gonfigurationspunkte  incideni 
sind  oder  nicht);  derartige  Gonfigurationen  giebt  es  nar  zwei, 
die  mit  A  und  B  bezeichnet  werden.  Von  ihren  Unterschieden 
seien  einige  hervorgehoben:  Die  Gonfiguration  A  wird  gebildet 
von  drei  Punktquadrupeln  einer  zweizQgigen  C„  und  ihre  Geraden 
haben  eine  gemeinschaftliche  Begleiterin,  während  die  Gonfigu- 
ration B  aus  sechs  correspondirenden  Paaren  (desselben  Systems) 
einer  C^  besteht,  und  ihre  Gonfigurationsgeraden  eine  gemein- 
schaftliche zweite  Begleiterin  besitzen;  je  zwei  getrennte  Punkte 
von  A  sind  Gegenecken  in  zwei  von  Gonfigurationsgeraden  ge- 
bildeten Vierseiten,  in  der  Gonfiguration  B  dagegen  zeigen  je 
zwei  getrennte  Punkte  ungleiches  Verhalten,  indem  sie  entweder 
ebenfalls  als  Gegenecken  zwei  solchen  Vierseiten  angehören  oder 
aber  die  Hauptecken  eines  Steiner'schen  Achtseits  (d.  h.  dessen 
Seiten  abwechselnd  durch  diese  Ecken  laufen)  sind.  Die  Rest- 
figur jeder  Gonfigurationsgeraden  (d.  i.  nach  Kantor  die  Figur, 
welche  die  von  dieser  Geraden  getrennten  Geraden  enthält) 
in  A  und  B  liefert  eine  Gonfiguration  (9,,  6,);  entfernt  man  nun 
in  A  oder  B  sechs  Gerade,  welche  einer  solchen  (9„  6,)  ange- 
hören, so  sind  die  übrigbleibenden  drei  Gonfigurationspunkte  im 
ersten  Falle  allineirt,  im  zweiten  Falle  nicht  —  Sodann  stndirt  der 
Verfasser  im  besonderen  die  Gonfiguration  A^  deren  interessante 
Eigenschaften  sich  aber  nicht  kurz  wiedergeben  lassen.  Erwähnt 
sei  nur,  dass  diese  Gonfiguration  auf  eine  Reibe  anderer  fahrt: 
eine  regelmässige  12,,  eine  Gonfiguration  (iö«,  20,),  die  auf  zehn 
Arten  aus  zwei  Tripeln  vollständiger  Vierseite  zusammengesetzt 
ist  Die  16  in  A  enthaltenen  (9,,  6,)  bestimmen  ebensoviel  neue 
Gonfigurationen  it;  ausserdem  ergiebt  die  Untersuchung  von  .4 
in  Bezug  auf  ihre  sämtlichen  Restfiguren  eine  neue  Gonfigura- 
tion derselben  Art,  die  „associirte^,  deren  Punkte  sich  mit  den 
Punkten  von  A  auf  den  18  gemeinsamen  Diagonalen  harmonisch 
trennen;  die  Punkte  zweier  solchen  associirten  Gonfigurationen 
bilden  mit   ihren  Diagonalen    eine   Gonfiguration   (24„  18^),  die 
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weiter  auf  Configurationen  I83  und  zwei  Terschiedene  21,  fQhrt, 
u.  8.  w.  T. 


J.  DE  Vries.      lieber    die    einem    Vierseite   harmonisch 
eingeschriebene    Configuration    I83.      Wien.  Ben.    xcvil. 

1307-1319.  • 

Die  Ecken  eines  Vierseits  und  die  Punkte,  welche  jede  Ecke 
von  denjenigen  Eckenpaaren  harmonisch  trennt,  die  mit  dieser 
auf  einer  und  derselben  Seite  liegen,  bilden  mit  den  18  Geraden, 
die  von  den  Ecken  nach  je  zweien  dieser  Punkte  gehen,  eine 
Configuration  18„  die  sehr  eingehend  studirt  wird.  Im  Anschluss 
hieran  werden  aus  der  Desargues'schen  Configuration  10,  andere 
Configurationen  hergeleitet;  die  Existenz  dieser  beruht  allein 
darauf,  dass  jede  Gerade  jener  10,  zwei  Vierseiten  angehört. 
Daher  führt  das  angewandte  Verfahren  auch  bei  gewissen  an- 
deren Configurationen,  ebenso  wie  bei  dieser,  zu  neuen  Confi- 
gurationen. T. 

J.   DE  Vries.     Over  vlakke  Configuraties.     Amet.  Versi.  en 

Meded.  (8)  V.  105-120. 

» 

J.  DE  Vriks.    Over  de  harmonische  Configuratie  (243,184). 

Amet.  Veral.  eo  Meded.  (3)  V.  210-219. 

J.    DB    Vries.      Involutions  quadruples  snr  courbes   bi- 
quadratiques.    Arch.  N^eri.  xxiii.  93-iu. 

Fortsetzung  der  Studien  des  Verfassers  Ober  ebene  Confi- 
gurationen (siehe  F.  d.  M.  XIX.  1887.  592).  Nach  Anstellung 
einiger  allgemeinen  Betrachtungen  über  ihre  Behandlung  durch 
Reye,  Kantor,  Schönflies  und  Ameseder  kommt  er  zu  der  Con- 
figuration (12^,  16,),  welche  durch  die  12  Gleichförmigkeitspunkte 
von  yier  Kreisen  gebildet  wird.  Verschiedene  merkwürdige 
Eigenschaften  dieser  Configuration  lehrt  er  in  Verbindung-  mit 
der  Theorie  der  vollständigen  Vierecke  und  Vierseite  kennen. 
Sodann  wendet  er  sich  zu  den  Configurationen  (15^,  20J  und 
(1249  16,),  welche  zu  der  ersten  in  bestimmter  Beziehung  stehen, 
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und  behandelt  dabei  die  Gurven  der  dritten  und  vierten  OrdBong, 
welche  mit  diesen  Configurationen  zusammenhängen. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  die  Untersuchung  fortge- 
setzt ttber  die  Gonfiguration  (24,,  ISJ,  welche  harmonisch  ge- 
nannt wird,  weil  jede  ihrer  Geraden  vier  harmonische  Punkte 
besitzt.  Die  sich  daraus  ergebenden  Eigenschaften  werden  unter- 
sucht  und  die  tüonfigurationen  ermittelt,  welche  mit  dieser  zu- 
sammenhängen. Die  ^ritte  Abhandlung  ist  eine  französische 
Uebersetzung  der  zuerst  genannten.  G. 


8.  Roberts.  On  the  figares  formed  by  the  intercepts 
of  a  System  of  straigbt  lines  in  a  plane,  and  on  anal- 
ogons   relations   in  space  of  three  dimensions.       Lond. 

M.  8.  Proc.  XIX.  405-422. 

n  Gerade  begrenzen,  wie  Steiner  gezeigt  hat  und  Herr  Roberts 
bestätigt,  im  allgemeinen  i(n--l)(n — 2)  endliche  und  2it  nicht 
geschlossene  Flächenstttcke.  Um  ttber  die  Natur  der  Flächen- 
teile  etwas  Näheres  zu  erfahren,  teilt  Herr  Roberts  die  in(n — 1) 
Schnittpunkte  der  n  Geraden  in  a,  „apices*  und  a„  a,,  a^  „neutral, 
reentrant  and  interior  points",  die  der  Reihe  nach  an  1,  2,3  oder 
4  geschlossenen  EbenenstQcken  vorkommen.  Zunächst  gilt  natür- 
lich die  Relation 

a,  +  a,  +  a, -t- a,  =  ifi(»  — 1). 
Da  von  den  unendlich  grossen  Strecken  zwei  auf  einen  apex, 
einer  auf  einen  neutral  point  kommen,  von  einem  reentrant  oder 
interior  point  aber  nur  endliche  Strecken  ausgehen,  so  ist 
2a^  +  a^  =  2n.  Da  von  den  n(n'— 2)  endlichen  Strecken  2  auf 
jeden  apex,  3  auf  einen  neutral  point,  und  je  4  auf  einen  reen- 
trant oder  interior  point  kommen,  so  ist 

2a,  -f  3a,  +4a,  +  4a^  =  2ii(n-2)  oder  a, +2a,  +  2a,  =  ii(fi— 3> 
Die  Zahl  der  apices  schwankt  zwischen  3  und  n— 1  für  gerades 
und«  zwischen  3  und  n  fjir  ungerades  n. 

Nicht  überzeugt  haben  den  Referenten  die  Entwickelungen, 
nach  denen,  von  a,  =  3  abgesehen,  mindestens  a,  oder  a, — l 
reentrant  points  vorhanden  sein  müssen.    Der  grosste  Wert  von 
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a,  ist,  je  nachdem  a^  gerade  oder  ungerade  ist,  nf  ^a,— 8  oder 
n  +  ^(3a^  —  lby.     Aus  den  angegebenen  Grenzen  folgen  die  für  a^. 

Für  die  Werte  3  bis  8  werden  die  Ergebnisse  der  Formeln 
tabellarisch  geordnet;  in  besonderen  Rubriken  wird  die  Gesamt- 
zahl der  an  allen  endlichen  Polygonen  auftretenden  Seiten, 
M  =  i(3»'— 7fi)-|-a4,  und  die  Summe  aller  Winkel  derselben, 
iNn  =  ^71(11(11— l)  +  2a,  — 4),  aufgeführt 

Ist  Ap  die  Anzahl  der  p-£cke,  so  gelten  die  beiden  Rela- 
tionen 

Die  ihnen  entsprechenden  Zahlensysteme  werden  fDr  n  =  5,  6 
tabellarisch  geordnet.  Eine  grosse  Reihe  von  Gombinationen 
schliesst  sich  schon  deswegen  aus,  weil  höchstens  ein  n-Eck, 
ein  fi-Eck  nicht  neben  einem  (n  — 1)-Eck  vorkommen  darf  und 
sich  mindestens  n^2  Dreiecke  vorfinden  müssen.  —  Herr  Roberts 
lässt  nun  die  Geraden  gruppenweise  durch  einzelne  Punkte  gehen 
und  überträgt  alsdann  einige  seiner  Entwickelungen  auf  den 
Kaum.  E.  K. 


K1LBIN6KR.     lieber   eine   Art  involutoriecher  Verwandt- 
schaft des  zweiten  Grades.    Schiömiich  z.  xxxiii.  14-21. 

Zwei  in  einer  Ebene  gelegene  Polarsysteme  bestimmen  in 
derselben  bekanntlich  eine  involutorische  V'^erwandtschaft  zweiten 
Grades,  wenn  jedem  Punkte  der  Ebene  der  Schnittpunkt  seiner 
beiden  Polaren  zugewiesen  wird.  Einige  hierbei  auftretende 
projective  Beziehungen  werden  synthetisch  untersucht,  wobei  die 
Ordnungscurven  des  Polarsystems  als  reell  vorausgesetzt  werden. 

Js. 

D.   MoNTESANO.     Sil  alcuni  gruppi  chiusi  di  trasforma- 
zioni  involutorie  nel  piano  e  nello  spazio.    Veo.  ist.^tti 

(6)  VI.  1425-1444. 

In  der  Ebene  giebt  es  bekanntlich  unendlich  viele  Siebener 
quadratisch-involutorischer   Transformationen^    die  mit  der  iden- 

Fortsehr.  d.  Mafb.  TiX.  3.  38 
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dann  ist  auf  je  zwei  entsprechendeii  Strahlen  r  and  r'  von  ZT^ 

r(flnJ^  0)  X  rXOnJy  0). 
Die  Gesamtheit  der  bo  bestimmten  Projectiyitäten  charakterisirt 
die  Transformation.  Durch  birationale  Umformung  des  Baumes 
kann  man  jede  derartige  Transformation  auf  eine  solche  mit 
einer  der  vier  fundamentalen  Bertini'schen  inyolatorischen  Be- 
ziehungen JJ^  zurückführen. 

Die  zweite,  wie  die  dritte  Hai^ptklasse  der  betrachteten 
Transformationen  hängt  mit  einer  Jonqui^res'schen  Transformation 
Ä**'  Ordnung  einer  Ebene  zusammen,  bei  welcher  die  beiden  (&  — 1> 
fachen  Fundamentalpunkte  an  einer  Stelle  D  vereinigt  liegen,  die 
von  D  ausgehenden  Strahlen  r,  r'  aber  einander  paarweise  wechsel- 
seitig entsprechen.  Sind  nun  zu  den  Punkten  E  und  F  auf  r 
und  r'  die  entsprechenden  E*  und  F\  0  und  0'  aber  feste  mit 
D  in  einer  Geraden  liegende  Punkte,  so  werden  die  Schnitt- 
punkte von  EO  und  jP'O'  einerseits  und  £'0'  und  FO  anderer- 
seits in  einer  Beziehung  dritter  Art  von  der  Ordnung  n  =  2^— 1 
einander  zugewiesen.  Die  Bündel  0,  0'  gehören  einander  zq. 
Legt  man  dagegen  durch  m  Fundamentalpunkte  der  zweiten 
Ebene  eine  Raumcurve  am  mit  der  (m — l)-fachen  Secante  d  und 
lässt  das  durch  Jm  und  d  charakterisirte  lineare  Strahlensystero 
Jjnd  für  den  Bündel  0' eintreten,  so  erhält  man  eine  involutorisehe 
Transformation  der  zweiten  Art. 

Man  übersieht  sogleich,  dass  je  zwei  Ebenen  n  =  (dr)  und 
n!  =  (dr')  in  beiden  Fällen  mittels  quadratischer  Transformationen 
wechselseitig  auf  einander  bezogen  sind.  Von  den  Fandamental- 
punkten  der  Ebene  n  ist  einer  mit  0  identisch,  ein  zweiter  ist 
im  dritten  Fall  mit  0'  identisch,  im  zweiten  auf  Jm  ausserhalb 
d  gelegen.  Der  dritte  Fundamentalpunkt  beschreibt  in  beiden 
Fällen  eine  d  (n— l)-fach  treffende  Raumcurve  0«.  Das  lineare 
Strahlensystem  (Ony  d\  welches  in  beiden  Fällen  in  sich  selbst 
fibergeht,  kann  man  mit  Hülfe  einer  geeigneten  Transformation 
in  einen  Strahlenbündel  umformen  und  so  die  vorliegende  Raum- 
transformation selbst  in  eine  der  vier  Hauptformen  der  ersten 
Art  verwandeln. 

In  allen  drei  Fällen  werden  die  vorhandenen  Fundamental* 
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carven  genauer  antersucht     Diese  an  sieh  interessanten  Resultate 
hier  anzufttbreU;  wflrde  zu  weit  fahren.  E.  E. 


D.  MoNTESANO.      Su  iina  classe  di  trasforraazioni  invo- 

lutorie   dello   spazio.      Lomb.  ist.  Read.  (2)  XXI.  688-690. 

Es  werden  diejenigen  Verwandtschaften  behandelt,  bei  denen 
einer  Ebene  eine  Regelfläche  n*"  Ordnung  mit  einer  (n — 1)- 
fachen  Geraden  entspricht.  E.  K. 


J.  Neubkrg.      Sur   las  transformations  quadratiques  in- 

volutives.  Mathesia  VIII.  177-183. 
Untersuchung  der  folgenden  Transformation:  Zwei  involu- 
torische  Büschel  haben  ihre  Mittelpunkte  in  zwei  festen  Punkten 
Ä  und  £;  wenn  zwei  Strahlen  AM  und  BM  sich  in  M  schneiden, 
so  schneiden  sich  die  conjugirten  Strahlen  AM\  BM*  in  einem 
Punkte  M*]  M  und  M'  entsprechen  sich  gegenseitig. 

Mn.  (Lp.) 

R.  E.  Allardicb.     A  metbod  of  transformation  in  geo- 

nietry.       Edinb.  M.  S.  Proc.  V[.  14-21. 

Es  seien  XY  eine  feste  Gerade,  P  die  zu  transformirende 
Curve,  AB  eine  Tangente  an  P,  welche  XY  in  B  schneidet  und 
mit  XY  einen  Winkel  0  einschliesst,  BC  eine  Gerade,  welche 
mit  XY  einen  Winkel  q>  bildet.  Hängen  dann  6  und  q>  durch 
die  Gleichung  tang^qp  =  /rtang^d  zusammen,  wo  k  eine  Con- 
stante  ist,  so  hQllt  BC  die  transformirte  Curve  ein,  welche  in 
dem  Aufsatze  als  „zweite  Inverse  von  P*^  eingeführt  wird.  So 
ist  die  zweite  Inverse  eines  Kreises  ein  anderer  Kreis,  derart 
dass  die  Transformationsaxe  zugleich  die  Linie  gleicher  Tan- 
genten für  beide  Kreise  ist.  Das  charakteristische  Merkmal 
dieser  Transformationsart  besteht  darin,  dass  die  Länge  der 
Tangente  von  einem  Punkte  in  der  Axe  ungeändert  bleibt.  Bei- 
spiele von  der  Anwendung  der  Methode  werden  gegeben. 

Gbs.  (Lp.) 
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K.  DoBHLEMANN.      Zui*    synthetischen    Erzeugung    der 
Cremona'scheu      Transformation      vierter      Ordnung. 

Schlomilch  Z.  XXXIU.  243-245. 

Eine  Jonquiöres'sche  Verwandtschaft  vierter  Ordnung  entsteht 
zwischen  zwei  Ebenen,  wenn  die  Verbindungslinien  homologer 
Punkte  sowohl  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  als  eine  Sehne 
derselben  treffen.  Dieselbe  ist  insofern  speciell,  als  in  der  Schnitt- 
linie der  Ebenen  drei  Fundamentalpunkte  einer  jeden  Ebene 
liegen.  E.  E. 


D.  CoBLiNGH.      Transformation    de    figures    analogue    ^ 
la    transformation    par    rayons    vecteurs    rdeiproques. 

Nouv.  Ann.  (3)  VII.  133-147. 

Es  werden  hier  Principien  einer  Transformation  durch  reci- 
proke  Halbgerade  (semi-droites;  Gerade,  in  denen  nur  ein  Rich- 
tungssinn angenommen  ist)  gegeben,  die  von  der  durch  Laguerre 
gegebenen  Transformation  abweichen,  aber  doch  zu  denselbeo 
und  noch  allgemeineren  Resultaten  führen.  Das  Nähere  ist  in 
dem  Aufsatz  selbst  nachzusehen.  Mz. 


A.  DKL  Re.     Sui  sistemi  polari  reali  bitangenti  a  sistemi 
polari   reali  dati.      Nap.  Rend.  (2)  IL  423-429. 

Ist  ein  ebenes  Polarsystem  J7  mit  zwei  anderen  i7,  und  /I, 
bitangential,  die  es  nicht  unter  einander  sind,  so  entspringt  die  colli- 
neare  Beziehung,  zu  der  JJ^  und  il,  sich  zusammensetzen 
(Sl  :=  n^n^)^  zugleich  aus  den  perspectivisch  -  collinearen  Be- 
ziehungen i2j  ^=^  n^n  und  i2,  =  77, 77,  zu  denen  die  Zusammen- 
fassung von  77j  und  77,  mit  77  Veranlassung  giebt  (J2,  J2,  =  JQ). 
Hat  i2j  die  Axe  «,  und  das  Centrum  S,,  und  haben  «,  nnd  S, 
dieselbe  Bedeutung  f(ir  fi„  so  sind  G  =  «,«,  und  g  =3  S^S^  sich 
selbst  entsprechende  Stücke  in  Si.  Daher  giebt  es  drei,  zwei 
oder  eine  Reihe  zu  77^  und  77,  bitangentialer  77,  je  nachdem  das 
gemeinsame  Poldreieck  von  77,  und  77,,  welches  das  Funda 
mentaldreieck  von  Q  ist,  reell  ist,  oder  ausartet,  oder  nur  eine 
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reelle  Ecke  zeigt.  Die  Paare  S,S,  auf  einer  Doppelgeraden  von 
Q  gehören  zu  einer  Involution,  welche  die  auf  g  liegende  Pro- 
jectivität  von  Q  in  ihre  inverse  Projectivität  transformirt.  Von 
jedem  Doppelpunkte  der  Involution  gehen  zwei  gemeinsame 
Tangenten  an  die  reellen  oder  imaginären  Ordnungscurven  von 
/7j  und  77,.  Analoges  gilt  von  der  Involution  der  Paare  {s^s^). 
Modificationen  treten  ein,  w^enn  /7j,  77,  selbst  bitangential 
zu  einander  sind.  E.  K. 


Ä.  DEL  Re.     Sur  uue  question  ölömeutaire  de  g^öm^trie. 

Palermo  Rend.  II.  37-39. 

In  Erweiterung  gewisser  Sätze  der  Herren  d'Ocagne  und 
Fouret  beweist  Herr  del  Re  Folgendes :  Entsprechen  zwei  in  einem 
Null-  oder  Polarsystem  77  reciproke  Flächen  (S  und  S')  einander 
collinear  so,  dass  zu  einem  Punkt  von  S  der  Berührungspunkt 
der  entsprechenden  Tangentialebene  gehört,  so  muss  S  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  sein,  und  ihr  Polarsystem  77''  entsteht 
aus  der  Zusammensetzung  der  collinearen  Beziehung  ü  mit  77: 

das  Polarsystem  von  S'  erscheint  in  der  Form 

77'  =  7777' 77  =  77ß7777  =  HQ. 

Es  ist  mit  77'  identisch,  wenn  die  Beziehung  ß  involutorisch 
ist.  In  der  Beziehung  77  ist  alsdann  S  zu  sich  selbst  reciprok, 
ii  ist  eine  geschart- in volutorische  Beziehung,  wenn  77  ein  Null- 
sy stein  ist;  dagegen  kann  £i  auch  eine  central-involutorische  Be- 
ziehung sein,  wenn  77  ein  eigentliches  Polarsystem  ist. 

E.  K. 


A.  DEL  Rk.       Un    teorema   di   geometria   projettiva  sin- 

tetica   cd   alcuni    SUoi   COrollari.      Palermo  Rend.   II.  128-130. 

Herr  del  Re  beweist  Folgendes: 

Das  Fundamentaldreieck  jeder  collinearen  Beziehung  fi,  in 
der  entsprechende  Ecken  zweier  perspectivischen  Dreiecke  ein- 
ander zugewiesen  werden^  ist  ein  Poldreieek  des  Polarsystems  77, 
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in  welchem  den  Ecken  des  einen  Dreiecks  die  den  entsprechen- 
den Ecken  gegenüberliegenden  Seiten  des  anderen  entsprechen. 
Der  Satz  beruht  darauf,  dass  aus  der  VerknQpfung  von  Q 
mit  n  ein  neues  Polarsystem  77'  entspringt,  also 

an  =  ii',   fl  =  n'n 

ist.  Als  einen  besonderen  Fall  erhält  der  Verf.  Herrn  Reye's 
schönen  Satz,  dass  die  einem  FQnfeck  umgeschriebenen  Raom- 
curven  dritter  Ordnung  eine  Ebene  in  Poldreiecken  des  Polar- 
systems schneiden,  welches  das  Fünfeck  auf  der  Ebene  bedingt. 

E.  K. 


V.  Retali.     SulIe  forme  binarie  cubiche.     Nota  di  geo- 
metria  immaginaria.     Palermo  Rend.  ll.  2.5-27. 

Zwei  beliebige  conjugirt  -  imaginäre  Punkte  einer  reellen 
Geraden  können  immer  als  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit 
einem  Null-Kreise  angesehen  werden.  Diese  besondere -Bestim- 
mung der  imaginären  Punkte  erlaubt  dem  Verfasser,  sehr  ein- 
fache Auflösungen  folgender  Aufgaben  zu  geben: 

1)  Sind  auf  einer,  reellen  Geraden  ein  reeller  und  zwei  con- 
jugirt-imaginäre  Punkte  gegeben,  die  zwei  reellen  Punkte  zu 
finden,  aus  welchen  die  Hesse'scbe  Form  derjenigen  kubischen 
Form  besteht,  welche  durch  die  gegebenen  Punkte  gebildet  wird. 

2)  Sind  umgekehrt  drei  reelle  Punkte  >i,  ff,,  üf,  einer  reellen 
Geraden  gegeben,  zwei  solche  conjugirt-imaginäre  Punkte  A^^  i, 
derselben  Geraden  zu  finden,  dass  B^H^  die  Hesse'sche  Form 
derjenigen  kubischen  Form  ist,  welche  durch  AA^A^  gebildet 
wird. 

3)  Sind  auf  einer  reellen  Geraden  ein  reeller  und  zwei  con- 
jugirt-imaginäre Punkte  gegeben,  die  drei  Punkte  zu  finden, 
aus  welchen  die  kubische  Covariante  derjenigen  kubischen  Form 
besteht,  welche  durch  die  gegebenen  Punkte  gebildet  wird. 

Indem  der  Verf.  dann  die  v.  Staudt'sche  Theorie  des  Ima- 
ginären  voraussetzt,    löst  er  die  beiden  anderen  Aufgaben  auf: 

4)  Sind   eine   imaginäre   Gerade   erster  Art   und    in  ihrer 
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reellen  Ebene  ein  Null -Kreis  gegeben,   die   reellen  Träger  der 
zwei  ihnen  gemeinsamen  Punkte  zu  bestimmen. 

5)  Sind  eine  imaginäre  Gerade  erster  Art  und  in  ihrer  reellen 
Ebene  die  mit  einem  Sinne  versehene  elliptische  Involution  ge- 
geben, welche  ein  (imaginärer)  Punkt  der  Geraden  bestimmt, 
den  reellen  Träger  dieses  Punktes  zu  finden.  La. 


G.  Jung.      Ricerche  sui  sistemi   Hneari   di   curve   alge- 
briche  di  geuere  qualunqae.    AnnalidiMat.  (2)  XV.  277-312. 

Im  vorigen  Bande  dieses  Jahrbnchs  S.603  haben  wir  ttber  einige 
Untersuchungen  betreffs  der  linearen  Systeme  ebener  Curven  be- 
richtet, aus  denen  einige  Resultate  von  Herrn  Jung  dem  Istituto 
Lombardo  mitgeteilt  worden  waren;  wir  haben  auch  auf  eine 
umfangreiche  Abhandlung  hingewiesen,  in  der  diese  Unter- 
suchungen vollkommen  auseinandergesetzt  werden  sollten;  diese 
Arbeit  soll  uns  jetzt  beschäftigen.  Wir  überlassen  es  dem  Leser, 
die  Yergleichung  zwischen  der  citirten  Schrift  und  der  gegen- 
wärtigen zu  machen,  und  beschränken  uns  darauf,  den  Inhalt 
dieser  letzteren  in  gedrängter  Kürze  anzugeben. 

Hau  habe  in  einer  Ebene  f  (fundamentale)  Punkte  a^,  a,, . . . ,  a/, 
die  alle  unter  einander  verschieden  und  deren  Lagen  ganz  willkür- 
lich und  unter  einander  unabhängig  seien.  Man  setze  voraus,  dass 
es  unendlich  viele  algebraische  Curven  gebe,  deren  Ordnung  M 
und  deren  Geschlecht  p  sei,  und  von  denen  der  i^  Fundamental- 
punkt  ein  rt^  Punkt  sei  (wir  werden  immer  voraussetzen,  dass 
r^^r^'^  , ,  ,^r/  sei).  Unterliegen  diese  Curven  nur  den  Be- 
dingungen, welche,  unmittelbar  oder  mittelbar,  dadurch  entstehen, 
dass  dieselben  durch  die  Fundamentalpunkte  gehen,  so  werden  sie 
ein  allgemeines  lineares  System  S bilden;  besteht  es  ausoc^'  Curven, 
so  beisst  c'  die  „Dimension'*  des  Systems.  Diese  Zahl  c*  wird 
durch  die  Gleichung  bestimmt 

!*(» +  3)  =  ÜVi('-i+ l)  +  c'. . 

Ein  bekannter  Bertini'scher  Satz  (Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XV;  vgl. 
F.  d.  M.  XIV.  1882.  432)  sagt  aus,  dass  alle  Curven  des  Systems 
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S  ausser  den  Fandamentalpankten  keinen  singulären  Punkt  haben ; 
daher  kann  man  schreiben: 

Versteht  man  endlich  unter  dem  „Grad^  des  Systems  die  Zahl  k 
der  beweglichen  Durchschnittspunkte  zweier  Curven  von  S,  so 
wird 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  ergiebt  sich  die  Beziehung 

c'  =  *  +  l-p, 
durch  welche  die  drei  ^Charakteristiken''  eines  Plancurvensystems 
verbunden  sind,  wenn  es  allgemein  und  durch  die  in  beliebiger 
Lage  gewählten  Fundamentalpunkte  bestimmt  ist 

Im  System  S  befinden  sich  c'^1  lineare  Systeme  gleichen 
Grades,  gleicher  Ordnung,  gleichen  Geschlechtes,  aber  von 
kleinerer  Dimension;  sie  werden  erzeugt,  wenn  man  alle  Curven 
des  Systems  1,  2,  ...,c'  — 1  linearen  Bedingungen  unterwirft, 
vorausgesetzt  dass  diese  neuen  Bedingungen  nicht  in  dem  Hin- 
durchgehen durch  neue  Punkte  bestehen;  ist  &*  die  Dimension 
eines  solchen  Systems,  so  hat  man  augenscheinlich 

c"  <*+l— p. 
Wir  erinnern  daran,  dass  es  im  allgemeinen  möglich  ist,  in  der 
Ebene  des   Systems   eine   gewisse   Zahl  fc  von  (fundamentalen) 
Curven  zu  zeichnen,    deren  jede  alle  Curven  des  Systems    nur 
in  den  Fundamentalpunkten  schneidet. 

Alle  linearen  Systeme,  welche  man  aus  einem  gegebenen 
durch  Cremona'sche  Transformationen  erhält,  bilden  eine  „Familie*"; 
das  System  kleinster  Ordnung  der  Familie  heisst  ^typisches'' 
System  derselben  oder  auch  „Minimalsystem^ ;  es  hat  die 
charakteristische  Eigenschaft,  dass  seine  Ordnung  nicht  kleiner 
als  die  Summen  der  drei  höchsten  Grade  der  Yielfachheit  der 
Fundamentalpunkte  ist;  ferner  hat  es  keine  Fundamentalcurve, 
mit  Ausnahme  des  Falles,  in  welchem  nur  zwei  Fundamental- 
punkte vorhanden  sind,  bei  denen  die  Summe  der  Vielfachheiten 
gleich  der  Ordnung   des   Systems  ist.    Bei  allen  linearen  allge- 
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meinen  and  bestimmten  Systemen  einer  und  derselben  Familie, 
deren  Gurven  sich  nur  in  beweglichen  Punkten  schneiden,  wie 
auch  bei  allen  in  ihnen  enthaltenen  Systemen,  ist  der  Unterschied 
e  =  /*—/;  zwischen  der  Zahl  der  willkürlichen  Fundamentalpunkte 
und  derjenigen  der  Fundamen talcurven  constant;  hat  das  typische 
System  der  Familie  keine  Fundamentalcurve  und  f^  willkürliche 
Fundamental  punkte,  so  hat  man  «  =  f^;  in  allen  anderen  Fällen 
ist  8  =  1.  Daraus  sieht  man,  dass  die  Ordnung  fi  des  typischen 
Systems  und  der  „Ueberschuss^  (eccesso)  e  charakteristische 
Zahlen  einer  Familie  sind. 

Bei  den  Untersuchungen  der  allgemeinen  linearen  Systeme 
kann  man  sich  offenbar  auf  die  Betrachtung  derjenigen  kleinster 
Ordnung  beschränken,  und  die  Aufstellung  von  Methoden  zur 
Bestimmung  der  Minimalsysteme  gegebener  Ordnung  und  ge- 
gebenen Geschlechts  ist  eben  der  hauptsächlichste  Zweck  der 
vorliegenden  Arbeit  des  Hrn.  Jung.  Um  ihn  zu  erreichen,  ist  es 
zweckmässig,  die  Systeme  ohne  einfache  Fundamentalpunkte 
(oder  vom  „Normaltypus")  von  den  anderen  (vom  „abgeleiteten** 
Typus  genannt,  weil  sie  aus  den  ersteren  durch  Hinzufögung 
von  einfachen  Fundamentalpunkten  sich  „ableiten"  lassen)  zu 
scheiden.  Ferner  kann  man  die  Untersuchung  der  typischen 
Systeme  auf  die  vom  Normaltypus  beschränken.  Ein  System  ist 
vom  Normaltypus,  wenn  es  keinen  Fundamentalpunkt,  oder  nur 
einen,  oder  zwei,  oder  wenigstens  drei  hat,  deren  Vielfachheiten 
eine  nicht  grossere  Summe  als  die  Ordnung  des  Systems 
haben;  im  ersten  Falle  heisst  das  System  „monom",  im  zweiten 
„binom^,  in  den  anderen  „trinom".  In  den  §§  5-8  bestimmt  der 
Verfasser  die  monomen,  binomen  und  trinomen  Systeme  vom 
Normaltypus;  in  der  Originalabhandlung  findet  der  Leser  die 
gewonnenen  Ergebnisse  tabellarisch  gesammelt  und  auch  einige 
der  wichtigsten  als  besondere  Sätze  ausgedrückt. 

Sind  im  Gegensatz  zur  vorigen  Voraussetzung  nicht  alle  Fun- 
damentalpunkte ganz  willktlrlich  gegeben,  sondern  in  besonderen 
oder  unter  einander  abhängigen  Lagen,  so  ist  das  System 
„speciell**;  wenn  einige  der  Fundamentalpunkte  durch  die  an- 
deren eindeutig  bestimmt  sind,  so  heisst  das  System  vom  „ersten 
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TypuB^,  sonst  yom  ^  zweiten  Typus ''.  Unter  den  Charakteristiken 
eines  speeielleu  Systems  besteht  die  Beziehung  e' >  ir  + 1 — p. 
Nachdem  der  Verfasser  im  §  9  einige  interessante  Eigensehaften 
der  speciellen  Systeme  bewiesen  and  eine  wichtige  Folgerong 
über  den  Ueberschoss  eines  linearen  Systems  gezogen  hat,  das 
durch  Cremona'scbe  Transformationen  auf  ein  System  ohne 
Fundamentaleurven  zurflckfOhrbar  ist  (in  Betreff  der  Kote  zu 
p.  304  vgl.  den  Aufsatz  desselben  Verfassers:  Sul  numero  delle 
curve  degeneri  contenute  in  un  fascio  di  genere  qualonque,  Lomb. 
Ist.  Rend.  (2)  XXI,  vgl.  unten  S.  607),  kehrt  er  zu  den  alige- 
meinen Systemen  zurQck  und  bestimmt  diejenigen,  deren  Geschlecht 
0, 1, 2  (§  10),  3  und  4  (§  1 1)  ist.  Endlich  Iftsst  er  nicht  unbemerkt, 
dass  er  die  Fragen  nicht  beantwortet,  ob  alle  Gruppen  der  ftlr 
jedes  System  angedeuteten  Fundamentalpunkte  wirklich  lineare 
aus  algebraischen  Gurven  bestehende  Systeme  bestimmen.      La« 


G.  Jung.     Ricerche  sui   systemi   lineari   di  geuere  qna- 
lunque    e    sulla    loro    ridiizione    alTordine    minimo. 

Annali  di  Mai.  (2)  XVI.  291-327. 

In  der  vorigen  Abhandlung  hatte  der  Verfasser  ausschliess- 
lich lineare  Plancurvensysteme  betrachtet,  welche  nicht  unendlich 
nahe  Fundamentalpunkte  haben;  daher  hatte  er  sich  nur  mit 
Systemen  beschäftigt,  deren  Fundamentalpunkte  solche  Vielfach- 
heiten haben,  dass  die  Summe  der  drei  höchsten  nicht  grösser 
als  die  Ordnung  des  Systems  ist.  In  der  gegenwärtigen  iSsst 
er  jene  Beschränkung  fallen  und  studirt  die  Systeme,  welche 
diese  Bedingung  nicht  befriedigen.  Indem  wir  die  Kenntnis 
unseres  unmittelbar  vorausgehenden  Referats  voraussetzen,  be- 
dienen wir  uns  derselben  Benennungen  und  Bezeichnungen; 
ferner  führen  wir,  dem  Verfasser  folgend,  eine  neue  Zahl  D^k 
ein,  welche  die  Zahl  der  beweglichen  Durchschnittspunkte  zweier 
Gurven  des  Systems  angiebt;  D  hat,  wie  p,  c\  e,  denselben  Wert 
für  alle  Systeme  derselben  Familie  und  kann,  wie  diese,  den  Na- 
men „Invariante  der  Familie^  bekommen.  Herr  Jung  beweist  zuerst 
viele  Eigenschaften   der   linearen  Systeme,  wo  r^'^'r^'\'r^>  M 
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ist;  einige  derselben  sollen  hier  angedeutet  werden.  Wenn  in 
einem  Systeme  der  genannten  Art  zwei  der  drei  höchsten  Fun- 
damentalpunkte in  verschiedenen  Richtungen  dem  dritten  unend- 
lich nahe  sind,  so  hat  man  2r,  >  M.  Ferner  ist  in  jedem  linearen 
System  r,  +r^+r^  <  2lf;  in  demjenigen  aber,  wo  r,  +r,  +r^':>M 
ist,  folgt  auch  D  ^  2*  —  1  +  2(p—  1).  Ist  nicht  nur  r,  +r,+r,>lf, 
sondern  auch  Jf  >2p  +  2,  so  ist  r^  <r, -fr, +  '"  +  r/,  mit  Aus- 
schluss der  Systeme,  welche  aus  rationalen  Gurven  mit  einem 
(M— lyfachen  Fundamentalpunkte  und  nicht  mehr  als  If— 1 
einfachen  bestehen.  Und  wenn  noch  der  höchste  Fundamental- 
punkt eine  höhere  Singularität  darbietet,  so  besitzt  das  System 
auch  andere  Fundamentalpunkte  (wenigstens  einen),  und  es  folgt 
rj+2Ä,  >ilf,  wenn  h^  die  höchste  Vielfachheit  dieser  Punkte 
darstellt;  auch  hier  muss  man  die  obengenannten  speciellen 
Systeme  ausschliessen. 

Diese  Sätze  sind  besonders  wichtig,  weil  sie  eine  breite  An- 
wendung bei  der  Reduction  der  linearen  Systeme  auf  ihre  kleinste 
Ordnung  erhalten;  es  genüge  an  den  folgenden  Schlüssen,  welche 
Herr  Jung  in  §  4  daraus  zieht.  Abgesehen  von  dem  besonderen 
Falle  eines  Systems  JH'«'  Ordnung  mit  einem  (M —  l)-fachen  Fun- 
damentalpunkte und  mit  ilf  — 1  einfachen,  dem  vielfachen  nach 
verschiedenen  Richtungen  unendlich  nahen,  darf  man  sagen, 
dass  die  Ordnung  jedes  Systems,  wo  2p  +  2  <  if  <r, -f-r^  +  r, 
ist,  durch  eine  Cremona'sche  Transformation  vermindert  werden 
kann;  dies  ist  aber  unmöglich  für  alle  diejenigen  Systeme,  wo 
ea  einen  Fundamentalpunkt  giebt,  welchem  alle  anderen  unend- 
lich nahe  sind.  Man  bemerke  auch,  dass  die  Ordnung  f«  der 
linearen  Minimalsysteme,  deren  Geschlecht  p  und  bei  denen 
r^-^r^+r^>  M  ist,  die  Grenze  2p +  2  nicht  übertreflfen  kann, 
wenn  p  >  0 ,  während  sie  keine  Grenze  hat,  wenn  p  =  0 
ist;  übrigens  ist  es  bekannt,  dass,  wenn  r, -f^s  +  ^t  ^^i  das 
System  schon  ein  Minimalsystem  ist.  Daraus  ergiebt  sich  eine 
notwendige  Scheidung  der  Systeme,  für  welche  Tj  +  r,  +  r,  <  /u 
ist  (Systeme  „erster  Klasse"),  von  denjenigen,  für  welche 
r,  +*'a+r,  >^  ist  (Systeme  „zweiter  Klasse"). 

Die  Minimalsysteme  (erster  Klasse),   welche  in  der  ersten 
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Abhandlung  unter  der  Voraussetzung  bestimait  wurdeo,  d^ 
Fundanaentalpunkte  verschieden  seien,  bleiben  es,  aach  wen 
Fundamentalpunkte  unendlich  nahe  zu  einander   oder  in    h 
deren  Lagen  sind,    oder   höhere  Singularitäten   darbieten. 
jenigen  von  der  zweiten  Klasse,    welche  in  der  ersten  Abii 
lung  nicht  betrachtet  wurden,  sind  zuerst  die  §§  5-6  der  zw 
gewidmet,  in  welchen  der  Verfasser  sich  mit  den  Systemei] 
schäftigt,  wo  r,  =  ^1  —  2.      Im  §  8  studirt  er  die,    welche  d 
eine  einzige  quadratische  Transformation  irreductibel  sind; 
Ordnung  kann  dessen  ungeachtet  durch  eine  Folge  solcher  Tr 
formationen  vermindert  werden.  Er  kommt  daher  zu  dem  wicht 
Schluss,    dass  es  nicht  erlaubt  ist,    aus  der  Irreductibilität  v 
Systems  durch  eine  quadratische  Transformation  auf  ihre  Irrei 
tibilität  überhaupt  zu  schliessen,    weil  bei  jener  Voransseiz 
unter  gewissen  Umständen  seine  Ordnung  durch  eine  Crema 
sehe  Transformation  vermindert  werden  kann. 

Im  §  9  wendet  sich  Herr  Jung  noch  einmal  den  Sjsitxi 
zweiter  Klasse  zu,  und  studirt  dasjenige,  wo  r,  <:  ft — 2,  de* 
Geschlecht  immer  höher  als  sechs  ist. 

Wichtige  Resultate  sind  in  den  folgenden  Paragraphen  c 
halten;  sie  gipfeln  in  den  zwei  folgenden  Sätzen:  I.  Hit  A 
schluss  der  rationalen  Systeme  (deren  D  keine  Grenze  hat)  k^ 
der  Grad  D  eines  linearen  Systems  vom  Geschlecht  p  nü 
höher  als  8p +  1  »ein;  die8*e  Grenze  wird  för  p  =  1  erreic 
ist  aber  p>l,  so  ist  2>^  8p +  2.  II.  Immer  mit  Ausschlq 
der  rationalen  Systeme  kann  die  Dimension  c'  eines  linean 
Systems  vom  Geschlecht  p  nicht  höher  als  7p 4- 2  sein;  die 
Grenze  wird  für  p  =  1  erreicht;  ist  aber  p  >  1 ,  so  i 
c'<5p  +  3. 

Als  Anwendungen  der  vorigen  Sätze  und  zur  Ergänzoo 
der  Tabellen  der  ersten  Abhandlung  bestimmt  der  Verfas^« 
alle  Normaltypen  vom  Geschlecht  0,  1/  2,  3,  4  und  ihre  ab^'< 
leiteten. 

Hiernach  bedarf  es  keiner  besonderen  Erwähnung  der  Vi\&. 
tigkeit  der  Jung'scben  Untersuchungen  wegen  ihrer  Anwendbarkei 
auf  die  eindeutige  Abbildung  einer  Fläche  auf  eine  Ebene,  au 
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die  Theorie  der  höheren  Mannigfaltigkeiten,    auf  die  vielfachen 
ebenen  Verwandtschaften  u.  s.  w.  La. 


G.  Jung.  Suir  eccesso  degli  eleinenti  fondamentali  di 
un  sistema  lineare  di  genere  qiialunqne.  —  Sul  numero 
delle  curve  degeneri  contenute  in  un  fascio  di  genere 

qualunque.      Lomb.  Ist  Reod.  (2)  XXI.  719-723,  723-724. 

Diese  zwei  Aufsätze  hängen  mit  der  ersten  der  obigen  Ab- 
handlungen fiber  die  linearen  Plancurvensysteme  zusammen;  ihr 
Zweck   ist   die  Ausdehnung   oder   der  strenge  Beweis  gewisser 
darin  enthaltenen  Lehrsätze.    Wenn   man   die  Nomenclatur  des 
Verfassers   anwendet  (s.   die  zwei  vorigen   Referate),   so  kann 
man  den  „Fundamentalsatz'*  des  ersten  Aufsatzes  so  ausdrücken: 
Wenn    man   aus  einem  linearen    System  vom  Geschlecht  p  und 
von    der   Dimension  c'  >  1    mit   f  Fundamentalpunkten    und  fe 
Fundamentalcurven,  durch  eine  quadratische  Verwandtschaft  ein 
anderes  System  mit  f  Fundamentalpunkten  und  fc  Fundamental* 
curven  ableitet,    so  bestehen    folgende    Beziehungen  /^  =  ^-f  co, 
/■;  =  fc  +  oi,  wo  10  eine  der  Zahlen  0,  +  l,+2,±3  ist.    In  Folge 
dessen  ist  f'^fl.=z  f--fcy  d.  h.  eine  quadratische  Transformation 
verändert  nicht  den  Ueberschuss  eines  Systems  von  der  Dimen- 
sion c'>l;  derselbe  Satz   gilt   für  jede   eindeutige  Verwandt- 
schaft,   weil   dieselbe  durch   eine  Reihe  quadratischer  ersetzbar 
ist.     Im  Falle  c'  =  1  wird  dieses  „Ueberschuss-Theorem^  durch 
das  folgende  ersetzt:  Ist  ß  die  Zahl  der  Grundpunkte  und  X  die 
der  singulären  Curven   eines    Büschels   ebener  Curven  vom  Ge- 
schlecht p;    sind  ß'  und  >l'  die  entsprechenden  Zahlen   ftlr  den 
Büschel  kleinster  Ordnung,    auf   welchen  jener  durch  eine  ein- 
deutige Transformation  zurückführbar  ist:  so  besteht  die  Gleichung 
ft —  k  =^  ß* — X',    Daraus  zieht  man  das  Corollar:  Hat  ein  Büschel 
rationaler  Curven  M^'  Ordnung  ß  Grundpunkte  und  y  singulare 
Curven  von  einer  Ordnung  kleiner  als  M,  so  ist  y  =  2(/?— 1). 

La. 
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G.  Juno.     Sulla  ridazione  airordine  minimo  dei  sistemi 
lineaii  di  genere  qualunque.     Lomb.  lat.  Rend.    (-2)    xxi. 

488-493. 

Die  Ordnung  /u  eines  linearen  Curvensystems  kann  mit  Hfllfe 
einer  Gremona'Bchen  Transformation  erniedrigt  werden,  wenn 
drei  von  einander  verschiedene  r^-,  r,-,  r,  -  fache  Fandamental- 
punkte  existiren,  fttr  welche  f^  <,rj'\'r^-\-r^  ist.  Solche  Curven- 
systeme  niedrigster  Ordnung,  bei  denen  die  Fundamentalpunkte 
von  einander  verschieden  sind  und  deshalb,  auch  fttr  die  drei 
grössten  r,  rj+r,+r,  </u  ist,  hat  Herr  J.  bei  früherer  Gelegen- 
heit (Ricerche  etc.,  s.  oben  S.601  und  S.604)  behandelt  Vereinigen 
sich  die  Fundamentalpunkte  des  Systems  gruppenweise,  so  kann 
ri+r^+r^'>  fi  sein,  und  es  gilt,  wie  Herr  J.  ohne  Beweis  an- 
giebt,  der  Satz. 

Die  Ordnung  fi  eines  niedrigsten  linearen  Systems,  bei  dem 
^<r,-fr,+r,  ist,  übersteigt  für  p  >  0  den  Wert  2p— 2  nicht 
unterliegt  jedoch  keiner  Beschr&nkung  für  p  =  0.  Daraus  folgen, 
wie  Herr  J.  angiebt,  für  fi  <,r^-{-r^-\-r^^  zunächst  Normaltypen 
von  der  Form 

bei  denen  man  sich  in  bestimmten  Richtungen  6,,  6,,  ...,  b^-ß, 
Cj,  ...,  Cy  mit  a  vereinigt  denken  muss;  hierbei  ist 

y  =  /»  =  0,  1,  2,  ...,  p-1 
zu    nehmen,    jedoch     der    Fall    ß  =  p — 1,   .y  =  0,     in    dem 
/u  =  r, -}-r,-f-r,  werden  würde,  auszuschliessen. 

Hierzu  kommen  die  aus  jenen  abgeleiteten  Typen 


''         L  d,  d, ...  dyJ^=^+2-A 

Auch   hier   hat  man  mit  a  alle  Punkte  b  und  c  zu  vereinigen, 
nun  jedoch  in  verschiedenen  Richtungen.     Die  Punkte  d^^  .. .,  <lj 
hat   man  auf, den  Zweigen  ac,,  ac^j  ...,  ac^.   anzunehmen   und 
zwar   so,    dass   mindestens   ein  Tripel  acjdj  auf  einer  Geraden 
sich  befindet    Herr  J.  gelangt  so  zu 

KP-l)(P+2)+i(p~l)p(p+l) 
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Normaltypen,   bei   denen  fi<.r^+r^+r^    ist.     Für   die  Fälle 
p  =  1,  ...,  4  werden  die  Ergebnisse  tabellarisch  aufgeführt. 

Im  §  5  wird  angegeben,  dass  die  Anzahl  D  der  veränder- 
lichen Schnittpunkte  zweier  Carven  eines  linearen  Systems  vom 
Geschlecht  1  kleiner  als  9  =  Sp  +  s,  [dagegen  wenn  p>  1  ist, 
kleiner  als  6p +2  ist.  _____  E.  K. 

E.  H.  Moore.  A  problem  suggested  in  the  geometry 
of  nets  of  .curves  and  applied  to  the  theory  of  six 
points  baving  multiply  perspective  relations.     American 

J.  X.  243-257. 

Der  Herr  Verfasser  wendet  die  eindeutig  umkehrbare  qua- 
dratische Transformation  auf  die  im  Titel  genannte  Figur  an, 
um  zu  neuen  Sätzen  zu  gelangen.  Hierbei  benutzt  er  die  Bemerkung, 
dass,  wenn  eine  Figur,  deren  Punkte  gewissen  Bedingungen  ge- 
nügen, einer  birationalen  Transformation  unterworfen  wird,  die 
Punkte  der  transformirten  Figur  ganz  oder  zum  Teil  von  solchen 
Bedingungen  befreit  sind,  wenn  man  von  ihren  Beziehungen  zu 
den  Fundamentalpunkten  der  Transformation  absieht.        T. 


M.  d'Ocagne.  Sur  certaines  courbes  qu'on  peut  adjoindre 
aux  courbes  planes  pour  l'^tude  de  leurs  propri^täs 
infinitesimales.  Lisboa  J.  (1888). 
Man  nehme  in  der  Ebene  einer  ebenen  Gurve  c  willkürlich 
zwei  feste  Punkte  0  und  P  an,  ferner  einen  auf  der  Curve  be- 
weglichen Punkt  M\  durch  den  Punkt  P  ziehe  man  parallel  zur 
Normale  der  Gurve  c  in  Jlf  eine  Gerade.  Der  Schnittpunkt  H 
dieser  Geraden  mit  OM  beschreibt  eine  Gurve  n,  deren  Eigen- 
schaften Herr  d'Ocagne  ermittelt.  Hierauf  löst  er  die  folgende 
Aufgabe:  Die  Gurve  n  sei  eine  Gerade  oder  ein  Kreis,  alle  zu- 
gehörigen Gurven  c  zu  finden.  Vertauscht  man  in  der  Definition 
der  Carven  n  die  durch  den  Punitt  P  zu  den  Normalen  der 
Curve  c  gezogenen  Parallelen  mit  Parallelen  zu  ihren  Tangenten, 
so  erbftlt  man  eine  andere  Gurve  /.  Auch  diese  untersucht  der 
Verfasser  und  beantwortet  in  Bezug  auf  sie  dieselben  Fragen  wie 
bei  den  Gurven  n.  Tx.  (Lp.) 

Forttcbr.  d.  Math.  XZ.  2.  39 
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Fr.  Machovkc.    Beiträge  zur  Construction  der  Tangenten 
und     der    KrOmmungsmittelpankte     ebener     Curven. 

Prag.  Ber.  169-lBl. 

Der  Verfasser  behandelt  folgende  Aufgaben: 

1)  Es  sind  die  Krfimmungsmittelpunkte  einer  ebenen  Curve 
B  zu  finden,  welche  mit  einer  Curve  A^  deren  Elemente  als  ge- 
geben vorausgesetzt  sind,  affin  oder  collinear  verwandt  ist. 

2)  Es  sind  die  Tangenten  und  die  KrQmmungsmittelpunkte 
der  Bahnen  zu  finden,  welche  die  Punkte  einer  Ebene  beschrei- 
ben, die  sich  in  einer  festen  Ebene  auf  beliebige  Weise  bewegt. 

3)  Es  sind  die  Punkte  und  die  Krümmungsmittelpunkte  der 
Enveloppe  einer  beliebigen  Curve  der  Ebene  zu  finden,  welche 
die  in  2)  Charakter isirte  Bewegung  hat. 

In  2)  und  3)  wird  die  bewegliche  Ebene  so  geleitet,  dass 
die  Endpunkte  a  und  b  einer  starren  Strecke  auf  zwei  beliebigen 
Curven  A  und  B  gleiten.  Die  von  dem  Verfasser  angewandte 
Methode  zur  Behandlung  dieser  Aufgaben  besteht  im  wesent- 
lichen darin,  dass  er  die  Curven  A  und  B  als  orthogonale  Pro- 
jectionen  zweier  anderen  Curven  im  Raum  auffasst,  die  in  einer 
bestimmten  Beziehung  zu  einander  stehen.  Aus  der  bestimmten 
räumlichen  Verbindung  dieser  Curven  werden  RQckschlfisse  ge- 
macht, die  zur  Lösung  der  gestellten  Aufgaben  ftthren. 

Sehn. 


A.  Mannheim.      Applications  de  g^om^trie  cin^matique. 

Prag.  Ber.  87-92. 

Wenn  von  einem  Punkte  einer  Kreisbahn  zwei  Punkte  zu* 
gleich  auslaufen,  sich  in  gleichem  Sinne  bewegen,  der  eine 
Punkt  a  aber  die  doppelte  Geschwindigkeit  hat,  als  der  andere 
Punkt  6,  so  umhtlllt  die  Sehne  ab  eine  Curve.  Es  wird  der  Be- 
rührungspunkt für  eine  beliebige  Lage  der  Sehne  construirt  und 
der  Krümmungsmittelpunkt  in  diesem  Punkte  angegeben.  Mit 
der  Sehne  ab  durchläuft  der  Pol  dieser  Sehne  eine  Curve.  Die 
Normale  derselben  wird  construirt  und  ihr  Krfinimungsmittel- 
punkt  ermittelt.  .ßchn. 
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D.  MoNTESANO.     Su  le   trasformazioni   involutorie  dello 
spazio  che  determiuano  un  complesso  lineare  di  rette. 

Rom.  Acc.  L.  Reod.  (4)  IVi.  207-215,  277-285. 

Zwischen  zwei  dreidimensionalen  Räumen  findet  bekanntlieh 
eine  eindeutige  involutorische  Verwandtschaft  T  statt,  wenn  ein 
Punkt  denselben  entsprechenden  Punkt  in  jedem  der  zwei  Räume 
hat.  Die  Geraden,  welche  die  Punktepaare  (d.  h.  die  Paare 
entsprechender  Punkte)  verbinden,  bilden  einen  Complex  jT,  von 
welchem  jeder  Strahl  im  allgemeinen  nur  ein  Punktepaar  enthält. 
Herr  M.  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt,  alle  Transformationen  T 
zu  bestimmen,  deren  Complex  F  linear  ist. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  fängt  er  mit  der  Bemerkung 
an,  dass  in  diesem  Fall  der  Ort  der  Strahlen  von  r,  welche 
einer  beliebigen  Geraden  r  begegnen,  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung k^  ist.  Alle  Flächen  k^  bilden  ein  System,  welches  in 
ein-eindeutiger  Beziehung  mit  dem  aus  den  linearen  Congruenzen 
gebildeten  steht.  Einem  CongruenzenbUschel  entspricht  ein  Flä- 
chenbQschel,  dessen  Grundcurve  aus  der  (einfachen  oder  zu- 
sammengesetzten) Fundamentalcurve  von  T  nebst  dem  Ort  der 
Punktepaare  auf  der  Geraden  der  Regelschar  besteht,  welche 
Träger  des  Congruenzenbttschels  ist.  Diese  letzte  Curve  hat  die 
Ordnung  6,  das  Geschlecht  3  und  ist  in  einer  quadratischen 
Fläche  enthalten;  die  erstere  aber  hat  die  Ordnung  10  und,  falls 
sie  unzerlegbar  ist,  das  Geschlecht  11. 

Umgekehrt  kann  man  mittels  dieser  zwei  Gurven  auf  folgende 
Weise  eine  Transformation  7*  der  genannten  Art  construireir. 
Ist  C,o  eine  eigentliche  oder  zerlegbare  Curve,  durch  welche  ein 
Büschel  von  Flächen  vierter  Ordnung  geht,  dessen  übrige  Grund- 
curve eine  C^  ist,  welche  das  Geschlecht  3  hat  und  in  einem 
durch  keinen  Teil  von  C^^  gehenden  Hyperboloid  enthalten  ist 
(oder  ktlrzer,  welche  durch  jede  Ebene  in  zehn  Punkten  einer 
Curve  dritter  Ordnung  geschnitten  wird),  so  gehen  durch  sie 
3c^  biquadratische  Regelfiächen.  Die  drei  derselben,  welche 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gehen,  gehen  auch  durch  einen 
anderen  Punkt?';  P'  entspricht  dem  Punkt  in  einer  eindeutigen 
involutorischen  Verwandtschaft  T  der  oben  angegebenen  Art. 

39* 
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Diese  Transformation  ist  im  allgemeinen  elften  Grades;  die 
Fläche  0  elfter  Ordnung,  welche  einer  Ebene  entspricht,  hat  (7^, 
als  dreifache  Cnrve  und  die  singulären  Strahlen  der  Transfor- 
mation (d.  h.  die  Geraden,  yon  denen  zwei  beliebige  Punkte  als 
entsprechend  angesehen  werden  können)  als  einfache  Geraden. 
Die  Zahl  der  singulären  Strahlen  ist  im  allgemeinen  20.  Es 
kann  geschehen,  dass  C,,  aus  yerschiedenen  Teilen  besteht 
und  oo Vierfach  schneidende  Geraden  besitzt:  die  Fläche,  welche 
diese  bilden,  ist  dann  ein  Teil  jeder  Fläche  0,  und  die  Ord- 
nung der  Transformation  wird  infolge  dessen  vermindert.  Und 
es  ist  eben  die  Ermittelung  der  yerschiedenen  Fälle,  in  welchen 
die  Zerlegung  von  C^^  stattfinden  kann,  welche  einen  grossen  Teil 
des  Montesano'schen  Aufsatzes  fQUt  Hierdurch  gelangt  der  Verf. 
dazu,  alle  eindeutigen  inyolutorischen  Verwandtschaften  zu  be- 
stimmen, deren  Punktepaare  auf  den  Strahlen  eines  linearen  Com- 
plexes  liegen.  La. 

D.  MoNTESANO.    Sülle  reciprocitk  birazionali  dello  spazio. 

Rom.  Acc.  L.-Bend.  (4)  IVi-  583-590. 

Zwischen  zwei  gewöhnlichen  Räumen  S  und  2  besteht  eine 
„birationale  Reciprocität",  wenn  jedem  Punkte  von  S  eine  Ebene 
von  S  entspricht,  und  umgekehrt;  sind  insbesondere  zwei  be- 
liebige entsprechende  Elemente  incident,  so  hat  man  eine  bira- 
tionale NuUreciprocität  oder  ein  birationales  Nullsystem  höherer 
Ordnung.  Herr  Sturm  (Math.  Ann.  XIX)  und  Herr  Ameseder 
(Wiener  Sitzungsberichte  LXXXIII,  J.  für  Math.  XGVII)  haben 
schon  derartige  Verwandtschaften  zweiter  und  dritter  Ordnung 
aufgefunden;  Herr  Montesano  will  in  dem  in  Frage  stehen- 
den Aufsatze  beweisen,  dass  es  deren  unendlich  viele  giebt. 
Zu  diesem  Zwecke  bemerkt  er,  dass  das  Product  einer  bira- 
tionalen NuUreciprocität  mit  einem  gewöhnlichen  Nullsystem  eine 
eindeutige  involutorische  Raumtransformation  ist,  deren  Punkte- 
paare auf  den  Strahlen  des  linearen  Complexes  liegen,  welcher 
mit  dem  Nullsystem  verbunden  ist;  umgekehrt  ist  jede  durch 
jene  Eigenschaft  charakterisirte  eindeutige  involutorische  Ver- 
wandtschaft, combinirt  mit  dem  Nullsystem,  welches  ihr  lineares 
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System  bestimmt,  eine  birationale  Kullreciprocität.  Jede  der 
genannten  eindeutigen  involutorischen  Transformationen  (vgl.  das 
obige  Referat)  erzeugt  daher  eine  birationale  Nullreciprocität,  und 
die  Bestimmung  dieser  ist  auf  die  jener  zurückgeführt.  Indem 
der  Verf.  diese  ebenso  interessanten  wie  einfachen  Sätze  an- 
wendet, erhält  er  einige  birationale  NuUsjsteme,  bei  denen  die 
Flächen  von  S,  welche  dem  Ebenenbtindel  von  2  entsprechen, 
die  charakteristische  Eigenschaft  haben,  in  einem  einzigen  ver- 
änderlichen Punkte  durch  die  Strahlen  einer  bestimmten  linearen 
Congruenz  geschnitten  zu  werden.  La. 


F.  AscHiERi.  Del  legame  fra  la  teoria  dei  complessi 
di  rette  e  quelle  delle  corrispondenze  univocbe  e  mul- 
tiple dello  spazio.  Lomb.  ist  Reoä.  (2)  XXI.  216-226|  285-298, 
446-449. 

Von  dieser  Abhandlung  soll  nur  der  erste  Teil  analysirt 
werden;  sein  Gegenstand  ist  eine  besondere  Abbildung  der  Ge- 
raden auf  die  Punktepaare,  welche  mit  einem  gegebenen  Punkte 
in  gerader  Linie  liegen.  2*,  sei  das  System  der  oo*  Strahlen- 
bQschel,  von  denen  jeder  einen  Strahl  besitzt,  der  einem  gege- 
benen (^^fundamentalen")  Strahlenbüschel  (0  sei  sein  Mittelpunkt 
und  to  seine  Ebene)  angehört  Wir  nehmen  einen  Punkt  S^ 
willkttrlich  im  Räume  an  und  setzen  eine  projective  Verwandt- 
schaft fest  zwischen  dem  Punktfeld,  von  welchem  (o  der  Träger 
ist,  und  dem  Strahlenbttndel,  von  welchem  S^  der  Mittelpunkt 
ist;  dem  fundamentalen  Büschel  wird  dann  ein  projectiver  Ebenen- 
bflschel  entsprechen,  von  welchem  o  die  Axe  sei.  Wir  nehmen 
einen  Punkt  S,  auf  o  willkttrlich  an  '  und  setzen  zwischen  den 
Bündeln  0  und  5,  eine  dualistische  Verwandtschaft  fest,  welche 
der  Bedingung  unterliegt,  dass  dem  fundamentalen  Büschel,  im 
Bündel  0  betrachtet,  im  Bündel  S,  derselbe  Ebenenbüschel  ent- 
spreche, welcher  ihm  in  der  Verwandtschaft  zwischen  5,  und  0 
entspricht.  Dies  vorausgesetzt,  sei  M'  ein  beliebiger  Raumpunkt; 
der  Geraden  üf' S,  entspricht  in  u  ein  Punkt  Jlf,  der  auf  dem 
Strahle  des  fundamentalen  Büschels  steht,  welcher  der  Ebene  M'o 
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in  der  Verwandtschaft  zwischen  to  und  5,  entspricht;  der  Geraden 
If'S,  entspricht  in  0  eine  Ebene  /«,  welche  darch  den  Strahl 
des  fundamentalen  Bflschels  geht,  der  der  Ebene  M'o  in  der 
Verwandtschaft  zwischen  0'  und  S,  entspricht.  Nach  den  ge- 
machten Voraussetzungen  fallen  aber  die  zwei  genannten  Strableo 
des  fundamentalen  Büschels  zusammen;  folglich  sind  M  and  fi 
Mittelpunkt  und  Ebene  eines  Bttschels  des  Systems  2^:  jeder 
Raumpunkt  föhrt  zu  einem  derselben.  Sind  umgekehrt  M  und  /u 
Hittelpunkt  und  Ebene  eines  Büschels  des  Systems  2^,  so  fällt 
üf  in  Ol  und  geht  fi  durch  0;  man  bestimme  den  dem  M  ent- 
sprechenden Strahl  von  S,  und  den  der  fi  entsprechenden  Strahl 
von  5,;  diese  zwei  Strahlen  liegen  in  der  Ebene  des  BQschels  o, 
welche  dem  Strahle  OM^wfi  des  fundamentalen  BQschels  ent- 
spricht, und  schneiden  sich  in  einem  bestimmten  Punkte  M': 
jeder  BQschel  von  2^  ftthrt  zu  einem  Raumpunkte.  Infolge  dessen 
hat  man  eine  eindeutige  Verwandtschaft  zwischen  dem  System 
2^  und  dem  Punktraum,  welche  vom  Verf.  schon  in  einer  früheren 
Arbeit  gebraucht  worden  war  (vgl.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  654> 
Im  ersten  Paragraphen  der  gegenwärtigen  werden  ihre  wiehtsg- 
sten  Eigenschaften  angedeutet;  der  Verf.  beschäftigt  sich  beson- 
ders mit  den  Beziehungen,  welche  zwischen  einer  Gurve  oder  Fläche 
des  Raumes  und  der  entsprechenden  Congruenz  oder  dem  entspre- 
chenden Complex  bestehen,  ohne  jedoch  die  singulären  Elemente 
der  Abbildung  vollständig  zu  bestimmen.  Nehmen  wir  jetzt  auf 
w  einen  zweiten  Punkt  O*  an  und  im  Räume  einen  beliebigen 
Punkt  S,*.  Wie  wir  mit  Hülfe  der  Bündel  S,  und  S,  die  Bü- 
schel des  durch  0  und  at  bestimmten  Systems^^*,  auf  den  Punkt- 
raum abgebildet  haben,  so  können  wir  mit  Hülfe  der  Bündel  S, 
und  S^*  mit  den  Bündeln  des  durch  0*  und  w  bestimmten 
Systems  S^^  verfahren.  Ist  nun  m*  eine  beliebige  Gerade,  so 
gehört  sie  einem  bestimmten  Büschel  des  Systems  2^  an  (dem- 
jenigen, von  welchem  m'(a  der  Mittelpunkt  und  m!0  die  Ebene 
ist)  und  einem  bestimmten  des  Systems  2^*,  Diese  zwei  Büschel 
werden  durch  zwei  Punkte  JRf'  und  M'*  abgebildet,  welche  mit 
S^  in  gerader  Linie  liegen;  daher  entsprechen  jeder  Geraden 
des  Raumes  zwei  Punkte,  welche  mit  5^  in  gerader  Linie  liegen. 
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Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  umgekehrt  durch  Jedes  Punkte- 
paar solcher  Art  überhaupt  eine  gerade  Linie  bestimmt  wird, 
und  daraus  lässt  sich  die  Folgerung  ziehen,  dass  die  angegebenen 
Constructionen  zu  einer  eindeutigen  Abbildung  der  Geraden  auf 
die  in  geraden  Linien  mit  S^  befindlichen  Punktepaare  führen. 
Insbesondere:  es  giebt  oo'  Geraden,  deren  jede  durch  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  abgebildet  wird ;  sie  bilden  einen  linearen 
Gomplex,  yon  welchem  man  auf  diese  Weise  die  bekannte  Ab- 
bildung auf  den  Pnnktraum  erhält. 

Der  Verf.  studirt  im  zweiten  Paragraphen  seiner  Abhand- 
lung die  Verwandtschaft  zwischen  den  Geraden  m'  und  den 
Punktepaaren  M'M'\  Da  es  uns  unmöglich  ist,  seine  Resultate 
in  wenigen  Worten  zu  wiederholen,  so  beschränken  wir  uns  auf 
die  Bemerkung,  dass,  wenn  m'  einen  Gomplex  beschreibt,  und 
man  eins  der  Elemente  des  Punktepaares  M'M'*  willkürlich  nimmt 
(z.  B.  M*)j  man  für  das  andere  (itf'*)  eine  bestimmte  Zahl  von 
Lagen  angeben  kann,  so  dass  das  Paar  M'M'*  eine  Complexgerade 
darstellt;  so  wird  eine  (im  allgemeinen  mehrdeutige)  Verwandt- 
schaft zwischen  M'  und  M'*  erzeugt,  deren  Theorie  mit  der  Theorie 
des  Complexes  verbunden  ist;  ist  der  Complex  linear,  so  kommt 
man  zu  einer  quadratischen  Raumtransformation,  deren  Studium 
den  Inhalt  des  §  3  bildet.  La. 

G.  Lazzbri.     Sopra  certi  sistemi  di  linee  e  di  superficie. 

Palermo  Rend.  II.  110-115. 

Man  habe  in  einer  Ebene  n  Punkte  und  n4-2  Geraden. 
Durch  alle  gegebenen  Punkte  geht  eine  bestimmte  Curve  n^' 
Ordnung  C,  welche  dem  vollständigen  (n-f  1)-Seit  umgeschrieben 
ist,  dessen  Seiten  ft-fl  der  gegebenen  Geraden  sind.  Betrachtet 
man  nach  und  nach  die  fi-|-2(ii-]-l)-Seite,  welche  man  aus  den 
gegebenen  Geraden  zusammensetzen  kann,  so  erhält  man  eben- 
so viele  Curven  n^'  Ordnung,  welche  nicht  nur  durch  die  gege- 
benen Punkte,  sondern  auch  durch  andere  ^n(n — 1)  Punkte  gehen. 
Setzt  man  voraus,  dass  n  =  2  sei  und  dass  die  gegebenen  Punkte 
die  unendlich  fernen  Ereispunkte  seien,  so  erhält  man  den 
wohlbekannten   (aber   nicht   von   Clifford   entdeckten,   wie   der 


' 
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Verf.  glaubt,  weil  Clifford  Belbst  ihn  „well  known*'  nennt,  S.  51 
seiner  Mathematical  Papers)  Lehrsatz:  Die  vier  Kreise,  welche 
den  Dreiecken  umgeschrieben  sind,  welche  vier  Geraden  be- 
stimmen, gehen  durch  denselben  Punkt 

Um  diese  Resultate  auf  den  Raum  auszudehnen,  setzt  der 
Verf.  voraus,  dass  eine  ebene  Gurve  n^^  Ordnung  F»  und  n+S 
Ebenen  in  allgemeiner  Lage  gegeben  seien.  Schliesst  man  eine 
der  gegebenen  Ebenen  aus,  so  erhält  man  ein  vollkommenes 
(n 4- 2) -Flach,  welchem  eine  Fläche  n^  Ordnung  S  umgeschrieben 
ist,  die  durch  Fn  geht;  schliesst  man  der  Reihe  nach  jede  der 
gegebenen  Ebenen  aus,  so  erhält  man  im  ganzen  fi-f  3  Flächen 
S,  unter  denen  merkwttrdige  Beziehungen  bestehen;  einige  der- 
selben werden  vom  Verf.  bewiesen. 

Allgemeiner  kann  man  voraussetzen,  dass  neben  der  Curve 
r»   noch    n  +  2 -j- p  Ebenen   gegeben   seien;    dadurch   werden 

(      _Jo   )  Flächen  S  bestimmt,   die   ein   allgemeineres  System 

bilden  als  das  vorige.     Ist  z.  B.  it  =s  2,   so   entsteht  auf  diese 

Weise  ein  schönes  System  von  [J^'^  j  Flächen  zweiter  Ordnung; 

diese  gehen  durch  denselben  Kegelschnitt  und  sind  den  Tetrae- 
dern umgeschrieben,  welche  p-f  4  beliebige  Ebenen  bilden.  Er- 
wähnenswert ist  der  Fall,  in  welchem  der  gegebene  Kegelschnitt 
der  unendlich  ferne  Kugelkreis  ist,  weil  dann  die  Flächen  S 
Kugeln  sind.  La. 

K.  Küpper.  Zur  Theorie  der  ebenen  und  Raumcurven. 
Die  Curven  C%  C^*"*"*  vom  Maximalgeschlecht  [bezw. 
(fi— 1)',  n(n—l)]  mit  Doppelpunkten.    Prag.  Ber.  265-277. 

Herr  Kflpper  bezeichnet  als  „C^,  bezw.  C^«+^  vom  Maximal- 
geschlecht** solche  Curven  2ii'«',  bezw.  (2ii-f-l)"'  Ordnung, 
welche  zu  Doppelpunkten  die  Schnittpunkte  einer  C*  mit  einer 
C*~^  oder  die  Grundpunkte  eines  Bflschels  von  C"  besitzen.  Mit 
Hülfe  von  gruppentheoretischen  Entwickelungen,  deren  Einzel- 
heiten sich  nicht  kurz  wiedergeben  lassen,  untersucht  Herr 
Küpper,  welche  Mannigfaltigkeiten  von  (P*  bezw.  (7^*-^^  durch  ge- 
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gebene  it(fi — 1)  bezw.  n'  Doppelpunkte  hindurch  gehen.  Die 
normale  Mannigfaltigkeit  würde  negativ  Bein.  In  Wahrheit  aber 
ist  die  der  C*  gleich  8,  die  der  C*^,  sobald  v  >4  ist,  gleich  9. 
FOr  die  (7^"+^  wird  dies  Resultat  auch  mit  Hülfe  der  projectivi- 
schen  Erzeugung  gewonnen.  Dieselbe  kann  durch  den  Büschel 
der  C"  und  einen  Büschel  von  C"*-^^  erzeugt  werden,  dessen 
Basis  ausser  den  Grundpunkten  des  ersteren  noch  vier  beliebige 
andere  Punkte  der  (P"^^  enthält.  Der  allgemeine  Hülfssatz, 
welcher  in  Frage  kommt,  dass  ein  bestimmter  Büschel  (B)  eines 
Netzes  zweiter  Stufe  durch  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4,  5  solche 
Curven  sendet,  dass 

ist,  wo  die  t  beliebige  Strahlen  eines  Bündels  sind,  wird  von 
Herrn  Küpper  nochmals  bewiesen.  E.  K. 


A.  Kneser.  Synthetische  Untersuchungen  Ober  die 
Schmiegungsebenen  beliebiger  Raumcurven  und  die 
Realitäts  Verhältnisse     specieller     Kegelschnittsysteme. 

Math.  ADD.  XXXI.  507-548. 

Herr  Kneser  beschäftigt  sich  mit  Systemen  von  Kegel- 
schnitten, die  zwei  feste  Punkte  enthalten  und  eine  vorliegende 
Gurre  L  osculiren.  Es  erhebt  sich  die  Frage  nach  der  Anzahl 
der  reellen  Kegelschnitte  des  Systems,  die  einen  gegebenen 
Punkt  W  enthalten.  Sind  die  festen  Punkte  imaginär,  so  kann 
man  sich  auf  den  Fall  der  unendlich  fernen  Kreispunkte  be- 
schränken, und  indem  man  eine  stereographische  Projection  an- 
wendet, die  Frage  auf  die  andere  zurückführen:  Wie  viele 
Schmiegungsebenen  einer  sphärischen  Curve  gehen  durch  einen 
gegebenen  Punkt  der  sie  tragenden  Kugeloberfläche?  Sind  im 
anderen  Falle  0^  und  0,  die  beiden  reellen  Punkte,  so  kann 
man  die  Curve  von  einem  Punkte  0  aus  auf  ein  die  Geraden 
OO,  und  00^  enthaltendes  Hyperboloid  projiciren.  Es  handelt 
sich  alsdann  offenbar  um  die  Zahl  der  Schmiegungsebenen,  die 
von  einem  Punkte  des  Hyperboloids  aus  an  die  entstandene 
Curve  sich  legen  lassen.    Hiermit   ist   die  Frage  nach  der  Ver- 
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teilung  der  Scbmiegangsebenen  einer  Raumcarve  allgemein  auf- 
geworfen. 

Nach  einer  Reihe  behutsamer  Betrachtangen  gewinnt  Herr 
Kneser  den  Hauptsatz  (§  5),  dass,  wenn  in  einem  nicht  singulären 
Punkt  S  einer  Raumeurve  eine  dieselbe  enthaltende  Fläche  die 
Schmiegungsebene  nicht  zur  Tangentialebene  bat,  sich  Ton  den 
S  benachbarten  Flächenpunkten  aus  je  nur  eine  Schmiegungs- 
ebene an  den  S  benachbarten  Teil  der  Raumcurye  legen  iSsst. 
Berührt  dagegen  die  Fläche  die  Schmiegungsebene,  so  enthält 
sie  Punkte,  von  denen  aus  an  jedes  noch  so  kleine  S  enthaltende 
CurvenstQck  drei  Schmiegungsebenen  gehen.  Sie  mnss  aber  in 
diesem  Fall  um  S  herum  sattelförmig  sein.  Daraus  folgt,  dass 
auf  jeder  sphärischen  Curve  aufeinander  folgende  Schmiegungs- 
ebenen sich  ausserhalb  der  Kugel  schneiden,  wenn  es  sich  um 
einen  nicht  singulären  Punkt  handelt;  die  zugehörigen  KrQmmnngs- 
kreise  begegnen  sich  nicht.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  längs 
eines  ebenen  Bogens  die  Krümmung  stetig  abnimmt,  jeder  fol- 
gende Krümmungskreis  sich  um  alle  vorangegangenen  ganz  herum- 
legt, und  dass  diese  Kreise  den  ringförmigen  Ebenenteil  zwischen 
der  Anfangs-  und  Endlage  einmal  ganz  überdecken.  Indem  er 
die  möglichen  Orenzlagen  des  Krflmmungskreises  einer  Curve 
einzeln  in  Betracht  zieht,  gewinnt  Herr  Kneser  den  Satz  (§  10): 
Verändert  sich  an  einer  stetigen  geschlossenen  Curve  mit  tn 
Wendetangenten  und  a  gewöhnlichen  Asymptoten  der  Krüm- 
mungskreis  stetig,  wird  er  nur  unendlich  gross,  wenn  der  Oscu- 
lationspunkt  sich  einem  Wendepunkt  oder  der  Unendlichkeit 
nähert,  wird  der  Kreis  schliesslich  nur  endlich  oft  ein  Maximum- 
oder  Minimumkreis,  so  gehen  durch  einen  Punkt,  der  im  Innern 
von  m  Maximum-  und  n  Minimumkreisen  liegt,  a-f  t0+2in--2n 
Krümmungskreise  (§10). 

Auf  einsohaligen Hyperboloiden  werden  vorzüglich  geschlossene 
Curven  dritter  Ordnung  (im  allgemeinsten  Sinne)  betrachtet  An 
eine  solche  Curve  gehen  (§  4)  von  irgend  einem  Punkte  ans 
eine  oder  drei  Schmiegungsebenen.  Die  Geraden  der  einen 
Schar  werden  die  Curve  in  einzelnen  Punkten  treffen,  die  der 
anderen  zum  einen  Teil  überhaupt  nicht,   zum   anderen   Teil  in 
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Punktepaaren.  Eine  Sohmiegungsebene  der  Curve  berührt  nun 
das  Hyperboloid  dann  und  nur  dann,  wenn  in  dem  Sebmiegungs- 
punkt  die  Curve  von  einer  Geraden  der  zweiten  Schar  berfihrt 
wird.  Sind  in  der  zweiten  Schar  überhaupt  keine  Tangenten 
vorhanden,  so  dass  jede  Gerade  derselben  in  zwei  reellen  Punkten 
schneidet,  so  geht  von  irgend  einem  Punkte  aus  eine  Schmie- 
gungsebene  an  die  Curve;  im  zweiten  Falle  sendet  ein  Punkt 
eine  oder  drei  reelle  Schmiegungsebenen  aus,  je  nachdem  seine 
Gerade  der  zweiten  Schar  die  Curve  in  reellen  Punkten  trifft 
oder  nicht.  Der  interessanteste  Specialfall  ist  der  einer  in  zwei 
unpaare  Züge  der  betrachteten  Art  zerfallenden  Raumcurve  vierter 
Ordnung.  Die  Geraden  der  einen  Schar  treffen  jeden  der  beiden 
Züge  je  einmal,  eine  Gerade  der  anderen  Schar  aber  trifft 
höchstens  eine  der  beiden  Curven  und  alsdann  in  zwei  Punkten. 
Durch  vier  bestimmte  Geraden  dieser  Schar  wird  also  das  ganze 
Hyperboloid  in  vier  Streifen  zerlegt,  von  denen  zwei  nicht  an 
einander  stossende  die  beiden  Züge  vollständig  enthalten.  Wird 
nun  der  Hülfssatz  angerufen,  dass  durch  jeden  Raumpunkt  ein 
die  Curve  enthaltendes  einschaliges  Hyperboloid  hindurchgeht, 
so  folgt,  dass  von  ihm  aus  entweder  vier  oder  sechs  Schmie- 
gungsebenen an  die  Curve  sich  legen  lassen. 

Von  der  Eingangs  erwähnten  Aufgabe  erhält  man  nun  Lö- 
sungen in  dem  Falle,  wo  L  ein  Kegelschnitt  ist,  dem  einer  von 
den  beiden  Punkten,  0^,  angehört,  und  in  dem  Falle,  wo  L 
eine  zweiteilige  Curve  dritter  Ordnung  ist,  während  0,  dem 
paaren,  0,  dem  unpaaren  Zuge  angehört  Die  Zahl  der  durch 
einen  Punkt  W  gebenden  os^culirenden  Kegelschnitte  ist  gleich 
1,  bezw.  4,  wenn  er,  von  0,  aus  gesehen,  scheinbar  der 
Curve  angehört,  hingegen  gleich  3  bezw.  6,  wenn  dies  nicht  der 
Fall  ist  (§  13). 

Im  allgemeinen  Fall  vermehrt  bezw.  vermindert  sich  die 
Zahl  der  einen  Punkt  W  enthaltenden  Kegelschnitte  um  2,  wenn 
er,  von  0,  oder  0,  aus  betrachtet,  scheinbar  die  Curve  L  verlässt, 
oder  sie  betritt.  Doch  kommt  hier  auch  noch  in  Betracht,  ob 
der  Punkt  die  Kontur  eines  vierpunktig  berührenden  System- 
Kegelschnittes  überschreitet.     Herr  Kneser  behandelt  als  Beispiel 
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den  Fall,  wo  die  beiden  Punkte  innerhalb  eines  KegelschnitteB 
L  liegen.  In  diesem  Falle  giebt  es  zwei  nor  in  0^  und  O,  sich 
begegnende  Kegelschnitte,  die  L  vierpunktig  berOhren.  Liegt  W 
innerhalb  oder  ausserhalb  beider  Kegelschnitte,  so  gehen  durch 
ihn  zwei  osculirende  Kegelschnitte  des  Systems,  ffir  jede  andere 
Lage  dagegen  überhaupt  keine.  E.  K. 


D.  MoNTKSANo.      Su    Ulla    famiglia    di   superficie   oma- 

loidiche.     Palermo  Bend.  II.  131-134. 

Jede  Fläche  O«  des  Systems  soll  auf  einen  Ebenen-Bftndel, 
dessen  Centrum  auf  ihr  liegt,  perspectivisch  bezogen  sein.  Wird 
die  Beziehung  des  Punktraums  auf  den  Ebenen-Raum  mit  Hülfe 
eines  birationalen  Nullsystems  bewirkt,  so  gehören  den  Punkten 
des  letzteren  die  Flächen  eines  Systems  von  der  betrachteten 
Art  zu.  Mit  Hülfe  eines  Nullsystems  F  kann  man  die  Fläche 
auf  diejenige  Ebene  (o  abbilden,  welche  dem  Punkt  0  in  r  ent- 
spricht. Hierbei  gehört  jeder  ebenen  Curve  von  <D,  eine  Curve 
ftt'*'  Ordnung  zu.  Aus  der  näheren  Betrachtung  dieser  Abbildung 
schliesst  Herr  Montesano  den  Satz. 

Die  auf  den  Kegeln  n**'  Klasse  eines  Netzes  entstehenden 
Gruppen  seien  von  der  n^°  Ordnung;  eine  von  ihnen  enthalte 
n—1  Ebenen,  die  durch  eine  Gerade  q  gehen.  Bezieht  man 
einen  den  Büschel  q  enthaltenden  Bündel  so  collinear  auf  das 
Netz,  dass  jeder  durch  q  hindurchgehenden  Ebene  der  Kegel 
entspricht,  welcher  sie  und  die  ausgezeichnete  Gruppe  berührt, 
so  entsteht  ausser  einem  Kegel  n^*'  Ordnung  die  allgemeinste 
Fläche  von  der  betrachteten  Art. 

Jeder  Punkt  liegt  mit  seinem  Bilde  auf  einem  Leitstrahl  des 
Nullsystems  F.  Herr  Montesano  giebt  für  das  aus  ihnen  be- 
stehende Strahlensystem  einige  Anzahlen.  E.  K. 


J.  Hadamard.     Recherches'  de  surfaces  anallagmatiqaes 
par    rapport    k    uue    infinit^    de     pöles     d'inverdioii. 

DarboQZ  Ball.  (2)  XII.  118-121. 
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Geht  eine  Fläche  durch  InversioncD,  deren  Pole  die  Punkte 
einer  Curve  sind,  in  sich  selbst  über,  so  entsprechen  einem  be- 
liebigen Punkte  a  derselben  bezüglich  der  verschiedenen  Pole 
die  Punkte  einer  Curve  l.  In  X  und  a  wird  die  Fläche  von 
einer  Kugel  S  berührt,  yon  der  projective  Eigenschaften  ange- 
deutet werden.  Js. 


Reyes  y  Prospkr.     Sur    les   prppri^tds   graphiques   des 
figures  centriques.     Math.  Ann.  xxxil.  157-158.        w.  St 


B.    Besondere  ebene  Gebilde. 

L.  CfiRTO.    Suir  n-agono  inscritto  isoclino  in  un  n-agono 
piano  semplice  dato.    Batt.  G.  XXVI.  46-60. 

Herr  Certo  knüpft   an  die  von  Steiner  behandelte  Aufgabe 
an,  einem  gegebenen  n-Eck  ein  anderes  isoklines  einzuschreiben, 
dessen  Seiten  nämlich  gegen  die  des  gegebenen  paarweise  gleich 
g^eneigt  sind.    Bei  ungeradem  n  giebt  es  stets  ein  isoklin  einge- 
schriebenes Polygon,  bei  geradem  n  entweder  Oberhaupt  keines 
oder  unendlich   viele    eingeschriebene   Polygone,   letzteres,   wie 
Steiner  gezeigt  hat  und  Herr  Certo  später  bestätigt,  wenn   die 
an  den  ungeradzahligen  Ecken  des  gegebenen  Polygons  liegen- 
den Winkel  dieselbe  Summe  ergeben,  wie  die  anderen  Winkel. 
Herr  Certo  nimmt  das  Problem  im  §  2  in  folgender  Weise 
in   Angriff:  Ist  a^a^ ...  an  das   gegebene   Polygon,   so   spiegele 
man  eine  beliebige  Gerade  r«  an  a^,  das  Bild  an  a„  das  Bild  an 
a,    u.  8.  w.,  bis   man   zuletzt  durch  Spiegelung  an  On  zu  r«  ge- 
langt.    Für  ein  isoklin  eingeschriebenes  Polygon  fällt  r«  mit  r« 
zasammen.    Die  Ebenen  der  r|,  mit  rll  können  nun  durch  Dre- 
hung und  Verschiebung  fQr  ungerades  n  in  symmetrische  Lage,  ffir 
gerades  n  in  Coincidenz  gebracht  werden.  Im  ersten  Fall  existirt 
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folglieh,  da  von  den  gemeinsamen  Geraden  der  Ebenen  zwei 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  sich  decken,  eine  gemeinsame 
Gerade  im  Endlichen.  Für  gerades  n  existirt  im  allgemeinen 
überhaupt  keine  Doppelgerade  ausser  der  unendlich  fernen,  im 
speciellen  Fall  aber,  wenn  die  obige  Bedingung  erfüllt  ist,  ent- 
spricht jeder  Strahl  in  einer  bestimmten  Richtung  sich  selbst 
und  ist  Seite  eines  isoklinen  Polygons.  Die  Verbindungslinie 
eines  Punktes  mit  seinem  n^°  Spiegelbilde  ist  eine  solche 
Gerade.  Im  ersten  Fall  halbirt  die  gesuchte  Gerade  die  Strecken 
zwischen  den  gegebenen  Punkten  und  ihren  n^''  Spiegelbildern. 
Wenn  ein  isoklin  eingeschriebenes  Polygon  ganz  im  Innern 
eines  gegebenen  Polygons  verl&uft,  so  hat  es  unt6r  allen  über- 
haupt eingeschriebenen  Polygonen  den  kleinstmöglichen  Umfang. 
Ist  bei  geradem  n  die  oben  erwähnte  Bedingung  nicht  erfüllt, 
oder  liegt  überhaupt  das  isokline  Polygon  nicht  ganz  im  Innern 
des  gegebenen,  so  tritt  der  kleinste  Umfang  bei  einem  ausge- 
arteten Polygon  ein.  Die  auch  schon  von  Herrn  Sturm  behan- 
delte Frage  wird  in  den  Abschnitten  III  und  IV  näher  unter- 
sucht.   (Vgl.  den  Bericht  F.  d.  M.  XIX.    1887.   534). 

E.  E. 


A.  Breuer.      Constructive  Geometrie  der   Kegelschnitte 
auf  Grund  der  Focaleigenschaften..     BiBeDsch.  Bscmeister. 

110  S.  gr.  8^ 

Die  überaus  grosse  Literatur  über  diesen  Gegenstand  glaubt 
der  Herr  Verfasser  noch  bereichern  zu  sollen,  um  durch  eine 
einheitlichere  Darstellung  die  gegenseitige  Verwandtschaft  dieser 
Gurven  mehr  zur  Geltung  zu  bringen.  Referent  ist  der  Ansicht, 
dass  die  übliche  Behandlungsweise,  welche  der  gesonderten  Ent- 
Wickelung  der  Eigenschaften  der  einzelnen  Kegelschnittarten 
erst  die  der  gemeinsamen  Eigenschaften  folgen  Iftsst,  für  den 
Lernenden  mehr  Beiz  besitzt.  Die  Darstellung  ist  eine  sehr  aus- 
führliche; die  zahlreichen  Figuren  zeichnen  sich  durdi  Gorrectbeit 
und  Klarheit  aus.  T. 
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Fr.  Faber.     PlaiiimetriscLe  Erörterungen.    Pr.  Gymn.  Lau- 

baD.  26  S.  4P, 

Der  Verfasser  geht  aus  von  der  Definition  eines  Kegel- 
schnitts als  geometrischen  Ort  für  den  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
welcher  durch  einen  gegebenen  Punkt  hindurchgeht  und  einen 
gegebenen  Kreis  berührt.  Aus  dieser  Definition  werden  auf 
elementar-geometrischem  Wege  die  Eigenschaften  der  Parabel, 
Ellipse  und  Hyperbel  hergeleitet.  F. 


H.  Schröter.      Ein    Satz    über    das    dem    Kegelschnitt 
umschriebene  Siebeneck.   Schlömilcb  z.  xxxill.  374-375. 

Dem  Brianchon'schen  Satze  für  das  einem  Kegelschnitt  um- 
beschriebene Sechseck  schliesst   sich   ein  Satz  über   das   umbe- 
schriebene Achteck  an,    den    Herr  Hurwitz   aus  der  Betrachtung 
eines  auf  dem  einfachen  Hyperboloid  verlaufenden  geradlinigen 
räumlichen  Achtecks  durch  perspective  Projection  (Vgl.  Schröter's 
Theorie   der  Oberflächen   zweiter  Ordnung  u.  s.  w.,  S.  121)  ge- 
wann.   Ein   zweiter   Beweis   wird   hier  vom  Verfasser  dadurch 
geliefert,  dass  er  die  vier  Geraden  12,  34,  56,  78  eines  aus  den 
acht   Punkten  1  bis  8   bestehenden,   einem   Kegelschnitt  umbe- 
Bchriebenen  Achtecks  als  Gurve  vierter  Ordnung  betrachtet,  und 
ebenso   die  vier  Geraden  23,  45,  67,  81.    Beide  Curven  vierter 
Ordnung   schneiden   sich  in  16  Punkten,  und  jede  neue  Gurve 
vierter  Ordnung  die  durch  13  dieser  Punkte  hindurchgeht,  muss 
auch  die  drei  übrigen  enthalten.    Nun   liegen   acht   von   diesen 
Punkten,  nämlich  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  auf  einem  Kegelschnitt. 
Folglich  müssen  die  übrigen  acht  auch  auf  einem  solchen  liegen. 
Dies  sind  aber   die  Ecken  desjenigen  Achtecks,   dessen  aufein- 
ander folgende  Seiten  12,  45,  78,  23,  56,  81,  34,  67  sind.  Weder 
auf  diese  Weise,  noch  durch  Projection  Iftsst  sich  ein  wohl  noch 
nicht  bemerkter  Satz  über  das  einem  Kegelschnitt  umbeschriebene 
Siebeneck  ableiten.    Dieser  von  Herrn  Schröter  angegebene  Satz 
lautet:  Berühren  die  Seiten  12,  23,  34,  45,  56,  67,  71  eines  ein- 
fachen Siebenecks  12  3  4  5  6  7  einen  Kegelschnitt,  so  bilden  die 
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Diagonalen  desselben,  in  der  Reihenfolge  genommen: 

14,  25,  36,  47,  51,  62,  73, 
ein  neues  einfaches  Siebeneck,  welches  einem  zweiten  Kegelschnitt 
einbeschrieben  ist.  Seht 

K.  Schober.     Zur  Oonstruction  der  Kegelschnittslinien. 

Hoppe  Arch.  (2)  YII.  99-101. 

Ist  von  einem  Kegelschnitt  ein  Paar  conjugirter  Durehmesser 
gegeben,  so  kennt  man  acht  seiner  Punkte;  mit  HQlfe  des 
Pascal' sehen  Satzes  kann  man  aber  schon  aus  fQnf  Punkten  be- 
liebig viele  andere  und  die  Tangenten  in  ihnen  finden;  die  be- 
kannte Oonstruction  lässt  sich  im  vorliegenden  Fall  auf  eine 
geringe  Zahl  von  Linien  reduciren.  R.  M. 


Wbill.       Applications     des    propri^tds    projectives    des 

COniques.     Noav.  Add.  (3)  VIL  429-430. 

Zwei  Kegelschnitte  mögen  durch  die  Punkte  it,  ß,  C,  D  gehen 
und  eine  Gerade  in  B  resp.  in  K  berfihren;  ein  dritter  Kegel- 
schnitt durch  Ay  B,  C,  D  möge  diese  Gerade  in  P  und  Q  treffen; 
dann  sind  bekanntlich  ff,  K^  P,  Q  harmonische  Punkte,  und  ff 
und  K  conjugirt.  Diesem  Satz  wird  nach  dem  Prineip  der 
Dualität  der  entsprechende  gegenflbergestellt,  und  letzterer  dann 
auf  besondere  Fälle  angewandt.  Ebenso  werden  auch  Sätze  Ober 
conjugirte,  ein-  und  umgeschriebene  Dreiecke  angewandt. 

Ma. 

A.  Rbnon.     Solution  de  la  question  1567.     Nonv.  Ado.  (S) 

VII.  104-105. 

Es  handelt  sich  um  den  Ort  ftlr  die  Brennpunkte  eines 
Kegelschnitts,  welcher  einem  Viereck  eingeschrieben  ist,  dessen 
Seiten  zwei  andere  Kegelschnitte  mit  festen  Brennpunkten  be- 
rühren. Lg. 

Dblas8US.     Uue  application  des  transversales  r^ciproques. 

Jonrn.  de  Math.  sp^o.  (3)  II.  3-4. 
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Beweis  eines  Laguerre'schen  Satzes  über  die  Kegelschnitte 
aus  den  Nouv.  Ann.  vom  Jahre  1880  p.  144,  No.  1341. 

Lp. 

H.  KiBHL.  Die  durch  drei  ähnliche  Punktreihen  er- 
zeugten Dreiecke  und  Kegelschnitte.  Pr.  Bealgymn.  Brom- 
berg. 14  8. 

Der  Brocard'sche  Kreis  hat  za  Endpunkten  eines  Durch- 
messers den  Mittelpunkt  des  Umkreises  eines  Dreiecks  ABC  und 
den  Grebe'schen  Punkt  K  desselben,  den  Gegenwinkelpunkt 
seines  Schwerpunktes,  Ein  grosser  Teil  der  mit  ihm  in  Ver- 
bindung stehenden  Eigenschaften  bleibt  aber,  wie  Herr  Kiehl 
zeigt,  erhalten,  wenn  ein  beliebiger  Punkt  P  für  üf  eintritt.  Es 
seien  A^j  B^,  C^  die  Mitten  der  Seiten  BC,  CA^  AB^  ferner  F«,  F^^  Fe 
die  von  P  verschiedenen  Schnittpunkte  des  neuen  Kreises  mit  PA^ 
PBj  PC.    Alsdann  werden  die  Parabeln  mit  den  Tangentenpaaren 

BB^  u.  iSrC,,    irCo  u.  HA^,    HA^  u.  EB^ 

und  den  Brennpunkten  F«,  F&,  Fe  der  Reihe  nach  von  ^o^o»  ^o^oi 
A^B^  berührt,  und  es  giebt  unendlich  viele  Dreiecke,  deren 
Ecken  A^^  17,,  C«  auf  HA^^  EB^^  EC^  liegen,  und  deren  Seiten 
BvC»,  C^il«,  A^B^  die  erwähnten  Parabeln  berühren.  Das  Ver- 
hältnis A^A^iB^B^xC^Ct  ist  das  der  trimetrischen  Coordinaten 
von  P(pa'Pb'Pe)'  Eines  der  Dreiecke,  A^  B^  C, ,  ist  dem  Kreise  einge- 
schrieben. Ap  Bp  C9  ist  hinsichtlich  P  perspectivisch  ähnlich  zum 
Fosspunktendreieck  eines  Punktes  V  von  Pff.  Solche  Dreiecke, 
deren  Punkte  V  der  Umkreis  harmonisch  trennt,  sind  einander 
ähnlich.  Die  beiden  allen  drei  Parabeln  gemeinsamen  Tangenten 
stehen  auf  einander  senkrecht.  Ihr  Kreuzungspunkt  Q  zerlegt 
jedes  Dreieck  A^B^C^  in  Teildreiecke,   deren   Inhalte   sich  wie 

—  :  — :  —  verhalten.    Q  liegt  mit  dem  Gegenwinkelpunkt  P, 

Pa       Pb        Pc 

von  P  und  dem  Schwerpunkt  S  in  einer  Geraden,  und  es   ist 
SQ  =  iQP,]  auch  schneiden  sich  il,  F«,  £,  F»,  C^Fe  in  Q. 

Dreht  man  die  Träger  der  erhaltenen  Punktreihen  mit 
g^leicher  Geschwindigkeit  und  in  gleicher  Richtung  um  ilo,ß^,Cp, 

Foruetar.  d.  lUtb.  XX.  3.  40 
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80  erhält  man  drei  Scharen  confocaler  Parabeln  mit  je  einer 
gemeinsamen  Tangente  B,  C^,  C^  A^j  A^^  B^.  Auch  jetzt  teilt  der 
Punkt  Q  die  Dreiecke  A^B^C^  nach  coustanten  Verhältnissen 

a     b      c 

Pa'  Pb'  Pe 

und  sendet  an  je  drei  zusammengehörige  Parabeln  gemeinsame 
Tangenten  aus.  Dieselben  sind  conjugirte  Durchmesser  eines 
Kegelschnittes,  dessen  Halbaxen-Quadrate  sich  verhalten  wie  die 
Abschnitte  des  durch  P  geteilten  Durchmessers  des  Umkreises. 
Als  specielle  Fäll^  dieser  Parabelscharen  charakterisiren 
sich. diejenigen,  welche  die  Herren  Artzt  und  Brocard  mit  dem 
Dreieck  in  Verbindung  gebracht  haben.      *  E.  K. 


M.  d'Ocagne,  Bbtbns,  Bbrnard.    Solution  d'une  question. 

Non?.  Ann.  (8)  Yll.  442-447. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen:  Sind  TP  und  TQ  Tangenten 
einer  Parabel,  die  den  Brennpunkt  S  hat,  und  trifft  die  Gerade 
TS  den  Kreis  TPQ  zum  zweiten  Male  in  L,  so  ist  TS  =  SL. 

Dies  wird  von  jedem  der  drei  Autoren  rein  geometrisch 
nachgewiesen.    Auch  finden  sich  einige  Zusätze  zu  diesem  Satz. 

Mz. 

C.  GusSEROw.      Die    Ellipse    als    NormalprojectioQ    des 

Kreises.      Hoffmann  Z.  XIX.  418-419. 

Die  angegebene  Construction  will  die  Schwierigkeiten  yer- 
meiden,  welche  die  Qblichen  Darstellungsarten  der  Ellipse  durch 
Projection  beim  Uebergang  auf  die  Brennpunkte  und  die  damit 
zusammenhängenden  Sätze  darbieten.  Lg. 


Farjon.     Solution  d'une  question.    Nouv.Ann.{3)Vii.  348-350, 

Um  den  Brennpunkt  F  einer  Ellipse  beschreibe  man  einen 
Kreis.  Von  einem  Punkte  P,  dieses  Kreises  lege  man  an  die 
Ellipse  eine  Tangente,  die  den  Kreis  wieder  in  P,  trifft;  ebenso 
von  P,  eine  Tangente  P^P^  und  von  P,  die  Tangente  P^P^,  Man 
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soll  die  Grösse  des  Kreisradius  durch  die  Bedingung  bestimmen, 
dass  P^Pj  gleichfalls  Tangente  der  Ellipse  wird. 

Durch   geometrische   Betrachtung   wird   fdr   den  gesuchten 
Radius  R  die  Gleichung  gefunden: 

B«=:2(a«+0, 
wo  c*  =:  a' — b'  ist,  und  a,  6  bekannte  Bedeutung  haben. 

Mz. 

Jbkabbk,  J.  Nbuberg,   Fuhrmann.     Sur  rhyperbole  in- 

verse  de  la  droite  d'Euler.    Mathesis  Vlll.  81-89,  115. 

• 

Vielseitige  Untersuchung  der  gleichseitigen  Hyperbel,  welche, 
durch  die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  Umkreiscentrum,  den 
Lemoine'schen  Punkt,  den  Höhenschnitt  geht.         Mn.  (Lp.) 


P.    PaYET.      Solution   göomdtrique.      Nonv.Ann.(3)VlI.  325-331. 

Es  wird  eine  Schar  von  Kegelschnitten  betrachtet,  die  alle 
einen  Brennpunkt  F  gemein  haben  und  durch  zwei  feste  Punkte 
A  und  B  gehen.  Diese  Kegelschnitte  bilden  zwei  Systeme:  Bei 
denen  des  einen  Systems  gehen  die  zu  F  gehörenden  Leitlinien 
durch  einen  zwischen  A  und  B  auf  AB  liegenden  Punkt;  beim 
andern  System  durch  einen  auf  AB  gelegenen  Punkt,  der  aber 
nicht  zwischen  A  und  B  ist.  Der  Ort  der  Gentra  aller  dieser 
Kegelschnitte  setzt  sich  aus  zwei  confocalen  Kegelschnitten  zu- 
sammen. Hieran  schliesst  sich  dann  noch  eine  Discussion,  je 
nachdem  auf  dem  letztgenannten  Orte  ein  Centrum  C  gewählt  ist. 

Mz. 

M.  DiSTELi.       Die     Steiner  sehen    Scbliessungsprobleme 
nach  darstellend  geometrischer  Methode.    Mit  10  litho- 

graphirten   Tafeln.     Leipzig.  Teubner.  XII  a.  124  8.  S^. 

Verfasser  leitet  die  Steiner'schen  Polygone  und  Schliessungs- 
sätze für  die  ebenen  Gurven  dritter  und  vierter  Ordnung  vom 
Geschlecht  Eins  auf  darstellend  geometrischem  Wege  ab,  indem 
er  diese  Curven   im    Anschluss  an    Herrn    Fiedler's  bezOgliche 

40* 
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Untersachungen  als  Centralprojeetionen  der  Raumoarre  vierter 
OrdnuDg  erster  Art  betrachtet,  welche  als  DorchdringangseurYe 
zweier  Kegel  zweiter  Ordnung  erhalten  werden  kann.  Bei  dieser 
Darstellungsweise  ergeben  sich  die  massgebenden  PunktinTola- 
tionen  auf  der  Curve  vom  Geschlecht  Eins  aus  entsprechenden 
Involutionen  der  Flächen  des  durch  die  zwei  Kegel  bestimmten 
FlächenbQschels  zweiter  Ordnung,  dessen  Regelflächen  die  Träger 
von  reellen  Steiner'schen  Secantensystemen  sind  und  zu  den 
Steiner'schen  Polygonen  führen.  Hk. 


K.  Cranz.      Beitrag    zur    projectivischen    Geometrie. 

Böklen  Mitt.  II.  143-152. 

Nach  einem  yon  Steiner  herrührenden  Satze  bestimmen  die 
Tangente  und  Kormale  in  einem  beliebigen  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts K  mit  den  Hauptaxen  desselben  eine  Parabel,  welche  die 
Normale  im  Krflmmungsmittelpunkt  berdhrt.  Allgemeiner  ge- 
hört zu  einem  beliebigen  Punkte  A  in  der  Ebene  von  K  eben- 
falls eine  bestimmte  Parabel;  zieht  man  nämlich  durch  A  eine 
beliebige  Gerade  g  und  durch  deren  Pol  die  zu  g  senkrechte 
Gerade  g^^  so  umhüllt  bei  Drehung  der  Geraden  g  um  A  die 
Gerade  ;,  eine  Parabel,  welche  auch  durch  A  geht  und,  vrean 
0  der  Hittelpunkt;  F  und  F^  die  Brennpunkte  von  jf,  endlich  B  und 
£,  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  von  ii  an  IT  sind,  AO 
zur  Directrix  und  die  Senkrechten  auf  AF  in  JP,  auf  AF^  in  F^, 
auf  AB  in  B  und  auf  AB^  in  jB,,  ferner  die  Hauptaxen  von  JT, 
sowie  das  Paar  senkrechter  Strahlen  in  dem  involutorischen 
Strahlenbflschel  A  zu  Tangenten  hat  (vgl.  Steiner's  Ges.  W.  II. 
629;  Pelz  Prag.  Ber.  1879  p.  205  ff.  u.  1882  p.  3ff.;  cf.  P.  d. 
H.  XII.  1880.  473  ff.  und  XV.  1883.  538).  Von  dieser  Parabel 
werden  folgende  weitere  Eigenschaften  abgeleitet:  Die  zu  einem 
Punkte  A  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  gehörige  Parabel 
bleibt  dieselbe  für  alle  zu  K  confocalen  Kegelschnitte  JST,,  und 
ebenso  für  irgend  einen  Kegelschnitt  ÜT,,  welcher  einen  beliebigen 
der  K^  doppelt  berührt,  falls  die  Berfihrungssehne  die  Polare 
von  A  in  Bezug  auf  K^  (und  K^)  ist. 
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Diese  Eigensehaften  werden  dann  auch  auf  den  Raum  aus- 
gedehnt, indem  jeder  beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  eine 
Fl&che  zweiter  Ordnung  in  analoger  Weise  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  zugeordnet  ist,  von  dem  ganz  entsprechende  Eigen- 
schaften gelten.  T. 


A.  SuiNi.      Contribazione    alla    teoria    delle    coniche. 

BesBo  Per.  mal.  III.  65-69. 

Durch  Anwendung  der  Principien  der  Geometrie  der  Lage 
beweist  der  Verfasser  die  beiden  Sätze: 

I.  Die  Tangente  und  die  Normale  in  einem  Punkte  M  einer 
Ellipse  oder  einer  Hyperbel  und  die  Axen  der  Curve  berühren 
eine  bestimmte  Parabel;  dieselbe  berQhrt  die  Normale  in  dem 
KU  M  gehörigen  Erfimmungsmittelpunkte.  II.  Die  Tangente  und 
die  Normale  in  einem  Punkte  M  einer  Parabel  und  die  Axe  der 
Curve  berühren  eine  bestimmte  Parabel,  welche  die  Axe  der  ge- 
gebenen Parabel  zur  Scheiteltangente  hat,  und  welche  die  Nor- 
male in  dem  zu  M  gehörigen  Erümmungsmittelpunkte  berührt. 
Hieraus  werden  sehr  einfache  Constructionen  f&r  den  Erümmungs- 
mittelpunkt  in  einem  beliebigen  Punkte  eines  Eegelschnitts  ge- 
folgert La.  (Lp.) 

• 
Cl.  Servais.      8ur    la    courbure    dans    les    coniques. 

NoQv.  Ann.  (3)  VII.  369-374. 

Aus  der  Transformation  von  Hirst  für  «den  besondern  Fall, 
wo  der  Fundamentalkegelschnitt  ein  Ereis  und  der  Pol  ein  Punkt 
auf  diesem  ist,  wird  der  Satz  abgeleitet:  Beschreibt  man  im 
Punkte  A  eines  Eegelschnitts  einen  berührenden  Ereis,  dessen 
Radius  gleich  dem  Durchmesser  des  Erümmungskreises  ist,  und 
zieht  verschiedene  Secanten,  welche  den  Eegelschnitt  und  den 
Ereis  in  B  und  C  schneiden,  so  ist  der  Ort  des  durch  (ABCD)  =  —  1 
bestimmten  Punktes  D  eine  Gerade  parallel  der  ErOmmungs- 
sehne.  Im  weitem  Verfolge  ergeben  sich  noch  sechs  neue  Sätze 
tiber  die  Erümmung  der  Eegelschnitte.  H. 
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A.  Mannheim.      Construire  le  cetitre  de  courbure  de  la 
d^velopp^e  d'une  conique.    Böklen  Mitt.  ll.  133-135. 

Alle  Kegelschnitte,  welche  einen  Kegelschnitt  C  in  zwei 
Punkten  m  und  m,  berühren,  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  dem 
Durchmesser  von  C,  welcher  der  Sehne  mm^  conjugirt  ist.  Rückt 
mj  nach  m,  so  ergiebt  sich,  dass  alle  Kegelschnitte,  welche  mit 
C  eine  Berührung  dritter  Ordnung  bilden,  ihre  Mittelpunkte  auf 
dem  Durchmesser  von  C  haben,  welcher  nach  sn  gerichtet  ist 
Unter  allen  diesen  Kegelschnitten  tritt  eine  Parabel  auf.  F&r 
diese  wird  zunächst  das  gestellte  Problem  gelöst,  und  dann  die 
Losung  auf  den  Kegelschnitt  C  übertragen.  Die  Construction 
ist  folgende:  Ist  m  ein  Punkt  von  C  und  fÄ  sein  Krfimnoiangs- 
mittelpunkt,  so  ist  die  in  ju  auf  m^  errichtete  Senkrechte  eine 
Normale  der  Evolute.  Diese  schneidet  den  nach  m  laufenden 
Durchmesser  von  C  in  e.  Verlängert  man  nun  efi  über  ^  hin- 
aus um  das  Dreifache,  so  gelangt  man  zu  dem  Krflmmangs- 
centrum  der  Evolute.  Sehn. 


Cl.  Sbrvais.     Applications  de  la  quasi-inversion  unfaire 
aux  courbes  osculatrices.    Mathesis  viu.  28-35. 

• 

Zahlreiche  Anwendungen  der  folgenden  Transformation: 
Wenn  ein  Kegelschnitt  S  und  ein  fester  Punkt  A  dieses  Kegel- 
schnitts gegeben  sind,  so  heissen  zwei  Punkte  entsprechend, 
wenn  sie  mit  A  auf  einer  Geraden  liegen  und  in  Bezug  auf  S 
conjugirt -sind.  D^r  Verf.  wählt  als  S  einen  Kreis  und  erhält 
eine  grosse  Anzahl  eleganter  Sätze  über  die  Kegelschnitte,  ferner 
auch  einige  Eigenschaften  der  Strophoide.  Mn.  (Lp.) 


Ch.  Beybl«     Vier  Aufgaben  über  drei-  und  vierpunktige 
Berührung    von    Kegelschnitten.      Schlömilch  z.  xxxili. 

120-125. 

Die  ersten  beiden  Aufgaben  verlangen  die  Construction  der 
zwei  bezw.  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  zwei  gegebene 
Punkte   gehen   und   ausserdem,   durch  einen  auf  einem  Kegel- 
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schDitt  gegebenen  Punkt  gehend,  dabei  diesen  Kegelschnitt  drei- 
punktig  berühren,  bezw.  den  Kegelschnitt  yierpunktig  bertthren. 
Die  letzten  beiden  Aufgaben  sind  Specialfälle  der  ersten  beiden, 
indem  die  beiden  irgendwo  gegebenen  Punkte  zu  den  imaginären 
Kreispunkten,  die  gesuchten  Kegelschnitte  also  zu  Kreisen  werden. 
Dann  giebt  es  drei  bezw.  vier  solcher  Kreise.  Im  vierten  Falle 
sind  die  Stellen  Tierpunktiger  Berührung  bekanntlich  die  vier 
Schnittpunkte  mit  den  Axen.  Die  Untersuchungsmethode  ist 
geometrisch  (Involutionen).  Gelegentlich  ergeben  sich  auch 
weitere  Eigenschaften  der  Figur.  Seht. 


Ch.  Bby£L.     üeber  Osculation  und  vierpunktige  BerUh- 
rang  von  Kegelschnitten.    Hoffmann  z.  XIX.  489-496. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  Tactionsprobleme  von 
Kegelschnitten,  hauptsächlich  mit  Benutzung  der  beiden  Satze: 
Eine  Gerade  schneidet  aus  den  Kegelschnitten  eines  Büschels 
Paare  einer  Involution  aus,  und :  Ein  Kegelschnitt,  welcher  durch 
zwei  Grundpunkte  eines  Kegelschnittbüschels  geht,  trifft  denselben 
in  Paaren  einer  Involution.  Es  werden  u.  a.  die  Aufgaben  ge- 
löst: den  Krttmmungskreis  in  einem  Punkte  eines  Kegelschnitts 
zu  cottstruiren;  den  Kegelschnitt  zu  construiren,  der  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht  und  mit  einem  gegebenen  Kegelschnitt 
in  einem  gegebenen  Punkt  eine  vierpunktige  Berührung  hat, 
u.  a.  m.  Lg. 

A.  Keller,     üeber  gewisse  Vierecke,  die  von  Vierecks- 
paaren abhängen.     Dibb.  OieBsen.  29 s.  8^ 


H.  Schröter.     Die  Theorie  der  ebenen    Curven  dritter 

Ordnung.      Leipzig.  Teubner.  VI  n.  295  S.  8^. 

Der  berühmte  Herausgeber  von  Jacob  Steiner's  Vorlesungen 
über  die  auf  projective  Eigenschaften  gestützte  Theorie  der 
Kegelschnitte  (in  zweiter  Auflage  1876  bei  Teubner)  giebt  hier 
in  einem  fast  19  Druckbogen   umfassenden  Buche   eine  einheit- 
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liehe,  rein  synthetisehe  Entwiekelung  der  EigeiiBehafleii  der 
ebenen  Guryen  dritter  Ordnung,  wie  sie  ffir  diejenigen  wflnschens- 
wert  erscheint,  welche  zuerst  an  das  Stadium  der  Curven  dritter 
Ordnung  herantreten  und  keine  anderen  HOlfsmittel  beherrseben, 
als  die  Bekanntschaft  mit  den  Elementen  der  synthetisehen  Geo- 
metrie und  den  Haupteigenschaften  der  Eegelsehnitte.  Zwar 
sind  die  in  dem  Buche  gewonnenen  Resultate,  welche  yerschie- 
denen  Zeiten  und  yerschiedenen  Urhebern  angehören,  zum  grossen 
Teil  schon  Gemeingut  der  Wissenschaft  geworden;  aber  gerade 
deshalb  erscheint  es  wünschenswert,  ein  Lehrbuch  zu  besitzen, 
welches  die  ebenen  Gurren  dritter  Ordnung  in  derselben  Weise 
behandelt,  wie  das  oben  genannte  Buch  desselben  Verfassers  die 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  darstellt;  und  indem  die  Erzeu* 
gungsweisen  und  die  Eigenschaften  der  Gurren  dritter  Ordnung 
sich  naturgemäss  auf  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  stQtzen, 
kann  das  vorliegende  Buch  als  eine  Fortsetzung  des  Baches  fiber 
die  Kegelschnitte  betrachtet  werden.  Ueberdies  lag  auch  noch  kein 
Versuch  zu  einer  buchartigen,  zusammenfassenden  synthetisohen 
Darstellung  der  ebenen  Gurren  dritter  Ordnung  vor,  da  das  von 
Salmon  verfasste  und  von  Fiedler  übersetzte  Buch  „A  treatise 
on  higher  plane  curves*'  diese  Gurven  völlig  analytiaob,  das 
Buch  von  Duröge  (Leipzig  1871)  sie  überwiegend  analytisch  be- 
handelt, und  endlich  das  von  Gremona  1862  herausgegebene 
Buch  über  ebene  Gurven  einerseits  zu  alt  ist,  andererseitB  die 
Gurven  dritter  Ordnung  auch  nur  als  Beispiel  für  die  voraus- 
gehende allgemeine  Theorie  behandelt. 

Da  der  Verfasser  in  der  Vorrede  den  Gang  der  Untersachung 
selbst  skizzirt,  so  erscheint  es  am  zweckmässigsten,  dieses  Selbst- 
Referat  hier  folgen  zu  lassen: 

.  „Der  Verfasser  beginnt  mit  der  Gonstruction  der  CX'>  aus 
drei  Paaren  conjugirter  Punkte  derselben,  von  welcher  Glebsch 
(Math.  Ann.  V.  422)  erklärte,  dass  „sie  an  Einfachheit  das 
Aeusserste  leiste^,  und  deren  Ursprung  bei  einer  aosgeatteten 
(P^  in  den  Polareigenschaften  des  Kegelschnitts  sich  findet.  Aus 
ihr  entspringt  die  Erzeugung  der  C^>  vermittelst  zweier  Strahlen- 
Involutionen  in  projectiver  Beziehung  und  halb-perspectiver  Lage, 
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wodurch  eine  gelegentliche  Bemerkung  Steiner*8  bestätigt  wird, 
„d&68   das   eigentliche  Wesen   vieler   Eigenschaften   der   Curve 
dritten  Grades  vornehmneb   auf  der  sogenannten  Involution  be- 
ruhe'' (J.  f&r  Math.  XLVII.  6:    „Allgemeine   Eigenschaften   der 
algebraischen  Curven'').    Man  gelangt  hiernach  ungezwungen  so- 
wohl zu  der  C^>  als  Tripelcurve   eines  Kegelschnittnetzes,  als 
auch  zu  den  Chasles'schen  Erzeugungsweisen  vermittelst  Eegel- 
scbnittbQschel  und  StrahlenbQschel  oder  zweier  Eegelschnittbttscbel 
in  projectiver  Abhängigkeit  und  besonderer  Lage,  da  eine  Strahlen- 
involution auch   nur  ein  Bflschel  ausgearteter  Kegelschnitte  ist. 
Hieran  reihen  sich  verschiedene  Gonstructionen  der  (P>  aus  neun 
willkürlich   und   unabhängig  von   einander  gegebenen  Punkten, 
sowie  der  Hauptsatz  (Schnittpunktsatz),   welcher  die  Bedingung 
zwischen  den  neun  Durchschnittspunkten  zweier  Gurven   dritter 
Ordnung  enthält,  und  die  Gonstruction  des  neunten  notwendigen 
Punktes  einer  Gruppe  von  neun  associirten  Punkten,  von  denen 
acht  willkürlich  gegeben  sind. 

Die  Tangentenquadrupel  aus  drei  in  gerader  Linie  liegenden 
Punkten  der  (P^  liefern  eine  eigentOmliche  Configuration  ihrer 
Berührungspunkte,  sowie  ihrer  Durchschnittspunkte  und  zeigen 
den  Salmon'schen  Satz  von  dem  constanten  Werte  des  Doppel- 
verhältnisses eines  Tangentenquadrupels. 

Die  ursprüngliche  Erzeugung  der  C^')  vermittelst  zweier  pro- 
jectiven  Strahleninvolutionen  in  halbperspectiver  Lage  führt  nun 
zu  der  Einteilung  der  C(^>  in  ihre  zwei  Hauptgattungen  (die  ein- 
zOgige  und  die  zweizflgige),   sowie  zu    den   acht  verschiedenen 
Gestalten  derselben,   von   denen   drei   der  ersten  und  fünf  der 
zweiten  Gattung  angehören  unter  Berücksichtigung  der  unendlich- 
entfernten  Curvenpunkte  (Durege:  „Ueber  die  Formen  der  Gurven 
dritter  Ordnung",  J.  für  Math.  LXXV.  153).    Die  Bedingungen 
fQr  die  Erzeugung  der  verschiedenen  Gestalten  der  C^^^  werden 
aufgesucht     Die  Betrachtung  des  Tangentenquadrupels  aus  einem 
Curvenpunkte   hatte   schon   zur   konischen  Polare  desselben  ge- 
führt;  die  Erweiterung  derselben  zeigt  uns   das  ganze   Kegel- 
schnittnetz der  konischen  Polaren  für  sämtliche  Punkte  der  Ebene 
und  eröffnet  den  Einblick  in  die  vielfach  verschlungenen  Polar- 
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eigenschaften  einer  (P^  und  den  Zusammenhang  unter  den  ko- 
nischen und  geraden  Polaren  mit  den  Polokoniken  und  dem  be- 
gleitenden Kegelschnitt  Hier  treten  auch  die  metrischen  Be- 
ziehungen auf,  welche  bei  Cremona  den  Ausgangspunkt  bilden, 
Ton  dem  er  zu  den  Polareigenschaften  der  (P^  gelangt  Die 
ausgearteten  Kegelschnitte  des  Netzes  der  konischen  Polaren 
zeigen  uns  die  Hesse'sche  und  die  Cayley'sche  Gurve,  deren  Zu- 
sammenhang schon  bei  der  Einführung  des  Kegelschnittnetzes 
hervortrat 

Die  Hesse'sche  Curye  bietet  den  unmittelbaren  Anhalt  zur 
Untersuchung  der  Wendepunkte  einer  C^\  ihrer  Configuration 
und  Realität,  sowie  der  Lagenbeziehung  ihrer  harmonisches 
Polaren.  Den  Schluss  der  Untersuchung  bilden  einerseits  die 
Steiner'schen  Schliessungsprobleme  ftkr  dieC(^>,  welche  nach  dem 
Vorgänge  von  Kttpper  und  Schonte  eine  synthetische  Lösung 
finden,  und  andererseits  die  von  Steiner  ohne  Beweis  angege- 
benen Eigenschaften  von  mehrpunktig  die  CP^  berfihrenden 
Kegelschnitten.  Ausgeschlossen  von  der  Betrachtung  blieb  vor- 
läufig die  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  sowie 
die  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung^. 

Dem  Wunsche  des  Verfassers,  dass  sein  Buch  den  Frenndeii 
synthetisch -geometrischer  Forschung  Anregung  und  Stoff  zu 
eigener  Untersuchung  und  zur  Erweiterung  der  angestellten  Be- 
trachtungen darbiete,  möchte  der  Referent  den  Wunsch  hinzu- 
fügen, dass  bald  eine  zweite  Auflage  notwendig  sein  möchte, 
welche  auch  die  elementaren  Systeme  der  Gurren  dritter  Ordnung 
und  im  Zusammenhang  damit  die  von  Zeuthen  und  dem  Ke- 
ferenten  erkannten  verschiedenen  Ausartungen  derselben  behandelt. 

Seht 


H.  Schröter.  ZurückfÜbrung  der  Grassinann'schen  De- 
finitionen der  Curve  dritter  Ordnung  auf  die  von 
Cbasles,  Cayley  und  Hesse  angegebenen  Erzeugungs- 

weisen.      J.  für  Math.  CIV.  62-84. 

FQr   die   wirkliche  Erzeugung   der  Curve   dritter   Ordnung 
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und  die  Herleitung  ihrer  Eigenschaften  sind  die  von  Grassmann 
im  XXXVI.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  angegebenen 
Erzeugungsweisen  unfruchtbar  geblieben,  im  Gegensatz  zu  der 
Chasles'schen  aus  einem  Eegelschnittbttschel  und  einem  ihm  pro- 
jectiven  Strahlenbttschel,  sowie  der  Gayley-Hesse'schen  aus  drei 
Paaren  conjugirter  Punkte.  Hier  zeigt  nun  der  Verfasser,  dass 
die  beiden  ersten  Grassmann'schen  Erzeugungen  Umformungen 
der  Ghasles'schen  sind,  und  dass  die  dritte  Grassmann'sche  Er- 
zeugung auf  die  Cayley-Hesse'sche  Erzeugung  hinausläuft  Am 
Schluss  werden  auch  die  von  Grassmann  angegebenen  Verall- 
gemeinerungen seiner  Erzeugungen  auf  die  Erzeugung  aus  Eegel- 
schnittbüschel  und  projectivem  Strahlbüschel  zurQckgeftthrt 

Seht 


M.  Baur.    Synthetische  Einteilung  der  Curven  dritter  Ord- 
nung.      6   Tafeln. .   Stuttgart.  J.  B.  Metzler.  58  S. 

Das  vorliegende  Buch  hat  die  Aufgabe,  eine  genaue  Ein- 
teilung der  Curven  dritter  Ordnung  auf  Grund  der  Kriterien 
vorzunehmen,  die  in  Newton's  „Enumeratio  linearum  tertii  or- 
dinis^  hervortreten.  Als  Ausgangspunkt  wählt  Herr  B.  hierbei 
die  Möbius'sche  Methode,  die  vorliegende  Curve  vom  Mittel- 
punkte einer  Kugel  aus  auf  die  Oberfläche  zu  projiciren.  Nachdem 
die  Hauptgattungen  dieser  sphärischen  Curven  ^dritter^  Ordnung 
gewonnen  sind,  ergeben  sich  die  einzelnen  Arten,  indem  man 
dem  Bauptkreise,  dem  Bilde  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Projectionsebene,  andere  und  andere  Lagen  anweist 

Möbius  ist  bekanntlich  auf  Grund  seiner  Entwickelungen 
dazu  gelangt,  drei  Gattungen  einzdgiger  Curven  ohne  Doppel- 
punkt zu  unterscheiden.  Indem  Herr  B.  dies  adoptirt  und  zu- 
dem sechs  Formen  aufführt,  die  Newton  seinen  Principien  gemäss 
hätte  bemerkbar  machen  mtissen  (Newton  lässt  z.  B.  bei  den 
Curven  mit  einem  paaren  Zuge  oder  isolirtem  Punkt  den  Fall 
mit  drei  unendlich  fernen  Wendepunkten  fort),  gelangt  Herr  B. 
zu  96  Curvenformen  statt  der  12,  die  in  der  Enumeratio  sich 
vorfinden. 
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Newton  fahrt  18  Formen  einzügiger  Carven  vor.  Jedoch 
nur  bei  der  Gurye  mit  drei  unendlich  fernen  Wendepunkten 
unterscheidet  er  die  drei  Gattungen  von  einander.  Die  15 
flbrigen  Formen  können  alle  in  die  erste  Gattung  eingeordnet 
werden.  Aber  nicht  alle  Unterscheidungen,  die  bei  diesen  CurTen 
gemacht  werden  können,  lassen  sich  auf  die  beiden  anderen 
Untergattungen  flbertragen.  Es  können  s.  B.  bei  diesen  die 
drei  Asymptoten  nicht  durch  einen  Punkt  gehen.  Daraus  erkUrt 
sich,  dass  für  eintflgige  Curyen  zweiter  und  dritter  Gattung  nur 
je  neun  Formen  neu  hinzukommen. 

Die  Berechtigung,  die  Unterteilung  der  Gattung  der  ein- 
zügigen  Curven  vorzunehmen,  sucht  Herr  B.  haupts&chlich  in 
der  Gestalt  der  sphärischen  Curve.  Durch  die  Wendekreise  und 
den  Kreis,  welcher  die  drei  Paare  von  Wendepunkten  enth&lt, 
wird  die  Kugelflftche  in  acht  Dreiecke  und  sechs  Vierecke  zer- 
legt. Die  letzteren  und  sechs  der  ersteren  liegen  dem  Kreise 
mit  den  sechs  Wendepunkten  an.  Die  Curve  zieht  sich  bei  der 
ersten  Untergattung  nur  durch  die  Vierecke,  bei  der  zweiten 
hingegen  dt^rch  die  sechs  Dreiecke  hindurch.  Bei  der  dritten 
Gattung  gehen  die  drei  Wendekreise  durch  zwei  Punkte.  Ent> 
hält  eine  sphärische  Curve  ausser  einer  einfachen  Curve  ein 
Paar  von  Zwillings  -  Curven  oder  -Punkten,  so  verhält  sich  der 
erstere  Teil  wie  eine  Curve  der  zweiten  Unter-Gattung.  Sehr 
interessant  ist  tibrigens  die  Thatsache,  dass  man  bei  sphärischen 
Curven  mit  drei  Paaren  von  Wendepunkten  sich  auf  solche  ein- 
fache Curven  beschränken  kann,  die  durch  ihre  Wendepunkte 
in  sechs  congruente  Teile  zerlegt  werden  (§  5). 

Kach  Meinung  des  Ref.  berechtigt  zu  der  Unterteilung  der 
Gattung  der  einzttgigen  Curven  vorzugsweise  eine  Eigensehaft, 
die  Herr  B.  nur  flüchtig  streift  Während  nämlich  die  Tangenten 
einer  Curve  der  ersten  Untergattung  die  ganze  Ebene  derselben, 
einzelne  Teile  sogar  sechsfach  Überdecken,  bleiben  bei  der  zweite 
einzelne  Stacke  ganz  und  gar  frei.  Die  dritte  Untergattung 
wird  dadurch  charakterisirt,  dass  die  drei  Wendetangenten  sich 
in  einem  Punkte  treffen. 

Als  bewiesen  setzt  Herr  B.  (§  1)  voraus,   dass  eine  Cnrve 
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dritter  Ordnang  einen  oder  drei  in  einer  Geraden  liegende 
Wendepunkte  besitzt,  ferner  einige  Haupteigensehaften  der  har- 
monisehen  Polaren  der  Wendepunkte.  E.  E. 


F.  MoRLET,  P.  H.  ScHOüTB.     SoIutioD  of  questioD  9107. 

Ed.  Times  XLVIII.  89-90. 

Vier  gerade  Linien  werden  durch  Kegelschnitte  berührt. 
Dann  liegen  die  Punkte,  in  denen  letztere  sich  rechtwinklig 
schneiden,  auf  einer  circularen  kubischen  Gurve,  welche  durch 
die  sechs  Schnittpunkte  jener  Geraden  und  durch  die  drei  Höhen- 
fusspunkte  des  Diagonaldreiecks  geht  Die  reelle  Asymptote 
der  kubischen  Gurve  ist  parallel  zu  der  Geraden,  auf  der  die 
Mitten  der  drei  Diagonalen  liegen.  Herr  Schonte,  der  diesen 
von  Hrn.  Morley  ausgesprochenen  Satz  beweist,  f&hrt  Hrn. 
Schröter  (Math.  Ann.  V.  50,  F.  d.  M.  IV.  1872.  281)  und  Hrn. 
Pelz  (Wien.  Ber.  LXIV,  F.  d.  M.  IV.  1872.  286)  als  Entdecker 
des  ersten  Teils  des  Satzes  an.  Lp. 


L.  Gbbto.  Sulle  forme  di  terzo  grado  generate  da  due 
forme  elementari  projettive  di  primo  e  di  secondo  grado 
di  un  piano  o  di  una  Stella.   Batt.  Q.  xxvi.  41-45. 

Bis  auf  einige  geringfügige  Aenderungen  in  der  Einleitung 
deckt  sich  die  Arbeit  mit  einer  anderen,  die  Herr  C.  unter 
gleichem  Titel  früher  hat  erscheinen  lassen.  (Cf.  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  629.)  E.  K. 

P.  H.  ScHOüTE.  üeber  die  Curven  vierter  Ordnang 
mit  drei  Inflexionskuoten.    Hoppe  Arcb.  (2)  VI.  113-I66. 

Fortsetzung  der  eingehenden  Untersuchung,  welche  Herr 
Schonte  schon  früher  über  die  im  Titel  genannten  Curven  an- 
gestellt hat,  und  über  welche  im  Jahrbuch  (zuletzt  XVIII.  1886. 
572)  referirt  ist  Bei  der  viele  interessante  Resultate  bietenden 
Untersuchung  leistet  ausser  der  Polarentheorie  namentlich  die 
quadratische   Transformation    gute    Dienste,    welche  die  Gurve 
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vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten  in  ihren  Wendeschnitt 
überfuhrt,  der  die  Curve  in  den  Berflhrungspunkten  der  vier 
Doppeltangenten  schneidet  Die  Mitteilung  der  zahlreichen  Ein- 
zelresnltate  würde  die  Grenzen  eines  Referats  übersteigen. 

Seht 

G.  KoHN.     Ueber  die  BerUhrungskegelschnitte  und  Dop- 
peltangenten der  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung. 

Wien.  Ber.  XCVII.  325-328,  138M384. 

In  diesen  beiden  Noten  werden  ohne  Beweis  einige  neue 
Sfttze  über  die  BerUhrungskegelschnitte  und  die  Doppeltangenten 
einer  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung  mitgeteilt.       W.  St 


A.  Leuck.     Erzeugung  und  Untersuchung  einiger  ebenen 
Curven  höherer  Ordnung.    Dies.  Bern. 

Die  hier  untersuchten  Curven  entstehen  folgendermassen: 
Ein  Fundamentaldreieck  mit  den  Ecken  A^j  ii,,  J,  ist  gegeben, 
und  in  seiner  Ebene  irgend  ein  Kegelschnitt  p.  Dieser  Kegel- 
schnitt p  wird  nun  durch  Anwendung  einer  birationalen  quadra- 
tischen Transformation  (Inversion)  zu  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung p'  mit  den  Doppelpunkten  A^ ,  il,,  A^.  Den  Tangenten  von 
p  entsprechen  dabei  Kegelschnitte,  welche  dem  Fundamental- 
dreieck umgeschrieben  sind  und  p'  berühren.  Bringt  man  nun 
jeden  solchen  Kegelschnitt  mit  der  zugehörigen  Tangente  von  p 
zum  Durchschnitt,  so  ist  der  Ort  aller  dieser  Durchschnitte  eine 
Curve  sechster  Ordnung,  sechzehnter  Klasse  mit  7  Doppelpunkten, 
30  Wendetangenten  und  72  Doppeltangenten ;  dieselbe  bildet  den 
Gegenstand  dieser  Arbeit.  Nach  einigen  allgemeinen  Betrach- 
tungen  werden  besondere  Lagen  des  Kegelschnitts  p  zum  Drei- 
eck A^A^A^  angenommen.  Der  Kegelschnitt  p  kann  dem  Drei- 
eck harmonisch  conjugirt,  er  kann  ihm  eingeschrieben,  umge- 
schrieben  sein,  und  noch  andere  Fälle  werden  betrachtet  Dies 
wird  gründlich  und  ausführlich  besprochen;  eine  grosse  Zabl 
sehr  guter  Figuren  tr&gt  zum  Verständnis  des  Gegebenen  bei. 

Mz. 
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E.  DB  JoNQUiicKBS.  CoDStruction  g^omötrique  de  cour- 
bes  [unicursales,  notamment  de  celle  du  cinqui^me 
ordre   douöe   de   six   points  doubles.      Palermo  Rend.  ll. 

118-123. 

Schon  1887  (C.  B.  CV.  1148,  F.  d.  M,  XIX.  632)  hatte  der 
Verfasser  theoretisch  gezeigt,  wie  man  die  Basen  zweier  pro- 
jectiyen  Büschel  festlegen  kann,  wenn  dieselben  eine  Gnrve  m^ 
Ordnung  nullten  Geschlechts  erzeugen  sollen,  und  für  dieselbe 
die  vielfachen  Punkte  und  die  nötige  Anzahl  einfacher  Punkte 
der  Lage  nach  gegeben  sind.  Hier  wird  nun  fHr  das  Beispiel 
der  im  Titel  genannten  Curve  die  geometrische  Construction 
wirklich  der  Beihe  nach  ausgeführt.  Gegeben  sind  die  sechs 
Doppelpunkte  und  zwei  einfache  Punkte.  Die  Construction  wird 
so  eingerichtet,  dass  zwei  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung 
ein  Gebilde  erzeugen,  das  aus  der  gewünschten  Curve  und  einer 
Geraden  besteht.  Seht. 


G.  FoURET.      Sur  quelques  propriet^s  gdomdtriques   des 

StelloYdes.      G.  R.  CVr.  842-345. 

Herr  F.  Lucas  hatte  in  einer  Note  der  Comptes  rendus 
(GVL  195)  eine  Gruppe  algebraischer  Curven  berührt,  die  er 
Stelloide  genannt  hat.  Herr  Fonret,  der  schon  vor  20  Jahren 
diese  Curven  studirt  hatte,  ist  dadurch  veranlasst,  diese  Studien 
wieder  aufzunehmen,  zu  vervollständigen  und  hier  zu  veröffent- 
lichen. Zwei  Systeme  von  n  Geraden  mögen  „gleich  orientirt*' 
heiasen,  wenn  die  Winkelsumme,  die  die  Geraden  des  einen 
Systems  mit  einer  Axe  bildet,  sich  von  der  entsprechenden 
Winkelsnmme  des  andern  Systems  gar  nicht  oder  um  ein  Viel- 
faches von  n  unterscheidet  Bewegt  sich  nun  ein  Punkt  so,  dass 
seine  Verbindungsgeraden  mit  n  festen  Punkten  einen  Büschel 
von  constanter  Orientirung  bilden,  so  beschreibt  der  Punkt  eine 
Curve,  die  eine  Stelloide  Sn  genannt  wird.  Die  n  festen  Punkte 
liegen  auf  Sn  und  bilden  eine  Gruppe  zusammengehöriger  Haupt- 
punkte. Die  S,  sind  gleichseitige  Hyperbeln.  Von  den  Sn  und 
ihren  Hauptpunkt-Gruppen  giebt  der  Verfasser  eine  grosse  Beihe 
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von  Eigenschaften  sn,  deren  letzte  sieh  auch  auf  Lage  and  Cod- 
B^netion  der  KrQmmungsmittelponkte  beziehen.  Seht. 


C.    Besondere  räumliche  Gebilde. 

NiBWENGLOWSKi.     Solution  de   la  question  propoe^  en 
Philosophie  au  concours  g^n^ral  en  1884.      Noar.  Add. 

(9)  VII.  2Ö2-2&5. 

Es  sei  ein  Dreieck  ABC  und  eine  Gerade  L,  die  nieht  in 
der  Ebene  des  Dreiecks  ist,  gegeben ;  man  verbinde  dann  irgend 
einen  Punkt  D  von  L  mit  B  und  C,  wodurch  ein  (im  allge- 
meinen windschiefes)  Viereck  DBAC  entsteht.  Es  wird  nun  be- 
wiesen, dass  die  Mitten  der  vier  Seiten  dieses  Vierecks  auf  einem 
Parallelogramm  S  liegen;  hierauf  wird  die  Veränderung  von  S 
betrachtet,  die  in  Folge  der  Verschiebung  von  D  auf  L  statt- 
findet; ferner,  wann  S  ein  Rechteck  oder  Rhombus  wird;  end- 
lich, ob  S  ein  Quadrat  sein  kann.  Ms. 


A.  Pbtot.     Sur   une  extension  du  th^or^me  de  Pascal 
k   la  g^om^trie   de  Tespace.     Ann.  de  i'fie.  Nonn.^'cs)  v. 

Soppl.  8-66. 

Der  Verfasser  will  flir  den  Pascarsehen  Lehrsats  ein  rftam- 
liebes  Analogen  finden,  das  von  derselben  fundamentalen  Be- 
deutung fttr  den  Raum  ist,  wie  es  der  Pascarsche  Satz  für  die 
Ebene  ist  Er  sieht  dieses  Analogen  in  einem  complicirten  Satze, 
dem  er  zwei  Fassungen  giebt,  von  denen  die  zweite  sich  so  dar- 
stellen läset:  Drei  auf  einer  Fläche  dritten  Grades  liegende 
Geraden  und  acht  auf  derselben  liegende  Punkte  mOssen,  da 
3.4  +  8.1  =  19  +  1  iBt|  in  ihrer  Lage  von  einander  abh&ngig 
sein«  Diese  Abhängigkeit  ist  folgende.  Die  drei  Geraden  mögen 
a,  6,  c,  zwei  von  den  acht  Punkten  mögen  D  und  £,  die  aeehs 
Obrigen  JT,  bis  M^  heissen.    Ferner  mögen  A  und  B  zwei  Punkte 
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seiu,  die  man  auf  den  beiden  Schnittgeraden  der  Ebene  cE  mit 
den   Ebenen    aE   und    bE   willkürlicb    annehme.     Durch  D  lege 
man  noch  zwei    Gerade  o  und  ß,    welche    die  Ebene  cU^  in  F, 
und  6r,  treffen.     Ferner  möge   die  Ebene  aM^  von  der  Geraden 
DA  in  il,  und  die  Ebene  blU^    von    der    Geraden  DB  in  Ä,  ge- 
schnitten werden.     Die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen,  welche 
einerseits    A^  F^^  A^^   andererseits    B^  (?,,  B^    verbinden,    sei    fn^. 
Ebenso  wie  m,  aus  üf,  durch  A^  fi,  a,  ß  abgeleitet   ist,    so    leite 
man  nun  durch  dieselben  Elemente  aus  M^  bis  üf.  die  Geraden 
tu,  bis  m^  ab.    So  gewinnt  man  sechs  Gerade,  die  dadurch,  dass 
sie  einem  und  demselben  linearen  Complexe  angehören,  die  ge- 
wflDBchte  Abhängigkeit    ergeben.      Da,    wie    Cremona    gezeigt 
hat,  alle  Flächen  dritten    Grades,    die   durch    drei    Gerade   und 
sechs  Punkte  gehen,    eine   Raumcurve   sechster   Ordnung  ersten 
Geschlechts  gemein  haben,  so  ergeben  sich  dem  Verfasser  Eigen- 
schaften und  Gonstructionen  nicht  bloss  der  Fläche  dritten  Grades, 
sondern   auch  jener   Raumcurve   sechster   Ordnung.     Ueberdies 
gelangt  man  im  besondern  auch  zu  Beziehungen  zwischen  zehn 
Punkten,    die  auf  einer  Fläche   zweiten    Grades    liegen.    In  der 
Literatur,  auf  welche  der  Verfasser  Bezug  nimmt,  vermisst  der 
Referent  gerade   die   Arbeit,    welche    durch    die  für  die  Fläche 
dritter  Ordnung  als  gegeben  vorausgesetzten  Elemente  der  vor- 
liegenden Arbeit  am  nächsten  steht.    Es   ist  dies  die  im  Jahre 
1880    in    den    Math.  Ann.   XVII.    erschienene   Abhandlung    des 
Referenten  über  die  trilineare  Beziehung,  in  welcher  sich  aus  der 
trilioearen  Beziehung  dreier  Ebenenbüschel  naturgemäss  die  Gon- 
Btruction  einer  Fläche   dritter   Ordnung  in   zwei  Fällen  ergiebt, 
wo  ebenfalls  von  den  auf  ihr  liegenden  Geraden  drei  als  gegeben 
zu  betrachten  sind.  Seht 

C.  Hossfeld.     Construction  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
aus  neun  Punkten,    von    denen    acht  imaginär   sind. 

Scblömilch  Z.  XXXIII.  180. 

Die  acht  imaginären  Punkte  sind  als  Doppelpunkte  von  vier 
elliptischen,  auf  den  reellen  Geraden  12,  34,  56,  78  gelegenen 
Involutionen   gegeben.     Die   Construction    läuft   darauf  hinaus, 

Fortschr.  d.  Math.  iz.  2.  41 


G42     VIII.  Abschoitt.     Reioe,  eUmeotare  a.  ayDthetisehe  Geometrie. 

durch  die  acht  imaginären  Punkte  zwei  Regelfiächen  zweiter 
Ordnung  zu  legen;  beide  bestimmen  dann  einen  FlächenbQsehel, 
und  diejenige  Fläche  desselben,  welche  den  neunten  reellen 
Punkt  enthält,  ist  die  gesuchte  Fläche.  Seht. 


KoBER.     Die  harmonisch  zugeordneten  Flächen  zweiten 

Grades.       Dias.  Halle. 

Der  Verfasser  untersucht  das  räumliche  Analogen  der  von 
Schröter  in  den  §§52  und  54  seiner  Theorie  der  Kegelschnitte 
behandelten  merkwürdigen  Eigenschaften  harmonisch  zugeordneter 
Kegelschnitte  hinsichtlich  ihrer  Lage  zu  einander  und  zum  ge- 
meinsamen Polardreieck.  Den  Ausgangspunkt  bildet  ein  Tetraeder 
und  die  seine  sechs  Kanten  berührende  Fläche  zweiten  Grades. 
Es  zeigt  sich  sofort,  dass  die  drei  Verbindungsgeraden  der  Be- 
rührungspunkte je  zweier  Gegenkanteu  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  dass  demgemäss  die  den  Berührungspunkten  in 
Bezug  auf  die  Ecken  harmonisch  zugeordneten  Punkte  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen.  So  ordnet  sich  jeder 
Ebene  des  Raumes  in  Bezug  auf  die  Fundamental  -  Figur 
ein  Punkt  harmonisch  zu.  Ferner  ergeben  die  Verbindangs- 
geraden  eines  Punktes  mit  den  vier  Ecken  des  Tetraeders  ein 
Vierkant  und  die  Schnittgeraden  der  zugeordneten  Ebene  mit 
den  vier  Flächen  des  Tetraeders  ein  Vierseit  dergestalt,  dass  die 
Diagonalen  dieses  Vierkants  und  dieses  Vierseits  die  6egen< 
kanten  eines  zweiten  Tetraeders  bilden,  dessen  Ecken  und  Flächen 
in  Bezug  auf  das  erste  Tetraeder  harmonisch  zugeordnet  sind. 
Ein  drittes  Tetraeder,  das  jedem  dieser  beiden  Tetraeder  bar- 
monisch  zugeordnet  ist,  hat  zu  Gegenkanten  die  Diagonalen  der 
einfachen  Baumvierecke,  in  denen  die  Gegenkanten  eines  Paares 
harmonisch  zugeordneter  Tetraeder  einander  schneiden.  Einem 
Paare  von  solchen  harmonisch  zugeordneten  Tetraedern  sind 
immer  drei  Hyperboloide  um-  und  einbeschrieben,  welche  das 
dritte  Tetraeder  zu  einem  eigentlichen^Polartetraeder  haben.  Auf 
die  so  geschaffenen  Grundlagen  baut  der  Verfasser  dann  die 
Eigenschaften   der    harmonisch   zugeordneten  Flächen   und   der 
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harmooiscb  zugeordneten  Polarsysteme,  die  hier  nicht  kurz  genug 
dargestellt  werden  können.  Bemerkt  mag  nur  noch  werden, 
dass  die  Untersuchungen  des  Verfassers  mit  den  Arbeiten  von 
0.  Hermes  im  LVI.  Bande  des  Journals  für  Math.,  mit  Arbeiten 
von  Thieme  in  Schloemilch's  Zeitschrift  XXII;  mit  denen  von 
Reye,  Schröter  und  Victor  über  gewisse  ConBgurationen,  sowie 
endlich  mit  Untersuchungen  von  Stephanos,  Veronese  und  Schur 
in  engem  Zusammenhange  stehen.  Seht. 


A.  DKL  Re.     Sur   une  question   de  g^om^trie   li^e  k  la 
thdorie  des  normales  k  une  quadrique.     Noa?.  Add.  (3) 

VII.  359-362. 

Man  denke  sich  eine  Fläche  zweiten  Grades  und  deren 
Krümroungsmittelpunktsfläche.  Legt  man  nun  von  einem  be- 
liebigen Punkt  P  des  Baumes  an  die  letztere  den  Berührungskegel, 
so  liegt  in  jeder  Tangentialebene  dieses  Kegels  eine  einzige 
Kormale  der  Fläche  zweiten  Grades.  Die  Fusspunkte  der  so 
erhaltenen  Normalen  bilden  eine  Curve  achter  Ordnung,  die  vom 
Verfasser  betrachtet  wird.  Sie  ist  ein  Teil  des  Schnitts  der  Fläche 
mit  einer  gewissen  Fläche  fünften  Grades,  die  eine  Doppelcurve 
und  einen  dreifachen  Punkt  in  P  besitzt.  Diese  Fläche  hat  zu  den 
Krümmungsmittelpunktsflächen  aller  der  ursprünglichen  Fläche 
homofocalen  Flächen  dieselbe  Beziehung  wie  die  erwähnte  Curve 
zu  der  Einzelfläche.  Seht 


A.  KiBFBR.  Ueber  die  geraden  Kegel  und  Cylinder, 
welche  durch  gegebene  Punkte  des  Raumes  gehen, 
oder  gegebene  gerade  Linien   des  Raumes  berühren. 

Progr.  Tborgaa.  SOS. 

£s  wird  die  von  Steiner  in  der  „Systematischen  Entwickelung^ 
u.  8.  w.  (Ges.  W.  I,  453)  gestellte  Aufgabe:  „Welches  ist  der 
Ort  des  Mittelpunktes  der  geraden  Kegelfläche,  a)  welche  durch 
irgend  vier  oder  fUjif  gegebene  Punkte  im  Räume  geht,  oder  b) 
welche  irgend  vier  oder   fünf  gegebene   Gerade  im  Räume  be- 

41* 


644     VIII.  Absobuitt.    Reioe,  elementare  a.  synthetische  Oeometrie. 

rttbrt?''  in  eingehender  Weise  behandelt.  Als  Ort  der  Spitzen 
aller  Botationskegel,  die  durch  irgend  vier  feste  Punkte  des 
Raumes  gehen,  ergiebt  sich  eine  Fläche  von  der  14''"  Ordnung, 
welcher  die  sechs  Verbiodungsgeraden  der  Punkte  als  vierfache 
Gerade  angehören;  ihre  Schnittcurve  mit  der  unendlich  fernen 
Ebene  besteht  aus  den  doppelt  zu  rechnenden  Geraden,  in 
welchen  diese  von  den  vier  Seitenflächen  des  von  den  vier 
Punkten  gebildeten  Tetraeders  getroffen  wird,  den  Diagonalen 
des  von  diesen  vier  Geraden  gebildeten  Vierseits  und  einer  ge- 
wissen Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  sechs  EIcken 
des  Vierseits  hindurchgeht.  Sollen  die  Rotationskegel  noch  durch 
einen  fünften  Punkt  gehen,  so  ist  der  Ort  ihrer  Spitze  eine 
Raumcurve  von  der  144'^^°  Ordnung;  von  ihnen  arten  sechs  in 
Rotationscylinder  aus,  deren  Axen  zu  sechs  Erzeugenden  eines 
gewissen  Kegels  zweiter  Ordnung  parallel  sind;  jene  Curve 
schneidet  jede  der  10  Verbindungsgeraden  der  ftlnf  gegebenen 
Punkte  in  zwei  Punkten  je  viermal,  und  jede  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  10  durch  je  drei  der  fünf  Punkte  gehenden  Ebenen 
in  zwei  Punkten  je  viermal  und  in  vier  Punkten  je  zweimal. 
Durch  irgend  sechs  gegebene  Punkte  des  Raumes  gehen  1888 
Rotationskegel.  Als  Lösung  des  Problems  b)  ergiebt  sich  eine 
Fläche  12^'  Ordnung,  der  die  gegebenen  vier  Geraden  vierfach 
angehören,  und  die  auch  durch  ihre  zwei  gemeinsamen  Trans- 
versalen geht,  bezw.  eine  Raumcurve  96 ^'^^  Ordnung,  welche  durch 
12  Punkte  jeder  der  fUnf  gegebenen  Geraden  je  viermal  hin- 
durchgeht. Es  giebt  endlich  576  Rotationskegel,  welche  sechs 
gegebene  Gerade  des  Raumes  berühren. 

Im  Anschluss  hieran  behandelt  der  Verfasser  noch  zwei 
Gegenstände.  Einmal  giebt  er  einfache  Lösungen  des  ebenfalls 
von  Steiner  gestellten  Problems,  diejenigen  vier  Kegelschnitte  zn 
construiren,  welche  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  und  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berflbren,  und  untersucht  die  Curve 
vierter  Klasse  (mit  drei  Doppeltangenten),  welche  von  den  Ver- 
bindungslinien derjenigen  beiden  Punkte  umhüllt  wird,  in  denen 
ein  variabler  Kegelschnitt,  welcher  durch  drei  Punkte  gehen  und 
einen  festen  Kegelschnitt  berühren  soll,  diesen  ausserdem  trifft 


) 
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UeberdieB  giebt  die  oben  erwähnte  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  liegende  Curve  dritter  Ordnung,  welche  sich  projectiv  in 
die  Brennpunktscurve  einer  Kegelschnittschar  transformiren  lässt, 
Veranlassung  zu  einer  neuen  Ableitung  der  hauptsächlichsten 
Eigenschaften  dieser  vielfach  behandelten  Curve,  die  hier  als 
Erzeugnis  von  zwei  projectiven  Büscheln  gleichseitiger  Hyperbeln 
auftritt.  T. 


P.   DiTTMAH.     Das  Büschel  von  Kegelsclinitten,  welches 
ein    EbenenbUschel    aus    einem    Kegel    II.    Ordnung 

ausschneidet.      Bisa.  Oiessen.  19  S.  4^ 


C.  HossFRLD.  üeber  eine  Aufgabe  aus  der  projectiven 
Geometrie  des  Raumes.  Construction  der  Raumcurve 
dritter  Ordnung  aus  imaginären   Punkten.    Schlömilch  z. 

XXXIII.  111-116. 

Für  die  Theorie  der  Eegelschnittbüschel  ist  die  Aufgabe 
von  Bedeutung,  die  reellen  Schnittpunkte  der  beiden  Paare  ima- 
ginärer Gegenseiten  eines  durch  die  Doppelpunkte  zweier  ellip- 
tischen Punktinvolutionen  gebildeten  Vierecks  zu  construiren. 
Hier  wird  nun  das  räumliche  Analogen  dieser  Aufgabe  gelöst, 
welches  darin  besteht,  die  reellen  Schnittlinien  der  vier  Paare 
imaginärer  Gegenflächen  eines  vollständigen  Sechsecks  zu  con- 
struiren, welches  durch  die  Doppelpunkte  dreier  auf  windschiefen 
Geraden  gelegenen  elliptischen  Punktinvolutionen  gebildet  wird. 
Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  dann  angewandt,  um  die  Raum- 
curve dritter  Ordnung  aus  sechs  imaginären  Punkten  zu  con- 
strairen.  Seht. 


E.  DE  JoNQUiERES.  Constructiou  g^omdtrique  de  la  sur- 
face  du  troisi^me  ordre.  R^flexions  sur  la  gdn^ration 
des  aurfaces  alg^briques  a  l'aide  de  deux  faisceaux 
projectifa.     0.  R.  cvi.  02G-529. 
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K,  DR  JoNQüiÄRES.  Construction  g^om^tnque,  par  deux 
faisceaux  projectifs,  de  la  surface  du  troisi^me  degri 
d^termin^e  par  diverse«  conditions  donnöes.    CR.  CVI. 

907-912. 

E.  DB  JoNQUiERBS.  Nouvelles  recherches  sur  la  con- 
struction, par  deux  faisceaux  projectifs,  de  la  surface 
g^n^rale  du  troisifeme  ordre.  C.  R.  CVI.  209-215. 
Im  Zasammenhang  mit  den  voraufgegaDgenen  Mitteilungen 
des  Verfassers  in  den  Gomptes  rendas  (S.  diesen  Band,  unten 
Seite  654),  wird  hier  im  besondern  die  Construction  der  Fläche 
dritter  Ordnung  in  gewissen  Fällen  behandelt,  und  zwar  in  der 
ersten  Abhandlung,  wenn  von  den  27  Geraden  vier  gegeben 
sind,  welche  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  und  von  denen 
jede  zwei  schneidet,  die  dritte  aber  nicht,  und  wenn  ausser  dieser 
zwölffachen  Bedingung  noch  sieben  Punkte  gegeben  sind,  durch 
die  die  Fläche  gehen  soll.  In  der  zweiten  Abhandlung  werden 
erstens  drei  Doppelpunkte  und  sieben  einfache  Punkte,  zweitens 
drei  Gerade,  die  sich  nicht  treffen,  und  sieben  Punkte  als  ge- 
geben betrachtet.  In  der  dritten  Abhandlung  werden  fSr  die 
Fläche  erstens  drei  Gerade,  eine  Gerade,  die  zwei  von  ihnen 
trifft,  und  fünf  Punkte,  zweitens  sieben  Punkte  einer  auf  ihr 
liegenden  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art,  sowie  f&nf 
sonstige  Punkte  als  gegeben  betrachtet.  In  der  ersten  Abhand- 
lung macht  der  Verfasser,  ausgehend  von  der  Construction  der 
Fläche  dritter  Ordnung,  darauf  aufmerksam,  dass  die  Resultate 
in  den  oben  citirten  Mitteilungen  wesentlich  arithmetischer  Natur 
sind,  und  dass  die  Geometrie  noch  weitere  Beschränkungen  in 
besonderen  Fällen  hinzufügen  könnte.  In  der  dritten  Abhand- 
lung zeigt  der  Verfasser,  wie  seine  Probleme  auch  nahe  Bezie- 
hungen zu  gewissen  Problemen  über  Kegelschnitt-Systeme  haben. 
In  allen  drei  Abhandlungen  finden  sich  Berührungspunkte  mit 
Untersuchungen  des  Herrn  Sturm.  Seht. 

E.  DE  JoNQUiERES.  Construction  g^om^trique  d'une  sur- 
face  ä   points  doubles,  du  quatrifeme  ordre.    CR.  cvii. 

430-432. 


\ 
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Mit  Hülfe  der  in  voraufgehenden  Mitteilungen  erörterten  und 
auf  die  Fläche  dritter  Ordnung  (S.  vor.  Seite)  angewandten  Me- 
thode wird  hier  die  Fläche  vierter  Ordnung  aus  sieben  gege- 
benen Doppelpunkten  und  sechs  einfachen  Punkten  construirt. 

Seht. 


Sporer.      Eine  Verallgemeinerung   des  Steiner- Gay ley'- 
schen   Pentaeders  der  Flächen  dritten  Grades.     Boklen 

Mitt.  II.  199-202. 

Es  wird  hier  ohne  Beweis  eine  Reihe  von  Sätzen  aus 
der  Polarentheorie  der  Fläche  dritter  Ordnung  mitgeteilt,  von 
welchen  gewisse  Steiner'sche  Sätze  specielle  Fälle  sind. 

W.  St. 


C.    GzüBKR.      Die   sphRrisclie  Curve  vierter  Ordnung  als 
Einhüllende  von  Kreisscharen.    Hoppe  Arch.  (2)  vil.  143-164. 

Herr  Thomae  hatte  im  XXIX.  Bande  der  Schloemilch'schen 
Zeitsehrift  eine  Reihe  von  Problemen  der  Gyklographie  nach 
dem  folgenden  anschaulichen  Verfahren  behandelt.  (Vergl.  auch 
Fiedler's  Gyklographie,  S.  242  u.  f.)  Jedem  Punkte  im  Räume 
entspricht  auf  einer  festen  Kugel  der  Kreis,  dessen  Ebene  Polar* 
ebene  des  Punktes  ist,  und  diesem  Kreise  entspricbt  stereo- 
graphisch ein  Kreis  einer  festen  Ebene.  Hieran  anschliessend, 
benutzt  der  Verfasser  die  Beziehung  zwischen  der  räumlichen 
Abbildung  und  dem  sphärischen  Kreissystem,  um  mit  ihrer  Hülfe 
die  Eigenschaften  der  sphärischen  Curve  vierter  Ordnung  als 
Einhüllende  von  Kreisscharen  nachzuweisen.  Die  gewonnenen 
Resultate  lassen  sich  dann  durch  collineare  Transformation  leicht 
auf  die  allgemeine  Curve  vierter  Ordnung  erster  Species  tiber- 
tragen. Seht. 

A.  Mannheim.     Sur  certtiines  conoides  et  en  particulier 
sur  le  conoide  de  PlOcker.     CR  cvr.  820-824. 

Das   Plöcker'sche    Konoid    (Cayley'sches    Cylindroid)   kann 
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vermittelst  der  continuirlicheD  Ortsänderung  einer  Ellipse  von 
unveränderlicher  Grösse  erzeugt  werden,  und  unzählig  viele  ver- 
schiedene Ellipsen  können  zu  der  Erzeugung  verwandt  werden. 
Dieser  Satz  und  einige  allgemeinere  werden  hier  bewiesen.  Unter 
den  zahlreichen  Arten,  die  Ortsänderung  so  zu  bewerkstelligen, 
dass  das  gewünschte  Erzeugnis  sich  ergiebt,  befindet  sich  folgende 
specielle.  Die  ihre  Grösse  beibehaltende  Ellipse  muss  sich  mit 
den  beiden  Endpunkten  ihrer  kleinen  Axe  auf  zwei  von  den 
Kanten  einer  rechtwinkligen  dreikantigen  Ecke  bewegen,  wäh- 
rend sie  die  dritte  Kante  dieser  Ecke  schneidet.  Seht. 


J.  Cardinaal.     Meetkiindige  theorie  der  scheeve  opper- 
vlakken  van  de  vierde  orde.    Amat  Versi.  en  Meded.  (3)  v. 

447-487. 

An  die  Untersuchungen  von  Chasles,  Cayley,  Creraona,  Reye 
n.  a.  anknüpfend,  bespricht  Verfasser  die  geometrische  Theorie 
der  windschiefen  Oberflächen  vierter  Ordnung.  Er  giebt  ein 
neues  Mittel  der  Klassification  dieser  Flächen  ^n,  welches  sich 
auf  die  allgemeine  Entstehungsweise  einer  nicht  geradlinigen 
Oberfläche  mit  Hülfe  zweier  projectivischen  Oberflächenbfindel 
des  zweiten  Grades  gründet.  So  kommt  er  zu  einer  Einteilong 
in  vier  Gruppen,  und  jede  Gruppe  führt  zu  verschiedenen  Fällen, 
welche  nach  einander  betrachtet  werden.  Die  Resultate  werden 
in  einer  Tabelle  zusammengestellt  und  mit  denen  von  Salmon, 
Cremona,  Cayley  verglichen,  sodann  auch  mit  den  Modellen, 
welche  Ilerr  Rohn  entworfen  und  die  Firma  Brill  in  Darmstadt 
ausgeführt  und  in  den  Handel  gebracht  hat.  Schliesslieh  wer- 
den einige  bekanntere  Oberflächen,  welche  zu  den  hier  beban- 
delten gehören,  wie  der  Keil  von  Wallis,  das  Kreiskonoid  und 
das  schiefe  Tonnengewölbe,  in  die  entsprechenden  Gruppen  ein- 
geordnet  und  eingehender  betrachtet.  G. 


C.  Demartres.      Sur    le    Heu    d'mi    cercle    doublemeut 
s^cant  k  trois  cercles  fixes.     Darbooz  Bull.  (2)  xil.  176177. 
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Nachweis,  dass  der  fragliehe  Ort  eine  Cyklide  ist;  allge- 
meiner: Wenn  drei  feste  Kegelschnitte  Cj,  C„  C,  gegeben  sind, 
die  einen  vierten  K  zweimal  schneiden,  so  ist  der  Ort  eines 
fQnften,  die  vier  ersteren  zweimal  schneidenden  Kegelschnitts 
eine  Oberfläche  vierter  Ordnung  mit  K  als  Doppelkegelschnitt. 
(Vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  735.)  Lp. 


A.  SüCHARDA.     Ueber  die  Singularitäten    einer  Gattung 
von  Rückungsflächen  vierter  Ordnung.     Wien.  Ber.  XCVII. 

10S3-1100. 

Der  Verfasser  hatte  1885  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  769) 
einen  Aufsatz  über  gewisse  Flächen  veröffentlicht,  welche  von 
einer  krummen  Linie  erzeugt  werden,  die  sich  im  Saume  so 
bewegt,  dass  alle  ihre  Punkte  congruente  Bahnen  zurücklegen. 
Hier  werden  Flächen  von  derselben  Art  behandelt,  die  aber 
einen  Mittelpunkt  besitzen  und  vierten  Grades  sind.  Sie  ent- 
stehen, w^enn  die  Leitcurve  und  die  Erzeugende  centrische  Kegel- 
schnitte sind.  Die  Singularitäten  der  entstehenden  Flächen  und 
eine  gewisse  Reciprocität  zwischen  denselben  werden .  eingehend 
behandelt.  Seht. 

V.   Murer.       Sulla    superficie    di   5"  ordine,    dotata   di 
quartica  doppia  di   1"  specie.    Ven.  lat.  Atti.  (6)  V.  1223-1231. 

Aus  Abhandlungen  von  Clebscb  und  Sturm  hebt  Herr  Murer 
zunächst  einige  Eigenschaften  der  Fläche  hervor.  Dieselbe  be- 
sitzt eine  Schar  die  C^  viermal  treffender  Kegelschnitte  C,,  in 
der  sieben  Geradenpaare  vorkommen,  daneben  giebt  es  auf  der 
Fläche  64  einzelne  Kegelschnitte  K,  die  C^  je  dreimal  treffen. 
Nach  der  von  Sturm  gegebenen  Erzeugungsweise  entsteht  eine 
solche  Fläche  aus  einem  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades 
und  einem  projectivischen  Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung.  Herr 
Murer  stellt  mit  Hülfe  beider  Gebilde  einen  Büschel  von  Flächen 
dritter  Ordnung  ber,  der  ausser  der  Fläche  mit  dem  Ebenenbüschel 
noch  den  von  letzterem  umhüllten  Kegel  erzeugt;  es  ist  dies  je- 
doch eine  unnötige  Complication.     Jedenfalls  folgt,  dass  11  ein- 


650     VIII.  Abschuitt.    Reioe,  elementare  u.  synthetische  Geometrie. 

fache  Bedingungen  die  Fläche  eindeutig  bestimmen,  wenn  ihre 
Doppelcurve  vorliegt. 

Herr  Murer  beschäftigt  sich  hierauf  mit  der  Lage  der 
64  besonderen  Kegelschnitte  gegen  die  14  Geraden.  In  einer 
ersten  Tabelle  werden  solche  A-upel  (A  =  1,  2,  . ..,  7)  von 
Kegelschnitten  betrachtet,  von  denen  je  zwei  einander  in  zwei 
Punkten  begegnen,  und  zwar  wird  ausser  der  Anzahl  der  A-upel 
auch  diejenige  der  Geraden  angeführt,  die  t  Kegelschnitte  eines 
Aupels  treffen.  Nach  dieser  Tabelle  ist  z.  B.  die  Zahl  der 
Septupel  gleich  64,  und  es  treffen  sieben  der  Geraden  je  einen, 
die  übrigen  je  sechs  Kegelschnitte  des  Septupels.  In  einer 
zweiten  Tabelle  werden  solche  iS?-upel  von  Kegelschnitten  be- 
handelt, von  denen  keine  zwei  einander  begegnen. 

Mit  Hülfe  von  Flächen  dritter  Ordnung  durch  C^  ist  Herr 
Sturm  zu  Systemen  von  Raumcurven  dritter  und  vierter  Ordnung 
auf  der  betrachteten  Fläche  gelangt.  Dem  fügt  Herr  Murer  ohne 
Beweis  hinzu,  dass  64  Raumcurven  vierter  Ordnung  zweiter  Art 
auf  der  Fläche  liegen.  Eine  solche  Curve  ist  der  Restschnitt 
einer  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  ausser  der  C^  einen  der 
Kegelschnitte  K  und  drei  Kegelschnitte  C,  enthält.  Die  Curve 
schneidet  den  benutzten  K  in  drei  Punkten  und  einen  anderen 
Kegelschnitt  /T,  der  mit  dem  ersten  a  Punkte  gemein  hat,  in 
2-a  Punkten.  E,  K. 


D.  MoNTESANO.      Su  la  curva  gobba  di  5"  ordine  e  di 

genere  1.     NapoH  Rend.  (2)  II.  18Mt^. 

Der  Herr  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  einer  bemerkens- 
werten Beziehung,  zu  welcher  die  Raumcurve  fünfler  Ordnung 
vom  Geschlecht  1  Veranlassung  giebt  Von  den  27  Geraden 
einer  jeden  von  den  vierfach  unendlich  vielen  Flächen  dritter 
Ordnung  S^  welche  durch  die  Raumcurve  gehen,  sind  20  Sehnen, 
fünf  sind  Triseoanten,  und  zwei  von  ihnen  treffen  die  Curve  gar 
nicht.  Da  durch  jede  Gerade  des  Raumes  eine  und  nur  eine 
von  diesen  Flächen  geht,  so  ergiebt  sich  hieraus  eine  paarweise 
Zuordnung  der  Geraden  des  Raumes ;  diese  Paare  sind  conjagirte 
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Strahlen  in  einem  Nallsystem,  die  Trisecanten  der  Curve  bilden 
den  zugehörigen  linearen  Complex  T.  Die  erwähnte  Beziehung 
besteht  nun  darin,  dass  jedem  Punkte  des  Raumes  derjenige 
durch  denselben  gehende  Strahl  yod  F  zugeordnet  wird,  welcher 
auf  der  Fläche  des  Systems  2  liegt,  welche  jenen  Punkt  zum 
Doppelpunkt  hat.  Vermittelst  dieser  perspectiven,  eindeutigen 
und  durch  die  Curve  vollständig  bestimmten  Gorrespondenz  % 
leitet  dann  der  Verfasser  eine  Reihe  von  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  her,  welche  die  Raumcurve  in  fQnf  Punkten  treffen ; 
z.  B.:  jeder  dieser  Kegelschnitte  geht  durch  den  seiner  Ebene 
in  dem  Nullsystem  entsprechenden  Pol  und  ist  der  Ort  der 
Punkte,  welche  den  in  seiner  Ebene  liegenden  Geraden  des 
Complexes  r  in  x  entsprechen.  Ferner  studirt  der  Verfasser 
eine  Involution,  welche  durch  ein  dreifach  unendliches  lineares 
System  von  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  Raum- 
curve gehen,  bestimmt  wird,  und  deren  coujugirte  Punkte  auf 
den  Strahlen  eines  linearen  Complexes  liegen,  welcher  zu  dem 
Complexe  F  inyolutorisch  ist,  und  betrachtet  ausserdem  einen 
Kegelcomplex  (2, 2)  (vergl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  724),  welcher 
die  Punkte  und  Sehnen  der  gegebenen  Raumcurve  zu  singulären 
Elementen  hat  und  ebenfalls  durch  die  Raumcurve  vollständig 
bestimmt  ist.  Schliesslich  untersucht  er  eine  birationale  Raum- 
transformation, welche  durch  zwei  Raumcurven  fünfter  Ordnung 
vom  Geschlechte  1  bestimmt  wird,  deren  Trisecanten  einem 
und  demselben  linearen  Complex  angehören.  T. 

Em.  Weyr.      Ueber   Raumcurven    fünfter  Ordnung  vom 
Geschlechte  Eins.     Dritte  Mitteilung.    Wien.  Ber.  xcvir. 

•592-617. 

Die  beiden  ersten  Mitteilungen  befinden  sich  in  denselben 
Berichten  XC.  1036-1059  und  XCII.  498-523,  worüber  man  F.  d. 
M.  XVI.  1884.  599  flF.  und  XVII.  1885.  661  flf,  vergleiche.    Diese 

Mitteilung  ist  den  Punktinvolutionen  J^.i,  deren  Ordnung  die 
Stufe  um  1  Übersteigt,  auf  der  Raumcurve  R^  fünfter  Ordnung 
vom  Geschlechte  1   gewidmet    und    beginnt   mit  der  Quadrupel- 
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invoIutioD  dritter  Stufe  J\^  d.  h.  der  dreifachen  Unendlicbkeit 
TOD  Punktquadrnpeln  der  A^,  deren  jedes  durch  drei  seiner  Punkte 
eindeutig  bestimmt  ist.  Eine  solche  JJ  setzt  eine  centrale  Be- 
ziehung zwischen  den  Punkten  und  den  Trisecanten  der  CurTe 
fest,  so  zwar,  dass  die  Ebenen,  welche  die  Curvenpunkte  mit 
den  ihnen  entsprechenden  Trisecanten  verbinden,  durch  einen 
festen  Punkt  der  Curye,  das  Centrum  der  J\^  geht;  jeder  Punkt 
der  R^  wird  unter  anderem  auch  von  den  Schnittpunkten  der 
Trisecante  zu  einem  Quadrupel  ergänzt.  Eine  solche  JJ  ist 
ebensowohl  durch  ein  Quadrupel,  welches  man  beliebig  wählen 
kann,  als  durch  ihr  Centrum  vollkommen  bestimmt.  Die  Cod- 
struction  des  Centrums  einer  JJ  ergiebt  eine  interessante  Eigen- 
schaft der  der  R^  eingeschriebenen  Tetraeder.  In  jeder  Jl  giebt 
es  doppelt  unendlich  viele  ebene  Quadrupel.  Jedes  Quadrupel 
bildet  mit  dem  Centrum  der  durch  dasselbe  bestimmten  Jl  ein 
Quintupel,  von  dem  auch  jeder  andere  Punkt  das  Centrum  der 
durch  die  vier  übrigen  Punkte  bestimmten  J\  ist;  alle  diese 
Quintupel  der  R^  bilden  eine  Involution  J|,  die  eine  fundamen- 
tale ist,  insofern  sie  durch  die  A,  vollständig  bestimmt  ist.  Sie 
enthält  alle  ebenen  Quintupel  der  R^  und  diejenigen,  welche  aus 
irgend  einem  Paar  einer  J]  und  irgend  einem  Tripel  der  ge 
paarten  Jl  bestehen.  —  Sodann  wird  gezeigt,  wie  die  J\  auch  dnrcb 
ein  System  von  Kegeln,  welche  einen  Punkt  der  C,  zum  gemein- 
samen  Scheitel  und  die  beiden  in  ihm  sich  schneidenden  Trise- 
canten  zu  Kanten  haben,  und  allgemeiner  durch  das  Sjstem 
von  Hyperboloiden,  welche  durch  zwei  feste  Trisecanten  hindurch- 
gehen, erzeugt  werden  können.  Die  Quadrupel  einer  JJ,  welche 
aus  zwei  Doppelpunkten  oder  einem  vierfachen  Punkte  bestehen, 
erfahren  eine  specielle  Behandlung.  Die  Schnittpunkte  einer  B^ 
mit  einer  beliebigen  Fläche  zweiter  Ordnung  liefern  eine  jy, 
die  mit  der  fundamentalen  J^  eng  zusammenhängt;  dieser  Zu- 
sammenhang, sowie  die  Involutionen  Jn-i  (»  <  10)  werden  unter 
Zugrundelegung  einiger  Sätze  über  die  Zerlegung  der  Punkt- 
gruppen einer  Jn-i  äuf  einer  ganz  beliebigen  Raumeunre  vom 
Geschlechte  1  in  solche  von  Involutionen  J|-.i  (Sp  =  n)  unter- 
sucht,  was  zu  einer  Reihe  von  Sätzen  fUhrt,  z.  B.:  Irgend  zwei 
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Gruppen  der  fundamentalen  Jl  liegen  auf  ein  und  derselben 
(^läche  zweiter  Ordnung;  durch  sieben  beliebige  Punkte  der  R^ 
lässt  sich  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  legen,  welche  eine  Trise- 
cante  in  sich  enthält.  Sodann  geht  der  Verfasser  auf  diejenigen 
Flächen  von  der  dritten  Ordnung  ein,  die  sich  durch  die  Raum- 
curve  legen  lassen,  und  gelangt  zu  Sätzen  und  zu  einem  gewissen 
linearen  Nullsystem,  auf  das  gleichzeitig  Herr  Montesano  in  der 
oben  besprochenen  Arbeit  geftthii;  worden  ist.  Zum  Schluss  wird 
der  allgemeine  Satz  gegeben:  Alle  Flächen  n'®' Ordnung,  welche 
durch  beliebige  5« — 1  feste  Punkte  der  R^  hindurchgehen,  gehen 
auch  noch  durch  einen  und  denselben  weiteren  festen  Punkt  von 

R^;  es  giebt  also  auf  der  R^  eine  fundamentale  «/^-i,  und  ir- 
gend n  Quintupel  der  fundamentalen  Jl  stellen  zusammen  eine 
Gruppe  jener  dar.  Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  weiteres  auf 
beliebige  Curven  vom  Geschlechte  1  ausdehnen.  T. 


G.   KoENiGS.     Note  sur   les   courbes   dont  las  tangentes 
fönt  partie  d'nn  complexe  lin^aire.    Toulouse  Ann.  l.  9-12. 

(1887) 

Lässt  sich  zu  einer  Raumcurve  eine  Gerade  g  so  bestimmen, 
dass,  wenn  a  die  Schmiegungsebene  in  einem  beliebigen  Punkte  A 
der  Curve  bedeutet,  die  Punktreihe  g(a)  Ä*  dem  Ebenenbüschel  g[A] 
ist,  so  hat  der  Verfasser  diese  Curve  eine  Gurve  mit  anharmonischer 
Axe  genannt  (Ann.  de  TEc.  Norm.  (2)  XI);  ausserdem  hat  er  auch 
Flächen  behandelt,  deren  Asymptotencurven  von  dieser  Art  sind. 
In  der  vorliegenden  Note  zeigt  er  den  Zusammenhang,  in  welchem 
diese  Curven  und  Flächen  zu  den  von  Lie  betrachteten  Flächen 
stehen,  deren  Asymptotencurven  die  Strahlen  eines  linearen 
Complexes  zu  Tangenten  haben.  T. 


J.  Kleiber.     Constructio«  einer  Plficker'schen  Complex- 
fläche  aus  ihren  vier  singnlären  Strahlen.    Schlömilch  Z, 

XXXIII.  349-3Ö6. 
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Der  Herr  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  aus  den  Tier 
singuläreii  Strahlen  der  Complexfläche  dieselbe  zu  constmireo. 
Er  zeigt,  dass  diese  Construction  ausführbar  wäre,  wenn  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung  bestimmt  wäre  durch  zwei  Schmie- 
gungsebenen,  die  in  ihnen  liegenden  Tangenten  und  die  Be- 
rührungspunkte. Nun  ist  dadurch  eine  kubische  Raumcurre 
keineswegs  bestimmt,  und  die  von  dem  Herrn  Verfasser  yersuebte 
Construction  ist  somit  nicht  ausführbar.  W.  St 


I.  Conti.     Solle  congruenze  generale  da  nna  coppia  di 
piani  in  corrisppndenza  doppia.    Palermo  Bend.  IL  97  loe. 

Zwischen  den  Ebenen  P,  P  ist  eine  ein-zweideutige  Ver- 
wandtschaft hergestellt,  wenn  einem  StrahlenbQschel  o  der  erstereD 
Ebene  ein  KegelschnittbQschel  F'  der  letzteren  zugewiesen  wird 
und  alle  Strahlen  bestimmt  werden,  die  entsprechende  Elemente 
beider  projectiven  Gebilde  und  eine  beliebige  Gerade  a  schneiden. 
Ein-zweideutige  Verwandtschaften  zwischen  beiden  Ebenen  liefern 
auch  die  Strahlen,  die  die  entsprechenden  Elemente  von  o,  P 
und  einer  ihnen  projectiven  Regelfläche  treffen.  Das  im  ersteren 
Falle  in  Frage  kommende  Strahlensystem  ist  von  der  dritten, 
das  im  letzteren  einfachsten  Falle  von  der  ffinften  Ordnung  und 
Klasse,  beide  Strahlensysteme  besitzen  leicht  bestimmbare  Singu- 
laritäten und  Brennflächen.  Ja. 


E.  DE  JoNQUi^RES.  Determination  du  nombre  maximnm 
des  points  doubles,  proprement  dits,  qn'il  est  permis 
d'attribuer  arbitrairement  k  une  surface  algebrique^ 
de  degr^  nt,  dont  la  d^termination  est  complät^e  par 
d'autres  points  simples  donn^s.     C.  R.  CVI.  19-26. 

E.  DB  JoNQUiERES.  Sur  un  trait  caract^ristique  de  dis- 
semblance  entre  les  surfaces  et  les  courbes  algäbriqoesi 
d'oh  d^pendent  les  linaites  respectives  des  nombres  de 
points  doubles  (ou,  plus  g^ndralement,  de  point«  mul- 
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tiples  d'ordre  r)    qu'il    est    permis    de    leur   attribuer 
arbitrairement.    CR.  OVI.  156-162. 

E.  DE  JoNQüiERES.  Sur  quclques  notions,  priucipes  et 
formules  qui  interviennent  dans  plusieurs  questions 
concernant    les    courbes    et    les   surfaces   algöbriques. 

C.  R.  CVI.  234-241. 

Der  hier  behandelte  Gegenstand  ist  die  Erzeugung  algebrai- 
scher Flächen  aus  zwei  projectiven  Büscheln  in  dem  Falle,  wo 
ausser  einfachen  Punkten  auch  Doppelpunkte  oder  vielfache 
Punkte  der  gesuchten  Fläche  gegeben  sind.  Bei  der  Bestimmung 
der  Fläche  zählt  ein  solcher  gegebener  r-facher  Punkt  bekannt- 
lich ^r(r -f  l)(r-f  2)- fach,  ein  Doppelpunkt  also  vierfach.  In 
der  zweiten  Abhandlung  oonstatirt  der  Verfasser  einen  wichtigen 
Unterschied  zwischen  der  Erzeugung  von  Curven  und  von 
Flächen  aus  projectiven  Büscheln.  Der  Grad  i  nämlich  der 
Curve,  die  der  gesuchten  Curve  in  gewisser  Weise  zu  adjun- 
giren  ist,  muss  1  oder  2  sein,  damit  ein  Zerfallen  stattfinde. 
Bei  den  Flächen  aber  kann  der  Grad  der  adjungirten  Fläche 
jeden  beliebigen  Wert  bekommen.  Daher  kommt  es  dann,  dass 
das  Maximum  der  Doppelpunkte,  die  für  eine  Fläche  tn^^  Ord- 
nung (m  >  4)  ausser  einfachen  Punkten  gegeben  sein  können, 
leicht  bestimmbar  ist.  Es  ergiebt  sich  nämlich  dafür  die  grösste 
ganze  Zahl,  die  in  ^D  steckt,  wo  D  die  Constantenzahl 

Km+l)(m  +  2)(/ii  +  3)-l 

der  Fläche  i»^'  Ordnung  ist.     Für  r-fache  Punkte  hat  man  statt 

ß  n 

iD  die  gemischte  Zahl  —^ — .  ^.  . — --7^^  zu  nehmen.  In  der  dritten 

r(r+l)(r+2) 

Abhandlung  werden  die  wesentlichen  Punkte  des  Verfahrens 
zasammengefasst  und  beleuchtet,  und  schliesslich  werden  für  die 
Beispiele  der  Bestimmung  der  Fläche  9^®'  Ordnung  aus  54  Doppel- 
punkten und  drei  einfachen  Punkten  oder  aus  10  vierfachen 
Punkten  und  19  einfachen  Punkten  die  beiden  erzeugenden 
Büschel  hergestellt.  Seht. 
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D.    Gebilde  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 

S.  DiCKSTKiN.      Bericht  über  die  Arbeiten  ans  dem  Ge- 
biete der  polydimensionalen  Geometrie.      Prace  mat.  fii. 

I.  129-136.  (Polnisch.) 

Eine  kurze  historische  Darstellung  der  Entwickelung  der 
genannten  Disciplin  von  Riemann  und  H.  von  Helmholtz  an  bis 
zum  Jahre  1888.  Dn. 

V.  Schlegel,     üeber  den  sogenannten  vierdimensionalen 

Haum.      Berlin. 


G.  D.  H.      Anmaerkninger   rörande    Kroppan    af  högre 

Dimensioner.      Zeutheo  Tidss.  (5)  VL  187-188. 

Einige   Bemerkungen   über   die   Körper  von  mehr  als  drei 
Dimensionen.  V. 


F.  Ghizzoni.  Sulla  corrispondenza  univoca  fra  le  rette 
di  uno  spazio  ordinario  ed  i  punti  di  uno  spazio 
lineare  a  quattro  dimensioni.      Atti  deir  Acc.  Gioenia  di 

Soienze  natarali  in  Oatania.  (3)  XX. 

Sind  ein  vierdimensionaler  Raum  2^  und  ein  dreidimensio- 
naler S,  gegeben,  so  wähle  man  in  diesem  letzteren  willkQrlich  zwei 
Ebenen  A^  und  £,,  im  ersteren  zwei  Gerade  A^  und  J9,  aus 
und  stelle  zwischen  den  cx)'  Punkten  von  A^  (oder  B,)  und  den 
oü'  Ebenen,  welche  durch  A^  (oder  B,)  gehen,  eine  projective 
Gorrespondenz  her.  Erinnert  man  sich  dann,  dass  zwei  Ebenen 
von  2^  sich  im  allgemeinen  in  einem  Punkte  schneiden,  so  sieht 
man  ein,  dass  es  möglich  ist,  die  Geraden  von  S^  den  Punkten 
von  2^  eindeutig  entsprechen  zu  lassen,  derart,  dass  1)  einer 
Geraden  von  5,  der  Schnitt  der  beiden  Ebenen  entspricht,  die 
den  Spuren  derselben  auf  den  Ebenen  A^  und  B^  homolog  sind; 
2)  einem  Punkte   von   2^    die    Gerade    entspricht,    welche    die 


Capitel  5.    Neuere  synthetische  Geometrie.  657 

Punkte  von  A^  und  0,  verbindet,  die  den  durch  diesen  Punkt 
und  bezw.  durch  A^  und  B^  gehenden  Ebenen  homolog  sind. 

Die  von  Herrn  Cbizzoni  erforschte  Verwandtschaft  ist  ein 
besonderer  Fall  der  so  eben  erläuterten  und  wird  durcb  die 
folgende  Anordnung  der  gegebenen  Gebilde  erhalten.  Man  nehme 
an,  dass  der  Raum  S,  zu  2^  gehöre,  und  dass  die  Gerade 
^(£j)  die  Ebene  J},(i,)  in  einem  Punkte  £o(ilJ  schneide.  Dann 
schneidet  jede  Gerade  R^  von  S,  die  A^  und  B,  in  zwei  Punkten 
M^  und  JVg.  Projicirt  man  Af^  aus  i4,  und  N^  aus  B^,  so  hat 
man  zwei  Ebenen  von  S^j  welche  sich  in  einem  Punkte  ilfo,  dem 
Bilde  von  A,,  schneiden. 

Wählt  man  die  Coordinatensysteme  passend  aus,  so  nehmen 
die  Formeln,  durch  welche  man  von  den  Punkten  von  2^  zu  den 
Geraden  von  S,  ttbergeht,  das  folgende  sehr  einfache  Aussehen  an : 

die  umgekehrten  Formeln  sind : 

«i=^.(''8i-'',4))    «»  =  '•..('•«  +  ^4)1    «,='•«(^,«—'•.1). 

Teils  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen,  teils  durch  geometrische 
Betrachtungen  bestimmt  Herr  Cbizzoni,  welche  Gebilde  von  S,  den 
Geraden,  den  Ebenen,  den  dreidimensionalen  Räumen  von  S^ 
entsprechen;  ebenso  die  Gebilde  von  2^^  welche  den  Strahlen- 
büBcheln,  den  Strahlen  bündeln,  den  Strahlenfeldern  und  den 
speciellen  linearen  Complexen  von  S^  entsprechen.  Allgemeiner 
untersucht  er  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Regelflächen, 
den  Congruenzen  und  den  Complexen  von  S,  einerseits  und  den 
entsprechenden  Mannigfaltigkeiteti  einer,  zweier  oder  dreier 
Dimensionen  von  2^  andererseits  bestehen,  indem  er  zugleich  die 
Absicht  der  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen  ankündigt. 

La.  (Lp). 

Gr.  ßoBDiGA.  Dei  complessi  in  generale  neHo  spazio  a 
quattro  dimensioni  ed  in  particolare  di  alcuni  di  primo 
ordine.  Loro  projezioue  e  rappresentazione  nello  spazio 
ordinario.     Vod.  ist.  Atti.  (6)  VI.  919-966. 

FortMhr.  d.  Math.  ZX.  3.  42 
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Im  vierdi'menBionalen  linearen  Raame  A^  befinden  sieh  oo' 
Gerade,  anter  diesen  giebt  es  (x>\  weiche  drei  beliebigen  Be- 
dingungen genügen:  sie  bilden  eine  Mannigfaltigkeit,  welche 
Herr  Bordiga  aas  Analogie  »Complex*  nennt;  Ordnang  fi  des 
Gomplexes  ist  die  Zahl  ihrer  Geraden,  welche  darch  einen  be- 
liebigen Punkt  von  R^  gehen,  während  ihre  Klasse  y  der  Grad 
der  Regelfläche  ist,  welche  durch  ihre  in  einem  dreidimensionalen 
Räume  A,  befindlichen  Geraden  gebildet  wird. 

Insbesondere  bilden  einen  Complex  alle  Geraden,  welche 

a)  eine  zweidimensionale  Fläche  F^  (Doppelleitfläche  des 
Gomplexes)  in  zwei  Punkten,  eine  andere  zweidimensionale 
Fläche  F,  (einfache  Leitfläche  des  Gomplexes)  in  einem  Punkte 
treffen ; 

b)  jede  von  drei  zweidimensionalen  Flächen  Fi  (Leitflächen 
des  Gomplexes)  in  einem  Punkte  treffen.  Diesen  zwei  Complex- 
klassen  ist  der  erste  Teil  der  in  Rede  stehenden  Abhandlangen 
gewidmet 

Nennt  man  Ui  die  Ordnung  der  Fläche  F<,  pi  das  Gesehlecht 
und  hi  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  ihres  Schnittes 
durch  einen  A„  so  ergiebt  sich  leicht  für  einen  Gomplex  Q^  der 
ersten  Klasse 

Alle  Punkte  der  gegebenen  Flächen  sind  singulare  Punkte  des 
Gomplexes,  weil  durch  jeden  oo'  Gomplexstrablen  gehen:  haben 
die  Flächen  Punkte  .gemein,  so  sind  diese  noch  singulärer; 
denn  durch  jeden  gehen  oc*  Gomplexstrablen.  Die  oc'  Geraden, 
welche  beide  Flächen  in  zwei  Punkten  treffen,  sind  Doppel- 
strahlen  des  Gomplexes,  während  die  Geraden,  welche  P^  in  drei 
und  F,  in  einem  Punkte  treffen,  dreifache  Geraden  des  Com- 
plexes  sind.  Dreifache  Gomplexstrablen  sind  auch  die  Geraden, 
welche  F^  in  zwei  und  F,  in  drei  Punkten  treffen;  sechsfache 
(nicht  vierfache,  wie  der  Herr  Verfasser  sagt)  die  Geraden,  welche 
F^  in  drei  und  F,  in  zwei  Punkten  treffen;  neunfache  (nicht 
fünffache)  die  Geraden,  welche  beide  FISchen  in  drei  Punkten 
treffen.     Die  Gomplexe  dieser  Art,    welche  eine  Fläche  »^  Ord- 


+*.] 
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DUDg  als  zweifache  und  eine  n^'  Ordnung  als  einfache  Leitflftche 
haben,  können  nicht  Ton  einer  Ordnung  kleiner  als  n,  sein,  und 
sind  von  dieser  Ordnung  nnr,  wenn  die  Doppelleitfläche  eine  ku- 
bische Normalfläche  ist;  insbesondere  werden  die  einzigen  Com- 
plexe  üa  erster  Ordnung  durch  die  Sehnen  dieser  Fläche  ge- 
bildet, welche  eine  Ebene  trelBTen. 

In  einem  Complex  iit,  der  zweiten  Klasse  hat  man 

fi  =  n,ii,ii3,  y  =  2w,«,fi,; 

jeder  Punkt  einer  Fläche  Fi  der  gegebenen  Flächen  ist  Mittel- 
punkt eines  Strahlenkegels,  dessen  Ordnung  nkUi  ist  (ikl  ist  eine 
beliebige  Perrautation  von  123),  während  durch  jeden  Punkt, 
welcher  zweien  dieser  Flächen  gemein  ist,  cc'  Complexstrahlen 
gehen.  Der  Complex  besitzt  als  zweifache  Strahlen  die  oo'  (in 
drei  Congruenzen  verteilte)  Geraden,  welche  zwei  der  gegebenen 
Flächen  in  je  einem  Punkte  und  die  dritte  in  zwei  Punkten  treffen, 
als  vierfache  (nicht  als  dreifache,  wie  der  Herr  Verfasser  meint) 
die  co^  (in  drei  Regelflächen  verteilte)  Geraden,  welche  zwei  der 
gegebenen  Flächen  in  je  zwei  Punkten  und  die  dritte  in  einem 
treffen;  als  dreifache  die  oo^  (ebenfalls  in  drei  Regelflächen  ver- 
teilte) Geraden,  welche  zwei  der  gegebenen  Flächen  in  je  einem 
Punkt  und  die  dritte  in  drei  Punkten  treffen.  Der  Complex  hat 
auch  eine  endliche  Zahl  sechsfacher  Geraden,  von  denen  jede 
eine  der  gegebenen  Flächen  in  einem,  eine  in  zwei  und  eine  in 
drei  Punkten  schneidet;  zuletzt  eine  endliche  Zahl  achtfacher 
Geraden,  von  denen  jede  eine  Sehne  aller  gegebenen  Flächen  ist : 
mit  Unrecht  glaubt  der  Herr  Verfasser,  dass  alle  diese  Ge- 
raden vierfache  Complexstrahlen  seien.  —  Die  Complexe  Qt 
können  erster  Ordnung  nur  dann  sein,  wenn  alle  gegebenen 
Flächen  eben  sind,  doch  können  sie  in  Complexe  niedrigerer  Ord- 
nung zerfallen. 

Der  zweite  Teil  der  Abhandlung,  mit  der  wir  uns  beschäf- 
tigen, hat  zum  Gegenstand  die  Complexe  erster  Klasse  und  erster 
Ordnung  Q^j  welche,  wie  schon  gesagt,  aus  den  Geraden  bestehen, 
welche  eine  Ebene  o  und  eine  kubische  Normalfläche  F  treffen. 
Jeder  Punkt  von  F  ist  der  Mittelpunkt  eines  zweidimensionalen 
Complexkegels  zweiter  Ordnung,  während  die  drei  Durehschnitts- 

42* 
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punkte  A^^  A^^  A^  von  F  und  o  die  Mittelpunkte  dreier  drei- 
dimensionalen Gomplexkegel  sind.  Der  Complez  ^2«  besitzt  drei 
singulare  Ebenen  1^  A„  X,;  Xi  geht  durch  Ak  und  Ai  und  aehneidet 
1*  in  einem  Kegelschnitt  of.  Nicht  geringe  Wichtigkeit  hat  bei 
der  Bestimmung  der  Eigenschaften  des  Gomplexes  Qa  die  Unter- 
suchung der  Regelflächen  fünfter  Ordnung,  welche  aas  den 
Coraplexstrahlen  bestehen,  die  eine  beliebige  Gerade  sehneiden, 
sowie  die  Erforschung  der  Congruenz  fünfter  Ordnung  und  vierter 
Klasse,  welche  aus  den  Complexstrahlen  besteht,  die  eine  be- 
liebige Ebene  schneiden;  diese  Untersuchung  ist  mit  besonderer 
Sorgfalt  in  der  Originalabhandlung  durchgeführt. 

Nimmt  man  in  R^  einen  Punkt  0  und  einen  dreidimensionalen 
Raum  A3  beliebig  an,  und  projicirt  den  Complex  12«  aas  O  aaf 
A3,  so  erhält  man  einen  Complex  Tierten  Grades  Si'  des  gewöhn* 
liehen  Raumes  A3.  Jeder  Punkt  des  Raumes  A,  ist  der  Mittel- 
punkt eines  rationalen  Kegels  vierter  Ordnung.  In  A,  hat  man 
eine  singulare  Ebene  a';  der  Complexkegel,  welcher  einen  Punkt 
von  a'  als  Mittelpunkt  hat,  zerfällt  in  zwei  Strahlenbflschel,  von 
denen  einer  in  a'  gelegen  und  dreimal  zu  nehmen  ist  Ferner 
hat  man  in  A,  eine  kubische  Regelfläche,  von  der  jeder  Punkt 
der  Mittelpunkt  eines  in  zwei  Quadrikegel  zerfallenden  Complex- 
kegeis  ist.  Es  giebt  auch  in  A3  drei  Punkte  il,-,  welche  Mittel- 
punkte von  Strahlenbündeln  sind,  die  aus  zweifachen  Geraden  des 
Complexes  bestehen,  und  drei  Ebenen  Xi^  welche  aus  einfachen 
Geraden  desselben  bestehen.  Der  Complex  enthält  00*  Gon- 
gruenzen  (5, 4),  00^  Cougruenzen  (4, 4)  und  eine  Congrttenz(3,4). 
Neue  Eigenschaften  erhält  er,  wenn  man  den  Projectionsmittel- 
punkt  in  besonderen  Lagen  annimmt. 

Wählt  man  einen  dreidimensionalen  Raum  A^  beliebig,  so 
geht  durch  jeden  seiner  Punkte  ein  Strahl  des  Complexes  ^3«; 
umgekehrt,  jeder  Strahl  des  Complexes  Qa  schneidet  im  allge- 
meinen A3  in  einem  bestimmten  Punkte:  daraus  entnimmt  man 
eine  Methode,  um  £2a  (und  in  Folge  dessen  auch  Q')  auf  einen 
gewöhnlichen  Raum  eindeutig  abzubilden.  Die  Untersuchung 
dieser  Abbildung  wird  im  vorletzten  Paragraphen  der  Bordiga'- 
iBchen  Abhandlung  geführt. 


Capitel  5.     Neuere  synthetifiche  Geometrie.  661 

Der  letzte  Paragraph  ist  der  birationalen  Verwandtschaft 
gewidmet,  welche  zwischen  zwei  Räumen  A,  und  A',  entsteht,  wenn 
man  auf  beide  den  Complex  Qa  n^ch  der  erwähnten  Weise  ab- 
bildet und  zwei  Punkte  als  entsprechend  ansieht,  wenn  sie  dem- 
selben Complexstrabl  entsprechen.  Diese  Verwandtschaft  hat  die 
Eigenschaft,  dass  einer  Ebene  oder  einer  Geraden  eines  Raumes 
eine  Fläche  oder  eine  Linie  fünfter  Ordnung  in  dem  anderen 
entspricht;  die  so  erzeugten  oo*  Flächen  fünfter  Ordnung  ent- 
halten als  Doppellinien  dieselbe  kubische  Raumcurve  und  als 
einfache  dieselbe  rationale  ebene  Curve  vierter  Ordnung. 

La. 

O.  BoRDiGA.     Di    una    certa   snperficie    del    T^  ordine. 

Ven.  Ist.  Atti.  (6)  V.  1397-1403. 

Im  Räume  von  fünf  Dimensionen  wird  das  Erzeugnis  eines 
Raumbündels  zweiter  Stufe  mit  dem  Träger  2^  und  dreier  reciprok 
bezogenen  Bündel  von  Räumen  vierter  Dimension  mit  den  Trä- 
gern SO),  S(p^  5^3)  betrachtet.  Hierbei  entsteht  eine  Fläche 
siebenter  Ordnung  und  zweiter  Dimension,  die  mit  2^  eine  ebene 
Curve  dritter  Ordnung  C\  mit  S^i>,  S^,  SC»)  je  vier  Punkte  ge- 
mein hat.  Von  jeder  Geraden  a  von  Sf  geht  eine  dreifach 
schneidende  Ebene  aus,  welche  2^a  mit  dem  Träger  des  ent- 
sprechenden Büschels  von  S^p  gemein  hat.  Herr  Bordiga  zieht 
daraus  später  den  Schluss,  dass  eine  beliebige  Gerade  fünf  drei- 
fach schneidende  Ebenen  aussendet,  was  wohl  nicht  ganz  zu 
rechtfertigen  ist.  Jeder  J,  enthaltende  Raum  vierter  Dimension 
hat  mit  der  Fläche  eine  Normalcurve  vierter  Ordnung  gemein, 
die  C'  dreimal  trifft.  Hiernach  kann  man  durch  Projection  von 
2*,  aus  die  Fläche  auf  eine  Ebene  eindeutig  abbilden,  und  zwar 
entspricht  jedem  ebenen  Schnitt  eine  Curve  vierter  Ordnung,  C 
eine  Curve  dritter  Ordnung.  Die  Abbildung  führt  auf  neun 
Fimdamentalpunkte,  und  es  ergeben  sich  somit  auf  der  Fläche  neun 
von  2,  ausgehende  Geraden  und  36  Kegelschnitte.  Ferner  ent- 
stehen neun  Mannigfaltigkeiten  von  Räumen  vierter  Dimension, 
deren  jeder  eine  Raumcurve  dritter  und  eine  sie  in  drei  Punkten 
treffende  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  mit  der  Fläche 
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gemein  hat.  Jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  hat  einen  „Kammer"- 
Bchen''  Kegel  zweiten  Grades  zur  Enveloppe,  der  einen  Punkt 
von  C  zur  Spitze  hat. 

Herr  Bordiga   projicirt  nun   die  Fl&che   in   yerschiedenen 
Arten  auf  den  Saum.  K,  K. 


C.  Skgrb.    SuUe  varietk  cubiche  dello  spazio  a  quattro  di- 
mensioDi  e  su  certi  sistemi  di  rette  e  certe  superficie  dello 

spazio  Ordinario.      Torino  Mem.  (2)  XXXIX.  48  S. 

Wie  in  der  Geometrie  der  Ebene  und  des  Baumes  nach  der 
Vollendung  der  Theorie  der  Curven  und  FIftchen  zweiter  Ordnung 
die  Mathematiker  sich  der  Erforschung  der  Curyen  und  FIftchen 
dritter  Ordnung  zugewandt  haben,  um  dann  zu  denjenigen 
höherer  Ordnung  zu  gelangen,  so  mussten  in  der  Geometrie  d^ 
linearen  vierdimensionalen  Baumes  die  Untersuchungen  ttber  ka- 
bische  Mannigfaltigkeiten  denen  Aber  quadratische  folgen.  Eine 
Anregung  zu  einer  solchen  Untersuchung  fand  man  nicht  nur  in 
dem  inneren  Interesse,  das  solche  Gebilde  besitzen,  sondern  auch 
in  der  Hoffnung,  dass  die  neuen  auf  diese  Weise  erlangten  Wahr- 
heiten neue  Wahrheiten  der  gewöhnlichen  Geometrie  zur  Folge 
haben  könnten,  wie  schon  in  der  Geometrie  unseres  Baumes  viele 
Sätze  der  Flftchentheorie  neue  Satze  oder  mindestens  neue  Beweise 
bekannter  Sätze  der  ebenen  Geometrie  gegeben  hatten.  Dass  eine 
solche  Hoffnung  nicht  ohne  Berechtigung  war,  ist  durch  die  Abhand- 
lung bewiesen,  welcher  das  gegenwfirtige  Beferat  gewidmet  ist, 
und  deren  hauptsachlichster  Zweck  die  Erforschung  der  kubischen 
Mannigfaltigkeiten  des  vierdimensionalen  Baumes  ist;  zugleich 
lernt  aber  der  Leser  die  Existenz  neuer  Flachen  und  neuer 
Strahlensysteme  unseres  Baumes  kennen  und  findet  neue  Eigen- 
schaften einiger  bekannten  Gebilde  auseinandergesetzt. 

Nennen  wir  F  eine  (darunter  verstanden  dreidimensionale) 
in  einem  linearen  vierdimensionalen  Baume  enthaltene  Mannig- 
faltigkeit. Umschreibt  man  von  einem  Punkte  P  dieses  Raumes 
der  Mannigfaltigkeit  einen  Kegel  und  schneidet  man  denselben 
durch  einen  dreidimensionalen  Raum  A,   so   gewinnt  man  eine 
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Fl&che  F,  die  (der  Analogie  wegen)  „scheinbarer  Umriss^  von 
r  in  Bezug  aaf  den  Punkten  P  heisst;  diese  Fläche  ist  vierter 
Ordnung  (und  wird  daher  im  Folgenden  mit  F^  bezeichnet), 
wenn  P  auf  r  liegt,  sonst  aber  sechster  Ordnung  (und  wird  dann 
mit  F^  bezeichnet).  F*  hat  als  Rttckkehrlinie  eine  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  gelegene  Gurve  sechster  Ordnung  J*,  sie  ist  sogar 
die  allgemeinste  Fläche  solcher  Art.  Alle  Mannigfaltigkeiten  F,  die 
auf  A  und  in  Bezug  auf  P  dieselbe  F'  zum  scheinbaren  Umriss  haben, 
werden  aus  einer  von  ihnen  abgeleitet,  indem  man  dieselbe  durch 
eine  Homologie  transformirt,  deren  Mittelpunkt  P  ist;  die  Con- 
Btantenanzahl,  von  der  F'  abhängt,  ist  um  fünf  Einheiten  kleiner 
als  diejenige,  von  der  die  entsprechende  JTabhängt.  F^  wird  durch 
eine  bestimmte  Ebene  ia  längs  eines  Kegelschnitts  berührt;  auch 
sie  ist  die  allgemeinste  Fläche  dieser  Art.  Der  obige  Satz  Aber 
die  /]  welche  dieselbe  F'  als  scheinbaren  Umriss  haben,  ist  auch 
flQr  die  F^  richtig,  wie  auch  der  Zusatz  über  die  Constantenanzahl. 
Jede  Gerade,  welche  F  doppelt  berührt,  ist  die  Projection  einer 
in  r  gelegenen  Geraden,  «daher  sind  die  Untersuchungen  der 
Doppeltangenten  von  F  von  denen  der  Geraden  von  F  nicht 
wesentlich  verschieden.  Aus  dieser  Bemerkung  folgt  erstens, 
dass  die  Doppeltangenten  von  F^,  welche  der  Ebene  n  nicht  an- 
gehören, ein  Strahlensystero  (12,  27),  d.  h.  12^'  Ordnung  und 
27stcr  Klasse  bilden,  und  dass  die  12  Strahlen  des  Systems,  welche 
durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen,  in  zwei  Sextupel  verteilt 
sind,  jedes  auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung  gelegen ;  zweitens, 
dass  die  Doppeltangenten  von  F"  ein  Strahlensystem  (18, 27)  bilden, 
und  dass  die  18  Strahlen  des  Systems,  welche  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  gehen,  in  drei  Sextupel  verteilt  sind,  jedes  auf 
einem  Kegel  zweiter  Ordnung  gelegen.  Die  Klasse  von  F  ist 
gleich  der  Anzahl  der  dreidimensionalen  Räume,  welche  durch 
einen  beliebigen  Punkt  gehen  und  F  berühren,  und  ist  daher 
durch  die  Differenz  zwischen  24  und  der  doppelten  Zahl  der 
Doppelpunkte  von  F  ausgedrückt. 

Nach  diesen  allgemeinen  Entwickelungen  über  die  Eigen- 
schaften der  kubischen  Mannigfaltigkeiten  und  ihrer  Projectionen 
betrachtet  der  Verfasser  einige  interessante  besondere  Fälle  der- 
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selben.  £r  bemerkt  zuert^t,  dass  F  im  allgemeinen  keine  Ebene 
enthält,  die  Voranssetzung,  dass  sie  eine  enthalte,  hat  aLs  not- 
wendige Folge,  dass  sie  yier  Doppelpunkte  bat  und  durch  zwei 
projective  Bttschel  aus  dreidimensionalen  linearen  and  qua- 
dratischen Räumen  erzeugbar  ist.  In  diesem  Falle  kann  F 
als  die  Projection  des  Durchschnitts  zweier  vierdimensionalen 
Mannigfaltigkeiten  zweiter  Ordnung  im  ftinfdimensionalen  Banme 
auf  den  vierdimensionalen  Raum  betrachtet  werden;  daher 
können  die  Eigenschaften  von  F  aus  denen  dieses  Dureh- 
Schnitts  abgeleitet  werden.  Die  Projectionen  dieser  besonderen 
r  sind  bemerkenswerte  Flächen  yierter  und  seehster  Ordnong, 
von  denen  der  Verfasser  die  Singularitäten  und  die  Doppeltan- 
genten bestimmt,  nicht  nur  in  dem  allgemeinen  Falle,  sondern 
auch  in  den  speciellen  Fällen,  welche  durch  das  Auftreten  neuer 
Doppelpunkte  und  neuer  Ebenen  gekennzeichnet  sind. 

Die  zweite  Reihe  kubischer  Mannigfaltigkeiten,  mit  welcher 
sich  der  Verfasser  beschäftigt,  besteht  aus  allen  denjenigen,  welche 
durch  drei  projective  Netze  erzeugbaE  sind.  Bezeichnet  man  im 
vierdimensionalen  Räume  mit  „Netz''  die  Grundgebilde,  deren  Ele- 
mente die  durch  eine  gegebene  Gerade  gehenden  dreidimensionalen 
Räume  sind,  so  befinden  sich  oc*  Durchschnittslinien  der  entspre- 
chenden Räume  dreier  projectiven  Netze  auf  einer  kubischen  Man- 
nigfaltigkeit r,  welche  die  Träger  der  Netze  und  ein  anderes  ganz 
ähnliches  System  von  oc'  Geraden  enthält.  F  enthält  sechs  unab* 
hängige  Doppelpunkte  und  ist  die  allgemeinste  dieser  Art  Projioirt 
man  jT,  so  erhält  man  entweder  eine  F^  mit  sechs  auf  einem  Kegel* 
schnitte  liegenden  Doppelpunkten  und  sechs  andere  unabhängige, 
oder  eine  mit  einer  Rückkehrcurve  sechster  Ordnung  und  sechs 
Doppelpunkten  versehene  F^  —  Die  kubische  Mannigfaltigkeit 
und  ihre  Projection  werden  besonderer  Art,  wenn  man  die  Vor- 
aussetzung macht,  dass  in  den  drei  erzeugenden  Netzen  eine 
gewisse  Zahl  r(r  =^  1,  2,  3, 4)  von  Temen  entsprechender  Räume 
durch  dieselbe  Ebene  gehen.  Ist  r  =:  1  oder  2,  so  hat  F  eben 
so  viele  neue  Doppelpunkte.  Ist  r  =  3,  so  besitzt  F  drei  neue 
Doppelpunkte  und  viele  andere  sehr  wichtige  Eigenschaften 
(z.  B.   sie   gehört   dem  durch   zwei    Temen  von    Räumen    be- 
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stimmten  fiOsehel  an  und  kann  durch  drei  Raumbüschel  in  tri- 
linearer  Beziehung  erzeugt  werden);  ist  endlich  r  =  4,  so  ge- 
langt man  zu  jener  bemerkenswerten  kubischen  Mannigfaltig- 
keit, welche  den  Gegenstand  eines  früheren  Aufsatzes  desselben 
Verfassers  bildete  (vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  673). 

Alle  die  obigen  Mannigfaltigkeiten  enthalten  eine  endliche 
Zahl  von  Doppelpunkten,  in  welchen  der  Berührung^kegel  all- 
gemeiner Natur  ist.  Aber,  so  bemerkt  der  Verfasser,  der  Be* 
rührungskegel  in  einem  Doppelpunkt  einer  Mannigfaltigkeit  kann 
einen  Punkt,  eine  Gerade,  eine  Ebene  u.  s.  w.  als  Träger  und 
in  Folge  dessen  verschiedene  Eigenschaften  haben.  Nennt  man 
einen  Doppelpunkt  einen  von  der  r^^  Art,  (r  >  1),  wenn  der  zu- 
gehörige Berührungskegel  einen  rdimensionalen  ebenen  Raum 
zum  Träger  hat,  so  sieht  man,  dass  ein  solcher  Punkt  die  Klasse 
der  Mannigfaltigkeit  um  3  .  2^"^  Einheiten  vermindert.  Hat  eine 
Mannigfaltigkeit  einen  (r — l)-dimensionalen  Doppelraum,  so  wird 
jeder  Punkt  desselben  ein  Doppelpunkt  r^'  Art.  Wendet  man 
diese  allgemeinen  Betrachtungen  auf  die  kubischen  Mannigfaltig- 
keiten an,  so  erkennt  man,  dass  J*  Doppelpunkte  erster,  zweiter, 
dritter  und  vierter  Art  haben  kann;  setzt  man  voraus,  dass  sie 
solche  Besonderheiten  besitzen,  so  erhält  man  mit  Singularitäten 
höherer  Art  versehene  Projectionen  F. 

Die  letzte  Kategorie  kubischer  Mannigraltigkeiten,  welche 
der  Verfasser  untersucht,  wird  durch  diejenigen  gebildet,  welche 
unendlich  viele  Doppelpunkte  besitzen.  Nachdem  Herr  S.  alle 
Linien  bestimmt  hat,  welche  Doppelcurven  von  einer  F  sein 
können,  betrachtet  er  der  Reihe  nach  diejenigen,  welche  be- 
sitzen: eine  Doppelgerade,  einen  Doppelkegelschnitt,  zwei  sich 
schneidende  Doppelgeraden,  drei  durch  denselben  Punkt  gehende 
Doppelgeraden  (ihr  scheinbarer  Umriss  ist  eine  Steiner'sche 
Römerfläche),  eine  rationale  normale  Doppelcurve  vierter  Ordnung 
(jede  solche  F  ist  der  Ort  der  Sehnen  einer  solchen  Gurve),  zwei  durch 
denselben  Punkt  gehende  Doppelkegelschnitte;  ferner  diejenigen, 
welche  ein  aus  Doppelpunkten  zweiter  Art  bestehendes  Geraden- 
paar oder  einen  solchen  Kegelschnitt  haben;  endlich  diejenigen, 
welche  unendlich  viele  auf  einem  Kegelschnitte  verteilte  Doppel- 
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punkte  vierter  Art  besitzen.  —  Für  alle  diese  Mannigfaltigkeiten 
und  auch  die  specielieren  durch  neue  Doppelpunkte  charakteri- 
sirten  bestimmt  der  Verfasser  die  Geraden,  die  besonderen  Er- 
zeugungsmethoden und  die  Projectionen. 

Die  auf  den  gewöhnlichen  Raum  A  eindeutig  abbildbaren  F 
(z.  B.  die  mit  Doppelpunkten)  fahren  auf  eine  wichtige  Klasse 
von  Raumtransformationen.  Betrachten  wir  nftmlieh,  ausser  der 
eindeutigen  Abbildung  von  F  auf  R,  die  zwei-  oder  dreideutige, 
die  durch  Projection  von  r  aus  einem  Punkte  P  auf  A  erzengt 
wird ;  lässt  man  ferner  den  Punkt  von  A,  welcher  eindeutig  einem 
Punkt  von  F  entspricht,  den  zwei  oder  drei  Punkten  entsprechen, 
welche  aus  diesem  letzten  durch  Projection  entsteheni  so  erhftlt 
man  eine  zwei-  oder  dreideutige  Transformation  von  A,  welche 
der  obengenannten  Klasse  angehört  und  vom  Verfasser  am 
Schluss  seiner  Arbeit  untersucht  wird.  La. 


C.  Sbgrb.      Alcune  considerazioni  elementar!  sulF  inci- 
denza  di  rette  e  piani  nello  spazio  a  quattix)  dimensioDi. 

Palermo  Rend.  IL  4Ö-52. 

Die  descriptiven  Eigenschaften  der  linearen  beliebig  aasge- 
dehnten R&ume  können  nicht  nur  mit  HQlfe  von  Rechnungen  be- 
stimmt werden,  sondern  auch  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie 
diejenigen,  welche  die  analogen  Eigenschaften  der  Ebene  und 
des  Raumes  klar  legen ;  die  Betrachtungen  dieser  letzten  Art  bieten 
sogar  in  der  mehrdimensionalen  Oeometrie  eine  ftbnliohe  Ele- 
ganz und  Klarheit,  Vorteile,  welche  sie  in  der  gewöhnlichen 
Geometrie  gewähren.  Der  Segre'sche  Aufsatz,  Ober  welchen  jetzt 
berichtet  werden  soll,  und  welcher  einen  interessanten  Beitrag 
zur  synthetischen  Geometrie  des  vierdimensionalen  linearen 
Raumes  A^  liefert,  kann  als  eine  Bestätigung  der  obigen  Be- 
hauptung dienen. 

In  Ä^  befinden  sich  oo*  Punkte  (Ä  J,  oo*  Geraden  (A,),  oo^  Ebe- 
nen (A,)  und  oo'  gewöhnliche  Räume  (A,).  In  A^  sind  zwei  A,  »inci- 
dent",  wenn  sie  einen  A^  gemein  haben  oder  in  einem  A,  liegen; 
zwei  A„  wenn  sie  einen  A,  gemein  haben  oder  in  einem  A,  liegen; 
ein  R^  und  ein  A,,  wenn   sie  einen  A^   gemein   haben    oder  in 
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einem  A,  liegen;  die  Incidenz  ist  in  den  zwei  ersten  Fällen  eine 
doppelte  Bedingung,  in  den  letzten  aber  eine  einfache. 

Sind  drei  unter  einander  unabhängige  A,  oder  A,  gegeben, 
so  kann  man  einen  vierten  finden,  der  zu  allen  gegebenen  in- 
eident  ist.  Es  giebt  oo^  A,,  die  zu  zwei  unabhängigen  A,  in- 
cident  sind;  in  jedem  A,  befinden  sich  oc'  derselben,  welche 
eine  lineare  Congruenz  bilden;  durch  jeden  A^  gehen  oo\  welche 
einen  Büschel  bilden.  Die  zu  drei  unabhängigen  A,  incidenten 
Aj  betragen  oo^  Die  zu  vier  unabhängigen  A,  incidenten  A, 
betragen  cx)';  jede  Ebene  enthält  zwei  derselben,  wenn  die  vier 
gegebenen  A,  sich  in  sechs  verschiedenen  Punkten  schneiden, 
deren  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen.  Alle  zu  ihnen  incidenten 
Geraden  begegnen  einem  fOnften  durch  die  anderen  eindeutig 
bestimmten  A„  welcher  mit  den  gegebenen  eine  „symmetrische 
Gruppe  von  fünf  associirten  Ebenen*^  bildet.  Dualistische 
Betrachtungen  führen  zu  einer  „symmetrischen  Gruppe  von  fUnf 
associirten  Geraden".  —  Bemerkt  man  noch,  dass  zu  drei  A, 
und  einem  A,  drei  A,  incident  sind,  so  sieht  man,  dass  alle  zu 
drei  A,  und  einem  A,  incidenten  Aj  eine  kubische  Regelfläche 
erzeugen,  während  die  zu  vier  A,  incidenten  A,  eine  kubische 
Mannigfaltigkeit  bilden.  Der  Leser  kann  die  Eigenschaften  dieser 
letzteren  in  dem  Aufsatz  Sulla  varieta  cubica  con  dieci  punti 
doppii  dello  spazio  a  quattro  dimensioni  (vergl.  F.  d.  M.  XIX. 
1887.  674)  oder  in  der  Abhandlung  SuUe  varietä  cubiche  ecc. 
(Siehe  das  vorangehende  Referat)  finden. 

Sechs  unabhängige  A,  sind  im  allgemeinen  zu  fttnf  be- 
stimmten A,  incident,  welche  unter  sich  associirt  sind;  dualistisch: 
sechs  unabhängige  A,  sind  im  allgemeinen  zu  fünf  bestimmten 
unter  sich  associirten  A,  incident.  Endlich:  die  oo'  zu  fünf  un- 
abhängigen nicht  associirten  A^  (oder  A,)  incidenten  A,  (oder 
Ä,)  sind  zu  (x>'  A,  (oder  Aj)  incident;  jene  oo'  A,  (oder  A,) 
bilden  eine  Regelfläche,  welche  das  dualistische  Gebilde  des  durch 
diese  cx>^  A,  (oder  A,)  erzeugte  Regelfläche  ist;  beide  Regel- 
flächen sind  fünfter  Ordnung.  La. 
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C.  Seorb.      Salle  curve  oormali   di  genere  p   dei  varii 

spazii.     Lomb.  Ist.  Read.  (2)  XXI.  523-528. 

Es  sind  £wei  Jahre  her,  dass  Herr  Segre  eine  wichtige 
Formel  aufstellte,  mit  der  wir  uns  im  vorigen  Bande  des  Jahr- 
buchs (F.  d.  M.  XIK.  1887.  671,  679)  beschäftigt  haben.  Ais 
eine  neue  Anwendung  derselben  beweist  er  am  Anfange  des  zq 
besprechenden  Aufsatzes,  dass  aus  ihr  der  berOhmte  Clifford*- 
sche  Satz  abgeleitet  werden  kann:  Eine  Curve  von  dem  Ge- 
schlecht p  und  der  Ordnung  n>2p  —  2  gehört  einem  Raame 
an,  dessen  Dimension  höher  als  n — p  ist.  Er  benutzt  diese  Ge- 
legenheit, um  das  grosse  Interesse  zu  zeigen,  welches  die  Be- 
stimmung des  höchsten  Wertes  der  Dimension  eines  linearen 
Raumes  hat,  der  eine  Curve  von  dem  Geschlecht  p  and  der 
Ordnung  n  enthalten  kann,  unter  der  Voraussetzung,  dass  diese 
Curve  nicht  allgemeine  Moduln  besitze.  Durch  den  Beweis  eines 
zweiten  mit  dieser  letzten  Frage  verbundenen  Clifford'sehen 
Satzes  wird  er  dazu  geleitet,  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer 
auf  die  Curven  von  dem  Geschlecht  p  und  der  Ordnung  2p  — 2 
zu  lenken,  welche  einem  (p  —  l)-dimensionalen  Räume  angehören; 
mit  diesen  Curven  haben  sich  die  Gelehrten  zwar  schqp  be- 
schäftigt, doch  scheinen  dieselben  weiterer  Untersuchangen  za 
bedürfen.  Der  Verfasser  beweist  eine  neue  Eigenschaft  derselben 
und  bemerkt,  dass  sie  für  die  synthetischen  Untersuchungen  Ober 
eindimensionale  Mannigfaltigkeiten  mit  linearen  Transformationen 
in  sich  sehr  ntltzlich  seien.  Zum  Schluss  macht  Herr  Segre  auf 
einige  interessante  Flächen  aufmerksam,  welche  die  beste  Dar- 
stellung der  algebraischen  Functionen  zweier  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zu  bieten  scheinen.  Ihre  charakteristische  Eigenschaft 
ist  die,  dass  ihre  linearen  Schnitte  auf  einer  Fläche  unseres 
Raumes  durch  die  Durchschnitte  derselben  mit  ihren  adjangirten 
Flächen  dargestellt  werden.  La. 


C.  Sbork.      Un'  osservazione   sui  sistemi  di  rette  degli 

spazii  BUperiori.     Palermo  Reod.  II.  148-149. 

Als  Analoga  der  cx>'  Strahlensysteme  in  unserem  gewShn* 
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lieben  Räume  kann  man  im  ti  -  dimensionalen  linearen  Räume 
die  cx>*~^  Strablensysteme  ansehen  und  sich  die  Aufgabe 
stellen,  die  Eigensebaften  der  ersteren  auf  die  letzteren  auszu- 
dehnen. In  dem  zu  besprechenden  Aufsatze  wird  diese  Aus- 
dehnung für  die  ersten  Focaleigenschaften  ausgeführt.  Zuerst 
findet  der  Verfasser,  dass  im  allgemeinen  jeder  Strahl  des 
Systems  dureh  n—l  unendlich  nahe  Strahlen  desselben  in  eben- 
sovielen  Punkten  geschnitten  wird,  welche  ^^Brennpunkte''  des 
Systems  genannt  werden.  Im  allgemeinen  bilden  die  Brenn- 
punkte eine  (n— l)-dimensionale  Mannigfaltigkeit,  welche  von 
jedem  Strahl  des  Systems  in  den  bezüglichen  Brennpunkten  be- 
röhrt wird.  Aber  diese  n — 1  BerQhrungsbedingungen  mit  einer 
(n — l)-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  können,  zum  Teil  oder  im 
ganzen,  durch  Bertthrungs-  oder  Schnittbedingungen  mit  Mannig- 
faltigkeiten anderer  Dimension  yertreten  werden;  so  hat  in  un- 
serem Räume  im  allgemeinen  ein  Strahlensystem  eine  Brenn* 
fläche;  aber  es  kann  auch  eine  Brennfl&che  und  eine  Brenncurve, 
oder  zwei  Brenncurven  haben.  La. 


6.  Castklnuovo.  Sopra  una  coogruenza  del  3"  ordine 
e  6^  classe  dello  spazio  ordinario  e  suUe  sue  pro- 
jezioni  nello  spazio  ordinario.    Veo.  Ist.  Atti.  (6)  v.  1249-1281. 

G.  Castklnuovo.  Sülle  congruenze  del  3"  ordine  dello 
spazio  a  quattro  dimensioni.    Yen.  Ist  Atti.  (6)  VI.  525-579. 

Sind  in  dem  n-dimensionalen  linearen  Räume  Rn(n—l)  pro- 
jeetive  aus  Rn^i  bestehende  Grundgebilde  zweiter  Stufe  ge- 
geben, so  ist  ein  System  von  oo'  Geraden  A,  bestimmt,  von 
denen  jedes  Element  der  Durchschnitt  von  »—1  entsprechenden 
Rn^i  ist.  Der  Analogie  wegen  kann  man  dieses  System  „Con- 
grnenz'',  die  Zahl  ^(ii— l)(ii— 2)  ihrer  einen  beliebigen  fi^^s 
schneidenden  Geraden  ihre  „Ordnung"",  und  die  Zahl  in(n—l) 
ihrer  in  einem  beliebigen  A^^i  enthaltenen  Geraden  ihre  „Klasse "* 
nennen.  Auf  die  Wichtigkeit  solcher  Gebilde  macht  der  Ver- 
fasser in  der  Einleitung  zur  ersten  Abhandlung  aufmerksam, 
deren  Titel  wir  in  der  Ueberschrififc  gegeben  haben;  nachher  aber 
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beschäftigt  er  sich  aasschliesslich  mit  dem  besonderen  Falle 
fi  =  4.  Dies  genQgt  gewiss  um  zu  beweisen,  dass  die  Unter- 
suchungen, über  welche  wir  jetzt  berichten  sollen,  denselben 
Zweck  verfolgen  wie  einige  derjenigen,  welche  den  Gegenstand 
der  Segre'schen  Abhandlung  Sülle  Tarietä  cubiche  u.  s.  w.  (siehe 
S.  662)  bilden,  und  von  welchen  ein  Teil  sich  schon  in  dem  Auf- 
satze desselben  Verfassers  Sulla  varieta  cubica  con  dieoi  punti 
doppii  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  673)  befindet.  Wir  beschränkeD 
uns  auf  diesen  allgemeinen  Hinweis  der  vielen  Berflhrangs- 
punkte  zwischen  den  Castelnuovo'schen  und  den  Segre'schen 
Arbeiten,  ohne  sie  in  allen  Fftllen  zu  verfolgen;  dass  dies  ganz 
zuf&Uig  ist,  wird  durch  beide  Verfasser  ausdrücklich  erkl&rt. 

Es  seien  d^^^ ,  d^^),  d^^  drei  Gerade  von  R^  in  einer  ganz 
allgemeinen  Lage,  und  zwischen  den  oo'A^,  welche  .durch  sie 
gehen,  sei  eine  projective  Beziehung  festgestellt.  Es  giebt  dann 
oo'Aj,  durch  welche  drei  entsprechende  Räume  gehen;  sie  bilden 
eine  Gongruenz  sechster  Ordnung  und  dritter  Klasse,  welche  wir 
mit  ri  bezeichnen  wollen.  Diese  Geraden  bilden  (um  die  Be- 
nennungen des  Verfassers  zu  gebrauchen)  eine  dreidimensionale 
kubische  Fläche  FJ,  bei  der  die  Geraden  von  F]  „Erzeugende* 
genannt  werden.  Aber  F|  enthält  noch  andere  Geraden;  einige 
derselben  bilden  eine  zweite  Gongruenz  r|,  welche  der  vorigen 
ganz  ähnlich  ist  und  daher  durch  J]  bezeichnet  wird,  während 
ihre  Elemente  „Directrices*'  genannt  werden;  die  übrigen  bilden 
eine  dritte  Gongruenz  12^'  Ordnung  und  15**'  Klasse,  deren 
Elemente  „Axen*^  heissen.  Bei  der  Unmöglichkeit,  alle  die  Be- 
ziehungen anzudeuten,  welche  der  Verfasser  zwischen  den  Er- 
zeugenden, den  Directrices  und  den  Axen  aufstellt,  bemerken 
wir  nur,  dass  zwei  beliebige  Erzeugende  durch  vier  Diree- 
trices  getrofifen  werden  und  umgekehrt.  Die  Fläche  F\  hat 
sechs  Doppelpunkte,  welche  aus  jeder  Axe  auf  jede  Ebene 
in  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  projicirt  werden.  Durch 
jeden  Punkt  von  FJ  gehen  eine  Erzeugende,  eine  Directrix  und 
eine  Axe;  diese  sechs  Geraden  gehören  einer  die  dreidimensio- 
nale Fl  berührenden  Ebene  und  einem  Kegel  zweiter  Ordnung 
an.     Die  Klasse  von  F|,   d.  h.  die  Zahl   der   dreidimensionalen 
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Räume,  die  darcfa  eine  beliebige  Ebene  gehen  und  F|  bertthren, 
ist  gleich  12. 

Bezieht  man  ein  beliebiges  Punktfeld  und  eines  (und  daher 
jedes)  der   die  F\   erzeugenden   Gebilde  projectiv   aufeinander, 
lässt  man  ferner  einen  Punkt  des  Feldes  und  die  Gerade,  welche 
den  drei  entsprechenden  ß,  gemein  ist,  sich  entsprechen,  so  ge- 
langt  man   zu   einer  einfachen   eindeutigen   Abbildung  von  rj, 
weiche  man  benutzen  kann,  um  diese  Congruenz  zu  untersuchen. 
Projicirt   man   aus    einem  Punkt  P  von  R^  die  drei  obigen 
CoDgrnenzen  auf  den  gewöhnlichen  Raum,   so    erhält   mau  drei 
CoDgruenzen  (im  gewöhnlichen    Sinne   dieses  Wortes).    Fällt  P 
nicht  auf  F\^    so   sind   zwei  dieser  Congruenzen  (3, 6)  und  die 
dritte  (15, 12).     Die  zwei  ersten    haben   ganz   dieselben   Eigen- 
schaften; jede  hat  sechs  kubische   rationale   Strahlenkegel,   von 
denen  jeder  durch   die   Mittelpunkte  der  anderen  geht.     Durch 
jeden  Eegelmittelpunkt  geht   ferner   ein   Strahl    der  Congruenz. 
Diese  hat  sechs   nicht   durch    denselben  Punkt  gehende  Doppel- 
strablen;  ihre  Brennfiäche  ist  sechster  Ordnung  und  12^'  Klasse 
und  bat  als  Guspidaicurve  den  Durchschnitt  einer  quadratischen 
mit  einer  kubischen  Fläche,  ausserdem  sechs  Doppelpunkte;  ihre 
Bitangenten,  welche  der  erwähnten  Congruenz  nicht  angehören, 
bilden  die  beiden  anderen  Congruenzen,  von  denen  wir  gesprochen 
haben.    Fällt  umgekehrt  P  auf  F{,    so   erhält  man   zwei   Con- 
gruenzen (2,6)  und  eine  (8,15):  die  zwei  ersten  sind  die  durch 
die  Kummer'schen  Arbeiten  wohl  bekannten  Congruenzen  zweiter 
Ordnung,  sechster  Klasse,  zweiter  Art;    der   Verfasser    bestimmt 
ihre  wichtigsten  bekannten  Eigenschaften  und  noch  andere  neue. 
Dies  sind    die   hauptsächlichsten    Resultate,    zu    denen  der 
Verfasser  in  der  ersten  der   in  Rede   stehenden    Abhandlungen 
gelangt     Der  Zweck  der  zweiten  ist  eine  Untersuchung  der  Ver- 
änderungen, welche  sie  erleiden,   und   der  Vermehrung,    welche 
sie  erlangen,   wenn   zu   den  Voraussetzungen   der  Frage  einige 
Besonderheiten  treten;    und,   um   uns  bestimmter  auszudrucken, 
wenn  bei  den  drei  erzeugenden  Gebilden  A(=  1,  2,  3,  4)  Temen 
entsprechender  Räume   durch   ebensoviele  Ebenen   gehen.      Die 
Ordnung  der  erzeugten  Congruenz  ist  immer  3,    während  ihre 
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Klasse  6 — h  wird;  die  dreidimensionale  Flfiche  F^  hml 
Doppelpunkte  und  enthält  die  besagten  h  Ebenen  nnd  -^k{ 
andere.  Diese  Sätze  (und  noch  andere,  welehe  wir  der 
wegen  unterdrücken)  werden  von  dem  Verfasser  ftlr  6  =  1 
aus  seiner  ersten  Abhandlung  abgeleitet.  Den  Fall  4  ==  4 
studirt  er,  indem  er  sieh  die  Aufgabe  stellt:  die  Eigen»cl 
des  Systems  zu  bestimmen,  das  durch  die  Geraden  gebildet 
welche  drei  beliebige  A,  Yon  A«  treffen;  im  Laufe  der  I 
suchung  stösst  Herr  G.  auf  eine  höchst  bemerkenswerte  Co^ 
ration  in  ß^,  welche  aus  15  Ebenen  und  10  Punkten  bei 
durch  jeden  dieser  Punkte  gehen  sechs  jener  Ebenen,  und  in, 
Ebene  befinden  sich  vier  Punkte;  die  Erforschung  der 
eleganten  Eigenschaften  dieser  Configuration  bilden  einen  i 
essanten  Abschnitt  der  Arbeit. 

Projicirt  man  die  Geraden  von  F\  aus  einem  der  Fl 
nicht  angehörigen  Punkte,    so  erhält  man  in  dem  gewöhn  li 

Räume  Ä4-2  Congruenzen  (3,  6  — ä)  und  eine  (3(4 — Ä),^   ^, 

mit  derselben  Brennfläche;  Ordnung  und  Klasse  dieser  FL 
sind  gleich  2(6  —  Ä);  sie  hat  6  +  ä  Doppelpunkte,  ^h  (Ä  +  3)  dop 
berührende  Ebenen  und  eine  auf  einer  quadratischen  Fläche 
legene  Guspidalcurve  sechster  Ordnung.  Projicirt  man  F] 
einem  ihrer  Punkte,  so  erhält  man  Congruenzen  (2,5),  (2| 
(2, 3),  (2, 2),  welche  so  aus  einem  neuen  Gesichtspankte 
tracbtet  werden;  um  uns  z.B.  auf  die  quadratischen  Congruei 
zu  beschränken,  so  sieht  man  sehr  leicht,  dass  diese  eii 
linearen  Complex  angehören,  und  kommt  zu  dem  bekam 
Klein'schen  Satze  Ober  die  Gleichheit  zwischen  dem  Doppel 
hältnis  der  vier  Durchscbnittspunkte  einer  Geraden  mit  ei 
Eummer'schen  Fläche  und  der  vier  BerQhrungsebenen  derseib 
welche  durch  jene  Gerade  gehen. 

Viele  andere  der  gewöhnlichen  und  der  yierdimensiona 
Geometrie  angehörige  Sätze  befinden  sich  in  den  Originalarbo^ 
welche  als  ein  nicht  unwichtiger  Beitrag  zur  synthetisch 
vierdimensionalen  Geometrie  angesehen  werden  mQssen. 

La. 
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G.  Castelnüovo.      Geometria    sulle    curve    ellittiche. 

Torino  Atti.  XXIV.  4-22. 

Die  klassische  Abhandlung  von  Brill  und  Nöther:  Ueber 
die  algebraischen  Functionen  und  ihre  Anwendung  auf  die  Geo- 
metrie (Math.  Annalen  VII)  hat  es  unter  anderem  in  ein  klares 
Licht  gestellt,  von  welcher  Wichtigkeit  für  die  Untersuchungen 
der  Geometrie  auf  einer  Curve  die  Betrachtung  der  Reihe  von 
n-punktigen  Gruppen  g^  ist,  von  denen  eine  endliche  bestimmte 

Zahl   r  beliebige   Punkte  der  Curve  enthält,    und   insbesondere 

der  Involutionen  In  beliebiger  Ordnung  und  beliebiger  Stufe. 
Und  dass  diese  Wichtigkeit  nicht  auf  die  ebenen  und  räum- 
lichen Curven  beschränkt  sei,  wird  durch  Arbeiten  bewiesen,  über 
welche  in  den  vorigen  Bänden  des  Jahrbuchs  (z.  B.  XIX.  677)  be- 
richtet wurde.  Die  neue  Arbeit  des  Herrn  C,  welche  uns  beschäf- 
tigen soll,  hängt  mit  diesen  letzteren  zusammen,  wie  der  Leser 
jetzt  aus  der  folgenden  kurzen  Inhaltsangabe  erkennen  wird. 
Die  Gruppen  g^^  können  auf  die  Punkte  einer  r-dimensionalen 

Mannigfaltigkeit  eindeutig  bezogen  werden;  dann  werden  die 
invariantiven  Charaktere  dieser  Mannigfaltigkeit  die  Charaktere 
von  g^^  geben;  insbesondere,    wenn  r  =  1    ist,    kann  man  vom 

Geschlechte  einer  gi  sprechen.  Eine  Einteilung  der  algebraischen 
Curven  kann  sich  auf  die  Betrachtung  der  rationalen  Reihen 
von  Punktgruppen  stützen,  welche  sie  enthalten,  und  man  kann 
in  dieselbe  Klasse  alle  Curven  setzen,  für  welche  die  kleinste 
Ordnung  n  der  rationalen  li  dieselbe  ist;  jede  Klasse  kann 
nachher  in  Unterklassen  eingeteilt  werden,  indem  man  die  In- 
volution nächst  höherer  Ordnung  betrachtet.  Eine  wichtige  Be- 
merkung ist  die,  dass  zwei  eindeutig  auf  einander  bezogene 
Curven  immer  einer  und  derselben  Klasse  angehören.  Ferner, 
befindet  sich  auf  einer  Curve  C  eine  rationale  Reihe  g^,  r  >  1^ 

80  kann  man  in  dem  r-dimensionalen  Räume  Rr  eine  auf  C  ein- 
deutig bezogene  Curve  C  bestimmen.  Unter  den  zahlreichen 
Folgerungen,  welche  man  aus  diesem  Satz  ableiten  kann,  be- 
merken wir  nur  diese:  Bilden  alle  n-punktigen  Gruppen  einer 
Curve  eine  rationale  Reihe,  so  ist  auch  die  Curve  rational. 

FortMbr.  d.  Math    XX.  2.  43 


674     VIII.  Abgcbnilt.    Reioe,  elementare  a.  sjotheiisclie  Geometri 

Nach  diesen  allgemeiDen  Betrachtangen  untemimiDt  4«! 
fasser  die  Erforschung  derjenigen  Curven  (der  elliptiseben),  ii 
durch  die  Eigenschaft  charakterisirt  sind,   zwei    rationale 
Involutionen  kleinster  Ordnung  und  infolge  dessen  un^idlicli 
ähnliche  Inyolutionen  zu  haben.    Solche  Ciirren  kann  es  in  J 
Baume  geben.    Selbst  in  Rn  befindet  sich  eine  yon  der  Onr 
n-f  1  („Normalcurve^  genannt),  welche  mit  einer  beliebigen 
benen    elliptischen   Curve  in  eindeutiger  Beziehung    steht, 
elliptische  Normalcurve  hat  die  bemerkenswerte  Eigenschaft, 

Reihe  von  /«  zu  besitzen,  die  mit  n'  n-fachen  Punkten 
sehen  sind.  Zwei  in  eindeutiger  Beziehung  stehende  ellipl 
Normalcurven  bestimmen  unendlich  viele  birationale  Transfc 
tionen  ihrer  Räume,  in  welchen  die  Punkte  einer  Curre 
Punkten  der  anderen  entsprechen  (dieser  Satz  ist  eine  Yen 
meinerung  eines  von  Herrn  Segre  herrührenden). 

Wir   erinnern   daran,   dass   es   zweierlei   eindeotige  T^ 
formationen  einer  elliptischen  Curve  in  sich  selbst  ^ebt  (Vi 
Wiener  Sitzungsberichte  LXXXVII);  jede   ist  dureh    zwei 
sprechende   Punkte  bestimmt.    Bezeichnet  man    mit  [a,  6], 
der  Verfasser  vorschlägt,   die   durch  die  entsprechenden  Pui 
a,  b  bestimmte  Transformation   zweiter  Art,   so  kann    man 
folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen:  Wenn  zwei  Rn-i  vod 
eine  elliptische  Normalcurve  dieses  Raumes  in  den  Pnnktgrup 
(a^  Oj  . . .  fln))  C^o^i  •  •  •  Om)  schneiden,  so  ist  das  Prodnct  der  n  i 
Transformationen  [^o)^«]*  [^n^'ilf  --m  [^)^«]  ^^^  Einheit  g\ei 
und  geben  umgekehrt  die  n  Transformationen  [a,,  a',],  . . .,  [o^ 
als  Product  die  Einheit,  so  begegnen  die  durch  die  zwei  Grupi 
(a,  a,  . . .  On)  und  (a\  a',  . . .  o«)  bestimmten  Rn^i  der  Curve  in  d^ 
selben  Punkte. 

Der  Verfasser  wendet  sich  alsdann  zu  den  nicht  rational 
Involutionen  erster  Stufe  und  beweist  zuerst,  dass  alle  ellipti^ 

sind.  Sind  (a^^a^^^  . . .  oL'^),  . . .,  (a<-)a§'> . . .  oi"^)  n  Gmppen  eiJ 
Involution  /.,  welche  sich  auf  einer  elliptischen  Kormalcad 
von  Rn  befindet,  so  begegnen  die  n  durch  die  folgenden  Pool 

gruppen  (ai^^a?^ , . .  aj"^)  (r  =  1,  2,  .  .  .,   n)   bestimmten  da 
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/2«.i  in  einem  und  demselben  Punkte.  Dies  hat  insbesondere  statt 
fOr  die  n  Osculationsräume  der  Curve  in  den  Punkten  einer 
Gruppe  von  /«.  Die  Zahl  der/«  einer  elliptischen  Gurye  ist  11-4- ly 
wenn  n  -f  1  eine  Primzahl  ist;  ferner 

wenn  a,  /9, . . .  die  Factoren  von  n  sind«  Ist  die  Gurye  eine 
normale  in  A«,  so  bestimmt  jede  dieser  Involutionen 

«0-t)('-7)- 

cyklische  Collineationen,  deren  jede  alle  die  Gruppen  von  /«  in 
sich  selbst  transformirt. 

In  dem  letzten  Teil  seiner  A.rbeit  bestimmt  Herr  Castelnuoyo 
zuerst  eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  n-punktigen 
Gruppen  einer  elliptischen  Gurye  und  einer  Mannigfaltigkeit  yon 
Rn  nnd  findet,  dass  diese  durch  eine  elliptische  Reihe  yon 
00  *  Rn-i  gebildet  ist.  Jeder  dieser  An^i  entspricht  einem  Punkte 
der  Gurye  eindeutig.     Dann   hebt  der  Verf.  fhr  eine  Reihe  g^^^ 

die  Wichtigkeit  zweier  Zahlen  oder  „Indices^  t,j  heryor,  yon  denen 
der  erste  die  Zahl  der  Gruppen  der  Reihe  ist,  welche  einen  belie- 
bigen Punkt  des  Trägers  enthalten,  während  der  zweite  die  Zahl 

der  Gruppen  der  Reihe  ist,  welche  einer  beliebigen  12"^  ange- 
hören. Diese  zwei  Indices  sind  mit  dem  Geschlecht  n  der  Reihe 
durch  die  folgende  Gleichung  yerbunden: 

Wie  nützlich  die  Indices  sind,  ist  aus  den  schönen  Sätzen  er- 
sichtlich, welche  den  Aufsatz  schliessen;  unter  ihnen  wollen  wir 
nur  denjenigen  anführen,  welcher  lehrt,  dass  die  Zahl  der 
Gruppen  einer  9^,  welche  ein  (r  +  l)-faches  Element  haben,  gleich 

(r  -|-  1)  (ni — rj)  ist.  La. 

M.   PiBRi.      Sopra  un   teorema  di  geometria  a  n  dimen- 

sioni.      Batt.  O.  XXVI.  351-354. 

Der  in  Frage  stehende  Lehrsatz   kann   auf  folgende  Weise 

43» 
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ausgedrückt  werden:  „Ist  die  Summe  der  Dimensionen  zweier 
algebraischen  Mannigfaltigkeiten,  welche  in  demselben  linearen 
Räume  enthalten  sind,  kleiner  als  die  Dimension  dieses  Räume«, 
so  haben  sie  eine  algebraische  Mannigfaltigkeit  gemein,  deren 
Ordnung  gleich  dem  Troducte  der  Ordnungen  der  gegebenen 
Mannigfaltigkeiten  ist". 

Derselbe  wurde  schon  yon  Halphen  analytisch  bewiesen 
(S.  M.;F.  Bull.  IL  34).  Der  Verfasser  will  ihn  durch  geome- 
trische Betrachtungen  herleiten;  er  erreicht  sein  Ziel  durch  eine 
Anwendung^  des  Gorrespondenz-Princips  in  einem  beliebigen 
linearen  Räume,  indem  er  klarlegt,  dass,  wenn  der  Lehrsatz  in 
einem  (d— l)-dimensionalen  Räume  wahr  ist,  er  auch  in  einem 
d-dimensionalen  gilt.  Wir  können  sagen,  dass  das  Ziel  erreicht 
wird;  denn  für  (i  =  2  oder  d  =  3  ist  das  Theorem  schon  von 
Ghasles  und  Fouret  geometrisch  bewiesen  worden.  La. 


E.     Abzählende  Geometrie. 

C.  KOppbr.      Die   Abzahlung    als    Fehlerquelle    in    der 
moderoen  Geometrie.    Math.  Add.  xxxil  282-289. 

Der  Verfasser  wendet  sich  gegen  das  yon  de  Jonquieres  in 
den  Comptes  rendus  (s.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  684)  aufgestellte 
Princip  zur  projecti vischen  Erzeugung  einer  Ourve  («-h«,) 
Ordnung  mit  Doppelpunkten  aus  zwei  Büscheln  n^'  und  n^ 
Ordnung,  wobei  die  Doppelpunkte  als  Basispnnkte  der  bei- 
den Btlschel  benutzt  werden.  Es  wird  nämlich  daselbst  däs 
Maximum  der  zulässigen  Zahl  von  Doppelpunkten  dadurch  er- 
mittelt, dass  eine  gewisse  Anzahl  unbekannter  Basispunkte  durch 
projectivische  Beziehungen  festgelegt  wird.  Der  Verfasser  zeigt 
nun,  unter  specieller  Vorführung  der  von  de  Jonquiöres  behao- 
delten  Fälle  n^  =  n  und  n^  =  n  -f  1 ,  dass  durch  projectivische 
Beziehungen  niemals  so  viele  Punkte  bestimmt  werden  köanen,  als 
zur  Vervollständigung  der  Basen  ausser  den  Doppelpunkten  noel 
erforderlich  sind,  und  weist  an  speciellen  Zahlenbeispielen  den 
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Widerspruch  der  durch  das  de  Jonquieres'sche  Princip  gewon- 
nenen Resultate  mit  bekannten  Thatsachen  nach.  Auch  der  an- 
gebliche Ausnahmefall  C*  wird  richtig  gestellt.  Schliesslich  wird 
festgestellt,  dass  für  die  Möglichkeit  der  Erzeugung  neben  der 
Anzahl  der  Doppelpunkte  noch  die  Zahl  der  durch  sie  ausge- 
drückten Bedingungen  und  die  Lage  dieser  Punkte  in  Frage 
kommt,  wenn  das  mit  diesen  Punkten  zusammenhängende  Ab- 
zählungsyerfahren  zuverlässige  Resultate  liefern  soll.        Schg. 


C.  Küpper,  üeber  die  auf  einer  Curve  m^^  Ordnung 
Cp  vom  Geschlecht  p  von  den  <x>^  Geraden  G  der 
Ebene    ausgeschnittene    lineare    Schar  g^p.     Math.  Ann. 

XXXI.  291-301. 

Man   vergleiche  Prag.  Ber.    1887.   477  -  485  und  609  -  612, 
worüber  F.  d.  M.  XIX.  1887.  684  und  686  berichtet  worden  ist. 

T. 

G.  FoüRET.  Sur  la  d^termination  de  Tordre  de  la  sur- 
face  lieu  des  points  dont  les  distances  ä  des  surfaces 
alg^briques  donnöes  vdrifient  une  relation  algölbrique 

donn^e.     Soc.  Fhilom.  H^m.  77-83. 

Es  seien  k  algebraische  Flächen  F^,  . ..,  Fk  von  den  Ord- 
nungen m^J  ...,  m;b,  den  Rängen  n,,  ...,  ttk  und  den  Klassen 
r^y  ...,  Tjt,  von  denen  keine  den  imaginären  Kugelkreis  enthält, 
gegeben.  Ferner  seien  die  immer  auf  passender  Normale  ge- 
rechneten Entfernungen  eines  Punktes  P  von  allen  diesen  Flächen 
ifj,  S^j  ...,  dft.  Wenn  nun  zwischen  diesen  Entfernungen d  eine 
algebraische  Belation  besteht,  so  wird  P  eine  Fläche  beschreiben, 
deren  Ordnung  der  Verfasser  in  der  vorliegenden  Arbeit  be- 
stimmt. Unter  anderem  ergiebt  sich,  dass  die  Ordnung  der  ge- 
suchten Fläche  2(m, +n,)  +  r,  wird,  wenn  der  bewegliche  Punkt 
von  einem  Punkte  und  der  Fläche  F^  gleichen  Abstand  haben 
soll.  Soll  die  Summe  der  Quadrate  der  Abstände  von  den 
k  Flächen  constant  sein,  so  ist  die  Ordnung  der  von  dem  Punkte 
beschriebenen   Fläche   2(m,+ii, +r,)(m,-ffi3+r,)...(mjb+wjt+rfc). 

Seht. 


Neunter  Abschnitt 

Analytische  Geometrie. 

Gapitel  1. 
Lehrbücher,  Coordinaten. 

G.  Salmon  Qnd  W.  Fiedler.  Analytische  Geometrie 
der  Kegelschnitte  mit  besonderer  BerttcksicbtigaDg 
der  neueren  Methoden.    5^®  umgearbeitete  Aufl.  Teil  II. 

Leipzig.  Tevboer.  XX,  433-809  S.  gr.  8^ 

Dieser  zweite  Teil,  welcher  die  Gapitel  XIV  bis  XXII  ent- 
hftlt,  beschftftigt  sich  zunächst  mit  linearen  Systemen  von  Kegel- 
schnitten  (XIV),  mit  den  projectivisehen  Eigenschaften  (XV),  mit 
speciellen  homogenen  Oleichungsformen  (XVI),  mit  der  aIlg^ 
meinen  Gleichungsform  (XVII),  mit  der  Invariantentheorie  binirer 
Formen  (XVIII)  und  der  Invariantentheorie  der  Kegelschnitte 
(XIX).  Besonderes  Interesse  bietet  das  XX.  Gapitel  dar,  in  welehem 
die  analytischen  Grundlagen  der  Metrik  behandelt  werden.  Dareh 
dieses  Gapitel  wird  einerseits  in  mehr  praktischer  Hinsicht  der 
Uebergang  von  metrischen  zu  allgemeinen  Relationen  und  umge 
kehrt  vermittelt,  andererseits  wird  auf  eine  sehr  zweckmässige 
Weise  ein  Uebergang  zu  den  theoretischen  Untersuchungen  der 
absoluten  Geometrie  gewonnen,  bei  welcher  die  euklidische 
(parabolische)  Geometrie  als  specieller  Fall  erscheint,  und  ihr 
Zusammenhang  mit  der  elliptischen  Geometrie,  als  deren  Reprä- 
sentant in  gewissem  Sinne  die  Sphärik  angesehen  werden  kann. 
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und  mit  der  hyperbolischen  sich  in  sehr  anschaulicher  Weise  er- 
giebt.  Es  ist  freilich  bei  dieser,  wie  bei  vielen  anderen  Darstellungen 
des  Gegenstandes,  darauf  hinzuweisen,  dass  jede  Einführung  in 
die  absolute  Geometrie,  welche  sich  auf  Rechnungen  stützt,  deren 
Grundlagen  ohne  die  euklidische  Geometrie  nicht  aufrecht  zu 
erhalten  sein  dürften,  theoretisch  nicht  vollständig  befriedigt, 
dass  vielmehr  eine  theoretisch  befriedigende  Einführung  in  die 
Elementargeometrie  gehört  und  nicht  durch  Rechnung,  sondern 
durch  genaue  Prüfung  und  sorgfältige  Formulirung  der  Axiome 
geschehen  muss,  worauf  gerade  die  Studirenden  immer  wieder 
aufmerksam  gemacht  werden  mOssten. 

Die  beiden  letzten  Capitel  bandeln  von  den  reciproken  Ver- 
wandtschaften (XXI)  und  von  der  Methode  der  Projection  (XXII). 
Die  bekannten  Vorzüge  des  Buches,  welche  in  grosser  Vielseitig- 
keit, klarer  Darstellung  und  beständiger  Verknüpfung  der  allge- 
meinen Theorien  mit  einfachen  Anwendungen  und  Beispielen  be- 
stehen, treten  auch  in  der  neuen  Bearbeitung  *  auf  das  vorteil- 
hafteste hervor.  A. 


H.  Ganter  und  F.  RuDio.  Die  ElemeDte  der  analyti- 
schen Geometrie  der  £bene.  Zum  Gebrauch  an 
höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium  dar- 
gestellt und  mit  zahlreichen  Uebungsbeispielen  ver- 
sehen.    Leipzig.  B.  O.Teaboer.  YIII.  u.  166  S.  gr.8<>. 

In  diesem  Buche  sind  die  Hauptlehren  der  ebenen  analyti- 
schen Geometrie,  soweit  sie  sich  auf  den  Punkt,  die  Gerade, 
den  Kreis  und  die  Kegelschnitte  beziehen,  gegeben.  Es  sind 
von  vorne  herein  bestimmte,  einem  ersten  Studium  entsprechende 
Grenzen  eingehalten;  es  fehlt  z.  B.  die  Discussion  der  allge- 
meinen Gleichung  zweiten  Grades  mit  zwei  Veränderlichen.  Da- 
fQr  ist  aber  das  Gegebene  in  sich  abgeschlossen,  streng  wissen- 
schaftlich und  sehr  deutlich  dargestellt,  so  dass  das  Buch  sehr 
gut  als  Grundlage  des  Unterrichts  in  der  analytischen  Geometrie 
der  Ebene  auf  einem  Gymnasium  oder  Realgymnasium  dienen 
kann.     Zahlreiche  Uebungsbeispiele   tragen   zum  besseren  Ver- 


fliadBif  oad  znr  Dareharbcitoa^  des  Gaazcs  bei:  «och  ist  die 
iamere  AumUkttung  des  Boehes  g«t  lo  da»  djisadbe  sekr  wo^l 
zum  Gebraoeb  empfohlen  werde«  kann.  Ms. 


L.  ViGLiASK.      Ix^ciofies    de  geometria  analvtica.   Buaos- 

Ajr*:t. 

Dieci^'S  Werk  enthält  die  Vorleson^n  des  Verfassers  an  der 
UniTerhität  Ton  BaeDosAyres  in  den  Jahren  18S5  and  1886. 

Tl. 


Weitere  Lehrbfieher. 

F.  AscHiBRi.     Geometria  analitica   dello  spazio.    Miiano. 

Maoaale  Hoepli. 

S.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  690. 

J.  Gaset.     Tratado  de  geometria  analytica.    Buenos- Ayres. 

Spanische   Uebersetznng    von   Herrn  J.  Casej's  Analyticsl 

Geometry  durch  Herrn  Baibin,  Professor  an  der  Universität  von 

Buenos-Ayres.  Tx. 

<J.  M.  Gabutti  y  M.  R.  Monlleo.     Teorfas  de  la  nota- 

cion  abreviada,  dualidad  y  transformacion  de  figuras, 

sequidas   de    varios    apnntes   de    geometria  analitica. 

Madrid.  103  S.  u.  2  Taf. 

J.  VAN  H ENGEL.  Eine  Auswahl  aus  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene.     Pr.  Gymn.  Emmerich.  B.  M. 

A.  Imbbk  et  M.  Weill.  Cours  de  geom^trie  analytique, 
k  l'usage  des  candidats  k  TJ^ole  Centrale  et  k  TEcole 

Polytechnique.     Paris.  lOOO  S.  gr.  8«. 

J.  D.  RuNRLB.     Plane  analytic  geometry.     Boetoo. 

G.  Salmon.  Tratado  de  geometria  analitica  (Secciones 
conicas).     Traducido   de  la  6.  edicion  inglesa  por  L. 

de   la   Puente.      Ferrol.  XIV  u   578  s. 

H.  Sonnet  et  G.  Frontera.  ]&Mments  de  georaetrie 
analytique.     7®  M,     Paris.  758  s. 
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M.  ViPARBLLi.     Geometria  analitica  applicata  alle  arti. 

LibiO   I.     Torino.  82  S.  u.  12  Taf. 

H.  Westermann.     Die    analytische   Geometrie    auf   der 
Schule  und  das  Rechnen  mit  Hülfe  der  Logarithmen. 

Riga    VI  u    14t  S. 

P.  J.  HoLLMAN.     Verzameling  van  vraagstukken  op  het 
gebied    van    de  .analytische    meetkunde    der    ruimte. 

Derde  gedeelte.    Alkmaar.  H.  Coster  &  ZooD.  112  S. 

Fortsetzung  und  Schluss  des  früher  erwähnten  Werkes 
(Siehe  F.  d.  M.  XIX.  1887.  795).  Die  Aufgaben,  die  hier  ge- 
stellt und  gelöst  werden,  beziehen  sich  auf  Gleichungen  von 
Oberflächen   von  einem  höheren  als  dem  zweiten  Grade. 

G. 

P.  J.  HoLLMAN.     Verzameling  van  vraagstukken  op  het 
gebied  der  analytische  meetkunde  van  het  platte  vlak. 

Alkmaar.  Ooster  &  Zood.  170  8. 

Eine  Sammlung  von  100  Aufgaben  mit  ihren  Auflösungen 
über  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  mit  Hülfe  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung.  6. 


Fr.  Graefe.  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Raumes,  insbesondere  der  Flä- 
chen zweiten  Grades.  Für  Studirende  an  Universitäten 
und  technischen   Hochschulen  bearbeitet.    Leipzig.  Teab- 

Der.  XIV  a.  127  S.  gr.  8^ 

Die  Sammlung  besteht  aus  936  Aufgaben,  welche  sich  an 
die  Lehrbücher  von  Hesse  und  Salmon  anschliessen,  und  ist  nach 
ähnlichen  Gesichtspunkten  gearbeitet  wie  des  Verfassers  „Auf- 
gaben und  Lehrsätze  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Punktes, 
der  geraden  Linie,  des  Kreises  und  der  Kegelschnitte''  (F.  d.  M. 
XVII.  1885.  689).  Ausser  den  Zahlenbeispielen  zur  Einübung 
der  Begriffe  bestehen  die  ersten  796  Aufgaben   im  wesentlicheq 
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ans  Bolchen  S&tzen  und  Constraotioneiif  welche  im  Vortrage  fiber 
analytiBche  Geometrie  oder  in  den  ausführlicheren  Lehrbllehem 
erledigt  werden.  Als  selbständig  zu  bearbeitende  Aufgaben 
würde  eine  grosse  Anzahl  von  ihnen  zu  schwer  sein,  wie  s.  B. 
Nr.  523:  „Bestimme  den  Ort  der  Haaptkrfimmnngsmittelpunkte 
einer  Fläche  zweiten  Grades''.  Die  Lösnng  dieses  Problems  hat 
ja  mehrere  hochstehende  Mathematiker  beschäftigt  Was  Re- 
ferent aber  die  erste  Sammlung  bemerkte^  dass  nämlich  die  Fas- 
sung vieler  Aufgaben  der  Genauigkeit  ermangelte,  gilt  auch 
fflr  die  gegenwärtige.  Man  beachte  z.  B.  Nr.  599:  „Bestimme 
die  Tangentenebenen  eines  Hyperboloides  mit  einer  Mantelfläche, 
welche  die  Fläche  schneiden*'.  No.  653:  „Der  Schnitt  eines 
Ellipsoides  durch  die  Tangentenebene  des  Asjmptotenkegels 
eines  confocalen  Hyperboloides  ist  von  constanter  Länge".  Auf- 
gabe 292  verlangt  den  Nachweis  der  Existenz  der  beiden  Systeme 
von  Geraden: 

auf  dem  einschaligen  Hyperboloid.  Offenbar  ist  dies  aber  nur 
das  eine  System;  das  andere  ist  ausgelassen.  Lp. 


J.  KoEHLEK.     Exercices  de  gdoraätrie   analytique  et  de 
g^om^trie  supdrieure.      Questions    et  Solutions.      II* 

Partie.      G4omdtrie   de   Tespace.        Paris.     Qaathier  -  Villari 

et  Fils. 

Anzeige  des  ersten  und  des  zweiten  Teiles  dieser  Sammlung 
in  Darboux  Bull.  XII,.  158-163. 


Ch.  Brissb.  Recueil  de  probl^mes  de  g^omötrie  ana- 
lytiquCy  k  Tusage  des  classes  de  matb^matiques  spe- 
ciales. Solutions  des  probl^mes  donn^s  au  concours 
d'admission    k    Tf^cole  Centrale,    depuis  1862.      Fstib. 

GaDtbierVillarB  et  Fils. 
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E.  Jacquibr.  Application  de  la  gdom^trie  k  la  science 
des  nombres.  Interpretation  -  des  th^or^mes  et  des 
discussions   de  Talg^bre  dlömentaire  au  moyen  de  la 

gdoni^trie   des   COUrbes,  etc.      Paris.  Ganthier-Villars  et  Fils. 


E.  Lemoinb.      Des  syst^mes   de   eoordonndes  qui  ddter- 
minent    le    plus    simplement  un   point  par   une  con- 

Struction.     S.  M.  F.  Ball.  XVI.  162-172. 

Bei  seinen  BemQhungen,  einen  Punkt  in  der  Ebene  durch 
eine  einfachere  Construction  zu  bestimmen,  als  es  in  den  ge- 
bräuchlichen Coordinaten-Systemen  geschieht,  ist  der  Verfasser 
za  dem  folgenden  Systeme  gelangt:  Er  wählt  drei  feste  Punkte 
A^  Bf  C,  zieht  CA  und  CBj  verbindet  den  zu  bestimmenden  Punkt 
M  mit  A  und  B.  Schneiden  sich  nun  AM  und  CB  in  X,  BM  und 
AC  in  7,  so  werden  CX  und  CY  als  die  Goordinaten  des  Punktes 
M  betrachtet  Die  gerade  Linie  wird  in  diesem  System  durch 
eine  Gleichung  zweiten  Grades  dargestellt.  Rttcken  A  und  B 
resp.  auf  CA  und  CB  ins  Unendliche,  so  werden  CX  und  CY  die 
gewöhnlichen  cartesischen  Goordinaten  des  Punktes  Jlf.  In  ent- 
sprechender Weise  lässt  sich  das  cartesische  System  im  Raum 
erweitern.  F. 

V.  Gattoni.     Determinazione  di   un    punto  rispetto  ad 

altri   noti  di   posizione.      Caserta.  28  s.  mit  Taf. 


Fr.  Hofmann.  Parameterdarstellung  von  orthogonalen 
Substitutionen,  welche  identisch  umkehrbar  sind,  auf 
geometrischem  Wege.    Schiomiioh  z.  xxxiii.  381-384. 

Schneidet  eine  durch  den  Punkt  (abcd)  gehende  Gerade  die 
Fläche  F  =  «■  +  y*  +  »•  +  IT*  =  0  in  den  Punkten  (x,  y, »,  ir,) 
und  i^iVi^^i),  so  liefern  die  durch  (^,y, is, te>,)  und  (abcd)  aus- 
gedrOckten  Werte  der  Goordinaten  a;,,  y,,  2„  tr,  ein  System  von 
Ausdrucken,   deren  Quadratsumme   wieder  gleich  Null  ist.     Die 
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Wiederholung    dieser     Transformation    f&hrt    auf     die 
^11  ^n  ^11  ^1  zurück.     Setzt  man   (xyzw)    statt    {x^  y,  s,  tr^ 
(XYZW)  statt  (a?,y2 »,«?,),  so  ist  die  Gleichung 

X'+  r  +  Z'f  W^'  =  0 
bis  auf  einen  Factor  mit  F  =  0  identisch.  Hieraus  erg-ebei 
für  die  Coefficienten  dieser  Substitution  EigenschafteD,  k 
dieselbe  als  eine  inyolutorisch-orthogonale,  identisch  umkefa 
erscheinen  lassen.  Dieses  Resultat  wird  auf  n  VerJLndei 
ausgedehnt  und  (für  w  =  3)  aus  den  Hermite-Cayley'scheii 
mein  für  orthogonale  SubstitutionsCoefficienten  abgeleitet. 

Seh^. 

E.   Padova.      Sulla    teoria    delle    coordinate    carvili 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IVg.  369-376. 

Die  Theorie  der  krummlinigen  Coordinaten  Ton  Brioscfa/ 
die  der   Minimalfiächen   von   Beltrami    werden    ausgedehnt 
einen  krummen  dreidimensionalen  -Raum  und  allgemeine  Coi 
naten.    In  letzterer  Beziehung  wird  gefunden,  dass  die  parti 
Differentialgleichungen,    welche    die  Minimal-Flachen     und 
Flächen  relativer  Nullkrümmung  definiren,  bei   Anwendung 
Differentialparametern  dieselbe  Form  annehmen  wie   im  enkl 
sehen  Räume,  bezogen  auf  allgemeine  Parameter.  B. 


K.  Baer.     Parabolische  Coordinaten  in  der  Ebene  n 

im    Räume.       Pr.  Rg.  Frankfurt  a.  0. 

Diese  Arbeit  hat  den  Zweck,  eine  übersichtliche  und  sv§ 
matische  Darstellung  der  verschiedenen  Arten  parabolischer 
ordinaten  zu  geben,  den  Zusammenhang  dieser  mit  ande 
Coordinaten  zu  erläutern  und  verschiedene  vorteilhafte  Verw< 
düngen  derselben  in  der  Theorie  der  Abbildungen,  der  graphisch 
Darstellungen,  des  Potentials  u.  s.  w.  darzulegen.  Es  wecbse 
dabei  eigene  Untersuchungen  des  Verfassers  mit  den  Resultate 
anderer  Autoren,  namentlich  von  Holzmüller  und  Günther,  a 
Die  Definition  der  ebenen  parabolischen  Coordinaten  scblied 
sich  an  die  conforme  Abbildung    an.     Unter   den    weiterhin  ^ 
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IiaDdelten  Gegenständen  seien  hervorgehoben:  Der  Zasammen- 
hang  mit  elliptischen  und  Polarcoordinaten,  die  graphische  Dar- 
stellung der  Pythagoreischen  Dreieckszahlen,  die  Darstellung 
Tersehiedener  geeigneter  Curven  in  parabolischen  Coordinaten, 
die  Methode  der  Inversion  und  die  graphische  Darstellung  der 
Logarithmen  im  Anschluss  an  die  logocyklische  Garve.  —  Im 
Räume,  wo  drei  Systeme  orthogonaler  Flächen  zur  Verwendung 
kommen,  fällt  die  Coordinatenbestimmung  verschieden  aus  je 
nach  der  Art  der  zu  Grunde  gelegten  parabolischen  Flächen. 
Alle  diese  Fälle  werden  eingehend  diecutirt,  und  die  wichtigsten 
fundamentalen  Aufgaben,  namentlich  die  Bestimmung  von  Linien- 
und  Flächenelementen,  mittels  der  verschiedenen  Systeme  gelöst. 

Schg. 

H.  G.  Schulz.  Lemniskatische  Polarcoordinaten  mit 
ihren  Beziehungen  zu  den  gewöhnlichen  Polarcoor- 
dinaten   und   den    rechtwinkligen  Parallelcoordinaten. 

Pf.  Realprogymo.  Pillau.  29  S.  49  u.  1  Taf. 

Ist  ii>='ti+ti>  ein  Punkt  der  to-EhQue  und  »  =  x-\-iy  ein 
Punkt  der  is-Ebene,  so  entspricht  vermöge  der  Abbildung 

(nach  Holzmüller)  der  Schar  concentrischer  Kreise  um  den  Null- 
punkt der  tr-Ebene  eine  Schar  confocaler  Lemniskaten  n^^'  Ord- 
nung in  der  ;5-Ebene,  und  dem  Büschel  der  durch  den  Nullpunkt 
gehenden  Geraden  ein  Büschel  von  Hyperbeln  n*"  Ordnung.  Das 
Netz  gewöhnlicher  Polarcoordinaten  geht  also  durch  obige  Trans- 
formation in  ein  Netz  leroniskatischer  Polarcoordinaten  n^^'^  Ord- 
nung über.  Der  Verfasser  untersucht  nun  die  Eigenschaften 
dieser  Coordinaten  und  die  Lagen  der  Curven  für  die  Special- 
fälle fi  =  2,  3,  sowie  für  den  Fall,  dass  die  Brennpunkte  der 
Lemniskatenschar  ein  reguläres  n-Eck  mit  dem  Nullpunkt  als 
Mittelpunkt  bilden.  Auch  werden  u.  a.  die  gewöhnlichen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  nebst  ihren  Differentialen,  sowie  die  nach 
den  Brennpunkten  der  Lemniskaten  gehenden  Leitstrahlen  und 
deren  Neigungswinkel   gegen   die   Abscissenaxe  als   Functionen 
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der  lemniBkatischen  Polarcoordinaten  dargestellt.  Im  allge- 
meinsten Falle  lassen  sich,  wie  der  Verfasser  an  einem  Beispiele 
zeigt,  wenigstens  die  Gleichungen  der  Lemniskaten  and  Hyper- 
beln leicht  aufstellen.  —  Interessant  wftre  es  gewesen,  wenn 
Verfasser  mit  Hülfe  seiner  Rechnungen  die  schon  von  Hokmfliller 
und  Biermann  behandelten  SAtze  Ober  den  Zusammenhang  des 
Asymptotenschnittpunktes  der  Hyperbeln  n^'  Ordnung  mit  dem 
Schwerpunkte  der  Wurzelpunkte  (Brennpunkte)  auf  neuem  Wege 
bewiesen  und  Anregungen  in  dieser  Bichtung*  gegeben  hfttte. 
Die  Anwendungen  auf  Hydrodynamik,  Wärmelehre,  Elektro- 
dynamik und  Kinematik  conform  veränderlicher  Systeme,  in 
denen  der  eigentliche  Wert  dieser  Coordinaten  beruht,  hätten 
gleichfalls  Anlass  zu  fruchtbaren  Untersuchungen  gegeben. 

Schg. 


G.  HuMBBRT.     8ur  rorientation  des  syst^mes  de  droites. 

Americaa  J.  X.  258-281. 

Der  Begriff  der  „Orientirung**  eines  Systems  Ton  geraden 
Linien  rührt  von  Laguerre  her;  die  Fruchtbarkeit  und  Bedeutung 
dieses  neuen  Princips  für  die  Theorie  ebener  Curven  wird  durch 
die  vorliegende  ausserordentlich  elegante  Abhandlung  ins  hellste 
Licht  gesetzt. 

Laguerre  definirt:  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Systeme  von 
Geraden,  A  und  A\  gegeben  sind,  wenn  in  derselben  Ebene  eine 
feste  Ase  /f  beliebig  angenommen  wird,  wenn  endlich  die  Summe 
der  Winkel  zwischen  H  und  den  Geraden  des  Systems  A  sich 
von  der  analogen  Summe  fQr  das  System  A'  nur  um  ein  Viel- 
faches von  n  unterscheidet,  soll  gesagt  werden,  die  beiden 
Systeme  haben  „gleiche  Orientirung".  Diese  Eigenschaft  ist 
offenbar  unabhängig  von  der  Lage  von  H  und  hängt  nur  von 
den  Richtungen  der  gegebenen  Geraden  ab. 

Herr  Humbert  giebt  dieser  Definition  folgende*  interessante 
und  schärfere  analytische  Form:  Zu  den  n  Geraden  des  Systems 
A  seien  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  die  n  Parallelen 
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y  —  aix  =  0  (A  =  1,  2,  . . .,  «)  gezogen;  es  sei  ferner 

n 

f(a?,y)  =  n(y—aix), 

SO   kann   die    Orientirung    des    Systems    Ä    durch    den    Bruch 

J,     \',^  definirt  werden.    Mit   Leichtigkeit   ergiebt  sich  daraus 
A— 1,0 

das  Fundamentaltheorem:  Damit  ein  veränderliches  System  von 
n  Geraden,  dessen  Gleichung  einen  Parameter  rational  enthält, 
dieselbe  feste  Orientirung  behalte,  ist  nötig  und  hinreichend,  dass 
jedesmal,  wenn  eine  oder  mehrere  Geraden  des  Systems  durch 
einen  der  unendlich  fernen  Kreispunkte  der  Ebene  gehen,  eine 
eben  so  grosse  Zahl  anderer  Geraden  des  Systems  durch  den  an- 
dern Ereispunkt  gehen. 

Wenn  nun  unter  den  bisher  unbestimmt  gelassenen  Geraden 
fortan  Tangenten  algebraischer  Curven  verstanden  werden,  so 
bieten  sich  zwei  Hauptfragen  dar.  Einerseits:  Wie  muss  eine 
Familie  algebraischer  Gurven  beschaffen  sein,  damit  die  Systeme 
der  von  einem  festen  Punkte*  an  jede  einzelne  Curve  der  Fa- 
milie zu  legenden  Tangenten  dieselbe  Orientirung  haben?  An- 
dererseits: Wie  muss  eine  algebraische  Curve  beschaffen  sein, 
danait  das  System  der  von  einem  veränderlichen  Punkte  an  die- 
selbe zu  legenden  Tangenten  constante  Orientirung  habe? 

Der  Verfasser  verfolgt  zunächst  das  letztere  Problem;  es 
zeigt  sich,  dass  die  fragliche  Curve  ihre  sämtlichen  Brennpunkte 
im  Unendlichen  haben  muss.  Diese  Bedingung  wird  z.  B.  er- 
füllt von  allen  den  algebraischen  Bypocykloiden,  welche  ent- 
stehen, wenn  ein  Kreis  im  Innern  eines  grösseren  Kreises  rollt. 
Die  einfachste  derselben  ist  die  so  häufig  studirte  „Hypocykloide 
mit  drei  Spitzen *".  (Die  Literatur  über  dieselbe  giebt  u.  a. 
Perlewitz  im  Prog.  des  Sophien-Realgymnasiums  Berlin,  Ostern 
1890.)  Die  Tangenten-Eigenschaft,  welche  hier  auf  diese  Curve 
geführt  hat,  scheint  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein; 
sie  lässt  sich  in  Verbindung  bringen  mit  einem  bekannten  Re- 
sultat aus  der  Darstellung  mittels  elliptischer  Functionen,  auch 
liefert  sie  verschiedene  Sätze  ttber  umbeschriebene  Dreiecke  und 
Viereeke  der  Curve.    Der  fruchtbarste  von  diesen  lautet:  Durch 
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jede  Ecke  eines  der  Hypocykloide  umbeschriebenen  Dreiecks 
geht  eine  neue  Tangente  der  Carve;  die  drei  so  bestinmiteD 
Tangenten  bilden  ein  neues  Dreieck,  das  dem  ersten  ähnlich  ist. 
Hiervon  ausgehend,  kann  man  nämlich  die  Fragen  beantworten, 
ob  die  Reibe  der  auf  diese  Weise  abzuleitenden  Dreiecke  un- 
endlich ist,  in  welchen  Fällen  sich  schliesslich  eines  der  gefun- 
denen Dreiecke  auf  einen  Punkt  reducirt,  in  welchen  Fällen  die 
Reihe  periodisch  wird,  wobei  reine  und  unreine  Perioden  auf- 
treten können,  in  welcher  Weise  die  Reihe  rückwärts  fortgesetet 
werden  kann,  u.  s.  w. 

In  Verfolg  des  anderen  oben  genannten  Hauptproblems 
wird  man  sich  alsbald  auf  den  Fall  beschränken,  wo  die  Curven- 
Familie  den  Parameter  linear  enthält-,  man  bekommt  dann  Sätze 
über  die  Brennpunkte  einer  Schar  von  algebraischen  CurTcn 
n^^  Klasse,  Sätze,  welche  durch  die  Einführung  des  ebenfalls 
von  Laguerre  herrOhrenden  Begriffs  des  „ harmonischen  Centrums 
eines  Punktsystems  in  Bezug  auf  einen  andern  Punkt**  einer 
eleganten  geometrischen  Deutung  fähig  sind.  Wird  dabei 
n  =  2  angenommen,  so  hat  man  die  Schar  der  einem  Vierseit 
einbeschriebenen  Kegelschnitte;  der  Ort  ihrer  Brennpunkte  ist 
eine  kubische  Gurve,  welche  ausser  den  beiden  Kreispunkten 
noch  ihren  singulären  Brennpunkt  enthält,  d.  h.  ihre  Tangenten 
in  den  beiden  Kreispunkten  schneiden  sich  auf  der  Curve  selbst. 
Enthält  die  Schar  einen  Kreis,  so  hat  diese  kubische  Curve  dessen 
Mittelpunkt  zum  Doppelpunkt  und  wird  nach  Quetelet  „focale  a 
noeud^  genannt;  sie  tritt  auch  bei  einigen  die  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  betreffenden  Aufgaben  auf. 

Zum  Schluss  verspricht  der  Verfasser  eine  weitere  Arbeit, 
welche  die  Eigenschaften  des  harmonischen  Gentrums  der  Brenn- 
punkte von  Klassencurven  ausführlicher  behandeln  soll. 

R.  M. 

DoMSCH.     Ueber  die  Darstellung  des  Imaginäreu  in  der 

Geometrie.      Pr.  Realgymo.  Borna.  24 S.  4°. 

Nach  einer  kurzen    und    Übersichtlichen  Darlegung  der  Ge- 
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sichtspunkte,  nach  welchen  die  complexen  Grössen  in  der  Func- 
tionentheorie  und  in  der  analytischen  Geometrie  veranschaulicht 
werden,  giebt  der  Verfasser  im  Anschluss  an  die  einschlägigen 
Arbeiten  von  Lie  einen  Abriss  der  Theorie  der  Gleichungen 
zwischen  zwei  complexen  Variabein  mit  ebenfalls  complexen 
CoefBcienten  und  behandelt  demgemäss  der  Reihe  nach  imaginäre 
Punkte,  Geraden,  Liniencongruenzen,  Curven,  Doppelverhältnisse, 
allgemeine  Collineation ,  Correlation  und  Linieneomplexe.  Da- 
bei wird  von  dem  Principe  der  Uebertragung  von  Sätzen  der 
ebenen  Geometrie  in  solche  des  Raumes  umfangreicher  Gebrauch 
gemacht.  Schg. 

G.  Tarry.      Nouvel    essai   sur   la  gdomdtrie  imaginaire. 

Paris.  22  S. 

K.  Fraschigni.     La  geometria  immaginaria.   Bologna.  23  S. 


A.  Maier.     Die  in  einer  Ebene  darstellbaren  Ricbtungs- 

zahlen.      Pr.  Realgymn.  Karlsrohe.  56  S.  8^ 

Unter  Richtungszahlen  versteht  der  Verfasser  die  Zahlen, 
die  man  gewöhnlich  complexe  nennt,  die  also  durch  Strecken 
von  bestimmter  Länge  und  bestimmter  Richtung  repräsentirt 
werden  können.  Mittels  der  in  der  Statik  für  die  Zusammen- 
setzung von  Kräften  gebräuchlichen  Methoden  werden  Addition 
und  Sabtraction  der  Richtungszahlen  durchgefdhrt,  sodann  Pro- 
dacte  und  Potenzen  definirt  und  die  für  diese  Rechnungsaus- 
drflcke  geltenden  Gesetze  abgeleitet.  Eine  besondere  Behand- 
lung erfährt  der  specielle  Fall  der  imaginären  Zahlen.        F. 


G.  Feano.  Calcolo  geometrico  secondo  TAusdebnungs- 
lebre  di  H.  Grassmann  preceduto  dalle  operazioni 
della  logiea  deduttiva.     Tonno.  Bocca.  x  +  i7o  s. 

Wenn  das  neue  Buch    des   Herrn    Peano   durch  die  Grass- 
mann^schen  Ideen  angeregt  worden   ist,   so   ist  es  dennoch  von 

Foftaebr.  d.  Math.  XX.  S.  44 
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einer  Bolchen  Originalit&t,  dass  es  nimmermehr  als  eine  neae 
Darstellung  der  Aosdebnangslehre  bezeichnet  werden  darf.  Wir 
begrflssen  seine  Veröffentlichung  nicht  nnr  deshalb  mit  FVeades, 
weil  es  einen  wirklichen  Zuwachs  der  mathematischen  Literatur 
ausmacht,  sondern  auch  weil  es  zur  Verbreitung  der  Methoden 
dienen  wird,  welche  in  Grassmann's  Werken  verborgen  liegen.  Wir 
versuchen  es,  im  folgenden  eine  Vorstellung  vom  Inhalte  zu  geben. 

Die  geometrische  Rechnung  ist  ein  System  von  Operationen, 
die  denen  der  algebraischen  Rechnung  analog  sind,  aber  an 
geometrischen  Gebilden  ausgeführt  werden.  Nachdem  der  Ver- 
fasser zunächst  einige  Definitionen  und  die  Elemente  der  Inhalts- 
berechnungen  erörtert  hat,  giebt  er  die  Idee  der  „Formationen'' 
erster,  zweiter  und  dritter  Art  und  der  „Masse**  einer  FormatioD; 
darauf  zeigt  er,  wie  die  Formationen  jeder  Art  unter  einander 
addirt  und  mit  Zahlen  multiplicirt  werden  können,  wie  man  aus 
zwei  beliebigen  eine  dritte  erzeugt,  die  man  fortschreitendes 
Product  oder  projicirende  Formation  von  einander  nennt 

Eine  geometrische  Formation  kann  auf  eine  einfache  charak- 
teristische Form  gebracht  werden;  die  Bestimmung  dieser  Form 
ist  eine  Aufgabe,  deren  Wichtigkeit  auf  der  Hand  liegt  und  die 
von  Herrn  Peano  fbr  jede  Art  in  den  Capiteln  II,  III  und  IV 
seines  Werkes  gelöst  wird. 

Zwischen  drei  auf  einer  Geraden  liegenden  Formationen 
erster  Art,  zwischen  vier  in  einer  Ebene  liegenden  Formationeo 
zweiter  A.rt  und  zwischen  fUnf  räumlichen  Formationen  dritter 
Art  besteht  eine  Beziehung;  es  folgt  ein  Verfahren,  um  mit  Htllfe 
von  Coordinaten  die  Formationen  der  verschiedenen  Arten  einer 
Geraden,  der  Ebene  und  des  Raumes  zu  bestimmen.  Nebenbei 
erörtert  der  Verfasser  das  System  der  Vectoren  der  Ebene  oder 
des  Raumes  und  erhält  dadurch  die  Grundgleichungen  der  ebenen 
und  sphärischen  Trigonometrie. 

Die  eben  skizzirten  Untersuchungen  bilden  die  Basis  eines 
neuen  Systems  der  analytischen  Geometrie,  welches  die  cartesische 
in  sich  fasst.  Herr  Peano  beleuchtet  ihre  Methoden  durch  eine 
grosse  Anzahl  interessanter  Beispiele  und  geht  dann  darauf  ans, 
sie  der  Behandlung   der    Fragen  der   infinitesimalen    Geometrie 


i 
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dienstbar  zu  machen.  Zu  diesem  Zwecke  beginnt  er  mit  der 
genauen  Definition  der  Grenze  eines  Volumens  oder  einer  For- 
mation und  verallgemeinert  demnach  die  gewöhnlichen  Regeln 
zur  Orenzberechnung;  hierauf  dehnt  er  die  Definitionen  und 
die  S&tze  der  Infinitesimalrechnung  auf  die  veränderlichen  geo- 
metrischen Formationen  aus;  endlich  wendet  er  diese  Ergebnisse 
auf  den  Beweis  der  hauptsächlichsten  infinitesimalen  Eigen- 
schaften erster  Ordnung  bei  Curven  und  Oberflächen  an. 

Die  Prüfung  der  Systeme,  die  von  den  Vectoren  der  Ebene 
oder  des  Raumes,  oder  von  den  auf  einer  Geraden,  in  der  Ebene 
oder  im  Räume  liegenden  Formationen  einer  bestimmten  Art  ge- 
bildet werden,  zeigt,  dass  zwischen  ihnen  eine  auffällige  Analogie 
besteht,  und  dass  diese  Systeme  (die  Herr  Peano  lineare  nennt) 
gerade  alle  dadurch  charakterisirt  werden,  dass  man  für  jedes 
derselben  die  Gleichheit  zwischen  zwei  Elementen  des  Systems 
und  ihre  Summe,  ferner  das  Product  eines  Elementes  des 
Systems  mit  einer  ganzen  Zahl  definiren  kann,  und  schliesslich 
kennt  man  ein  gewisses  Wesen,  0  genannt,  dessen  Product  mit 
jedem  Elemente  des  Systems  gleich  0  ist.  Auf  diese  Systeme  kann 
man  die  obigen  Untersuchungen  über  die  Vectoren  und  die  For- 
mationen anwenden.  Die  Untersuchungen  des  Herrn  Peano  über 
die  Transformationen  der  linearen  Systeme  sind  einer  besonderen 
Erwähnung  wert  wegen  ihrer  Allgemeinheit;  ihr  Nutzen  wird 
ausserdem  durch  die  hübschen  Anwendungen  bewiesen,  welche 
der  Verfasser  davon  auf  die  Geometrie  macht. 

Als  Einleitung  zu  seinem  schönen  Buche  bat  Herr  Peano 
eine  Darstellung  der  Principien  der  Logik  gewählt,  um  sich  ihrer 
als  eines  Mittels  zur  Vereinfachung  zu  bedienen.  Wir  können 
nicht  umhin,  unsere  Befriedigung  über  diese  Neuerung  auszu- 
sprechen, durch  welche  dieser  so  interessante  Zweig  der  exacten 
Wissenschaften  (wie  bisher  bloss  in  England  und  Deutschland) 
cam  Gemeingute  der  italienischen  Lesewelt  wird.  Herr  Peano 
bat  bei  seiner  Darstellung  das  Buch  des  Herrn  Schröder  ^Der 
Dperationskreis  des  Logikkalküls *"  zum  Führer  genommen;  doch 
tiat  er  den  Inhalt  desselben  zugänglicher  gemacht,  und  zwar  durch 
3ine  geringere  Gedrängtheit,    durch   gut  gewählte  Beispiele  und 

44* 
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durch  Beschränkung  auf  das  Wesentlichste.  FQr  sehr  glücklich 
halten  wir  die  EinfQhrung  neuer  Symbole  zur  Bezeichnung  Ton 
„nichts''  und  „alles*'  an  Stelle  der  von  Boole  yorgeschlageDeD 
und  von  Herrn  Schröder  angenommenen  Zahlen  0  und  1;  das- 
selbe gilt  ttber  die  Bezeichnung  (:r,  y,  s,  . . .) :  a  zur  Darstellung 
der  Klasse  derjenigen  Gebilde,  welche  den  Bedingungssatz  a  be- 
friedigen. Zum  Schlüsse  wollen  wir  bemerken,  dass  der  Ver 
fasser  neue  Charaktere  zur  Darstellung  der  logischen  Operationen 
der  Addition  und  Multiplication  gebraucht  hat;  er  bedurfte  nämlich 
der  Anwendung  der  Zeichen  +  und  X  in  ihrer  gewöhnlicheo 
(arithmetischen)  Bedeutung.  La.  (Lp.) 

H.  Grassmann.     Anwendung  der  Ausdehnungslebre  anf 
die  allgemeine  Theorie  der  Raumcurven  und  krummen 

Frächen.      II,    1.     Pr.  Halle  a.  S.  58  S.  4«. 

Die  Fortsetzung  der  Arbeit,  Ober  deren  ersten  Teil  in  F. 
d.  M.  XVIII.  1886.  658  berichtet  wurde,  bringt  die  allgemeine 
Theorie  der  krummen  Flächen  in  der  damals  charakterisirteo 
vereinfachten  Darstellung.  Vorausgeschickt  ist  in  dem  fQr  diesen 
Zweck  erforderlichen  Umfange  ein  Abriss  der  Determinanten- 
theorie  in  der  bekannten,  durch  Anwendung  der  äusseren  Malti- 
plication  vereinfachten  Gestalt.  Die  Gleichung  einer  Fläche  er- 
scheint in  der  Form 

wobei  X  =  OP,  0  ein  fester,  P  ein  auf  der  Fläche  beweglicher 
Punkt  ist,  und  d-,  w  zwei  variable  Zahlgrössen  bedeuten.  Die 
Gleichungen  &  =  const.,  w  =  const.  bestimmen  auf  der  Fläche 
zwei  Curvenscharen,  und  fttr  das  zwischen  zwei  unendlich  nahen 
Curvenpaaren  i2  und  i2j,  0  und  0,  eingeschlossene  „Mascheo- 
feld*'  des  Punktes  x  ergiebt  sich  der  Ausdruck 

Auf  dieser  Grundlage  werden  nun  zuerst  die  analytischen  Aus- 
drücke entwickelt  fflr  Tangentialebene,  Flächennormale  und 
Bogenelement  einer  auf  der  Fläche  liegenden  Curve.     Die  Kröm- 


J 
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mung  einer  Curve  in  einem  Punkte  x  wird  definirt  als  Bruch, 
dessen  Nenner  das  an  jenen  Punkt  angrenzende  Bogenelement 
ds^  dessen  Zähler  dt  die  mit  Hülfe  der  Hauptnormalen  auf  einer 
Kugel  vom  Radius  1  hergestellte  Abbildung  von  ds  ist.  Ersetzt 
man  Bogenelement  und  Hauptnormale  durch  Flächenelement  und 
Flächennormale,  so  erhält  man  das  Krümmungsmass  k  der 
Fläche  im  Punkte  x.  Dieses  Krümmungsmass  wird  auf  sechs 
verschiedene  Arten  analytisch  ausgedrückt,  wobei  sich  auch  die 
Bedingungen  der  Abwickelbarkeit  zweier  Flächen  auf  einander 
in  sehr  einfacher  Weise  ergeben.  Schliesslich  werden  die  Be- 
ziehungen des  Krümmungsmasses  der  Fläche  zu  den  Krümmungen 
ihrer  ebenen  Schnitte  (schiefer,  Normal-  und  Hauptschnitte)  er- 
örtert und  in  einer  Reihe  von  Sätzen  niedergelegt.        Schg. 

E.   W.  Hyde.      Geometrie    division    of    non    congruent 

quautities.     Annals  of  Math.  IV.  9-18. 

Von  der  geometrischen  Division  hat  Orassmann  in  der  „Aus- 
debnungslehre  von  1844''  nur  die  allgemeinen  Umrisse  gegeben. 
In  obiger  Arbeit  wird  diese  Theorie  eingehender  und  auch  in 
anderer  Richtung  behandelt,  als  in  der  vom  Verf.  nicht  citirten 
Ausdehnungslehre  von  1862.  Es  werden  nämlich  nach  einer 
kurzen  Darlegung  der  Bedeutung  von  reciproken  Werten  der 
Punktproducte  die  Quotienten  zweier  Punkte,  Linienteile  und 
Flächenteile  untersucht.  Wie  der  Quotient  zweier  Punkte,  t 
(identisch  mit  der  vom  Ref.  in  seiner  „Raumlehre*^  II.  S.  75 
definirten  Grösse  ^),  als  Factor  oder  Operator  einen  Punkt  in 
einen  andern  verwandelt,  so  die  Grösse  z — 1  einen  Punkt  in 
eine  Strecke,  und  der  Drehungsfactor  (t,— 1)  :(Tj— 1)  =  t>  (iden- 
tisch mit  i^j  „Raumlehre^  I.  S.  49)  eine  Strecke  in  eine  andere. 
Mittels  dieser  Theorie  können  Curven  und  ihre  Tangenten  in 
besonders  einfacher  Weise  durch  Gleichungen  ausgedrückt  wer- 
den. Gelegentlich  der  Betrachtung  von  Drehungen  im  Räume 
charakterisirt  der  Verf.  treffend  die  Vorzüge  der  Ausdehnungs- 
lehre vor  der  Quaternionentheorie.  Durch  reciproke  Betrach- 
tungen  ergeben    sich    die    Eigenschaften    der    Linienquotienten, 
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durch  Erweiterung  die   der  Quotienten    von   zwei  Flächen    aod 
von  zwei  Punktproducten  mit  verschiedener  Dimensionenzahl. 

Scbg. 

C.  H.  Chapman.     On  soine  applications  of  tke  units  of 

an    n-fold   space.      American  J.  X.  225-242. 

Um  das  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  tod 
höherer  als  dritter  Ordnung  mittels  der  Quaternionen-RechnuDg 
beweisen  zu  können,  fügt  der  Verf.  den  Hamilton'schen  Sym- 
bolen S  und  V  ein  neues  Symbol  Wk  hinzu,  in  welchem  jene  als 
specielle  Fälle  enthalten  sind.  Das  System  der  Hamilton'schen 
drei  Einheiten  mit  ihrer  Beziehung  auf  den  dreidimensionaleo 
Baum  wird  auf  n  Einheiten  im  n-dimensionalen  Raum  erweitert, 
und  die  Beziehungen  dieser  Einheiten  zu  einander  werden  fest- 
gestellt Diese  Erweiterung  erweist  sich  über  den  urspr&ng- 
liehen  Zweck  hinaus  fruchtbar  und  giebt  dem  Verf.  Gelegenheit 
zu  weiteren  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  Determinanteo 
und  der  linearen  Differentialgleichungen  n^'  Ordnung.  Leider  ist 
der  Gedanke  jener  Erweiterung  nicht  neu;  denn  die  n  Einheit^ 
des  Verfassers  sind  identisch  mit  denen  Grassmann's,  and  das  Sym- 
bol wjt  hat  genau  die  Wirkung  der  äusseren  Multiplication.  Äoeli 
die  Anwendungen  auf  Determinanten  sind  bekannt.  Scbg. 


C.  H.  KuMMBLL.      On    some    fundamental    theorems  of 
mensurations    in    one,     two    and    three    dimensions. 

AnnaU  of  Math.  IV.  129-134. 

Das  Volumen    eines  Oktaeders   ist  in  rechtwinkligen  Coor> 
dinaten  der  Ecken  durch  die  Formel  ausgedrückt: 


31 


y.— y«,   »5— y»i  y4-»i 


Hierzu  sind  analog  die  Formeln  für  den  Inhalt  eine«  Vier- 
ecks und  die  Länge  einer  Strecke,  welche  man  aus  der  obigen 
durch  jedesmalige  Verminderung  der  Determinante  um  die  letzte 
wagerechte  und  senkrechte  Reihe  und  bezw.   durch  Vorsetzung 
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der  FactoreD  t^t  und  -tt   erhält.     Durch   ZusammeDfallen    von 

2!  1! 

Ecken  kann  aus  dem  Oktaeder  ein  Tetraeder,  aus  dem  Viereck 
ein  Dreieck  werden.  Die  Gebilde  der  Reihe:  Strecke,  Viereck, 
Oktaeder  sind  die  einzigen,  deren  Inhalt  durch  eine  einzige 
Determinante  darstellbar  ist.  Der  Verf.  hätte  die  obige  Formel 
auf  die  mit  diesen  Gliedern  beginnende  Reihe  der  mehrdimen- 
sionalen Gebilde  ausdehnen  können.  Schg. 


G.   PlaRR.       On  the  rootS  of  «^  =  —  1,       Bdinb.Proc.  XV.  93-96. 

£nthält  allgemeine  Erörterungen  hinsichtlich  der  Vectoren- 
rechnung  und  bezieht  sich  auf  einen  früheren  Aufsatz  in  den 
Edinb.  Trans.  XXVII.  175  -  202  und  besonders  auf  die  darin 
niedergelegte  Ansicht  über  die  Symbole  ü,  «;,  ik,  ji^  u.  s.  w. 

Cly.  (Lp.) 


J.  J.  Sylvester,  8.  Sircom.     Solution  of  question  7740, 

Ed.  Times  XLVIII.  23-24. 

Ist  px*+qx-{-r^O  eine  Gleichung  in  Matrizen  von  der 
zweiten  Ordnung  oder  in  Quaternionen,  so  folgt  aus  Hamilton's 
Untersuchungen  (Lectures  on  qüaternions,  S.  631  ff.) »  ^^^^  diese 
Gleichung  im  allgemeinen  sechs  Wurzeln  hat;  die  Anzahl  der- 
selben geht  auf  vier  zurück,  wenn  eine  einzige  gewisse  einfache 
Gleichung  durch  die  Elemente  der  Matrizen  p,  9,  r  befriedigt 
wird.  Ist  diese  Bedingung  für  ein  beliebiges  System  von  Ma- 
trizen p,  q,  r  erfüllt,  so  wird  sie  auch  durch  drei  beliebige  homo- 
gene lineare  Functionen  von  p,  9,  r  befriedigt.  Lp. 


J.  Hahn.     Ueber  Aequipollenz    und    ihre    Anwendung. 

HoffmaDo  Z.  XIX.  1-9. 

Verfasser  will  zum  Studium  des  1887  erschienenen  Buches: 
„Theorie  et  applications  des  dquipollences"  von  Laisant  anregen, 
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entwickelt  dazu  die  wichtigsten  Punkte  der  in  diesem  Buche 
behandelten  Theorie  und  zeigt  an  einigen  Beispielen  deren  viel- 
seitige Anwendung  in  der  elementaren  Geometrie.  Lg. 


A.  Favaro.     Intorno  ad  alcane  applicazioni  snl  metodo 
delle  eqaipollenze.    Ven.  Ist  Atti.  (6)  VL  205-2ii. 

Bericht  Aber  Laisanfs  Arbeit:   Theorie  et  applications  des 
«quipoUences  (s.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  693).  Schg. 


C.  A.  Laisant,  Papelibr.     Solution  des  qnestions  237 

et  238.      Joarn.  de  Math.  sp^o.  (3)  II.  23-24,  «6-68. 

Es  sei  OX  eine  feste  Gerade,  ferner  0A^^  OA^j  ...,  OJ« 
eine  Reihe  von  Strahlen,  die  mit  OX  die  Winkel  a,  2a,  ...,  im 
einschliessen;  0A[^  0^1',,  ...,  OA^  eine  zweite  Reihe  von  Strah- 
len unter  den  Winkeln  a+i'^f  2a-f  i^)  •••»  i^+i^  gegen  OX; 
OCj,  OC^y  ...,  OCn  Strecken  von  der  Länge  cosfr,  cos2b, ...,  cosnb 
bezw.  auf  OA^^  OA^^ . . .,  OAn]  endlich  0S„  OS^, . . .,  05«  Strecken 
von  der  Länge  sinb,  sin 26, ...,  sinnb  bezw.  auf  0A\^  Oii'„ ...,  OAi^. 
Man  bezeichne  nun  den  Schwerpunkt  der  Punkte  Q  mit  C,  den 
der  Punkte  S»  mit  S,  den  Mittelpunkt  von  SC  mit  M.    Dann  ist 

siD^yg(o~6)  sinifi(a+fr)    . 

"  fisini(fl-6)  '  "■    2n8inKa+6)  ' 

SC  schliesst  mit  OX  den  Winkel  i(»i+l)(a-6)  ein,  WinkellTOJ 
ist  gleich  ^(n+l^^a+h).  Diese  von  Herrn  Laisant  gestellte  Auf- 
gabe wird  Ton  Hrn.  Papelier  mit  Hülfe  der  Quatemionen  gelöst. 

Lp. 
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Capitel  2. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Guryen. 

M.  d'Ocagne.  Remarques  snr  la  göom^trie  infinitesi- 
male des  courbes  planes,  formules  fondamentales, 
application   k  la  d^termination  de  certains  rayons  de 

COUrbure.      Joam.  de  Math.  spöc.  (3)  II.  25-28,  49-51,  78-76,  97-98, 
121-123. 

Man  bezeichne  eine  Gurre  durch  einen  zwischen  Klammern 
gesetzten  Buchstaben  (i(),  einen  Punkt  auf  dieser  Gurre  durch 
Af  ein  von  dem  Punkte  auf  der  Gurve  ausgehendes  unendlich 
kleines  BogenstUck  durch  d(A)^  den  Contingenzwinkel  des  Bogen- 
elementes  durch  e(Ä).  Zwei  Curven  (^1)  und  (C)  seien  ge- 
geben. Zwei  unendlich  nahe  Tangenten  CA  und  CA'  von  (C) 
schneiden  aus  {A)  das  BogenstQck  d(A)  heraus  und  bilden  den 
unendlich  kleinen  Winkel  «(C).  Schneiden  sich  die  Normalen 
beider  Curven  in  a,  so  ist  d(A)  =  Aa.  e(C).  Ist  B  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  AC  mit  einer  anderen  Gurve  (fi),  so  folgt 
ebenso  d{B)  =  Bb  .  e{C).    Mithin 

d(A)  __  Aa 
d(B)  ■"  Bb  ' 
eine  Formel,    die  man   in  die  Newton'sche  transformiren  kann: 

d(A)  _  AT.AC 
d(B)  ^  BT.BC 
wenn  7  den  Schnittpunkt   der  Tangenten  der  Curven  (A)  und 
(B)  bedeutet.    Hat   AB  eine   feste   Richtung   (d.  h.  hat  AB  als 
Enveloppe  den  Punkt  im  Unendlichen),  so  ist  AC  =  BC  und 

d(A)  __  AT 

d(E)  ""  BT' 
Sind  A  und  B  derartig  von*  einander  abhängig,  dass  Winkel  AOB 
constant  ist,  während  0  einen  festen  Punkt  bedeutet,  so  ist  a  der 
Schnittpunkt  der  Normale  zu  AO  in  0  mit  der  Normale  von  {A) 


} 
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in  A\  also  d{A)  =^  Äa.a(P)]  Ähnlich  d(B)  =  Bb.s^{0).  Aber 
«(0)  =  «,  (0)  wegen  der  Constanz  von  ÄOB,  mithin 

d(A)  _  Aa 
d{S)  "■  Bh  ' 
Der  onendlich  kleine  Zuwachs  der  Sehne  AB  ist  gleich  der 
Summe  der  Projectionen  von  d{A)  and  d{B)  auf  diese  Sehne, 
daher  dAB  =  ab  .  t{C).  (Ist  AB  constant,  so  ist  also  ab  =  0.) 
Ist  D  der  Punkt,  in  welchem  AB  eine  neue  Gurve  (l>)  schneidet, 
so  ist  auch  dAD  =  ad ,  «(C),  folglich 

rfilB        ab 
dAD  ""  orf' 
FQr  eine  constante  Richtung  von  AB  ist  daher: 

dAB  _  AB    AH' 
dAD  "  AD^  AH  ' 
wenn  H  und  H'  die  Projectionen   des   Schnittpunktes   der   Tan- 
genten von  (A)  und  (B%  bezw.  von  (A)  und  (/))  auf  /!£  sind. 

Von  dem  Punkte  A  der  Curve  (1)  ziehe  man  die  Tangenten 
AC  und  ilC,  an  die  Curven  (C)  und  (C,),  so  ist 

d(i4)  =  ila  .  «(C)  =  ila,  .  e(C,), 
also 

c(C)    ^  i<a, 
€(C,)         ila  ' 
Bilden  ^IC  und  AC^  den  Winkel  9),  so  wird  endlich 

Von  diesen  Formeln,  die  Herr  d'Ocagne,  wie  er  bemerkt,  schon 
seit  sieben  Jahren  in  einer  Reihe  von  Arbeiten  benutzt  hat. 
macht  er  in  der  gegenwärtigen  Anwendungen  auf  die  von  Herrn 
Laisant  bebandelteu  16  Transformationen  (Sur  les  rayons  de 
courbure  des  courbes  planes,  Nouv.  Ann.  (2)  XIII,  F.  d.  M.  VI. 
1874.  410).  Lp. 

M.  d'Ocagne.  Sur  dertaines  courbes  qu'on  peut  ad- 
joindre  aux  courbes  planes  pour  rdtude  de  leura  pro- 
pri^t^s  infinitesimales.     American  J.  xi.  00-70. 

Sei  M  der  erzeugende  Punkt  einer  beliebigen  ebenen  Curre  c 
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0  und  P  Punkte  ihrer  Ebene.  Die  Parallele  PH  mit  der  Nor- 
male von  c  in  M  schneide  die  Gerade  OM  in  H,  und  die  Curve 
n  sei  der  Ort  des  Punktes  B.  Diese  Curve  dient  dazu,  die 
charakteristischen  Gebilde  von  c,  Tangente,  Normale,  Krümmung 
u.  8.  w.,  zu  ermitteln  und  zu  construiren.  Sie  geht  durch  die 
Fusspunkte  der  von  P  auf  c  gefällten  Normalen,  hat  zu  Asymp- 
toten die  Normalen  durch  0  und  geht  durch  die  Schnittpunkte  des 
Kreises,  dessen  Durchmesser  OPy  mit  den  Tangenten  aus  0  an  c. 
Es  wird  bald  zur  inversen  Aufgabe,  c  aus  n  zu  bestimmen,  über- 
gegangen, diese  erst  allgemein  gelöst,  dann  auf  die  Fälle,  wo  n 
Gerade,  Kreis  u.  s.  w.  ist,  angewandt,  woraus  viele  Sätze  über 
Kegelschnitte  hervorgehen.  Ferner  wird  statt  n  eine  andere 
Curve  t  zugezogen,  indem  statt  der  Parallele  mit  der  formale 
die  Parallele  mit  der  Tangente  eintritt.  Es  zeigt  sich  aber,  dass 
die  mittels  t  zu  lösenden  Aufgaben  sich  auf  die  mittels  n  ge- 
lösten reduciren.  H. 


M.  d'Ocagne.     Determination  du  rayon  de  courbare  de 
la  courbe  integrale.     Nouv.  Ann.  (3)  Vll.  438-442. 

Wenn  eine  Curve  K^  auf  zwei  rechtwinklige  Axen  OX  und 
OY  bezogen,  die  Gleichung  hat: 

y  =  qp(«)i 

so  heisst  Integralcurve  von  K  eine  Curve  J,  deren  Gleichung 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Es  wird  nun  hier 
der  Krümmungsradius  von  J  durch  Construction  hergeleitet,  und 
zuletzt  der  Fall  betrachtet,  in  welchem  K  eine  gerade  Linie,  also 
J  eine  Parabel  ist.  Mz. 

G.  DE  L0N6CHAMP8.      Une    ddmonstratiou    du   th^or^me 
fundamental  des  döveloppöes.    J.  de  Math.  sp^c.  (3)  ll  109-111. 

Der  Satz,  dass  der  Bogen  der  Evolute  gleich  der  Diflferenz 
der  in  den  Endpunkten  berührenden  Normalen  der  Stammcurve 
ist,  wird  vom  Verfasser   bewiesen,    indem    er  in  der  Gleichung 
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der  Tangente  y  =i  mx  +  d  iie  Grösse  0  als  Function  des  Para- 
meters m  ansieht.  Lp. 

E.  Cbsaro.     D^veloppantes  du  point.    Mathesis  vili.  36-3^ 

Man  kann  die  cartesische  Gleichung  einer  durch  ihre  natür- 
liche Gleichung  q  =  f  (#)  gegebenen  Curve  (s  =  Bogen,  q  =  Krfim- 
mungsradius)  durch  Benutzung  der  Beziehungen  erhalten 

ds  =  QdO^  dx  =  qOiO^OdO^  dy  =  ^sinddd, 

wenn  0  den  Winkel  der  Tangente  mit  der  x-Axe  bedeutet.  Be- 
zeichnet man  die  auf  einander  folgenden  Ableitungen  tou  q 
nach  0  mit  ^,,  („  (,,  . . .,  («,  wodurch  zugleich  die  Erflmmanga- 
radien  der  auf  einander  folgenden  Evolventen  bekannt  sind, 
setzt  ferner 

so  findet  man  nach  Bestimmung  dieser  Reihen 

X  =  ilco8Ö4-  Bsinö,    y  =  ilsinö — Beo%6. 

Die  durch  diese  Beziehungen  bestimmte  Curve  ist  die  Evo- 
lute der  Ordnung  unendlich  des  Grenzpunktes  der  Krümmangs- 
mitteipunkte  der  auf  einander  folgenden  Evolventen,  der  A  und 
B  zu  Goordinaten  hat.  Mn.  (Lp.) 

W.  H.  EcHOLS.     On  an  extension  of  Holditch^s  theorem. 

Annale  of  Math.  IV.  47-48. 

Es  bandelt  sich  um  die  von  EUiott  (Mess.  (2)  VII.  150ffO 
gegebene  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Holditch,  worQber 
man  das  Referat  in  diesem  Jahrbuch  X.  1878.  451  f.  vergleiche. 

T. 


G.   DK  LoNGCHAMPS.       Un    th^orfeme    sur    les    courbes 
planes  fermöes.    J.  de  Math.  sp^c.  (3)  II.  83-84. 

Wiederholung  des  Beweises,  den  Herr  Risteen  in  den 
Annais  of  Math.  III.  104  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  696)  fär  das 
Theorem  von  Holditch  nach  dem  Lehrbuche  von  Williamson  ge- 
geben bat.  Lp. 
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E.  Cesaro.     Sur  deux   classes   remarquables   de  lignes 

planes.     Nou?.  Ann.  (3)  VII.  171-190. 

Es  wird  eine  ebene  Gurve  s  durch  die  Eigenschaft  definirt, 
dass  die  Strecke  vom  KrOmmungsmittelpunkt  der. Evolute  längs 
deren  Normale  bis  zum  Schnittpunkt  mit  dem  Radiusvector  des 
laufenden  Punkts  von  s  durch  den  ErQmmungsmittelpunkt  von 
8  in  constantem  Verhältnis  geteilt  wird.  Sei  also  JlfiV  =  q  Nor- 
male von  #  in  ilf,  iV  KrQmmungsmittelpunkt  von  «,  L  von  ihrer 
Evolute,  0  fester  Punkt,  Anfang  der  xy^  K  Schnittpunkt  von 
OM  und  LJV,  n  constant,  dann  ist  die  Bedingung: 

(1)        LiY:Ä'iV  =  n-l:fi  +  l. 

Um  0  wird  ferner  ein  Kreis  mit  beliebigem  constanten  Radius  A 
beschrieben.  Die  Polare  von  M  bezüglich  auf  diesen  schneide 
ilfiV  in  P,  dann  ergiebt  sich  auch: 

(2)        lfP:]VP=fi+l:fi. 

Sind  ferner  a  =  «cosoi  und  ß  =  —  usinoi  die  Coordinaten  von 
0  bezüglich  auf  Tangente  und  Normale  von  «,  so  wird 

n±l 

woraus  als  Gleichung  der  definirten  Gurve  hervorgeht: 

n  +  1     r  dg 


$  = 


W —  1        I  /  2«+l  2« 


^a)-+c.+«(fr-i 


Hier  sind  ß  und  c  Integrationsconstanten.  Diese  Gurve  schliesst 
nun  zwei  Specialfälle  in  sich,  deren  einer,  für  A  =  oo,  von  £• 
Dubois  (in  Dijou)  Nouv.  Gorr.  Math.  VI.  156,  von  Ribaucour, 
1.  c.  p.  224,  und  von  Mannheim,  hier  Ribaucour'sche  Gurve  ge- 
nannt, der  andere,  für  A  =  0,  von  Haton  de  la  Goupilliöre  unter 
dem  Namen  „sinusoidische  Spiralen"  behandelt  sind.  Diese 
allein  können  auf  dem  Titel  mit  den  zwei  Gurvenklassen  gemeint 
sein.  Der  Verfasser  hat  somit  zwei  Theorien  unter  eine  neue 
allgemeinere  Theorie  mitbegriffen,  in  welcher  keine  Notwendig- 
keit lag,  eine  solche  Spaltung  vorzunehmen,  zumal  sich  die  zwei 
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Curven   in   keinem   auBschliessenden  Gegensatze  befinden.     Das 
Uebrige  sind  specielle  Conseqaenzen  der  Theorie.  H. 


A.  M.      Thöorfeme   r^ciproque   d'un   thöorfeme   de  M.  E. 
Cesaro  et  application.     Noov.  Add.  (3)  Vll.  353-356. 

Das  Gegenwärtige  schliesst  sieh  unmittelbar  an  die  im 
obigen  Bericht  besprochene  Arbeit  an  und  setzt  die  Untersuchung 
unter  gleicher  Annahme  fort.  Die  Polare  von  M  treffe  den 
Radiusvector  OM  in  Q,  die  Normale  NM  in  £.  Dann  halbirt 
die  Normale  des  Ortes  von  Q  die  Strecke  ME  in  J,  und  der 
Ort  von  J  ist  Aequidistante  zwischen  den  Orten  Ton  M  und  0] 
seine  Tangente  halbirt  den  Winkel  QJM^  seine  Normale  ist  pa- 
rallel QM  und  treffe  die  Normale  der  Evolute  KL  in  B.  Es  er- 
giebt  sich,  dass  die  Strecken  LN^  NH  und  die  Strecken  iVH,  MJ 
dasselbe  constante  Verhältnis  haben.  Mittels  dieser  Sätze  wird 
bewiesen,  dass  auch  aus  der  Eigenschaft  (2)  umgekehrt  die 
Eigenschaft  (1)  folgt.  Es  wird  noch  Anwendung  auf  die  Ellipse 
gemacht.  H. 

C.  A.  Laisant.     Note  sur  un  Systeme  de  deux  courbes 

planes.      S.  M.  F.  Ball.  XVI.  172-175. 

In  derselben  Ebene  seien  zwei  beliebige  Curven  gegeben. 
Man  wähle  auf  jeder  von  ihnen  einen  beliebigen  Punkt  als  An- 
fangspunkt, trage  von  ihm  aus  auf  beiden  Curven  gleiche  Bogen 
ab  und  verbinde  deren  Endpunkte  X  und  Y.  Lässt  man  die 
Länge  des  abgetragenen  Bogens  sich,  stetig  ändern,  so  beschreibt 
der  Mittelpunkt  Z  von  XY  eine  gewisse  Curve.  Durch  eine 
einfache  Construction  wird  die  Tangente  und  der  Kr&mmungs- 
mittelpunkt  dieser  Curve  bestimmt.  Die  Construction  lässt  sich 
leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  dass  die  abgetragenen  Bogen  ein 
beliebiges  aber  constantes  Verhältnis  haben,  und  dass  der  Punkt 
Z  die  Verbindungslinie  XY  in  demselben  Verhältnisse  teilt 

F. 
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R.  Raimondi.      Sülle    carve    d'inversione.     Batt.  G.  xxvi. 

181-184. 

Es  sei  eine  Curve  gegeben  and  an  dieselbe  eine  Tangente 
gezogen.  Unter  ZubQlfenahme  von  Quaternionen  wird  die  Glei- 
chuDg  des  Kreises,  weleber  bei  der  Transformation  durch  In- 
version aus  der  Tangente  entsteht,  abgeleitet  und  gezeigt,  dass 
sein  Mittelpunkt  auf  dem  vom  Anfangspunkt  auf  die  Tangente 
gefällten  Lot,  und  zwar  in  einem  Abstände  vom  Anfangspunkt 
liegt,  der  gleich  dem  halben  reciprokcn  Werte  des  Lotes  ist. 
Durchläuft  der  Berührungspunkt  der  Tangente  die  gegebene 
Curve,  so  beschreibt  der  Mittelpunkt  des  Kreises  eine  Curve, 
die  ^curva  d'inversione**  genannt,  deren  Gleichung  fbr  einige 
besondere  Fälle  entwickelt  wird  (vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  695). 

F. 

G.  DB  LoNGGHAMPs.     Sur  la  transforroation  orthotangen- 
tielle  dans  le  plan  et  dans  l'espace.      Prag.  Ber.  241-256. 

Zieht  man  sämtliche  Tangenten  einer  gegebenen  Curve  und 
errichtet  auf  ihnen  in  ihren  Durchschnittspunkten  mit  einer  festen 
Geraden  Lote,  so  umhüllen  diese  eine  Curve,  welche  durch 
„orthotangentiale  Transformation"  aus  der  ersten  entstanden  ist 
(cf.  Cesaro,  Mathesis.  III.  1883.  248  und  d'Ocagne,  Journ.  de 
Math.  sp^c.  1885.  33).  Unter  Benutzung  des  cartesischen  Coor- 
dinatensystems  werden  verschiedene  Beziehungen  zwischen  den 
beiden  Curven  ermittelt,  die  zum  grossen  Teil  schon  von  d'Ocagne 
auf  anderem  Wege  gefunden  sind.  Aus  den  durch  Rechnung 
erlangten  Resultaten  ergiebt  sich  ein  Verfahren,  um  auf  einfache 
Weise  zu  einem  Punkt  und  dem  zugehörigen  Krümmungsmittel- 
punkt der  ersten  Curve  den  entsprechenden  Punkt  und  Krüm- 
roungsmittelpunkt  der  zweiten  zu  construiren.  Ist  die  erste  Curve 
von  der  Ordnung  m  und  der  Klasse  fi,  so  ist  die  transformirte 
von  der  Ordnung  2n-f-m  und  der  Klasse  2n.  Zum  Schluss  wird 
die  orthotangentiale  Transformation  auf  den  Raum  ausgedehnt 

F. 
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R.  Hoppe.     Dichte  der  Sehnen  von  Flächen  und  csfj 

Curven.     Hoppe  Arch.  (2)  VII.  165-179. 

Ist  (F)o    ein    uDendlich    kleines  StQck   einer   gesehlo^« 
Fläche  F^  0  der  Mittelpunkt  und  e  der  unendlich  kleine    CL 
einer  im  Innern  von  F  befindlichen  Kugel  JT,  so  wird  als  dop 
Dichte  der  Sehnen  im  Punkte  0  für  verschwindendes  e  der 
druck  definirt: 


2^^  =i/''''^"'»  iftr 


Darauf  wird  die  Fläche  F  nebst  dem  Punkte  0  auf  ein  Syt 
räumlicher  Polarcoordinaten  bezogen  und  D  mittels  dieser  C 
dinaten  ausgedrtlckt.  Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sieh 
eine  an  die  Stelle  von  F  tretende  convexe  ebene  Carve,  < 
für  äussere  Lagen  des  Punktes  0.  Das  Resultat  ändert 
nicht,  wenn  man,  statt  von  der  Kugel  K^  von  einem  EUips 
ausgeht.  Als  Beispiele  dienen  die  Kugelfiäche,  der  Kreis 
die  Tetraederfläche.  Sehg. 

F.  DiNTZL.      Die  Inversion    nebst   Anwendungen. 
Beschränkung  auf  die  Ebene  bearbeitet.      Krems,  vir 

41  S.  mit  2  Taf. 


B.    Theorie  der  algebraischen  Curven. 

B.  Sporer.  üeber  den  Ort  des  Mittelpunktes  von  Cui 
ven  mit  Mittelpunkt,  welche  durch  eine  gegeben 
Anzahl  Punkte  gehen.    Bokien  Mitt.  ii.  186-1% 

Ist  eine  ebene  Curve  n^'  Ordnung  f "  mit  Mittelpunkt  darci 
$  ihrer  Punkte  bestimmt,  so  durchläuft  der  Mittelpunkt,  wem 
einer  dieser  Punkte  nach  allen  Richtungen  hin  sich  stetig  dorcl 
die  Ebene  bewegt,  einen  geometrischen  Ort,  der  bei  geradem  <> 
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die  («— 1)  festen  Punkte  und  die  Mittelpunkte  ihrer  Verbindangs- 
strecken,  bei  ungeradem  n  hingegen  nur  die  letzteren  enthält. 
Für  n>3  zerfällt  im  allgemeinen  keine  der  Gurven  f\ 

Js. 

6.  B.  GüCCiA.     Sur  rintersection  de  deux  courbea  algö- 
briques  en  un  point  singulier.    C.  R.  ovil.  656-658. 

Eine  algebraische  Curve  q^*  Ordnung  ^^  mit  einem  einzigen 
mehrfachen    Punkte  [q]  gehört   im    allgemeinen   einem    linearen 

Systeme  von  Curven  g**'  Ordnung  an,  dessen  Elemente  /?  sie  in 
ihrem  mehrfachen  Punkte  und  seiner  unmittelbaren  Nähe  ersetzen. 
Sind  nun  q>^  und  tp*  solche  algebraischen  Curven  m'*'  und  n^ 
Ordnung   mit   den    mehrfachen  Punkten  [a]  und  [t],  und  fallen 

diese  in  den  Punkt  P,  so  bestimmen  die  beliebigen  Elemente  ql!^ 

und  ^g  der   zugehörigen    linearen    Systeme    einen    BQschel    von 

Curven  (x)  ==  ^P'^t^r  +  iT/^*«^?  =  0  mit  einem  fest  bestimmten 
mehrfachen  Punkte  [a  + 1]  in  P.  Durch  die  mehrfachen  Punkte 
[a],  [t]  und  [a  +  r]  werden  die  Geschlechtszahlen  ^{m— l)(iii— 2), 
i(n— l)(n— 2)  und  ^(m -|-n  — 1)  (m  +  n— 2)  um  die  Werte 
£o,  £rf  Ea^T  vermindert,  zwischen  denen,  wenn  J  die  Zahl  der 
in  P  zusammenfallenden  Schnittpunkte  der  Curven  9"*  und  i/f" 
bedeutet,  die  Beziehung  J  =  £04.7  — (£a +£t)  besteht.        Js. 


A.  Brill.      Üeber    die  Multiplicität    der    Schnittpunkte 
von  zwei  ebenen  Curven.     MüncheD.  Her.  81-94. 


G.  B.  GüCCiA.     Thöorfeme  g^nöral  concernant  les  cour- 
bes  alg^briques  planes,     c.  R.  cvii.  903-904. 

Die  Gleichung  einer  algebraischen  Curve  [f]  =  0,  deren 
erstes  Glied  die  unabhängigen  Parameter  >l,,  ^„  .  • .  linear  ent- 
hält, liefert  für  irgend  vier  Gruppen  von  Parametern  l  vier  von 
einander  linear  unabhängige  Curvengleichungen  fr  =  0,  /«  =  0, 
ff  r=  0,  /^  =  0.     Bezeichnet  nun  p/  das  Geschlecht  einer  Curve 

Forttchr.  d.  Math.  XX.  3.  45 
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U]  =  0,  p//  das  einer  Curve  frft  +  ftfm  =  0  uod  D  die 
von   den    k   abhängigen    Schnittpunkte    zweier   Carvea    f 
80  ist  D-|-2p/— p// =  1.  J« 


Wbill.      Snr    une    propridtä    des    syst&mes    de     coo 
algdbriqiies.     S.  M.  f.  Bull.  XVI.  155-157. 

Beweis  des  Satzes:  „Das  Centrum  der  mittleren  Entferau 
der  Durchschnittspunkte  einer  festen  Curve  Toni  Grade  «» 
einer  variablen  Curve  von  beliebigem  Grade,  deren  Gleic! 
einen  veränderlichen  Parameter  bis  zur  ]^*^  Potenz  enth&Il; 
schreibt  eine  Curve  vom  Geschlecht  0  und  vom  Grade  mk^  \^t 
die  Asymptoten  -  Richtungen  der  festen  Curve  za  Richtuu 
Ä-facher  Asymptoten  haf  F. 


E.  C.  Valkntiner.     Bevis  for   at  den   Hesaeske   Cui 
i  Almindelighed  ikke  har  noget  Dobbeltpnnkt.    Zevt 

Tidsa.  (5)  VI.  48-49. 

Beweis  des  Satzes,  dass  die  Hesse'sche  Curve  im  alJ] 
meinen  keinen  Doppelpunkt  hat.  Hätte  jede  Hesse'sche  Coi 
einen  Doppelpunkt,  so  wttrde  es  fttr  eine  solche  Curve  nur  zi 
Bedingungen  ausmachen,  wenn  der  Doppelpunkt  in  einen  gel 
benen  Punkt,  z.  B.  den  Anfangspunkt,  fiele.  Es  wird  nun  (du| 
directe  Aufstellung  der  Bedingungen)  bewiesen,  dass,  wenn 
für  jede  Hesse'sche  Curve  einer  Curve  n^'  Ordnung  nur  z^ 
Bedingungen  ausmachte,  einen  Doppelpunkt  im  Anfangspai 
zu  haben,  dann  jede  Hesse'sche  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnu 
einen  Doppelpunkt  haben  mQsste.  Da  es  nun  bekannt  ist,  dj 
die  Hesse'sche  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnung  im  allg 
meinen  keinen  Doppelpunkt  hat,  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

V. 

H.  G.  Zeuthbn.      Sur    la    d^termiuation    d'une    coarl 
alg^brique  pur  des    points  donu^s.       Math.  Aoo.    x.XAi 

235-251. 
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Uebersetzang  der  1887  in  der  Tidsskrift  for  Mathematik  er- 
schienenen Abhandlung,  über  welche  im  vorigen  Bande  des 
Jahrbuchs  (S.  700)  referirt  ist.  Seht. 


R.  Gärtner.     Die  Polaren  der  algebraischen  Curven. 

Hoppe  Arch.  (2)  VII.  180-194. 

Die  Gleichungen  der  Polaren  und  die  einfachsten  Sätze  über 
ihre  Beziehungen  zu  den  vielfachen  Punkten  der  Curve  werden 
abgeleitet  aus  den  Relationen,  welche  zwischen  den  Segmenten 
der  vom  Pol  ausgehenden  Strahlen  bestehen.  R.  M. 


G.   Battaglini.     8ui  punti  sestatici  di  una  curva  qua- 

lunqae.      Rom.  Acc  L.  Beod.  (4)  IV,.  238-246. 

In  einer  ebenen  Curve  beliebiger  Ordnung  befindet  sich  eine 
bestimmte  Anzahl  von  Punkten,  in  welchen  sie  mit  einem  Kegel- 
schnitte eine  Berührung  fünfter  Ordnung  besitzt;  es  sind  dies  jene 
Punkte,  welche  Cayley  „sextactic^  nennt  (in  der  wohlbekannten 
Abhandlung,  in  welcher  er  ihre  Bestimmung  lehrt,  Phil.  Trans.  CLV, 
II  Part,  1865).  Herr  Battaglini  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt, 
die  Cayley*schen  Resultate  durch  Anwendung  der  Sylvester'schen 
Reciprocanten  zu  beweisen.  Der  erste  Teil  seiner  Untersuchungen 
befindet  sich  in  dem  Aufsatze,  welchen  wir  jetzt  mit  wenigen 
Worten  besprechen  wollen. 

Ist  /"(X,  Y)  =  0  die  cartesische  Gleichung  einer  Curve  r*" 
Ordnung,  und  bezeichnet  man  durch  y\  y'\  y''\  ...  die  Ablei- 
tungen von  Y  in  Bezug  auf  X  und  durch  x\  x^\  x'^\  ...  die  von 
X  in  Bezug  auf  F,  alle  aus  der  gegebenen  Gleichung  abgeleitet, 
so  werden  die  in  Frage  stehenden  Punkte  bestimmt  durch  die 
Gleichung  f(X^  F)  =  0  und  eine  der  folgenden : 

(1)        ff'T,  =  0,       a:"r,  =  0, 
wo 


iiit 


Fy  =  9x"*x'^-4bx"x"'x^^  +  40x 
Die  Inflexionstangenten,  doppelt  gerechnet,  sind  augenscheinlich 

45* 
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seztaetiBche  Kegelschnitte;  sie  sind  durch  die  ersten  Factoren 
der  OleiehaDgen  (1)  angedeutet.  Sieht  man  von  diesen  ab,  so 
kann  man  sagen,  dass  die  sextactischen  Punkte  von  den  Durch- 
schnitten der  Curve  /"(X,  F)  =  0  mit  einer  der  Curven  F,  =  0. 
/^y  =  0  gebildet  werden,  deren  linke  Seiten  Reciprocanten  sind, 
weil  zwischen  ihnen  folgende  Beziehungen  besteben: 

Um  die  Auflösung  zu  vervollständigen,  muss  man  noch  F,  oder 
i^  durch  die  GoefBcienten  der  Gleichung  der  Curve  ausdrOcken. 
Die  Rechnung  gewinnt  an  Einfachheit  und  Eleganz,  wenn  man 
diese  Gleichung  in  symbolischer  Form  gegeben  voraussetzt: 

P  =  (fi»,  +  A*.  +  f.O^  =  /•;  =  a:  =  6:  =  c;  =  ..., 
wo  «,,  «„  8^  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene 
sind.     Man  betrachte  nun  ferner  die  drei  linearen  Formen: 

ferner  die  Jacobi'sche  Determinante  0  von  A^  F  und  F,  V 
von  fi,  F  und   V\  endlich  die  Hesse'sche  Determinante  H  tod  F 

und  die  quadratische  Form  F,  =  {obvya'i'^bT^.  Wenn  man  aus 
diesen  Functionen  die  folgenden  zusammensetzt: 

K'  =  (3r-4)  a>Jac.(^,  F,  F)-(3r~3)Är  Jac.(a>,F,  V), 
r'  =  (5r-7)a)Jac.(^',F,  F)-(5r--5)«f'Jac,(Ö),F,  F), 
K'"  =  (7r-10)Ö>Jac.(r',F,F)-(7r-7)r'Jac.(a>,F,F), 

so  findet  folgende  Gleichung  statt: 

n  =  9/r*r"-45*fr*r"  +  4or». 

Die  Function  r,  ist  folglieh  von  der  Ordnung  »  =  15  r— 21 ; 
aber  durch  die  Cayley'schen  Untersuchungen  weiss  man,  dass 
diese  Ordnung  verringert  werden  kann.  Um  diese  Reduction 
auszuführen,  leitet  der  Verfasser  neue  Ausdrücke  fQr  die  Func- 
tionen /if,  AT',  P\  K^'^  ab,  welche  jedoch  zu  verwickelt  sind,  um 
in  diesem  Referat  Platz  zu  finden.  Welches  Ansehen  infolge 
dessen  die  T'unction  T«  erhält,  wird  man  in  einer  kflnftigen,  in 
Aussicht  gestellten  Arbeit  erfahren.  La. 


Capite)2.    Analytische  Geometrie  der  Ebene.  709 

E.    Bbrtini.     Sopra  alcnni   teoremi    fondamentali    delle 
cnrve  piane  algebriche.     Lomb.  ist.  Rend.  (2)  xxi.  326-333, 

413-423. 

Der  Verfasser  knüpft  an  eine  in  den  Math.  Ann.  IX  ver- 
öffentlichte Arbeit  Noether's  an  (F.  d.  M.  VII.  1875.  243),  um 
einige  Sätze  desselben  auf  einfachem,  aber  strengem  Wege  geo- 
metrisch zu  beweisen,  während  Noether  selbst  den  Gegenstand 
in  rein  algebraischer  Weise  (Math.  Ann.  XXIII.  311;  F.  d.  M. 
XVI.  1884.  349)  wieder  aufgenommen  hat.  Es  handelt  sich  in 
erster  Linie  um  den  Satz,  dass  jede  algebraische  Gurve  mit  be- 
liebiger Singularität  stets  durch  eine  Gremona'sche  Transforma- 
tion in  eine  andere  Curve  verwandelt  werden  kann,  welche  nur 
gewöhnliche  Singularitäten  besitzt.  (Ein  gewöhnlicher  r-facher 
Punkt  ist  ein  solcher,  dessen  r  Tangenten  alle  von  einander 
verschieden  sind.)  Die  Hauptsache  ist  dabei  der  Nachweis, 
dass  eine  gewisse  Reihenfolge  quadratischer  Transformationen 
endlich  ist;  dem  Verfasser  gelingt  dies  mit  Hülfe  der  Ungleich- 
heit : 

i(^-l)(n~2)-i^*,(*,- 0  +  ^-1^0, 

welche  sich  auf  eine  Gurve  n^'  Ordnung  bezieht,  die  aus  g  ein- 
fachen, von  einander  verschiedenen  Gurven  zusammengesetzt  ist 
und  beliebige  'r)  V^'s'}  ••*-fäche  Punkte  besitzt. 

Dasselbe  Verfahren  wiederholter  quadratischer  Transforma- 
tionen führt  alsdann  auf  den  Satz  von  der  Erhaltung  des  Ge- 
schlechts und  zu  einer  neuen  Ableitung  der  Plücker'schen  Formeln. 

R.  M. 


A.  Brill.      Ueber  algebraische  Correspondenzeu.      Math. 

ADD.  XXXI.  374-409. 

Die  Absicht  des  Verfassers,  die  Theorie  der  algebraischen 
Correspondenzen  auf  einer  rein  algebraischen  Grundlage  aufzu- 
bauen, wird  zu  einem  ersten  Teile  in  dieser  Arbeit  (der  weitere 
folgen  sollen)  verwirklicht.  Eines  der  Hauptergebnisse  in  dieser 
Richtung  ist  ein  directer  und  strenger  Beweis  des  von  Gayley 
zuerst   aufgestellten,    vom    Verfasser    zuerst    (mit  geometrischen 
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Hülfsmitteln)  bewiesenen  „verallgemeinerten  Correepondenzprin- 
cips^;  doch  wird  betont,  dass  die  bezügliche  Gorrespondenzformel 
nur  mehr  als  ein  beiläufiges  Abzählungsresultat  erscheint,  während 
der  Hauptwert  in  der  wirklichen  Durchführung  der  erforder- 
lichen Eliminationsprocesse  liegt,  vermöge  deren  die  definitiven 
Resultantenbildungen  von  fremden  Factoren  befreit  hervorgehen. 
Eine  wesentliche  Vereinfachung  wird  damit  erzielt,  dass  zu- 
nächst nur  die  linke  Seite  einer  „Correspondenzgleichung^ 

^(^^y;  «',?')  =  0, 
d.  i.  einer  algebraischen  Relation  zwischen  zwei  Coordinatenpaaren, 
für  sich  untersucht  und  umgeformt  wird,  ohne  jede  Bezagnahme 
auf  die  Gleichung  einer  „Curve" 

auf  der  später  die  Correspondenz  realisirt  werden  soll. 

Bei  festgehaltenem  Punkt  P'(*',y')  durchläuft  der  Punkt 
P(a?,y)  eine  „Correspondenzcurve"  g>iP')  und  vice  versa  F 
eine  solche  Curve  q>(P)'  Verschwinden,  etwa  im  ersteren  Falle, 
alle  partiellen  Ableitungen  von  qp(«,y)  incl.  einer  (ß — 1)**»  flBr 
ein  Wertsystem  x  =  a,  y  =  b,  so  sagt  man,  fp(x^y)  verschwinde 
/9-fach.  Die  Curve  (f(P')  geht  dann  /}-fach  durch  deren  „festen "" 
Punkt  (a,5). 

Indem  vor  der  Hand  der  einfachste  Fall  in's  Auge  gefasst 
wird,  dass  die  „Coincidenzgleichung^ 

nicht  identisch  verschwindet,  wird  vermöge  wirklicher  Ausführung 
der  resp.  partiellen  Differentiationen  der  HQlfssatz  nachgewiesen, 
dass,  wofern  für  ein  festes  Wertsystem  (a,  b)  die  Formen 
y(P) /?'-fach,  q>{P')  /?-fach  verschwinden,  die  Form  9>(a,  fr;o,fr) 
selbst  mindestens  O^-f  j9')-fach  verschwinden  muss. 

Nunmehr  möge  die  „Goincidenzform"  vC^tVi  ^^y)  identisch 
/9-fach  Null  werden.  Es  ist  dann  die  Zahl  /?,  die  „Wertig- 
keit der  Correspondenz*",  eine  charakteristische  Invariante  der 
letzteren. 

Um  nun  mit  einer  solchen  Coincidenzform  algebraisch  operiren 
zu  können,  entsteht  die  Aufgabe,  die  Correspondenzform  if(x^y\x\  f) 
in  eine  solche  Gestalt  zu  bringen,  dass  einmal  ihr  /?  facbes  Ver- 
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schwinden  (Vir  x  =  x\  y  ^  \f  unmittelbar  zur  Anschauung  ge- 
langt, sodann  aber  die  Dimension  der  einzelnen  Coefficienten  hin- 
sichtlich der  beztlglichen  Variabeln  eine  möglichst  niedrige  wird. 

Was  das  Erstere  anbelangt,  so  wird  man,  wenn  man  sym- 
metrisch verfahren  will,  die  Correspondenzform  tf  als  eine  homo- 
gene Function  ß^  Grades  der  drei  Grossen 

u  =  yz'—zy',     V  =  zx' — xz\     w  =  xy'—yx' 

darzustellen  haben: 

wo  die  il,  £,...,  ^  bekannte  homogene  Functionen  von  x^y^z 
und  x\  y\  z'  von  einer  je  um  ß  niedrigeren  Dimension  als  q>  sind. 

Diese  erste  Aufgabe  ist  noch  auf  sehr  mannigfaltige  Art 
lösbar:  so  stammt  von  Clebscb  eine  Methode  her,  welche  die 
gemeinte  Gestalt  von  9  durch  einfache  Invarianten-Operationen 
herbeiführt. 

Soll  dagegen  die  weitere  Forderung  befriedigt  werden, 
dass  der  Grad  der  il,  jB,  . . .,  üf  hinsichtlich  jeder  einzelnen  Ver- 
änderlichen derart  sei,  dass  keines  der  Glieder,  die  bei  Substi- 
tution der  wahren  Werte  fttr  die  u,  v,  10  (und  nach  erfolgter 
Klammerauflösung)  entstehen,  von  höherem  Grad  hinsichtlich 
irgend  einer  Veränderlichen  ist,  als  die  Function  g>  vor  ihrer 
Umgestaltung,  so  ist  das  im  wesentlichen  nur  auf  eine  einzige 
Weise  möglich. 

Das  Ergebnis  wird  durch  successive  Behandlung  der  Fälle 
ß  =z  1, 2,  . . .  erreicht. 

Setzt  man  in  der  normirten  Correspondenzgleichung  inner- 
halb der  Coefficienten  il,  J3,  . . .,  üf  die  x^  y^  z  und  x',  y\  z*  resp. 
einander  gleich,  so  liefert  der  so  entstehende  „Connex*' 

g)(ti,  v,  to ;  a?,y,a)  =  0 
in  Verbindung  mit  der  Identität 

wa:  +  t?y  -j-  IPÄ  =  0 
ß   Wertsysteme   fi :  0 :  to,    welche   die  Sichtung   der    Tangenten 
des  /?- fachen  Punktes  angeben,    welchen  die  Curve  9(P')  in  P' 
besitzt. 
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Es  läsBt  sich  jetzt  die  Frage  nach  den  Coineidensstellen 
zweier  (bereits  normirt  gedachten)  Correspondenzgleiehangen 
^  =  0,  !^  =  0  vollständig  beantworten,  indem  ans  diesen  beiden 
in  Verbindung  mit  ux-\-ty-\'U)^  =  0  die  u,  9,  lo  eliminirt,  and 
erst  nachträglich  die  x^  y,  a  den  x\  y',  &'  gleich  gesetzt  werden. 
Die  Elimination  kommt  auf  eine  binäre  Resnltantenbildang  hin- 
aus, und  es  lassen  sich  bei  geschicktem  Verfahren  die  fiber- 
flüssigen  Factoren  abspalten.  Es  lässt  sich  der  wichtige  Satz 
daraus  ablesen,  dass  zwei  Correspondenzgleichungen  mit  belie- 
bigen Wertigkeiten  stets  durch  solche  von  der  Wertigkeit  Nnll 
ersetzt  werden  können,  deren  Coincidenzcurven  dann  nach  Frü- 
herem unmittelbar  zugänglich  sind.  Die  einzelnen  dabei  sich 
ergebenden  Anzahlen  mögen  hier  übergangen  werden. 

Es  erfolgt  jetzt  die  besondere  Anwendung  auf  die  Correspon- 
denz  zwischen  zwei  Punkten  einer  Curve  ^(x,  y,  i)  =•  0.  Hat  man 
die  erstere  auf  die  normirte  Form  gebracht  ä)(ii,fj,ip;  ^,y,0  =  0, 
und  bedeuten  f,,  /"„  f^  die  Ableitungen  von  f  nach  x,  y,  £,  so 
schneidet  die  Coincidenzcurve  ^(fi,f„/a;  x,  y,  £)=0  offenbar 
(ausser  festen  Punkten)  die  gegebene  Curve  f  =  0  in  den  Coin- 
cidenzstellen  der  Correspondenz. 

Durch  ein  eigentümliches  Reductionsverfahren  gelingt  es, 
sogar  die  Fälle,  in  denen  die  Tangenten  des  /^-fachen  Punktes 
der  Curve  qp(P')  in  F  mit  denen  von  f  selbst  irgendwie  fiberein- 
stimmen, auf  den  einfachsten  zurückzuführen,  wo  die  beiderlei 
Tangenten  völlig  getrennt  sind. 

Andererseits  wird  der  Einfluss  vielfacher  Punkte  ^,  für  die 
also  /j,  /*„  f^  gleichzeitig  verschwinden,  mit  Hülfe  früherer  Unter- 
suchungen von  Noether  festgestellt. 

So  ergiebt  sich  die  Formel  für  die  Anzahl  C  der  Coineidenzen 
unserer  Correspondenz: 

C=  K  +  K'  +  2ßp—ßIN. 

Hier  bedeutet  K(K*)  die  Anzahl  der  mit  P'(P)  beweglichen  Punkte 
auf  f,  p  das  Geschlecht  von  /*,  N  die  Anzahl  der  in  die  viel- 
fachen Punkte  von  f  entfallenden  Verzweigungspunkte,  endlich 
ß   die    „Wertigkeit   der  Correspondenz   bezüglich  p,    d.  h.  die 
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Multiplieität   des   Schnittpunktes  x  =  x\  y  ^  y*   der   Gurven  f 
und  q>{P)  (oder  auch  g>(P)). 

Den  SchluBS  bildet  die  Betrachtung  von  Gorrespondenzen 
mit  negativen  Wertigkeiten,  die  entstehen,  wenn  die  Correspon- 
denz  nur  durch  einen  Quotienten  zweier  Correspondenzformen 
dargestellt  werden  kann.  Es  wird  gezeigt,  wie  sich  derartige 
Gorrespondenzen  einstellen,  wenn  die  Goincidenzstellen  in  rational 
getrennte  Gruppen  zerfallen.  My. 


W.  Stahl.       üeber    die    Fundamentalinvolutionen    auf 
rationalen  Curven.    J.  für  Math.  OIV.  38-61. 

Eine  rationale  Curve  ist  in  projectivischem  Sinne  dareh  eine 
Schar  (Involution)  binärer  Formen  eindeutig  festgelegt.  Wie 
Herr  Brill  zuerst  nachgewiesen  hat,  kann  man  die  erwähnte 
Involution  durch  die  sogenannte  „Fundamentalinvolution'^  der 
coujugirten  Formen  ersetzen.  Wie  fruchtbringend  dieser  Satz  ist, 
kann  aus  der  systematischen  Behandlung  des  Referenten  in  der 
Schrift:  „Apolarität  und  rationale  Curven*"  ersehen  werden. 

Behufs  geometrischer  Ausbildung  der  projectivisehen  Eigen- 
schaften der  rationalen  Curven  resp.  der  zugehörigen  Deve- 
loppabeln  empfiehlt  sich,  wie  der  Verfasser  im  einzelnen  nach- 
weist, die  Verknüpfung  der  Fundamentalinvolution  mit  den  von 
Herrn  JoUes  zuerst  untersuchten  „Osculanten^  der  Curven.  Die 
letzteren  sind  wiederum  rationale  Curven,  welche  durch  die 
binären  Polaren  des  ursprflnglichen  Formensystems  repräsentirt 
werden. 

Als  grundlegend  erscheint  dabei  ein  Satz,  der  etwa  für  das 
Beispiel  einer  ebenen  rationalen  JS^,  i.  e.  des  Systems  dreier 
binftreu  Formen  fünfter  Ordnung,  illustrirt  werden  möge.  Man 
bilde  sich  die  bezüglich  zweier  beliebigen  Werte  A^,  Z,  genom- 
menen gemischten  Polaren  der  gegebenen  Formen.  Zu  diesen 
gehört  nur  eine  conjugirte  Form  mit  drei  Wurzeln  A^,  il^,  1,.  Dann 
besteht  die  Fundamentalinvolution  der  R^  aus  der  oo'- Schar 
der  Quintupelwerte  A,,  il,,  A„  A^,  1^. 

Analog  entsteht  die  oo^ -Schar  von  Quadrupeln  i„  i„  X^y  ij. 
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die  zusammen  mit  einem  festgehaltenen  Werte  l^  lauter  Qaintupel 
der  Fundamentalinvolution  erzeugen,  dureh  die  Nullwerte  der 
eonjugirten  Formen  einer  A^,  nämlich  der  durch  die  ersten, 
nach  l^  genommenen  Polaren  (der  ursprünglichen  Formen)  dar- 
gestellten. 

Ist  nun  die  rationale  Curve  A«  n^^  Ordnung  in  einem  Räume 
von  p  Dimensionen  gegeben,  so  existirt  für  2p>n  —  l  ein  zar 
Gurve  covariantes  Gebilde  von  (n — p — 1)  Dimensionen  und 
(2p  — n-J-2)*''  Ordnung,  auf  welches  sich  die  Fundamentalinro- 
lution  der  An  derart  überträgt,  dass  jeder  Punkt  des  Gebildes 
nur  einer  Gruppe  angehört. 

So  ist  in  dem  angeführten  Beispiel  der  ebenen  R^  jedes 
Quintupel  der  Fundamentalinvolution  der  eindeutige  Träg'er  des 
Punktes  einer  Ebene.  Es  kommt  das  auf  die  EinfÜhrang  tod 
Fünfeckscoordinaten  hinaus. 

Im  Falle  der  Raumcurven  A^  gelangt  man  so  zu  einer  Fläche 
zweiten  Grades  als  Ort  der  Ecken  aller  Tetraeder,  welche  yoo 
stationären  Ebenen  der  zweiten  gemischten  Osculanten  A^  (!,,!,) 
gebildet  werden  u.  s.  f.  Diese  Beziehungen  zwischen  der  Fun- 
damentalinvolution, den  gemischten  Osculanten  und  dem  Träger 
der  ersteren  enthüllen  eine  Fülle  interessanter  geometriacber 
Sätze,  bezüglich  deren  auf  die  Arbeit  selbst  zu  verweisen  ist. 

My. 

Gross,     lieber  die  Combinanten  binärer  Formensysteme, 
welche    ebenen    rationalen    Curven    zugeordnet   sind. 

Math.  ADD.  XXXII.  136-150. 

Diese  Note  ist  ein  kurzer  Auszug  aus  der  Dissertation  des 
Verfassers,  über  welche  im  letzten  Jahrgange  dieser  Fortschritte 
S.  708  ausführlich  berichtet  ist.  My. 


O.  Schlesinger.     Note  zu  der  Abhandlung:  üeber  con- 
jugirte  Curven.     Math.  Ann.  XXX.      Math.  Ann.  xxxiiL 

315-316. 

Der  Verfasser  teilt  mit,  dass  Herr  de  Paolis  bereits  Tor  ihm 
(wenn  auch  mit  unzureichendem  Beweise)  den   Satz   aufgestellt 
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habe,  dass,  wenn  eine  Curve  dritter  Ordnung  zu  einer  Curve 
dritter  Klasse  eonjugirt  ist,  der  letzteren  oc'  Polarftinfseite, 
cx>*  Polarsechsseite  etc.  von  der  ersteren  umgeschrieben  werden 
können.  My. 

G.  Humbert.     Sur  les  arcs  des  courbes  planes.    Nonv.  Ann. 

(3)  VII.  5-8. 

Auf  einfache  Weise  wird  der  Satz  bewiesen:  Die  2v  Be- 
rührungspunkte einer  Curve  v^'  Klasse  mit  den  2v  Tangenten, 
die  sie  mit  einem  Kreise  gemein  hat,  lassen  sich  zu  zweien  so 
gruppiren,  dass  sie  auf  der  Curve  v  Bogen  bestimmen,  deren 
algebraische  Summe  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Längen 
der  gemeinsamen  Tangenten  ist. 

Wird  fbr  die  Curve  y^'  Klasse  im  besonderen  ein  Kegel- 
schnitt genommen,  so  erhält  man  den  bekannten  Satz  von  Oraves. 

Mz. 

G.   D.  H.      Om    ünicursalcurver   af    tredie    Klassen. 

Zeathen  Tidss.  (5)  VI.  193-200. 

Eine  ebene  Unicursaicurve  n'®'  Klasse  ist  in  Liniencoor- 
dinaten  mittels  der  Gleichungen 

I,  =  f,(m)  (i  =  1,  2,  3) 

gegeben,  wo  fi  eine  ganze  rationale  Function  fi^°  Grades  ist. 

Jeder  Doppeltangente  entsprechen  dann  zwei  Werte  des 
Parameters  m.  Wenn  p  und  q  zwei  solche  Werte  sind, 
ifij,  m„  ...,  m«  die  Parameterwerte,  welche  den  von  einem  will- 
kfirlichen  Punkte  ausgehenden  Tangenten  entsprechen,  dann 
bat  man 

WO 

,^  fXp)  _  f.(p)_  U(p) 

Aus   der  Gleichnng  (1)   werden   darauf  verschiedene  Realit&te- 
eigenechaflen  der  Unicursalcarren  dritter  Klasse  hergeleitet. 

V. 
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X.  Antomari.     Recherches  des  points  doubles  dans  les 
courbes  nnicarsales.    Noa^.  add.  vri.  356-359. 

Die  Gurre  wird  als  gegeben  betrachtet  durch  den  rationalen 
Ausdruck  der  Coordinaten  x  und  y  in  einem  Parameter  L  Um 
die  Doppelpunkte  zu  finden,  werden  beide  Gleichungen  nach 
Potenzen  von  /  entwickelt.  Dann  sind  x  und  y  so  zu  bestimmen, 
dass  die  zwei  gleich  0  gesetzten  ganzen  Functionen  einen  gemein- 
samen Factor  zweiten  Grades,  f&r  einen  dreifachen  Punkt  dritten 
Grades  etc.  haben.     Hierzu  einige  gelöste  Beispiele.  H. 


Duarte  Leite.     Sobre  a  representa^o  parametrica  das 
curvas  do  primeiro  genero.     Teixeira  J.  IX.  3-6. 

Bekanntlich  besitzen  die  algebraischen  Curven  n^'  Ordnung 
vom  Geschlechte  1  Singularitäten,  welche  mit  in{n — 3)  Doppel- 
punkten äquivalent  sind,  und  können  daher  eindeutig  in  kubische 
Curven  ohne  Doppelpunkt  transformirt  werden.  Die  Aufgabe 
der  Parameter  -  Darstellung  dieser  Curven  kommt  also  aaf  die 
der  allgemeinen  kubischen  Curve  zurück.  Mit  dieser  Aiifgai)e 
beschäftigt  sich  der  Verf.,  um  zu  zeigen,  dass  in  seine  Lösaag 
die  Weierstrass'schen  elliptischen  Functionen  p(u)  und  a(u)  aof 
natürlichste  Weise  eingehen.  Tx.  (Lp.) 


W.  H.  L.  Russell.     Theorems   iu  analytical  geometry. 

Lond.  R   S.  Proc.  XLIV.  388392. 

Analytische  Lösungen  folgender  Aufgaben :  1)  Die  Hflllcurre 
der  ersten  Polare  einer  beliebigen  Curve  zu  bestimmen,  wenn 
der  Pol  eine  gegebene  Curve  dritter  Ordnung  durchläuft.  2)  Die 
Doppeltangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  zu  bestimmen. 
3)  Die  Doppeltangenten  einer  Curve  fünfter  Ordnung  zu  be- 
stimmen. Cly.  (Lp.) 

J.  J.  Walker.     On  a  raethod  in  the  analysis  of  cnrved 

lines.      Part   III.     Lona.  M.  S.  Proc.  XTX.  483-502. 
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Die  in  Lond.  M.  S.  Proc.  IX.  226  begonnene  Arbeit  (s.  F. 
d.  M.  X.  1878.  459;  XVII.  1885.  711)  wird  weiter  fortgesetzt, 
die  gewonnenen  Resultate  werden  verallgemeinert  und  Ausdrücke 
für  die  Contravarianten  der  kubischen  Curven  gefunden.      H. 


G.  HuMBKRT.     Sur  les  courbes  algebriques  planes  recti- 

fiables.     Joaro.  de  Math.  (4)  IV.  133-152. 

Algebraisch  rectificirbar  heisst  eine  algebraische  ebene  Gurve, 
wenn  zwischen  dem  Bogen  und  den  Coordinaten  eine  alge- 
braische Gleichung  besteht.  Es  wird  bewiesen,  dass  diese  Glei- 
chung nur  von  der  Form  sein  kann: 

*'-2<M*  +  fi  =  0, 
wo  s  der  Bogen,   R  algebraisch  in  x,  y,    endlich  u)  constatit  ist. 
Noch  näher  bestimmt  wird  sie: 

wo  P  rational,  und  f(x^  y)  =  0  die  Gleichung  der  Curve  ist. 
Ist  also  fx+fy  ein  Quadrat,  in  welchem  Falle  die  Curve  /'  =  0 
nach  Laguerre  eine  Richtungscurve  heisst,  so  ist  s  rational.  Hieraus 
folgert  Laguerre,  dass  dicEvolvente  und  EvoIuteeinerRichtungscurve 
eine  Richtungscurve  ist.  Nur  das  erstere  zeigt  sich  richtig.  Der 
letztere  Punkt  erfordert  die  Unterscheidung,  je  nachdem  die  Curve 
von  jeder  Normale  nur  in  einem  Punkte  oder  in  mehreren  Punkten 
orthogonal  geschnitten  wird.  Im  ersten  Falle  heisst  die  Curve 
einfach,  und  der  Satz  ist  richtig;  im  letzteren,  wo  die  Evolvente, 
algebraisch  untrennbar,  aus  zwei  parallelen  Zweigen  besteht, 
heisst  sie  complex,  und  dann  ist  die  Evolute  der  Richtungscurve 
nie  eine  Richtungscurve.  Ist  also  die  Evolute  Richtungscurve, 
so  ist  die  Evolvente  einfach.  Das  Vorstehende  ist  es,  was  der 
gegenwärtige  Artikel  ausführlicher  darlegt  als  der  Artikel  in 
C.  R.  CIV,  1051,  worüber  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  711  berichtet 
ist.     Es  folgen  dann  noch  Beispiele.  H. 


L.   KoENiGSBERGER.     üeber  reetificirbare  Curven.      Math. 

Aon.  XXXII.  589-595. 
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Herr  6.  Hambert  hat  im  Journ.  de  Math.  (4)  lY.  133  (jYgl 
das  vorige  Referat)  in  der  Arbeit  „Sur  les  courbes  alg6briques 
planes  rectifiables*'  den  Satz  bewiesen,  dass  der  Bogen  einer 
rectificirbaren  ebenen  algebraischen  Curve  stets  einer  quadrati- 
schen Gleichung  genfigt,  deren  Coefficienten  rationale  FuDCtionea 
der  Coordinaten  sind,  und  dass  ferner  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  hierfttr  sei,  dass  der  Diflferentialquotient 
des  Bogens  rational  durch  die  Coordinaten  ausdrfickbar  sei. 
Der  Herr  Verfasser  weist  nach,  dass  diese  Eigenschaft  nicht 
mit  der  speciellen  Form  des  Bogendifferentials  zusammenhängt, 
und  stellt  eine  allgemeinere  Definition  der  rectificirbaren 
Curven  auf. 

Ist  y  eine  durch  die  Gleichung  f(Xj  y)  =  0  definirte  alge- 
braische Function,  und  ist 

S  =y  y«(«,  y,  y',  ..>)dx  =  F(«,  y,  y',   . . .), 

worin  w  eine  rationale,  F  eine  algebraische  Function  bedeutet 
so  folgt  nach  einem  Satze  von  Abel: 


S  =  B,  {x,  y,y', . . .)  +  Ä,(a?,  y,  y\  . . .)  Vcti(x,  y,  y', . . .), 

wo  R^  und  /{,  rationale  Functionen  bedeuten.     Da  nun,  wegen 

f(x,  y)  =  0,   y',  y",  • . .    rational   durch   x   und  y   ausdrOekbar 

sind,  so  ist  S  durch  eine  quadratische  Gleichung  mit  rationalen 

dS       / 

Coefficienten  ausdrückbar.     Bildet  man  nun  •^=  V^^^^yj^^  ••-)? 

so    erhält   man    im    allgemeinen    eine  Gleichung,    durch  welche 
sich  1^01  rational  darstellt.    Ist  umgekehrt 

S  =  Ä(aj,  y,  y',  . . .), 

so  ist  — r—  =  Vw  rational  dargestellt. 
dx 

Nennt  man  das  Integral  S  =  j\fo{x^y^y\...)  dx  algebraisch 

reducirbar,   wenn    es   sich   algebraisch    durch  Xy  y,  y',  ...    dar- 
stellen lässt,  so  genügt  S  einer  Gleichung 

(S-c)'  =  r\x,  y,  y',  . . .)  (ü(x,  y,  y',  • . .), 
worin  c  eine  Constante  bedeutet. 
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Aehnliche  Sätze  könnten  auch  für  höhere  Wurzelexponenten 
aufzustellen  sein. 

Der  Herr  Verfasser  wendet  sich  nun  zur  Betrachtung  tran- 
scendenter  Gurven,  die  er  rectificirbar  nennt,  wenn  der  Bogen 
sich  als  algebraische  Function  der  Goordinaten  ausdrücken  lässt 
Er  gelangt  für  diese  zu  dem  interessanten  Resultat: 

Jede  rectificirbare  transcendente  Curve  ist  das  Integral  einer 
algebraischen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  und  ihr  Bo- 
gen s  genügt  einer  quadratischen  Gleichung  von  der  Form 

worin  c  eine  Gonstante  und  Q^  eine  rationale  Function  bedeutet 
Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  der 
algebraisch  rectificirbare  Bogen  rational  sei  in  a;,  y,  y',   ist  die, 

dass  yi+y'*  rational  in  denselben  Grössen  ausdrückbar  ist. 

_. A. 

G.  HuMBBRT.      Sur  les   courbes  cycliques   de   direction. 

Jonrn.  de  Math.  (4)  IV.  129-131. 

Genauere  Fassung  einiger  in  einer  vorangegangenen  Ab- 
handlung über  das  AbeFsche  Theorem  (F.  d.  M.  XIX.  1887. 
432)  mitgeteilten  Sätze.  R.  M. 


G.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 

A.  Breuer.  Die  Normalform  der  allgemeinen  Kegel- 
scbnittsgleichung.  Ein  Beitrag  zur  analytischen  Geo- 
metrie.     Giseoach.  J.  Bacmeister.  39  S.  gr.  8^ 

Definirt  man  einen  Kegelschnitt  als  geometrischen  Ort  eines 
Punktes,  dessen  Abstände  von  einem  gegebenen  Punkt  (Brenn- 
punkt} und  einer  gegebenen  Geraden  (Leitlinie)  ein  gegebenes 
Verhältnis  (Excentricit&t)  haben,  und  leitet  die  Gleichung  des 
RegeUehnitts  bei  beliebiger  Lage   der  Leitlinie  und  des  Brenn- 
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punktes  zum  GoordiDEtensystem  ab,  so  erhält  man  eine  Gleiebang 
zweiten  Grades  zwischen  den  Goordinaten  x^  y,  in  welcher  unter 
den  Coefficienten  a,  6,  c  der  Glieder  x',  2  «y,  y*  die  Relation 
V—ac—a^c  =  1  besteht.  Eine  solche  Gleichang  bezeichnet  der 
Verfasser  als  Normalform  der  Eegelschnittsgleichnng.  Aas  ihr 
kann  man  umgekehrt  die  Grösse  der  Excentricit&t  and  die  Lage 
der  Leitlinie  und  des  Brennpunktes  bestimmen  und  sodann  am 
diesen  Daten  beliebig  viele  Punkte  der  Gurre  in  einfacher  Weise 
construiren.  Da  sich  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
durch  Multiplication  mit  einem  leicht  zu  bestimmenden  Factor  in 
die  Normalform  bringen  lässt,  so  ist  damit  eine  Methode  ge- 
geben, um  ohne  wiederholte  Anwendung  von  Transformationen 
die  Gleichung  in  das  entsprechende  geometrische  Gebilde  um- 
zusetzen. Die  Untersuchung  wird  fQr  die  s&mtlichen  Arten  der 
Kegelschnitte  durchgeführt.  F. 


H.  Willig.       Behandlung     der     Kegelschnitte     mittels 

LinienCOOrdinaten.      Pr.  Realgymo.  Mains.  48  8.  8^ 

Einführung  in  das  Studium  der  Liniencoordinaten  und  Ein- 
übung derselben  an  solchen  Aufgaben  aus  der  elementaren 
Theorie  der  Kegelschnitte,  bei  welchen  ihre  Anwendung  von  Vor- 
teil ist.  F. 

Kreudbr.     Abschnitte  ans  der  Lehre  Ober  die  Kegel- 
schnitte  in  analytischer  Behandlung  mittelst  Winkel- 

COOrdinaten.      Pr.  Progymn.  EaskircbeD.  18  S.  4<^  a.  1  Taf. 

Die  hier  angewandten  Winkelcoordinaten  werden  folgender- 
massen  definirt:  Eine  feste  Strecke  0^0^  sei  gleich  «,  und  von 
einem  Punkte  B  in  der  Ebene  seien  die  Linien  fiO,,  BO,  ge- 
zogen, wodurch  die  Winkel  B0^0^  und  BO^O^  entstehen,  deren 
trigonometrische  Tangenten  resp.  o?,  und  x^  seien.  Dann  aiod 
x^  und  x^  die  Winkelcoordinaten  des  Punktes  B.  Ea  wird  nus 
das  Elementare  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  mii 
diesen    Goordinaten    bebandelt.      Eine    gerade   Linie    bmt    du 
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OleiehuDg : 

»x,«,  — a,ir,  —  a,a:,  =  0, 
wo  a^  und'  a,  die  Lote  zu  0, 0,  re8p.  in  0^  und  0,  bezeichnen, 
und  zwar  diese  Lote  gerechnet  bis  zum  Durchschnitt  mit  der 
in  Rede  stehenden  geraden  Linie.  Später  wird  die  Gleichung 
eines  beliebigen  Kegelschnitts,  der  durch  0,  und  0,  geht,  in 
der  Form  sx^x^ — a^x^ — a^x^—k  =  0  aufgestellt  Und  dies 
wird  dann  weiter  ausgeführt  [Vgl.  die  Arbeiten  des  Hrn.  Ritsert, 
F.  d.  M.  XV.  1883.  594  u.  XVIL  1885.  690,  der  durch  Ein- 
f&hrung  der  Cotangenten  als  Coordinaten  den  Grad  der  Glei- 
chung unge&ndert  erhält.    Lp.]  Mz. 


Ca.  Smith.     Solutions  of  the  examples  in  an  elementary 
treatise  on  conic  sections.    Loodoo.  Macmiilao. 
Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  588. 


Sforza.     Condizione  geometrica  per  la  realitk  dei  punti 
e  delle  tangenti  comuni  a  dae  couicbe.      Palermo  Rend. 

II.  172-175. 

Die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  daftlr,  dass  die 
vier  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  sämtlich  reell  sind,  be- 
steht darin,  dass  ein  gewisser  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung 
von  den  Invarianten  der  gegebenen  Kegelschnitte  abhängt,  ima- 
ginär ist.  Die  Realität  der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
hängt  von  dem  Imaginärsein  eines  analog  bestimmten  Kegel- 
schnitts ab.  F. 

O.  Montb6Pkrb;.li.      Costruzioni    proiettive   delle  curve 
di  second'ordine  con  elementi  immagiuari.  Veiletri.  VIII 

u.  131  S.  (1837.)  

A.  Haas.      Ueber    die    Indicatrizen    der    Kegelschnitte. 

Bökleo  Mitt  IL  152-160. 

•   Unter  Indicatrix   eines  Punktes  in  der  Ebene  eines  gege- 
benen Kegelschnittes  K  wird  derjenige  (beliebig  klein  gedachte) 

Fortwhr.  d.  Math.   XX.  2.  46 
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Kegelschnitt  verstanden,  dessen  System  conjugirter  Durcboiesser 
mit  derjenigen  Strahleninvolution  zusammenffillt,  die  von  den  durch 
den  Punkt  gehenden,  in  Bezug  auf  K  conjugirten  Geraden  ge- 
bildet wird.  Diejenigen  Punkte,  fQr  welche  eine  der  Axen  der 
Indicatrix  die  nämliche  Neigung^  gegen  eine  der  Hauptaxen  Ton 
K  besitzt,  bilden  eine  „Isogone*',  w&hrend  der  Oijk  der  Punkte, 
deren  Indicatrizen  ein  constantes  Axenverhilltnis  haben,  als 
„Niveaulinie**  bezeichnet  wird.  Diese  beiden  Arten  von  Curren 
werden  fQr  die  einzelnen  Kegelschnittarten  bestimmt;  im  allge- 
meinen sind  die  Isogonen  von  den  Brennpunkten  ausgehende 
Hyperbelbogen,  die  Niveaulinien  Curven  vierter  Ordnung.  Der 
Abhandlung  sind  Zeichnungen  beigegeben,  welche  die  Resultate 

♦ 

veranschaulichen.  T. 

G.  DE  LoNGCHAMPs.      Sur   les  normales    aux    coniques. 

Mathesis  VIII.  110-111. 


E.  Ci&SARo.    Sur  la  courbiire  des  coniques.    Nouv.    Add.  ?; 

VII.  152-159. 

Es  werden  verschiedene  Sätze  über  Krümmung  von  Keget 
schnitten,  Evoluten  etc.  nach  einer  besonderen  Methode  (genannt: 
göom^trie  intrinseque)  hergeleitet.  Mz. 

E.  C^SARO.     Remarques    snr    la    thöorie    des    roulettes. 

Noirv.  ADD.  (3)  VIL  209-230. 

Eine  grosse  Zahl  von  Sätzen  über  RoUcurven,  liauptsäcblicb 
über  Kegelschnitte,  die  sich  auf  einer  Geraden  wälzen. 

M«. 

£.  PoMBY.      Application    d'un   th^or^me    d'alg^bre    ^le- 
nientaire  k  quelques  questions  de  g^omötrie  analytique. 

JoarD.  de  Math.  spöc.  (3)  II.  104-109,  131-134. 

Der  benutzte  Satz  lautet:  Jeder  grosste  oder  kleinste  Wert 
des  Bruches 
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ist  eine  Wurzel  X  der  Discriminaote  der  binären  Form 

Die  Anwendungen  erstrecken  sich  auf  die  Bestimmung  der 
Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden,  der  Axen  eines 
Mittelpunktskegelscbnitts,  derHalbaxenlängen  des  ebenen  Schnittes 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung.  Sodann  wird  auch  noch  der 
Satz  gegeben:  Ist  d(x^y,z)  eine  quadratische  Form  dreier  Varia- 
bein, so  ist  zum  Verschwinden  der  Discriminante  der  quadrati- 
schen Form  zweier  Variabein  öfx,  y, ^ — ^J  die  notwendige 

und  hinreichende  Bedingung  die,  dass  diejenige  der  quadratischen 
Form  d(xy  y,  s)  +  2/(^4- my -f  wä)  der  vier  Variabein  x,  y^  a^  t 
ebenfalls  verschwinde.  Lp. 

MoüRGUE.      D^ternnuation  des  foyers  d'une  conique. 

JourD.  de  Math.  ep^c.  (3)  II.  4-G. 

Aufstellung  der  Gleichungen  för  die  beiden  Hyperbeln  H 
und  H\  deren  Schnittpunkte  die  gesuchten  Brennpunkte  sind, 
durch  Identificirung  der  allgemeinen  Gleichung  zweiter  Ordnung 
mit  der  Brennpunktsgleichung 

(x^ay  +  (y-ßy  =^(lx  +  my  +  ny.  Lp. 


C.    A.  Laisant.      Polaires  arithmötiques   d'une   conique. 

Joarü.  de  Math.  sp^c.  (3)  II.  265-'S69. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  P  eine  variable  Secante,  deren 
Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitte  ü  und  ü^  sind;  so  kann 
man  den  Ort   eines   Punktes  M   auf  der  Secanle  aufsuchen,  für 

den  PM  =  ^{PV+PU')  ist,  oder  för  den  PiP  =  PU.PU'  ist. 
Die  beiden  (auch  sonst  schon  untersuchten)  Oerter  nennt  Herr 
Laisant  arithmetische  und  geometrische  Polare  von  P  und  giebt 
ihre  Haupteigenschaften  an.  Lp. 


FoNTANBAü.      Coniques    poiaires    d'un    point    et    d'nne 
droite.     Noot.  add.  (3)  vn.  292-295. 

46* 
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Der  Herr  Verfasser  geht  yon  der  Gleiehang 

eines  Kegelschnitts  C  aus  und  betrachtet  einen  festen  Punkt  P, 
dessen  Coordinaten  X,  Y  seien.     Dann  ist 

die  Gleichung  einer  Curve,  auf  der  die  Mitten  aller  Sehnen  von 
C  liegen,  die  durch  P  gezogen  werden  können.  Betrachtet  man 
jedoch  statt  cartesischer  Coordinaten  allgemeinere  Punktcoordi* 
naten,  so  tritt  fär  die  unendlich  ferne  Gerade  eine  endliche  D 
ein,  welche  auf  allen  durch  P  gehenden  Secanten  je  einen  Punkt 
fi  bestimmt,  zu  welchen)  (mit  den  Endpunkten  a  und  6  der  Se- 
cante)  ein  vierter  harmonischer  Punkt  m  gehört;  und  man  hat 
dann  an  Stelle  des  Ortes  der  Secantenmitten  den  Ort  dieses 
Punktes  m.  So  werden  dann  mehrere  S&tze  bewiesen,  wie: 
Zwei  Gerade  bestimmen  durch  ihre  yier  Durchschnitte  mit  einem 
Kegelschnitte  und  durch  ihre  beiden  Pole  in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt  die  sechs  Ecken  eines  Sechsecks,  das  in  eines 
Kegelschnitt  gezeichnet  werden  kann.  Dann  folgt  der  nach  dem 
Princip  der  Dualitftt  entsprechende  Satz  und  besondere  Fälle. 

Mz- 

V.  Retali.      Osservazioni    analitico  -  geometriche    sulla 
projezione  immaginaria  delle  curve  del  second'  ordine. 

Bologna  Mem.  (4)  VII.  601-632.  (1886). 

V.  Rktali.      Ricerche  sopra  rimmaginario  in  geometria. 

Bologna  Mem    (4)  IX.  259-277. 

Wie  schon  in  einer  früheren  Arbeit  (Sulle  ooniche  conjngate 
vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  560,  569)  beschäftigt  sich  Herr  B.  auch 
in  den  vorliegenden  Schriften  mit  der  Theorie  der  conjugirteo 
Kegelschnitte.  Jeder  von  zwei  conjugirten  Kegelschnitten  ist  zu 
sich  selbst  polarreciprok  hinsichtlich  des  anderen.  Conjugirte 
Kegelschnitte  berahren  sich  in  zwei  Punkten,  deren  Verbindungs- 
linie die  Polare  der  Conjugation  ist,  w&hrend  die  laeehörüten 
Tangenten  sich  im  Pole  derselben  schneiden.    Ist  C/(x,  y,  s)  =  0 
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die  Gleichung  des  Eegelschnittes  K\  so  ist  za  ihm  hinsichtlich 
^n  yi>  *i  d^r  Kegelschnitt 

conjogirt  Aus  dieser  Gleichungsform  lassen  sich  sofort  mehrere 
bekannte  Sätze  ablesen.  So  gehört,  wenn  Q  auf  dem  hinsicht- 
lich P  conjugirten  Kegelschnitt  liegt,  P  dem  hinsichtlich  Q  con- 
jugirten  Kegelschnitte  an.  (Vgl.  z.  B.  Del  Pezzo,  Sülle  quadriche 
polari  etc.,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  645.)  Während  der  Pol  eine 
Gerade  durchläuft,  beschreibt  der  conjugirte  Kegelschnitt  eine 
Reihe  vom  Index  2,  die  näher  untersucht  wird.  Ferner  folgt, 
dass  zwei  Diagonalen  eines  Jif'  umbeschriebenen  Vierseits  die  ge- 
meinsamen Punkte  der'  Kegelschnitte  enthalten,  welche  zu  K* 
hinsichtlich  der  Ecken  auf  der  dritten  Diagonale  conjugirt  sind. 
Alsdann  wird  die  bekannte  Gruppe  von  vier  Kegelschnitten 
untersucht,  von  denen  je  zwei  hinsichtlich  einer  Ecke  eines  allen 
gemeinsamen  Poldreiecks  conjugirt  sind. 

Vorzugsweise  beschäftigt  sich  Herr  R.  mit  dem  Ort  der 
Punkte,  hinsichtlich  deren  zu  ff*  Kegelschnitte  conjugirt  sind, 
welche  zwei  feste  funkte  P,  Q  harmonisch  trennen.  Es  handelt 
sich  um  einen  Kegelschnitt,  der  sowohl  P,  Q  als  auch  die  beiden 
Punkte  harmonisch  trennt,  die  K*  mit  PQ  gemein  hat.  Durch- 
Iftuffc  das  Paar  PQ  eine  Involution,  so  beschreibt  dieser  Kegel- 
schnitt einen  Bflschel,  zu  dessen  Grundpunkten  solche  conjugirten 
Kegelschnitte  gehören,  welche  die  Doppelpunkte  der  vorliegen- 
den Involution  enthalten.  Die  Punkte  liegen  auf  zwei  Seiten 
des  Poldreiecks  von  K\  von  dem  zwei  Ecken  mit  einem  Paar 
der  Involution  zusammenfallen.  Dies  wird  insbesondere  auf  die 
Involution  der  unendlich  fernen  Kreispunkte  und  auf  die  zu  K* 
conjugirten  gleichseitigen  Hyperbeln  und  Kreise  angewandt. 

In  der  zweiten  Arbeit  sucht  Herr  R.  nachzuweisen,  wie 
ntttzlich  die  Theorie  der  conjugirten  Kegelschnitte  sich  erweist, 
wenn  es  sich  um  Constructionen  im  Gebiet  der  imaginären  Ge- 
bilde in  einer  reellen  Ebene  handelt.  So  können  imaginäre 
Ellipsen  definirt  werden  als  Kegelschnitte,  die  zu  reellen  hin- 
sichtlich innerer  Punkte  der   letzteren  conjugirt  sind.    So  kann 
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z.  B.  die  CoDBtruction  der  Schnittpunkte  zwischen  einem  reellen 
Kegelschnitt  K^  und  einer  imaginären  Geraden  aaf  folgende 
Weise  erledigt  werden.  Es  sei  xayb  die  harmonische  Darstellung 
der  Geraden,  welche  zwei  conjugirte  Strahlen  x^y  des  Kegel- 
Schnittes  benutzt.  Sind  X  und  Y  die  Pole  von  x  und^  y  hinsicht- 
lich üf',  so  wird  einer  der  zu  ^'  hinsichtlich  X  und  Fconjugirten 
Kegelschnitte  Ki  und  1^1^  a  (und  6)  in  zwei  reellen  Punkten 
treffen.  Ist  dies  üfl,  so  sind  die  Verbindungslinien  der  Schnitt- 
punkte mit  X  die  reellen  Träger  der  gesuchten  Schnittpunkte. 
Hat  eine  imaginäre  Gerade  ihren  reellen  Punkt  auf^',  so  liegt 
bekanntlich  ihr  zweiter  Schnittpunkt  mit  K*  auf  der  Axe  der 
Involution  von  K\  die  zu  derjenigen  der  Geraden  perspectiviseh 
ist.  Irriger  Weise  bezeichnet  Herr  R.  eine  besondere,  das  Cen* 
tnim  der  Involution  enthaltende  Gerade  als  Träger  des  Schnitt- 
punktes (§  8).  Hat  ferner  ein  imaginärer  Punkt  einer  reellen 
Tangente  die  vom  Berührungspunkte  S  ausgehende  harmonische 
Darstellung  SGXH,  so  treffen  sich  im  reellen  Punkt  der  zweiten 
von  ihm  ausgehenden  Tangente  die  von  G  und  H  aus  an  üfl  ge- 
legten zweiten  Tangenten.  Auf  viel  einfachere  Weise  lässt  sich 
aber  der  fragliche  Punkt  als  Centrum  der  zu  SX,  OB  perspecti- 
vischen  Tangenten-Involution  von  K*  charakterisiren. 

Im  weiteren  Verlauf  seiner  Arbeit  beschäftigt  sich  Herr  R. 
damit,  von  einem  Punkt  einer  imaginären  Tangente  eines  reellen 
K*  aus  die  zweite  Tangente  zu  legen,  zu  einem  imaginären 
Punkte  die  Polare  zu  suchen  und  endlich  zu  einer  Gruppe  ans 
einem  reellen  und  zwei  imaginären  Punkten  die  zwei,  bezw.  drei 
Elemente  der  Hesse'schen  bezw.  kubischen  Covariante  aufzusuchen. 
Als  Träger  des  Gebildes  wird  zuerst  ein  Kegelschnitt,  heroach 
eine  reelle  Gerade  benutzt.  E.  K. 


B.  Sporbr.     Ueber  rechtwinklige  und  gleichseitige  Drei- 
ecke, welche  einem  Kegelschnitt  ein  beschrieben  sind. 

Scblömilcb  Z.  XXXÜI.  307-311. 

Der  Herr  Verfasser  behandelt  zuerst  das  rechtwinklige^  dann 
das  gleichseitige  Dreieck    und   verwendet  beide  Male  den  von 
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ihm.. froher  gegebenen  Satz:  Beschreibt  man  um  einen  Punkt 
P  mit  irgend  einem  Halbmesser  einen  Kreis,  so  hat  derselbe  mit 
einem  Kegelschnitt  vier  Punkte  A^  £,  C,  D  gemein,  die  einen 
Punkt  8  zum  Schwerpunkt  haben,  der  sich  nicht  ändert,  wenn 
der  Halbmesser  des  Kreises  grösser  oder  kleiner  wird.  Indem 
nan  vorausgesetzt  wird,  dass  das  I>reieck  ABC  bei  C  rechtwinklig 
ist,  und  die  Schnittpunkte  C  und  D  sich  vereinigen,  werden  die 
auch  von  Steiner  schon  gefundenen  Sätze  über  eingezeichnete 
rechtwinklige  Dreiecke  gewonnen.  Nachher  wird  vorausgesetzt, 
dass  ABC  ein  gleichseitiges  Dreieck  sei,  und  bewiesen,  dass  der 
Ort  der  Mittelpunkte  aller  einem  Kegelschnitt  eingezeichneten 
gleichseitigen  Dreiecke  ein  Kegelschnitt  ist.  Jedem  solchen 
Dreieck  ist  aber  ein  Kreis  umbeschrieben,  der  den  Kegelschnitt 
ausser  in  den  drei  Ecken  il,  A,  C  noch  in  einem  Punkte  D  tri£ft; 
und  der  Schwerpunkt  S  der  vier  Punkte  A,  B,  (7,  D  ist  fQr  alle 
solchen  Dreiecke  gleichfalls  auf  einem  Kegelschnitt  veränderlich. 

Mz. 

Stoll.     Ueber    einige   Sätze  J.  Steiner's.       Schidmiich   z. 

XXXIII.  78-108. 

Zwei   ähnlich   liegende   concentrische  .Ellipsen   mögen  die 
Gleichungen  haben 

-^+1^=1  und  ^  +  |j-=l. 

« 

Eine  Tangente  der  letzteren  schneide  dieerstere  in  zwei  Punkten 
mit  excentrischen  Anomalien.  7,  und  9),.  Alsdann  gilt  die  Diffe- 
rentialgleichung: 


yiAt\  +  (C"-4A'-4)<?  +4A     , 

= -i^pTj rf^p.. 

wobei 

ist.  Das  Resultat  gestattet  unmittelbar,  den  Sehluss  zu  ziehen, 
dass,  wenn  ein  n-Eck  der  ersten  Ellipse  ein-  und  der  zweiten 
umgeschrieben  ist,  es  unendlich  viele  n-Ecke  gleicher  Art  giebt; 
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auch  folgt  der  andere  bekannte  Satz,  dass  man  die  Ecken  eines 
n-Ecks  80  auf  der  ersten  Ellipse  fortbewegen  kann,  dass  seine 
Seiten  an  Ellipset  fortgleiten,  die  mit  der  zweiten  fthnlieh  und 
ähnlich  gelegen  sind.  Im  Anschlnss  an  frflhere  Entwickelongen 
stellt  dann  Herr  St.  die  Beziehungen  unter  den  Constanten  auf, 
welche  beim  Auftreten-  von  Drei-,  Vier-  und  Achtecken  der  ver- 
langten Art  stattfinden  mttssen. 

Fortwährend  die  excentrische  Anomalie  als  Parameter  benuts^d, 
beweist  nun  Hr.  St,  dass  ein  einer  Ellipse  eingeschriebener  Polygon- 
zug P^P  P"  ...  PC"-^)/',  mit  festen  Endpunkten  die  grösste  Länge 
dann  annimmt,  wenn  je  zwei  aufeinanderfolgende  Seiten,  gegen 
Normale  und  Tangente   in   dem  gemeinsamen  Endpunkte  gleich 
geneigt  sind,   und  also  alle  Seiten  dieselbe  zur  ersten  confocale 
Ellipse  berQhren.  Namentlich  das  Letztere  hätte  sich  auf  anderem 
Wege   wesentlich    einfacher   entwickeln   lassen.    Im   Anschlnss 
daran  giebt  Herr  St  den  Satz,   dass   ein  it-Eck,   welches  einer 
Ellipse  ein-  und  einer  confocalen  umgeschrieben  ist,  unter  allen 
der    ersteren   eingeschriebenen   n  -  Ecken    den    grossten,   anter 
allen  der  letzteren  umgeschriebenen  n-Ecken  den  kleinsten  Um- 
fang besitzt.     Das  Erstere   ist  nach  den   vorhergehenden  Ent- 
wickelungen  zuzugeben,  und  es  hätte  eines  besonderen  Beweises 
nicht  bedurft,  um  einzusehen,  dass  die  unendlich  vielen  den  Be- 
dingungen   genQgenden  n-Ecke    alle   den  gleichen  Umfang  be* 
sitzen.      Die  Begründung   des   zweiten  Teiles   der  Behauptung 
hingegen  hätte  wohl   ausfUhrlicher  sein  müssen.    Zum  Schluss 
werden  Vierecke  von  der  betrachteten  Art  in's  Auge  gefasst 

E.  K. 


J.  C.  KlüYver.     Over  de  invariante  betrekking  tusschen 
twee  kegelsneden   in   en   om  denzelfden  veelhoek  be- 

schreven.     Nieuw  Arch.  XV.  37-56. 

Nach  einem  bekannten  Satz  von  Poncelet  kann,  wenn  in 
einen  Kegelschnitt  K^  und  zugleich  um  einen  Kegelschnitt  JT,  ein 
Vieleck  zu  zeichnen  ist,  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Vielecken 
von  gleicher  Seitenzahl  in  K^  und  um  AT,  beschrieben  werden* 
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Auf  analytiechem  Wege  werden  die  ßeziehuDg^n  zwiiohen  den 
Kegelschnitten  und  Vielecken  näher  entwickelt  und  sodann  auf 
besondere  Fftlle  angewandt.  So  ei'giebt  äicb  in  einfacher  Weise 
die  Beziehung  zwischen  zwei  Kreised,  in  und  um  welche  eine 
Anzahl  Dreiecke  oder  auch  n-Ecke  beschrieben  werden  kann. 
Weiter  wird  die  Beziehung .  zwischen  den  Invarianten,  welche 
sich  hierbei  ergeben,  und  den  elliptischen  Functionen  aufgesucht, 
wobei  Unterschied  gemacht  werden  muss  zwischen  den  F&llen, 
wo  n  gerade  oder  ungerade  ist  In  beiden  entstehen  schöne 
Reihen,  welche  für  besondere  Werte  von  n  weiter  entwickelt 
werden.  0. 

Faurb.     Sur  uti  tb^'^me  de  Chasles.      Noav.  add.  (3)  Vii. 

31-37. 

Sind  drei  Kegelschnitte  A^  A\  A"  einem  Viereck  umbeschrie- 
ben, und  hat  man  ausserdem  einen  Kegelschnitt  (/,  so  construire 
man  einen  Kegelschnitt  B,  der  durch  die  vier  Durchschnittspunkte 
von  ü  und  A  geht.  Dann  liegen  die  Durchschnittspunkte  von 
B  und  A'  und  die  von  U  und  A'  auf  demselben  Kegelschnitt 

Dies  wird  einfach  analytisch  bewiesen,  und  daran  werden 
sahireiche  Zus&tze  und  Folgerungen  geküipft.  Mz. 


M.  d'Ocagns.    Quelques  propri^t^s  de  rellipse,  d^viation, 
^art  normal.     Nouv.  Add.  (3)  Vii.  268-282. 

Sind  acosqp,  fr  sin  9   die    Coordinaten  eines  Punktes  M  der 

«■      v" 
Ellipse  — r  +  4r  =  1  u^d  acos^,  asin^  die  Coordinaten   des 

entsprechenden  Punktes  M'  des  Kreises  x*+y*  :=  ä*,  so  wird 
der  Winkel,  den  die  Kreistangente  in  Jf'  mit  der  Ellipsentangente 
in  M  bildet,  Deviation  genannt;  ferner  heisst  der  Winkel,  den 
die  Ellipsennormale  in  Jlf  mit  dem  Ellipsenradius  OM  bildet 
^öcart  normal''  (etwa:  Normalenabweichung).  Diese  beiden 
Winkel  mit  ihren  mannigfachen  Beziehungen  zur  Ellipse  bilden 
den  Gegenstand  dieser  Arbeit  Mz. 
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E.  Rrusch.      Die    conjugirten   Halbmesser    der    Ellipse. 

Bokieo  Mitt  IL  141-148. 

Gleitet  eine  Strecke  mit  ihren  Endpunkten  auf  den  Schenkeb 
eines  rechten  Winkels,  so  *  beschreiben  zwei  Punkte  M  und  01, 
die  auf  der  Strecke  symmetrisch  zu  deren  Mitte  liegen,  zwei 
Ellipsenquadranten,  welche  denselben  Mittelpunkt  (O)  and  die- 
selben Axen  haben,  aber  um  einen  Winkel  von  90^  gegen 
einander  gedreht  sind.  Lftsst  man  die  eine  der  Ellipsen 
(m)  die  Drehung  um  diesen  Winkel  ausfuhren,  so  fällt  sie  mit 
der  Fortsetzung  des  andern  Ellipsenquadranten  zusammen,  und 
kommt  hierbei  der  dem  Punkte  U  entsprechende  Punkt  m  in 
die  Lage  fi,  so  sind  OM  und  OfÄ  conjugirte  Halbmesser  der 
Ellipse  (ff).  Auf  Grund  dieser  Betrachung  werden  die  bekannten 
Eigenschaften  der  conjugirten  Halbmesser  leicht  gefunden. 

F. 

C.  M.  PiUMA.      Soluzione   di  un  problema  proposto  dal 

Sig.    Lucas.      Batt.  G.  XXVI.  189-196v 

Es  ist  dies  die  Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit  (F.  d.  M. 
XVL  1884.  639).  Durch  jeden  Punkt  M  einer  Ellipse  gehen 
bekanntlich  vier  Kreise,  die  die  Ellipse  osculiren,  nämlich  einer, 
der  im  Punkte  M  osculirt,  und  ausserdem  nocb  drei  andere,  von 
denen  jeder  die  Ellipse  in  einem  von  M  (im  allgemeinen)  rer- 
schiedenen  Punkte  osculirt.  Sind  A^  B,  C  diese  Punkte  für  die 
drei  Kreise,  so  hat  das  Dreieck  ABC  das  Ceätrum  der  Ellipse 
zum  Schwerpunkt.  Umgekehrt:  Hat  man  ein  Dreieck  ABC^  dss 
der  Ellipse  eingeschrieben  ist  und  das  Ellipsencentrum  zum 
Schwerpunkt  hat,  und  construirt  die  KrQmmungskreise  an  die 
Ellipse  in  den  Punkten  A^  B,  C,  so  gehen  diese  drei  Kreise  darch 
einen  und  denselben  Punkt  der  Ellipse.  Durch '  diesen  Punkt 
geht  auch  der  dem  Dreieck  ABC  umgeschriebene  Kreis. 

So  werden  noch  mancherlei  Sätze,  die  hier  nicht  alle  ange- 
geben werden  können,  analytisch  hergeleitet.  Mz. 
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Stoll.  Herleitung  der  Mittelpiinktscoordinaten  und  des 
Halbmessers  eines  Kreises  aus  seiner  Gleichung  in 
triinetriöchen   Punktcoordinaten.      Schlömilch    Z.    XXXIII. 

245-251. 

Enthält  die  Lösung  der  in  der  Ueberschrift  genannten  Auf- 
gabe, die  Anwendung  des  Resultates  auf  einige  specielle  Fälle, 
die  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe,  aus  den  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  und  dem  Radius  die  Normalform  der  Kreisgleichung 
in  trimetrisehen  Coordinaten  zu  finden,  und  schliesslich  eine 
Methode,  um  ^ohne  Zuziehung  geometrischer  Betrachtungen  die 
Potenz  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kreis  aus 
seiner  Gleichung  allein  abzuleiten".  F. 


A.  J.  A.  Prange.  Over  de  oplossing  van  het  vraagstnk: 
de  middelpunten  en  stralen  te  vinden  der  cirkels,  die 
aan    drie   gegeven  cirkels  raken.     NieawArch.  XV.  165-187. 

Auf  analytischem  Wege  wird  in  diesem  Aufsatz  die  Aufgabe 
behandelt,  die  Mittelpunkte  und  Radien  der  Kreise  zu  finden, 
welche  drei  gegebene  Kreise  berühren.  Zuerst  stellt  Verfasser 
einige  Betrachtungen  über  die  Auflösungen  anderer  niederlän- 
discher Mathematiker  an,  Elsevier,  Ulman  und  Baden  Ghyben, 
und  zeigt,  in  wiefern  dieselben  nicht  genügen.  Als  Vorteile  seiner 
rein  analytischen  Auflösung  führt  der  Verfasser  folgende  Punkte 
an:  1.  Die  Coordinaten  der  gesuchten  Mittelpunkte  werden  erhalten 
aus  Gleichungen  ersten  Grades;  2.  die  Radien  der  gesuchten 
Kreise  ergeben  sich  unzweideutig  aus  Gleichungen  zweiten  Grades; 
3.  die  gefundenen  Werte  gelten  auch  für  den  besondern  Fall, 
dass  die  Radien  gleich  sind.  Durch  ausführliche  Berechnungen 
in  Determinantenform  werden  die  genannten  Gleichungen  abge- 
leitet und  ihre  Auflösungen  erhalten. 

Schliesslich  untersucht  Verfasser  die  Bedeutung  der  Wurzeln 
und  bespricht  einige  besondere  Fälle.  Doch  wird  aus  der  langen 
Rechnung  keine  vereinfachte  Construction  abgeleitet.         G. 
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J.  McMahon.      On    a    propertj    of   an   imaginary    line 
passing  through  one  of  the  circular  points  al  infitiitj. 

ADDalt  of  Math.  IV.  91. 

Die  Gerade  y  =  ix  bildet  mit  sich  selbst  jeden  beliebigeo 
Winkel;  wenn  sieh  ein  constanter  Winkel  um  seinen  Scheitel 
dreht,  so  erzeugen  seine  Schenkel  zwei  Strahlenbflschel  in  invo- 
lutorischer  Lage,  die  Geraden  y  :=?  +•«  sind  die  DoppelstrahleB 
der  Involation.  R.  M. 

F.  Amodbo.      On   the  chords  of  a  parabola  and  gene- 

rally   of  a   COnic.     Aonalt  of  Math.  IV.  92. 

Die  von  Graves  mitgeteilten  Eigenschaften  der  durch  den 
Brennpunkt  der  Parabel  gebenden  Sehnen  (F.  d.  M.  XIX.  1887. 
•726)  gelten  in  entsprechender  Weise  fttr  jede  Sehne,  das  zage- 
hörige Tangenten- Parallelogramm  und  die  parallele  Sehne;  der 
Satz  von  der  Einhflllenden  bleibt  auch  erhalten  bei  einem  be- 
liebigen Kegelschnitt,  wenn  man  an  Stelle  der  unendlich  fernen 
Geraden  die  Tangente  eines   dritten  Kegelschnittpnnktes  setzt 

IC  M* 

J.  WoLSTENHOLMB,  R.  F.  Davis.     Solution   of  qoestion 

9241.     Bd.  Times  XLVUI.  86-87. 

8  sei  der  Brennpunkt,  P  ein  beliebiger  Pankt  einer  gege- 
gebenen Parabel.  Mit  S  als  Brennpunkt  und  P  als  Scheitel  be- 
schreibe man  eine  zweite  Parabel.  Diese  trifft  die  erste  in  eioem 
reellen  Punkte  Q.  Dann  ist  PQ  Normale  in  P  zur  ersten  Parabel. 
Der  Ort  des  Poles  yon  PQ  in  Bezug  auf  die  zweite  Patabel  ist 
die  Curve  dritter  Ordnung  y'(«— 4«)  =  4a*  (4a  =  Parameter 
der  ersten).  Lp. 

C.  Bbrgmans.     Th^or^noes  sur  la  parabole.    MathesisViii. 

63-68.  

6.  DB  LoNGCHAMPS,  E.  FESQCBt.     SolutioD  d'une  questioD. 

JoarD.  de  Math.  8p6o.  (8)  II.  19-22. 
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Oegeben  sei  ein  rechter  Winkel  yÖx^  auf  Ox  ein  fester 
Pankt  A  (QA  =  a),  auf  Oy  ein  fester  Ponkt  B  {OB  ==  6)..  Durob 
die  Punkte  A  und  B  legt  man  ein  System  zweier  zu  einander 
senkrechten  Azen  wAl,  wB  und  construirt  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  welche  durch  0  geht  und  toA^  wB  zu  Symmetrie-Axen 
besitzt  Dann  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  von 
diesen  Hyperbeln.    Die  Gleichung  ihrer  Enveloppe  ist 

Die  Oerter  der  Scheitel,  der  Brennpunkte,  der  Schnittpunkte 
der  Directrix  mit  der  Axe,  der  Projectionen  des  Ursprungs  auf 
die  Asymptoten  werden  durch  ein  System  zweier  Kreise  gebildet. 

* 
R.  Tücker.     Note  on  a  rectangular  hjrperbola.    Ed.  Times 

XLIX.  116-117. 

Bemerkungen  Ober  Eigenschaften,  welche  mit  der  Dreiecks- 
geometrie zusammenhängen.  Lp. 


Ch.  B.  Solution  de  la  question  propos^e  au  conconre 
d'adoiission  k  IH^cole  Polytechnique  en  1888.  Noa?. 
ADD.  (3)  yii.  d05-3i4.  Composition  de  Math^matiques  (6 juin 

1888).     Joaro.  de  Math.  spöo.  (3)  IL  160-164. 

Ein  ebenes  Viereck  OACB  ist  gegeben,  und  ausserdem  hat 
man  zwei  Scharen  von  Parabeln;  die  einen  berflhren  AC  in  A 
und  haben  OA  zum  Durchmesser,  die  andern  berflhren  BC  in  B 
and  haben  OB  zum  Durchmesser.  Man  verlangt  den  Ort  des 
Berflhrungspunktes  If  einer  Parabel  der  ersten  Schar  mit  einer 
Parabel  der  zweiten  Schar.  Dieser  Ort  ist  ein  Kegelschnitt 
Darauf  wird  angegeben,  wo  C  anzunehmen  ist,  während  0,  Ay  B 
unverändert  bleiben,  damit  dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
eine  Hyperbel  werde.  Es  wird  dann  der  Fall  weiter  behandelt, 
in  welchem  das  Viereck  OACB  ein  Parallelogramm  ist;  dann 
dreht  sieh  die  gemeinschaftliche  Tangente  der  Parabeln  in  If 
um  den   Schwerpunkt   ÜT  von  ABC,    Endlich  wird  der  Ort  des 
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Schnittpunktes  dieser  Tangente    mit   der  anderen  gemeinsehaft- 
lieben  Tangente  beider  Parabeln  bestimmt  Ms. 


Roux.      Solution    g^om^trique   de   In   questioii   proposee 
pöur    radmission    k   rEcole   Polytechnique  .  en     1888. 

Noav.  Ado.  (3)  VII.  384-391. 

Diese  Arbeit  steht  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit 
der  vorhergehenden.  Derselbe  Gegenstand  wie  dort  wird  rein 
geometrisch  behandelt.  Mz. 

H.  Ferval.      Solution   de  la  question  proposöe  au  con- 
cours  d'agr^gation  en   1887,     Nouv.  Ann.  (3)  VII.  236-244 

Jeder  Punkt  P,  von  welchem  an  einen  Kegelschnitt  S  ein 
Tangentenpaar  geht,  das  harmonisch  zu  demjenigen  conjugift 
ist,  das  von  P  an  einen  anderen  Kegelschnitt  S'  geht,  liegt  be* 
kanntlich  auf  einem  dritten  Kegelschnitt  ^,  und  2  geht  durch 
die  {Berührungspunkte  o,  6,  c,  d,  a\  b\  c\  d!  der  vier  den  Kegel- 
schnitten ^S  und  S*  gemeinsamen  Tangenten.  Nun  werde  aber 
S'  so  bestimmt,  dass  2  ein  Kreis  wird;  dann  giebt  esvierKrei^. 
von  denen  jeder  durch  zwei  Brennpunkte  von  S  und  durch  zwei 
Brennpunkte  von  S'  geht.  Die  Mittelpunkte  eines  jeden  die^r 
vier  Kreise  sind  reell;  von  den  Kreisen  selbst  sind  nur  drei 
reell.  Wenn  a  und  a!  die  Berflbrungspunkte  von  S  resp.  S'  mit 
einer  der  vier  gemeinsamen  Tangenten  sind  und  o!  die  Pro- 
jection  des  Centrums  von  S  auf  die  gemeinsame  Tangente  i^t, 
dann  mtlssen  sich  die  Normalen  an  S'  in  den  Punkten  6',  c\  df 
in  einem  und  demselben  Punkte  M  treffen;  derselbe  bleibt  aa- 
veränderlich,  während  der  Kreis  2  sich  so  ändert,  dase  er  immer 
durch  die  Punkte  a  und  a*  geht. 

Dies  wird  nach  analytischer  Methode  bewiesen,  wobei  Punkt- 
und  Liniencoordinaten  gleiohzeitig  zur  Anwendung  kommen. 

Mz. 

LsvAVASfiBUR.     Agr^gation   des  sciencea  Math^matique^^ 

'     (Ooncours   de    1887).      Joarn.  deMÄtb.sp€o.  (8)  IL  36-39,  61-$:v 
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Analytischie  Beweise   und   Auflösungen  der  im  vorangehen- 
den Berichte  angeführten  Sätze  und  Aufgaben.  Lp. 


Ch.  B.     Solution  de  la  question  de  Mathämatiques  sp^* 
ciales  proposi^e   au  coucours  g^n^ral  de   1888.      Noav. 

Ann.  (3)  VlI.  231-236. 

Es  sei  C  die  Curve,  auf  der  alle  Punkte  liegen,  von  welchen 
an  die  Ellipse  £  mit  der  Gleichung 


o'    '    b 

Tangenten  gehen,  die  den  Winkel  ta  mit  einander  bilden;  dann 
ist  die  Gleichung  von  C: 

(a,»+y*-o*-6y  =  *'(|i- +  l!-- 1), 

WO  k'  =  , i —   Ist  nun  D  eine  gegebene  Gerade,  so  giebt  es 

tang'cü  °  °  j         o 

drei  Kegelschnitte,    welche    die    Curve  C  in  vier  Punkten  und 

ausserdem  noch  D  berühren.    Trifft  die  Gerade. D  die  Curve  C 

in  a„  a,,  o,,  a^,  so  kann  man  durch   zwei  dieser  Punkte  a,,  or, 

eine  Schar  von  Kreisen  legen.     Jeder  solcher  Kreis  trifft  C  noch 

in  zwei    Punkten  m  und  m\   und   die  Enveloppe   aller  solchen 

Linien   mm'    ist   ein    Kegelschnitt.    Berührt    die   Gerade  D  die 

Ellipse  E,  und  legt  man  durch  die  vier  Punkte  a^,  o,,  a,,  a^,  in 

denen  C  von  D  getroffen  wird,  an  E  diejenigen  Tangenten,  die 

nicht  mit  D  coincidiren,  so  ist  der  Ort  der  Ecken  des  von  diesen 

vier  Tangenten  gebildeten  Vier^eits  die  Curve,  deren  Gleichung: 

(a,«  +  y«_«'_6')'  =  *"(—  +    f!— l), 
WO 

4a'6' 


Ä'*  = 


tang'o;  Mz. 


K.   Baribien.      Solution    de    la   question   propos^e  pour 
Tadmission    ä    Tlfeeole  Polytechniquer  en  1887.      Nonv. 

Ann.  (3)  VII.  244-248. 
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Durch  eiDen  Punkt  w  der  Ebene,  dessen  Coordinaten  für 
ein  rechtwinkliges  Axensystem  0^  die  Grössen  a  nnd  b  sind, 
werden  Strahlen  gezogen.  Eine  Parabel  berflfare  die  Coordinaten- 
axen  in  den  Punkten,  in  welchen  eine  solche  durch  a  gelegte 
Gerade  die  Axen  trifft,  dann  ist  die  Gleichung  dieser  Parabel: 

(I)    Cy  +  w«)"  +  2(»-ifw)(ma-6)  +  (ma-6y  =  0, 
wfthrend  y-~6  =  m{x--a)  die  Gleichung  der  durch  a  gelegten 
Geraden  ist.    Die  Axe  dieser  Parabel  (I)  hat  die  Gleichung: 

Die  Gleichung  der  Directrix  ist  my^x  =  0.  Durch  Elimi- 
nation von  m  aus  dieser  und  der  yorigen  Gleichung  erhält  man: 

(x'+yy^(x'^y^iax-b9\ 
d.  i.  eine  Curve  vierten  Grades  mit  dreifachem  Punkt  in  0,  als  Ort 
der  Durchschnitte  Ton  Axe  und  Directrix  aller  in  Gleichung  (I) 
bei   yeränderlichem   Parameter  m   enthaltenen   Parabeln.     Ver- 
tauscht man  in  Gleichung  (II)  m  mit ,  so  hat  man  die  Axe 

01 

der  zum  Parameter gehörenden  Parabel,  und  der  Ort  der 

Durchschnitte  je   zweier   solchen  Axen   ist  der  Kreis   mit  der 

Gleichung: 

«'  +  y'  =  ax  +  by. 
Endlich  werden   noch   die   Coordinaten  des  Brennpunktes  einer 
solchen  Parabel  bestimmt.  Mz. 


Ancien  el^ve   de  Math.  ^p^c.     Quelques  remarques 
g^ouidtriques    ä    propos    de    la    question    pr^c^ente. 

Noay.  ADD.  (8)  Vn.  248-252. 

Diese  Arbeit  steht  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  der 
yorigen.    Man  hat  wieder  eine  Schar  von  Parabeln: 

(y  +  tnxy  +  2(y—mxXma'-b)  +  (ma—by  =  0, 
wo  m  variabler  Parameter  ist    Es  werkten  aber  hier  durch  rein 
geometrische  Betrachtung  zahlreiche  Sätze   gewonnen;   so  unter 
anderem :  Die  Enveloppe  der  Axen  aller  dieser  Parabeln  ist  eine 
Hypocykloide  mit  drei  Spitzen,  u.  s.  w.  Ms. 
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E.   Amigubs,    f.   Michel.      Solution    d'une    question. 

Joarn.  de  Math.  sp^c.  (3)  IL  17-19,  93. 

Um  ein  gleichschenklig-rechtwinkliges  Dreieck  beschreibt 
man  den  Kreis  und  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Beide  Gurren 
haben  alsdann  ausser  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  noch  einen 
Punkt  gemeinsam.  In  diesem  letzteren  zieht  man  die  Tangente 
an  den  Kreis.  Der  Ort  des  Schnittpunktes  dieser  Tangente  mit 
den  durch  den  Scheitel  des  rechten  Winkels  gehenden  Parallelen 
zu  den  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  eine  unicur- 
sale  Curve  fünfter  Ordnung;  ihre  Gleichung  in  Bezug  auf  die 
Katheten  des  gegebenen  Dreiecks  als  Axen  lautet: 

Für  den  Ort  des  Schnittpunktes  der  Hyperbeltangente  mit  den- 
selben beiden  Parallelen  findet  man  die  Gleichung: 

(«'  +  y')'  =  iaxy(x  +  y).  Lp. 


A.  Abelin.     Questions  d'examen.      Journ.  de  Math.  spöc.  (S) 

II.  42-43. 

Lösung  der  Aufgabe,  den  Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kegelschnittes  von  constantem  Inhalte  zu  finden,  der  drei  ge- 
gebene Geraden  berührt.  Der  gesuchte  Ort  ist  eine  Curve  dritter 
Ordnung.  Lp. 

J.  WOLSTENHOLME.      Solution   of  qUCStion  8279.     Ed.  Times 
XLVIII.  54-56. 

Eine  gemeinschaftliche  Tangente  zweier  Kegelschnitte  5,  S' 
berührt  sie  in  A^  A\  und  durch  einen  festen  Punkt  H  auf  dieser 
gemeinschaftlichen  Tangente  wird  eine  beliebige  Gerade  gezogen, 
welche  die  beiden  Kegelschnitte  bezw.  in  P,  Q  und  P',  0'  schneidet. 
Dann  liegen  die  Schnittpunkte  von  AP^  AQ  mit  A^P^  A^Q*  auf 
einem  festen  Kegelschnitte,  der  durch  die  vier  Schnittpunkte  von 
S  und  S'  geht.  Lp. 

AsPARAGUS,    R.  Lachlan.      Solution  of  question   8020. 

Ed.  Times  XLIX.  82-84. 

Portschr.  d.  Mmh.  xx.  2.  47 
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Einem  Dreiecke  ABC  ist  ein  Kegelschnitt  ambeschrieben, 
dessen  einer  Brennpunkt  auf  BC  liegt.  Dann  hQllt  die  zuge- 
hörige Directrix  einen  Kegelschnitt  ein,  in  Bezug  auf  welchen  Ä 
der  Pol  von  BC  ist.  Wenn  der  Winkel  A  ein  rechter  ist,  so  ist 
die  Hflilcurve  die  Parabel,  deren  Brennpunkt  A^  deren  Leit- 
linie BC  ist.  Herr  Lachlan  entwickelt  auch  noch  einige  Verall- 
gemeinerungen dieses  Satzes.  Lp. 


D.    Andere  specielle  Curven. 

O.  ScHLBSiNGBR.  Ueber  die  Verwertung  der  ^-Func- 
tionen für  die  Curven  dritter  Ordnung  nebst  einer 
Anwendung  auf  die  zu  einer  Curve  dritter  Ordnung 
apolaren  Curven.     Math.  Add.  xxxi.  183-219. 

In  einer  früheren  Arbeit  (Math.  Ann.  XXX.  455  ff.,  cf.  F.  d. 
M.  XIX.  1887.  710  f.)  ist  es  dem  Herrn  Verfasser  gelungen,  die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  aufzustellen,  dass 
eine  Curve  dritter  Ordnung  C  zu  einer  Curve  dritter  Klasse  K^ 
conjugirt  sei;  dieselbe  besteht  darin,  dass  der  ersteren  unendlicli 
viele  Polarfdnfecke  der  letzteren  eingeschrieben  sind.  In  dem  Tor- 
liegenden  Aufsatz  handelt  es  sich  um  die  aligemeinere  Aufgabe: 
auf  der  gegebenen  C*  alle  Gruppen  von  je  p  Punkten  zu  be- 
stimmen, welche  Polar-p-Ecke  einer  oder  mehrerer  zu  der  C 
apolaren  Klassencurven  bilden.  Diese  Aufgabe  wird  in  voller 
Allgemeinheit  gelöst  und  damit  die  geometrische  Beziehung  auf- 
gedeckt, welche  dem  bisher  nur  algebraisch  definirten  Begriffe 
der  ApolaritAt  (in  diesem  Falle)  entspricht.  Dies  gelingt  dardi 
Herbeiziehung  der  Parameterdarstellung  der  C,  und  zwar  ge- 
schieht dieselbe  in  einer  Weise,  welche  der  Behandlungaweise 
der  unicursalen  Curve  genau  nachgebildet  ist;  ebenso  wie  f&r 
diese  jede  Punktgruppe  auf  ihr  durch  eine  ganze  rationale  FQa^ 
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tion  vertreten  wird,  werden  auch  fQr  die  Curve  vom  Geschlecht 
Eins  irgend  welche  Punktgruppen  auf  ihr  durch  ^-Producte  re- 
präsentirt,  wenn  man  die  homogenen  Coordinaten  einer  solchen 
Curve  gewissen  i9-Producten  proportional  setzt. 

Auf  Grund  eines  für  den  vorliegenden  Zweck  fundamentalen 
Satzes  Aber  Gruppen  (lineare  Aggregate)  von  ^-Producten  und 
nach  Erörterung  der  Verteilung  von  ^•Producten  mit  demselben 
Index  Q  auf   der  C   erhält   der  Verfasser   folgenden    wichtigen 
Satz:    Sind    q>^  =0,  q>^  =  0,  . . .,  q>g  =  0   independente   zu    C* 
apolare  Curven  n*"  Klasse,    und  ist  r  ^  (<7+l)p  — 3</w  >0,  so 
giebt  es  auf  C  im  allgemeinen  (und  mindestens)  für  jeden  Wert 
des  Index  q  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  ^-Functionen  n**'  Ord- 
nung,   deren    Punkte    Polar-p-Ecke  repräsentiren;   ist  r  =  0,  so 
giebt  es  im  allgemeinen  g  +  l  Polar-p-Ecke  sämtlicher  Curven  qf. 
Von  den  vielen  Folgerungen,    die  sich  aus  diesem  Satze  ziehen 
lassen,  wird  zunächst  eine  Anzahl  von  Sätzen  hervorgehoben,  die 
sich  für  den  Fall  ^  =  1,  n  =  3  ergeben,  deren  jeder  eine  geo- 
metrische Interpretation  des  Conjugirtseins  einer  C  und  einer  üf' 
liefert,    und    sodann,   indem   g  =  1  gesetzt,  aber  n  beliebig  ge- 
lassen wird,  die  oben  erwähnte  allgemeine  Aufgabe  durch  fol- 
gende Sätze  gelöst:  Eine  Curve  2v^'  Klasse  K^'  ist  zu  einer  C 
dann  und  nur  dann  apolar,    wenn    C  zwei  Polar-3v-Ecke  von 
K'^  enthält;  ihre  6v  Ecken  bilden  ein  vollständiges  Schnittpunkt- 
system.   Eine  Curve  (2v+  1)*«'  Klasse  /ir»>+^  ist  zu  einer  C  dann 
and  nur  dann  apolar,  wenn  der  C*  einfach  unendlich  viele  Polar- 
(3 v+ 2)- Ecke  von  K^*"^^  eingeschrieben  werden  können;  alsdann 
geht  durch  jeden  Punkt  der  C*   eine    Curve  (•'  +  !)*•'  Ordnung, 
deren  weitere  Schnittpunkte   eines   der  Polar-(3»'-f  2)-Ecke  for- 
miren;  jeder  Punkt  ß  der  C  lässt  sich  femer  auf  zwei  Arten  zu 
je    einem  Polar-(3y4- 2)-Eck  von  üT^^+i  ergänzen,   und  die  bei- 
den Restpunkte  der  so  erhaltenen  zwei  Systeme  von  je  (3^4-2) 
Punkten  liegen  mit  ß  in  gerader  Linie.     Schliesslich  werden  als 
Beispiele  für  die  Anwendung  des  obigen  Satzes  noch  einige  Fälle 
hervorgehoben,  in  denen  g^l  ist,  d.  h.  mehrere  apolare  Curven 
in   Betracht  kommen,  z.  B.:  Ist  die  Schar  (K*  K^)  zu  C  apolar, 
so  giebt  es   auf  C    drei    gemeinschaftliche    Polarachtecke   der 

47* 
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Sebar,  und  die  drei  Restpankte  dieser  drei  Systeme  von  je  acht 
Punkten  liegen  auf  einer  Geraden. 

Die  erlangten  Resultate  bleiben  aaeh  für  unicursale  Carren 
gflitig,  und  es  wird  in  einem  Schiassparagraphen  gezeigt  wie 
man  dieselben  in  ganz  analoger  Weise  auch  in  diesem  Falle  her- 
zuleiten bat  T. 

J.  J.  Walker.      On    the    diameters    of  a   plane    cabic. 

Lond.  Phil.  Trsns.  CLXXIX.  151-203. 

Der  Zweck  der  Abhandlung  ist  die  Entwickelung  der  Be- 
ziehungen, die  zwischen  einer  kubischen  Cur?e  u  und  der  Schar 
von  Linien  in  ihrer  Ebene  besteben,  welche  in  Bezug  auf  die- 
selbe die  Polaren  der  auf  irgend  einer  Transversale  L  liegenden 
Punkte  sind.  Diese  Linienschar  wird  zu  dem  Systeme  Newton'scber 
Durchmesser  der  kubischen  Curve,  wenn  die  Punkte  oder  die 
Ebene  parallel  zu  derjenigen  Ebene  projicirt  werden,  welche  das 
Projectionscentrum  und  die  Linie  L  enth&lt. 

Häufig  wird  in  der  Abhandlung  Bezug  genommen  auf  die 
HflUcurve  der  fraglichen  Linien,  den  Kegelschnitt: 

2mn\  ^'"      ^'"        ^'"    ^'"  1      .    .=0 
i  dzdx  dxdy       dx*   dydi )  ~" 

(fi  =  0  die  kubische  Curve,  lx  +  my-\-nsi  =^  0  die  Linie  JL),  tti 
welchen  aus  Analogie  mit  dem  Pole  einer  Linie  in  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  der  Name  „Poloide^  der  kubischen  Curve  u 
und  der  Linie  L  in  Vorschlag  gebracht  wird,  und  insbesondere 
y,Gentroide",  wenn  die  Linie  L  im  Unendlichen  liegt. 

Cly.  (Lp.) 

G.  ToRELLi.      Su  qualche  proprietk    delle    curve   piaue 
del  terz'ordine  fornite  di  un  punto  doppio.      Aoaaii  dei 

R.  iBt.  Teco.  e  Nant  di  Napoli. 

In  dieser  Kote  wendet  der  Verfasser  einige  Resultate, 
welche  er  in   seiner   Arbeit    „Sul  sistema  di  piu  forme  bioarie 
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cubiche"  (Nap.  Rend.  1885,  F.  d.  M.  XVII.  87)  gewonnen  hat, 
auf  die  Erforschung  der  rationalen  ebenen  Curven  dritter  Ordnung 
an.  So  findet  er:  „Wenn  ein  der  rationalen  Curve  dritter  Ord- 
nung eingeschriebenes  2ii-Eck,  während  es  immer  der  Curve 
eingeschrieben  bleibt,  sich  so  umgestaltet,  dass  2n—l  von  seinen 
Seiten  sich  um  ihre  übrigen  Treffpunkte  mit  der  Curve  drehen, 
so  dreht  sich  auch  die  2n^  um  ihren  übrigen  Schnittpunkt  mit 
der  Curve*.  Dieser  Satz  entspricht  dem  auf  S.  590  der  „Vor- 
lesungen über  Geometrie''  von  A.  Clebsch  und  kann  leicht  ver- 
mittelst der  Parameter-Darstellung  der  Curve  bestätigt  werden, 
die  S.  586  des  angeführten  Werkes  steht.  La.  (Lp.) 


G.  ToRELLi.      Su    qualche    proprietk    delle   curve  plane 
del  terz'  ordine  fornite  di  uu  punto  doppio.       Bau.  G. 

XXVI.  172-177. 

G-   ToRELLi.      ün    teorema    suUe    curve    del    3^'  ordine. 

Batt.  G.  XX VI.  327-328. 

In  einer  früheren  Note  (Nap.  Rend.  XXIV.  258-261,  F.  d. 
M.  XVIL  87)  hat  der  Verfasser  Identitäten  unter  den  Covarianten 
eines  Systems  mehrerer  binären  kubischen  Formen  nachgewiesen. 
Aus  diesen  Formeln  leitet  er  nun  einige  Eigentümlichkeiten  der 
ebenen  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  her,  darunter 
den  (schon  von  d'Ovidio  aufgestellten)  Satz:  ^Lässt  man  eine 
gerade  Linie  um  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Curve  dritter 
Ordnung  mit  Doppelpunkt  rotiren,  so  bilden  die  Temen  der 
Strahlen,  welche  man  erhält,  indem  man  die  drei  Schnittpunkte 
der  Geraden  und  der  Curve  vom  Doppelpunkt  aus  projicirt,  eine 
einfache  kubische  Involution'^,  und  die  folgende  Verallgemeine- 
rung des  Desargues'schen  auf  Kegelschnitte  bezüglichen  Theorems: 
„Wenn  2ii— 1  Seiten  eines  2n-Ecks,  das  einer  Curve  dritter 
Ordnung  mit  Doppelpunkt  einbeschrieben  ist,  sich  derart  drehen, 
dass  ihre  dritten,  keine  Eckpunkte  bildenden,  Schnittpunkte  mit 
der  Curve  fest  bleiben,  so  dreht  sich  auch  die  letzte  Seite  um 
ihren  dritten  Schnittpunkt  mit  der  Curve^. 

Dass  der  letztere  Satz   auch    für   Curven    dritter   Ordnung 
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ohne  Doppelpaukt  gilt,  wird  in  der  zweiten  der  oben  angeführten 
Arbeiten  gezeigt.  F. 

F.  DiNGBLDEY.  üebcr  die  Transformation  der  Gleichung 
der  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpankt 
auf  die  Normalform.    Math.  Ann.  XXXI.  177-182. 

Der  Herr  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Gleichung 
der  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpankt  auf  folgende 
Norm^form  zu  bringen: 

X,  =  0  und  X,  =  0  sind  dann  die  Doppelpunkttangenten;  r,  =0 
die  Wendegerade.  Das  Problem  wird  nach  einer  von  Herrn 
Gundelfinger  (Math.  Ann.  IV.  561)  empfohlenen  Methode  mit 
Hülfe  der  von  Herrn  Cayley  (American  J.  IV)  aufgestellten  Con- 
comitanten  der  Hesse'schen  Normalform: 

ax\-\'bx\-\'Cx\-{'blx^x^x^  =0 
gelöst.  W.  St. 

L.  Rafpy.  Sur  la  rectification  des  cubiques  planes  uni- 
cursales.      C.  B.  GVII.  9M-946. 

Die  ebenen  Curven  dritten  Grades  werden  nach  dem  6e 
schlechte  des  hyperelliptiscben  Integrals,  welches  den  Bogen  aus- 
drückt, eingeteilt  und  die  Singularitäten  genannt,  welche  dasselbe 
bedingen.  Zum  Geschlecht  2  gehören  allein  diejenigen,  welche 
einen  Rttckkehrpunkt  im  Endlichen,  ferner  die,  welche  eine  un- 
endlich entfernte  Tangente,  und  die,  welche  eine  Doppelasymptotf 
haben.  Zum  Geschlecht  1,  wo  das  Integral  elliptisch  ist,  allein 
diejenigen,  welche  eine  der  vier  folgenden  Singularitäten  ohne 
die  übrigen  haben:  1.  zwei  Wendepunkte  mit  isotroper  Tangente 
im  Endlichen;  2.  Rttckkehrpunkt  im  Endlichen  und  unendlirb 
ferne  Tangente;  3.  parabolischen  Wende-  oder  ROckkehrpuDkt 
im  Unendlichen;  4.  Durchgang  durch  die  Cykliken.  Zum  6^ 
schlecht  0  allein:  L.die  Curve 

(*  +  0»'-27/a:*  =0; 
2.  die  schiefen   oder   geraden   semikubischen   Parabeln;    3.  die 
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schiefen  oder  geraden  Cissoiden;  4.  die  Gurve 

(y  +  0y'-3te'=:0.  H. 


A.  R.  Johnson.     Solution   of  question   9059.     £d.  Times 

XLVllI.  82-84. 

Bei  der  Curve  dritter  Ordnung 

(x'  +  y  >)  (te  +  my  +  fi)  =  (l'x  +  m'y  +  n')' 

ist  das  Produet  der  Abstände  der  Ursprungs  der  Coordinaten 
von  den  Fusspunkten  der  neun  Normalen  aus  einem  beliebigen 
Punkte  an  die  Curve  dem  Kubus  des  Abstandes  dieses  Punktes 
vom  Ursprünge  proportional.  Verallgemeinerung  dieses  Satzes 
auf  die  Curve  (x^+  y^w  =  ijü,  wenn  m  =  0,  o  =  0,  ic  =  0  die 
Gleichungen  dreier  Kegelschnitte  sind.  Lp. 


H.  KoPERT,    Balitrand,   Ch.  Martin.      Solution    de    la 

question    174.      Joaro.  de  Math.  sp^c.  (3)  IL  141-143. 

Ein  Kreis  sei  auf  zwei  durch  seinen  Mittelpunkt  gebende 
rechtwinklige  Axen  OX,  OY  bezogen;  auf  OX  nehme  man  einen 
festen  Punkt  P  an,  ziehe  durch  ihn  die  bewegliche  Secante  PAB 
(A  und  B  die  Schnittpunkte  mit  dem  Kreis).  Dann  ist  der  Ort 
des  Hohenschnitts  für  das  Dreieck  OAB  eine  unicursale  Curve 
dritter  Ordnung  mit  der  Gleichung 

(OP  =  d,  Badius  des  Kreises  =  R  gesetzt).     Diese  Curve  wird 
näher  untersucht.  Lp. 

K.   Zahradnik.       Eigenschaften    gewisser     Punktetripel 

auf  der   Cissoide.     Hoppe  Arch.  (2)  vi.  392-414. 

Der  Verfasser  hat  in  demselben  Archiv  schon  mehrere  Auf- 
sätze über  die  Cissoiden  veröffentlicht;  die  hier  vorliegenden 
Rechnungen  geben  einige  ganz  interessante  Beispiele  zu  den 
rationalen  (Cremona'schen)  Transformationen. 

Von  einem  beliebigen  Punkt  P  können  an  die  Cissoide  drei 
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TaDgentcn  gelegt  werden;  die  merkwQrdigen  Pankte  des  dadurch 
bestimmten  Dreiecks  der  BerQhrungspunkte  stehen  in  eindeatiger 
Beziehung  zu  P.  Der  Schwerpunkt  S  hat  zu  P  eine  Kreisver- 
wandtschaft,  der  Mittelpunkt  Af  des  umbeschriebenen  Kreises  hat 
zu  P  eine  allgemeine  quadratische  Verwandtschaft,  zwischen  S 
und  M  besteht  also  eine  Beziehung  vierten  Grades.  Wenn  sich 
P  bewegt,  kann  man  die  Enveloppen  sowohl  des  umbeschrie- 
benen Kreises  als  auch  der  Euler'schen  Geraden  angeben.  Be- 
sonderes Interesse  hat  der  Fall,  wo  P  die  Cissoide  selbst  be- 
schreibt. 

Ein  zweites  zu  ähnlichen  Untersuchungen  geeignetes  Punkte 
tripel  erhält  man,  wenn  man  von  einem  Cissoidenpunkte  aus  die 
drei  möglichen  Normalen  der  Curve  bestimmt.  R.  M. 


W.  E.  Hbal.      On   certain  singularities  of  the  Hessians 
of  the  cubic  and  tbe  quartic.    AnnaU  of  Math.  IV.  37-46. 

Ist  ein  Punkt  ein  singulärer  Punkt  einer  Curve,  so  entsteht 
die  Frage  nach  der  Natur  seiner  Singularität  auf  der  zugehörigen 
Uesse'schen  Cur?e.  Diese  Frage  wird  in  eingehendster  Weise 
für  die  Curven  dritter  und  diejenigen  vierter  Ordnung  beant- 
wortet. Zu  diesem  Zwecke  wird  der  betrachtete  Punkt  tarn 
Goordinatenanfangspunkt  gemacht  und  auch  für  die  Curve  vierter 
Ordnung  die  Gleichung  der  Hesse'schen  Curve  explicite  hinge- 
schrieben, wie  sie  sich  fllr  die  Curve  dritter  Ordnung  in  Salmon's 
Higher  Plane  Curves  findet.  T. 


G.  Frobbniüs.     üeber  die  Jacobi'scben  Co  Varianten  der 

Systeme    von    Berührungskegelschnitten    einer  Curve 

vierter  Ordnung.    J.  für  Math.  CHI.  139-183. 

Die  378    Paare   der   28    Doppeltangenten   einer  ebenen  C^ 

ordnen   sich    bekanntlich   in   63   Gruppen  G  von  je   sechs   und 

geben  dadurch  zu  den  63  Systemen  von  BerOhrungskegelschnitten 

Anlass.     Bildet   man   für   irgend    eines   der    sechs   Paare  einer 

Gruppe  G  das  vollständige    Viereck    der    Berttlirungspunkte,    so 

liegen  nach  Steiner   die   3.6  Ecken   der   zugehörigen  Cardinal- 


1 
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dreiecke  je  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  C,,    deren  es  also 
ebenfalls  63  giebt.     Die  linken    Seiten    der   Gleichungen   dieser 
(73  sind  irrationale  Covarianten  der  Curve,  und  die  vorliegende 
Arbeit  stellt   nicht   nur   diese   Covariantenformen   wirklich    auf, 
sondern  lässt  auch  die  Beziehungen  zwischen  ihnen  wie  zu  den 
bezüglichen  Doppeltangenten  und  Berührungskegelschnitten  Inva- 
rianten-theoretisch deutlich  erkennen;  sie  ist  insofern  eine  Fort- 
setzung einer  im  IC.  Bande  desselben  Journals  erschienenen  Ab- 
handlung des  Verfassers.     Der  zu  Grunde  gelegte  Rationalitäts- 
bereich ist  wiederum  der  eines  AronhoId*schen  Doppeltangenten- 
septupels:  freilich  wäre  es  wünschenswert,  auch  die  entsprechenden 
Entwickelungen  unter  Ädjunction  aller  28  Doppeltangenten  zu  be- 
sitzen.    Eines  der  merkwürdigsten  Einzelergebnisse  der  vorliegen- 
den Entwickelungen  ist  folgendes:  Nennt  man  zwei  Steiner'sche 
Gruppen    G    syzygetisch    oder    asyzygetisch,    je    nachdem  ihre 
Charakteristiken  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Indices 
gCDQeinsam  haben,  so  berühren  die  sechs  Doppeltangenten,  welche 
zwei  asyzygetischen  Gruppen  G  stets  gemeinschaftlich  sind,  einen 
Kegelschnitt.     Ihre    18   Berührungspunkte  mit  der  C^  und  dem 
Kegelschnitt   liegen    auf  einer    Curve  dritten  Grades.     Dieselbe 
geht  auch  durch  die  neun  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  (?,, 
welche  zu  den  beiden  Gruppen  G  gehören. 

Es  folgt  dieser  Satz  aus  einer  eleganten  Relation  zwischen 
Covarianten  (?,.  Als  systematischer  Fortschritt  erscheint  noch, 
dass  in  den  Zusammenhang  der  36  Arten,  die  es  nach  Hesse 
giebt,  um  die  28  Doppeltangenten  der  C\  zu  den  Verbindungs- 
linien von  acht  Raumpunkten  in  Beziehung  zu  setzen,  ein  tieferer 
Einblick  gewährt  wird,  sowie  die  Aufdeckung  der  Verwandt- 
schaft zwischen  den  Functionen  &,  zu  den  Wurzel functiouen  und 
deren  Differentialen. 

Was  die  Bezeichnung  der  ff,  als  Jacobi*sche  Covarianten 
angeht,  so  erklärt  sich  dieselbe  dadurch,  dass  eine  6,  nichts  an- 
deres ist  als  die  Jacobi*sche  Curve  eines  Kegelschnittnetzes,  näm- 
lich eben  des  Netzes,  dem  die  sechs  Doppeltangentenpaare  einer 
Steiner'schen  Gruppe  G  angehören,  und  welches  dadurch  völlig 
bestimmt  ist. 
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Bezüglich  des  ausgedehnten  Formelmechanismas,  d< 
wesentlich  auf  Eronecker'sche  S&tze  über  Subdetermij 
symmetrischer  Systeme  stützt,  muss  auf  die  Arbeit  selbf 
wiesen  werden. 

Es  steht  zu  hoffen,  das  bei  weiterer  Verfolgang  des 
zeigten  Weges  die  Theorie  der  irrationalen  In-  und  Covar 
derjenigen  der  rationalen  mit  der  Zeit  ebenbürtig  zar  Seite 
kann.  M\ 


Ernst  Meyer.     Die  rationalen  ebenen  Curven  4*^ 
nimg  und  die  binäre  Form  6^^^  Ordnung.     Diss.  K 

berg. 

Die  Arbeit  steht  in  engem  Zusammenhange  mit  denei 
Herren  Gross  und  Friedrich  (vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  700, 
1887.  708),  und  ist  einem  systematischen  Studium  der 
Hauten  Eigenschaften  einer  ebenen  rationalen  C^  auf  Gruc<i 
Satzes  gewidmet,  dass  die  drei  repräsentirenden  binären  Fol 
vierter  Ordnung  als  zweite  Ableitungen  einer  bestimmten  1 
sechster  Ordnung  angesehen  werden  können.  Im  besonc 
werden  auf  dieser  Grundlage  die  Gleichungen  fUr  die  Si 
laritäten  der  Curve  in  einfacher  Gestalt  abgeleitet  und  diu 
dingungen  für  höhere  Singularitäten  ermittelt  Mv^ 


P'r.  Meyer.     Zur    algebraischen  Erzeugung  sämtlic 
auch  der  zerfallenden  ebenen  rationalen  Curven  v 

ter    Ordnung.     Math.  Ann.  XXXI.  96-133. 

Der  Herr  Verfasser  benutzt  in.  diesem  Aufsatze  diese 
Priucipien,  deren  er  sich  in  einer  früheren  Arbeit  (Math.  1 
XXIX)  zur  Erzeugung  der  rationalen  Raumcurve  4^  Ordni 
bedient  hat  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  812), 

Ist  die  ebene  R^  definirt  durch  die  Gleichungen: 

QXi  =  aui  +  anl  +  -..  +  a^l*  =  fi{l)  (t  =  1,  2,  3; 

und  will  man  einen  zu  dieser  Curve  perspectiven  StrahlenbOM: 
y'tor  Ordnung  construiren^  so  hat  man  drei  Functionen  i''*«'OrdD^ 
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(pi(fi)  eines  Parameters  fi  zu  bestimmeD,  welche  der  Identität 
genügen : 

Dann   ist   der   StrahlenbQschel   definirt   durch  die  Gleichungen: 

V* 

aui  ==  qPi(i). 

Es  wird  nun  zunächst  gezeigt,  dass  diese  Aufgabe  in  allge- 
meinster Weise  leicht  gelöst  werden  kann,  sobald  sie  für  y'  =  2 
gelöst  ist. 

Letzteres  geschieht  in  folgender  Weise:  Es  giebt  bekannt- 
lich zwei  linear  -  unabhängige,  zu  den  Formen  fi(l)  conju- 
girte  Formen  vx*  4*«'  Ordnung.  Polarisirt  man  diese  Formen 
nach  fi,  ilj,  Xj,  A]',  so  stellen  dieselben,  gleich  Null  gesetzt,  die 
Beziehungen  zwischen  4  Parametern  ju,  A,,  X[^  X"  dar,  welche 
den  auf  einer  Geraden  liegenden  Punkten  der  R^  zugehören. 

Ferner  betrachtet  der  Herr  Verfasser  die  Gordan'sche  Grund- 
form: 

F{i,  ^,  i")  =  |/;W,  AA),  «iu)!. 

Diese  hat  die  Factoren  (A— ^0  und  (A,— ^4).  Wird  der  letztere 
herausgehoben  und  Xi  statt  fi{k)  eingesetzt,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

1  1     ^ 

wobei  die  rechte  Seite  eine  Form  dritter  Ordnung  in  ilj  ist. 
0;3  =  0  liefert  durch  ihre  Wurzeln  i,,  Ä',,  l'l  grade  die  drei 

Punkte  von  A^,  welche  durch  die  Verbindungsgerade  des  Punktes 
fji  von  R^  mit  dem  beliebigen  Punkte  Xi  der  Ebene  ausgeschnitten 
wird.    Hieraus  folgt,    dass   die   dritte   Ueberschiebung  von  Qj^^ 

und    y^'w  für  cü  =  jM  verschwindet.    Oder: 

in  R{xi^  A')  =  0  sind  dann  die  beiden  zu  R^  perspectiven  Strahlen- 
bfischel  zweiter  Ordnung  gegeben.    Es  ist: 


I 
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Es  wird  nun  die  Form  A  explicite  dargestellt  and  f&r  A' 
folgender  Ausdruck  gefunden: 


«. 

o. 

«. 

«. 

^y 

/». 

A 

A 

A 

^ 

xÄ'a«,  ^ '..)  = 

«. 

a^ 

o. 

04 

> 

A 

ft 

A 

/»« 

1 

i* 

A' 

1 

1 

0 

Hierbei  sind  a^,  ...,  o^  sowie  /^o,  . . .,  ß^  die  Coefficienten  der 
beiden  zu  den  fi(k)  conjugirten  Formen. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt  ferner,  dass  diese  Bestimmung  von 

R{^i)  i)  nicht  mehr  gültig  ist  für  singulare  A^,  welche  einen 
dreifachen  Punkt  haben  oder  zerfallen  und  welche  charakterisirt 
sind  durch  die  Bedingungsgleichung: 


J  = 


0^0      ^1       ^a      ^« 


=  0. 


ßo       ßi      ßt      ßg 

«1     of,     a,     a^ 

ßi     ßi     ßi     ßi 

Diese  Gleichung,  wie  hervorgehoben  wird,  sagt  aus,  dass 
die  zu  den  fi(l)  conjugirten  Formen  die  ersten  Polaren  einer 
Form  fllnfter  Ordnung  sind.  Die  Strahlenbttschel  zweiter  Ord- 
nung reduciren  sich  dann  auf  einen  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung. 

Es  wird  ferner  gezeigt,  dass  es  eine  selbständige  ausnahms- 
los gültige  Darstellung  der  erzeugenden  Gurven  dritter  Klasse 
giebt. 

Im  Anhange  wird  eine  systematische  Untersuchung  der  ud- 
eigentlichen  A^  gegeben.  W.  St, 


G.  Kerschensteinkr.       üeber    die    Kriterien     für    die 
Singularitäten     rationaler    Curven     vierter    Ordnung. 

Närnberg.  Ballborn.  65  S.  mit  4  Taf. 


E.  Keusch.     Normale  und    Krümmungshalbmesser   des 
CassiniscLen  Ovals.     Dökleo  Mitt.  IL  136139. 
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Eine  sehr  einfache  Construction  der  Tangente  und  Normale 
in  einem  beliebigen  Punkte  der  Curve  wird  auf  elementare  Art, 
aber  unter  Hinzuziehung  unendlich  kleiner  Grössen,  hergeleitet. 
In  ähnlicher  Weise  Wird  der  Krümmungsradius  berechnet  und 
der  gefundene  Ausdruck  construirt.  F. 


Sur   las   coniques  inscrites  aux  quartiqiies  bicirculaires. 

Jonrn.  de  Math.  spöc.  (3)  IL  180-182,  220-222. 

Die  Untersuchung  des  nicht  genannten  Verfassers  beschränkt 
sieb  auf  die  Kegelschnitte,  welche  der  Gurre  Q: 

oder  in  abgekürzter  Bezeichnung  C  =  kE  einbeschrieben  sind. 
Ist  S  =  0  die  Gleichung  eines  solchen  Kegelschnitts,  so  berührt 
S  die  Curye  Q  viermal,  wenn  man  die  Gleichung  von  Q  auf 
die  Form  G*  =  Sa  bringen  kann,  wo  G  =  0  und  a  =  0  die 
Gleichungen  zweier  anderen  Kegelschnitte  sind.  Das  wird  nun 
io  verschiedenen  Formen  durchgeführt.  Lp. 


E.   Catalan.     Extrait  d'une  lettre.    Joum.  de  Math.  Bp6c.  (3) 

IL  116-119. 

Bemerkungen  über  die  Kardioide  und  die  Trisectrix  von 
Maclaarin.  Lp. 

G.   DE  LoNGCHAMPS.      Sur  une   trisectrice  remarquable. 

Mathesis  VIII.  510. 

Untersuchung  der  Curve,  welche  aus  der  dreispitzigen  Hypo- 
cjkloide  durch  die  Methode  der  reciproken  Polaren  hervorgeht. 
Sie  hat  die  Polargleichung  ^cos3ai  +  A  =  0;  ihr  Flächeninhalt 
wird  mit  Hülfe  der  elementaren  Functionen,  ihre  Länge  durch 
die  elliptischen  erhalten.  Mn.  (Lp.) 


R.    H.  Graves.      A    method   of   finding  the  evolute  of 
the  four-cusped  hypocycloid.     adosIs  of  Math.  iv.  36. 
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Eine  sehr  einfache  Herleitung  des  bekannten  Resultat 
die  Evolute  dieser  Hypocykloide,  welche  von  einer  mit  ihre: 
punkten  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  sich  bej 
den  Strecke  umhüllt  wird,  eine  ebensolche  Carve  ist  untj 
diejenige,  deren  rechter  Winkel  aus  jenem  darch  Drehai 
45°  hervorgeht,  und  deren  Strecke  doppelt  so  gross  ist  wie 


V.  Jamet.    Sur  le  genre  des  courbes  planes  triangol 

8.  M.  F.  Bull.  XVI.  132-135. 

Diese  Curven  sind  in  homogenen  Goordinaten  definirt 
die  Gleichung: 

XA+yA-fz*  =  0, 

die  durch  die  Substitution 

X         r 

-^  =  —  (cos^  +  t  sind), 

y        r 
-=-  =  —  (cosd  —  f  sin%>) 


a-* 


in  die  Form  Übergeht: 

r-*  =  — ^     C08(— Äd), 

oder  für  — ^     =  1,  A  =  —  ä,  in  r*  =  cos(fcd).     Es  wird 

gezeigt,  dass  jeder  solchen  Gurve  Punkt  für  Punkt  eine  ao 
Gurve   der   gleichen  Gattung   ohne   vielfache  Punkte  entspr 
deren  Exponent  h   gleich   ist   dem  Zähler   des  Exponenten 
gegebenen  Gurve.  Bm. 

E.  Cesaro.     Sur    la   potentielle  triangulaire.      Noav. 

(3)  VII.  257-268. 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet  ein  Dreieck  A^A^A^  und 
finirt  die  barycentrischen  Goordinaten  /Uj,  /i,,  ft,  eines  PunkU 
in  der  Ebene  als  die  Verhältnisse  der  Dreiecke  resp.  ?\ 
P/4jil,,  ?A^A^  zum  Dreieck  ilji4,i4,.  Sind /m„  ft,,  /u,  von  ein 
Parameter  u  abhängig,  so  durchläuft  P  eine  gewisse  Cor 
Diese  Gurve  wird  „potentielle  triangulaire^  genannt,  wenn 
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barjcentrischeri  Coordinaten  den  n*®°  Potenzen  der  entsprechen- 
den Seiten  proportional  sind.  Von  einer  solchen  Gurve  werden 
mehrere  Sätze  bewiesen.  Mz. 


V.  Jambt.     Sor  deax  syst^mes  de  courbes  orthogonales. 

C.  B.  CVI.  830-833. 

Es  werden  die  orthogonalen  Trajectorien  der  ebenen  Curven 
gesucht,  deren  Gleichung  ist 

a    ,     ß   _   2 


r         r  a 

wo  r,  r'  die  Entfernungen  des  laufenden  Punkts  von  zwei  festen 
Punkten,  c,  /?,  a  Constanten  sind.  Für  er  =  — /?  =  1  wird  ge- 
funden: 

2rr'  =  6(r  +  r')[4c»-(r-r')'], 

durch  Vorzeichen  Wechsel  von  r  oder  r'  hieraus  das  Resultat  für 
den  Fall  a  =  ß  =  1^  wo  c  die  halbe  Entfernung  der  festen 
Punkte  bezeichnet.  Die  Parameter  der  zwei  orthogonalen  Scharen 
sind  a  und  b.  Für  die  Behandlung  des  allgemeinen  Problems 
wird  am  Schlüsse  ein  ^ink  gegeben.  H. 


HiMSTEDT.     üeber  diejenigen  Curven,  welche  der  Polar- 
gleichung  r  =  aniulO  entsprechen.     Pr.  Progymn.  Löbau 

(Weatpr.)  10  S.  4<>. 

Untersuchungen  über  Gestalt,  Ordnung,  Doppelpunkte,  Qua- 
dratur und  Rectification  solcher  Curven,  für  welche  l  rational 
ist.  R.  H. 

A.  MiCHALiTSCBKE.    Die  archimedische,  die  hyperbolische 
und  die  logarithmiscbe  Spirale.      Prag.  Selbstverlag.    79  s. 

8«  u.  1  Taf. 

Nach  dem  Vorworte  ist  dieses  Buch  für  Anfänger  in  der 
Diflferential-  und  Integralrechnung  bestimmt.  Die  im  Titel  ge- 
nannten Spiralen  werden  der  Reihe  nach  in  sehr  fasslicher  und 
eingehender  Weise  besprochen.     Bei  jeder  findet  man  besonders 
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behandelt:  Gleichung  und  Discussion,  Construction,  Differential- 
gleichungen, BerUbrungBgrosBen,  Krümmung,  Rectification  und 
Quadratur.  Bei  der  logarithmischen  Spirale  ist  ausserdem  die 
Evolute  und  Evolvente  in  Betracht  gezogen;  ferner  noch  mehrere 
Curven,  die  an  der  logarithmischen  Spirale  auf  verschiedene  Art 
erzeugt  werden,  so  die  Fusspunktencurve,  die  Brennlinie,  u.  a.  m. 
Der  Anfänger  kann  jedenfalls  recht  viel  N&tzliches  aus  der  kleinen 
Schrift  entnehmen;  auch  tragen  gut  entworfene  Figuren  zam 
Verständnis  bei.  Hz. 


Capitel  3. 
Analytische  Geometrie  des  Baumes. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurven. 

J.  Knoblauch.      Einleitung  in  die   allgemeine    Theorie 
der  krummen  Flächen.     Leipsig.  Teubner.  viiId.267S.  gr.s*. 

Entsprechend  den  Gesichtspunkten,  welche  den  Herrn  Ver- 
fasser in  seinen  flächentheoretischen  Untersuchungen  (siehe  die 
folgenden  Referate)  geleitet  haben,  ist  es  sein  Hanptbestreben, 
in  diesem  Lehrbuche  den  Zusammenhang  der  Flächentheorie 
mit  der  Theorie  der  binären  Differentialformen  darzulegen 
und  zu  verwerten.  Hinsichtlich  der  Formeln,  welche  von  den 
partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  abhängen, 
hat  er  möglichste  Vollständigkeit  angestrebt,  um  sie  für  specielle 
Untersuchungen  fertig  und  brauchbar  zu  machen. 

Die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  sind  ebenso  wie 
bei  Gauss  gewählt,  diejenigen  zweiter  Ordnung  sind  dagegen 
dieselben,  welche  Herr  Hoppe  in  seinen  Principien  der  Flächen* 
theorie  eingehend  verwendet  hat. 

Dem  Herrn  Verfasser  eigentümlich  ist  die  Einführung  der 
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FundameDtalgröBsen  dritter  Ordnung  P,  Q,  Jl,  S,  welche  er  ge- 
winnt durch  Aufsuchung  der  Richtungen,  in  welchen  die  Normal- 
schnitte  mit  ihrem  KrOmmungskreise  eine  yierpunktige  Berührung 
haben.  Diese  Richtungen  sind  bestimmt  durch  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form 

H  =  Pdi«»  +  30*^'rftJ  +  3Bd«dü'  +  Sdü«  =  0. 

Der  Inhalt  ist  in  folgende  fünf  Abschnitte  gebracht:  1)  Unter- 
suchung einer  Fläche   in   der   Nähe   eines   gegebenen   Punktes. 

2)  Besondere  Curyen  und  Coordinatensysteme  auf  einer  Fläche. 

3)  Transformation  binärer  Differentialformen.  4)  Specielle  Flächen, 
welche  mit  einer  gegebenen  zusammenhängen.  5)  Allgemeine 
Theorie  der  Curven  auf  gegebener  Fläche. 

Auffallend  war  dem  Referenten,  dass  der  Ausdruck  für  das 
Flächenelement  keine  Stelle  gefunden  hat,  wenigstens  sicher 
nicht  in  den  ersten  Paragraphen,  und  dass  demgemäss  auch  solche 
Probleme,  bei  denen  es  auf  diesen  Ausdruck  ankommt,  keine 
Erwähnung  gefunden  haben,  wie  z.  B.  das  Problem  der  äquiva- 
lenten Abbildung. 

Im  ganzen  ist  das  Buch  als  eine  wertvolle  Bereicherung 
der  Literatur  über  die  Flächentheorie  zu  begrüssen.  Die  Dar- 
stellung verbindet  begriffliche  Strenge  mit  einer  klaren  und  an- 
sprechenden Sprache.  A. 

J.  Knoblauch.     Ueber  Fundamentalgrössen  in  der  Flä- 
chentbeorie.     J.  lur  Math.  Giil.  2ö-39. 

Nachdem  der  Herr  Verfasser  die  Gauss'schen  Fundamental- 
grössen erster  und  zweiter  Ordnung  betrachtet  und  auf  ge- 
wisse Nachteile  in  der  Form  der  letzteren  hingewiesen  hat,  wes- 
halb dieselben  besser  ersetzt  werden  durch  die  in  Herrn  Hoppe's 
Principien  der  Flächentheorie  angewandten,  welche  zuerst  von 
Herrn  Brioschi  (Annali  di  Matern.  (2)  I.  1.  1867)  benutzt  zu 
sein  scheinen,  bespricht  er  den  Zusammenhang  der  Unter- 
suchungen der  Flächentheorie  mit  der  simultanen  Transformation 
der  dabei  auftretenden  quadratischen  DifferentialausdrQcke,  ein  Zu- 
sammenhang,  auf  den  namentlich  Hr.  Weingarten  hingewiesen  hat. 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  2,  48 
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Es  fragt  sich  nun,  in  welcher  Weise  man  die  Fläehentheorie 
erweitern  könnte,  indem  man  die  UnterBucbong  aof  solche  Eigen- 
schaften der  Flächen  ausdehnt,  in  welchen  höhere  als  die  zweiten 
partiellen  Ableitungen  der  Parameter  auftreten,  also  zunftcfast 
solche  dritter  Ordnung.  Es  wird  sich  also  darum  handeln,  ge- 
wisse Grössen  als  Fundamentalgrössen  dritter  Ordnung  einza- 
fbhren.  Nach  einer  Kritik  der  verschiedenen  Auffassungen^, 
welche  hierbei  massgebend  sein  könnten,  entscheidet  sich  der 
Herr  Verfasser  fhr  vier  Fundamentalgrössen  dritter  Ordnung, 
welche  in  gewissen  kubischen  Differentialformen  auftreten,  tu 
denen  man  durch  die  Betrachtung  derjenigen  Normalschnitte  ge- 
führt wird,  welche  von  ihren  KrQmmungskreisen  vierpnnktig 
berührt  (superosculirt)  werden.  Diese  Normalschnitte  sind  zuerst 
von  de  la  Gournerie  (Liouyille  J.  XX.  1855.  145)  untersncbt 
worden,  doch  beziehen  sich  seine  Entwickelungen  nur  auf  die 
specielle  Form,  dass  z  als  Function  von  x  und  y  aufgefasst 
wird.  Der  Herr  Verfasser  betrachtet  die  Sache  vom  allge- 
meineren Standpunkte  der  Fläehentheorie  und  kommt  zur  Auf- 
stellung der  kubischen  Differentialform 

deren  vier  Coefficienten  F,  Q,  A,  S  als  Fundamentalgrössen 
dritter  Ordnung  eingeführt  und  entwickelt  werden.  Das  Ver- 
schwinden von  H  bestimmt  die  drei  Richtungen  der  betreffen- 
den Normalschnitte. 

Es  schliessen  sich  hieran  noch  einige  weitere  Untersuchungen, 
namentlich  die  nach  der  Bedeutung  der  quadratischen  Covariante 
von  H  für  die  Fl&cbentheorie.  A. 


J.  Knoblauch.      Ueber    die    Bedingung    der    Isoinetrie 
der  Krümmuugscurven.    J.  für  Math.  CHI.  40-43. 

Herr  Weingarten  hat  die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Fl&che 
durcli  ihre  Krflmmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  geteilt 
werden  kann,  in  der  Form  einer  Integrabilitfttsbedingung  dsü^ 
stellt.    Auch  die  Bedeutung   der   betreffenden  linearen  Uifferes- 
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tialform  ist  yon  Herrn  Weingarten  antersucht;  doch  kommen 
hierbei  Grössen  vor,  welche  von  dem  gewählten  Axensystem 
abhängen.  Der  Herr  Verfasser  hat  diese  der  Sache  fremde  Com- 
plication  beseitigt.  Er  benutzt  bei  seiner  Entwickelung  die  von 
ihm  eingeführten  Fundamentalgrössen  dritter  Ordnung.  Es  er- 
giebt  sich  aus  seinen  Betrachtungen  auch  das  Resultat,  dass 
ausser  den  Rotationsflächen  die  Flächen  constanter  mittlerer 
Krümmung  die  einzigen  Weingarten'schen  Flächen  sind,  fQr 
welche  die  Krümmungslinien  isometrisch  sind.  A. 


G.  PiRONDiNi.     Sülle  curve  osculatrici.      Batt.  G.    XXVI. 

257-302,  880. 

Die  Gleichungen  einer  Raumcurve  können  in  der  Form 

e  =  Q('1  r  =  r(s) 

geschrieben  werden,  wobei  q  den  Krümmungsradius,  r  den  Tor- 
sionsradius, s  den  Bogen  bedeutet.     Unter  dieser  Voraussetzung 
lassen  sich  die  Bedingungen  eines  Contactes  n^'  Ordnung  zwischen 
zwei  Raumcurven  (L  und  L,)  in  besonders  einfacher  Weise  aus- 
drQcken.    Der  Verfasser   benutzt   dieses   Resultat,   um   in  zahl- 
reichen Fällen  das  Maximum  der  Ordnungszahl  für  den  Contact 
zwischen  einer  bestimmten  (L)  und  einer  beliebigen  Raumcurve 
(Ir,)  festzustellen.    So  werden  z.  B.  betrachtet:  Schraubenlinien, 
Geodätische  der  Kegelfläche  und  Curven   mit   constanter  Krüm- 
mung oder  Torsion.    Es  werden  darauf  die  Bedingungen  unter- 
sucht, unter  welchen  eine  Curve  von  vorgegebener  Art  eine  be- 
liebige Raumcurve  osculiren  kann.    Diese  Untersuchung  erstreckt 
sich  auf  die  geodätischen  Curven   der  Fläche   eines   Rotations- 
kegels, auf  Schraubenlinien,  sphärische  und,  durch  Specialisirung, 
ebene  Curven.    Von  den  letzteren  werden  besonders  die  Kegel* 
schnitte  betrachtet,  wobei  schliesslich  als  specielles  Beispiel  einer 
Corye  £,  die  logarithmische  Spirale   gewählt   und    eine   Anzahl 
von  Sätzen  über  den  Contact  derselben   mit   einem  Kegelschnitt 
abgeleitet  wird.     Auch  sonst  ergeben  sich  mit  verhältnismässig 
einfachen  Mitteln  zahlreiche  Sätze  über  Osculationscurven.     Ein 

48* 
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späterer  Zusatz  beschäftigt  sich  mit  der  Vereinfachang  und  Rich- 
tigstellung einiger  Formeln.  Sehg. 


Lblibuvrb.     Sur  les  lignes  asymptotiques  et  leur  repre- 

sentation   sph^rique.     Darboax  Ball.  (3)  XII.  126-128. 

Es  wird  der  Satz  hergeleitet:  Die  Goordinaten  eines  Punktes 
einer  Fläche  ^i,  ^,,  ^,  bezQglich  auf  die  asymptotischen  LinieD, 
deren  Parameter  q,q^  sind,  befriedigen  die  drei  Gleichungen: 

■'».=('.^-'.t>'-('.^-'.|^)*. 

(die  andern  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  Ton  ^f  f 
zu  bilden),  wo  v^^  y„  y,  drei  Lösungen  der  Gleichung 

=  Kv 


dQdg, 

und  K  eine  Function  von  q  und  q^  ist;  und  umgekehrt.  Dies 
Resultat  gilt  auch,  wenn  die  &  tangentielle  Goordinaten  sind. 
In  Anwendung  davon  auf  die  sphärische  Darstellung  (Central- 
projection)  der  asymptotischen  Linien  wird  als  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  einer  solchen  die  Gleichung  gefunden: 

dC      ^  dA 

—  u 


ÖQi 


wo  i4,  £,  C  die  Goefficienten  im  Ausdruck  des  sphärischen  Linien- 
elements 

da^  =  AdQ^  --2  BdgdQ^  +  CdQ] 

bezeichnen.  Auf  kleinster  Fläche  bilden  die  Linien  q,q^  ein 
isothermes  System,  desgleichen  ihre  sphärische  Abbildung,  eine 
Eigenschaft,  die  den  kleinsten  Flächen  ausschliesslich  zukommt. 
Sucht  man  die  Flächen,  deren  asymptotische  Linien  sich  auf  der 
Kugel  als  grösste  Kreise  abbilden,  so  findet  man  Regelflächen. 

e. 

L.  BiANCHT.  Sulle  forme  differenziali  qnadratiche  inde- 
finite. Rom.  Acc.  L.  Rend.  IV,.  27a  Rom,  Acc.  L.  Mem.  (4)  T. 
539003. 
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Der  Inhalt  der  vorliegendea  Abhandlung  bildet  die  Ueber- 
tragang  der  in  früheren  Arbeiten  (Sopra  i  sistemi  tripll  ortogonali  di 
Weingarten,  Annali  di  Mat.  (2)  XIII.  177-232,  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  729-733;  Sui  sistemi  di  Weingarten  negli  spazi  di  eur- 
vatura  costante,  Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  IV.  221  256,  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  767)  erhaltenen  Resultate  auf  diejenigen  Räume  von 
eonstantem  ErUmmungsmasse,  deren  Linienelement  durch  eine 
indefinite  quadratische  Differential  form  dargestellt  wird. 

In  §  I  werden  die  zwei  folgenden  Probleme  gelöst,  welche 
eine  spätere  Anwendung  finden: 

1.  Die  Functionen  F(«,  f),  0(2,  /)  derart  zu  bestimmen, 
dass  die  Integrirbarkeitsbedingung  des  Systems: 

in  Bezug  auf  f,  bezw.  a  die  Form: 


bezw. 


erhalte. 

2.     Die   Functionen    F(^,  i\    0(»,  f)   derart   zu   bestimmen, 
dass  die  Integrirbarkeitsbedingung  des  Systems: 

^^=n.,o,    ^  =  »(.,0 

in    Bezug  auf  /,  bezw.  %  die  Form: 

-^^  =  V(.),    bezw.    -Q^^m 

erb  alte. 

Ist  z.  B.  das  erste  Problem  gelöst,  und  kennt  man  eine 
Lösung  %  der  Gleichung  (2),  so  kann  man  durch  Integration 
des  Systems  (1)  eine  Lösung  i  der  Gleichung  (3)  ermitteln, 
ivelche  eine  willkQrliche  Constante  enthält;  und  dasselbe  gilt 
für  das  zweite  Problem.  Bezeichnen  insbesondere  9  und  \\>  eine 
ind  dieselbe  Function,  so  ergeben  sich  dadurch  aus  einer  Lö- 
;un^   von  (2)  unendlich  viele  Lösungen  derselben  Gleichung. 
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In  §§  II -VIII  wird  ein  Raum  von  verschwindendem  KrQm- 
mungsmasse  zu  Grunde  gelegt.  Als  Linienelement  eines  solchen 
Raumes  kann  man  die  Form  dx^-^dy* — dz*  annehmen;  und  man 
sagt,  eine  Ebene  des  Raumes  sei  von  der  ersten  oder  von  der 
zweiten  »^Art",  je  nachdem  sie  von  dem  im  Unendlichen  liegen- 
den  Kegelschnitte  des  Kegels: 

aj'  +  y'— a"  =  0 
in  imaginären  oder  in  reellen  Punkten  geschnitten  wird.     Eine 
Fläche,  oder  ein  Teil  einer  Fläche,  heisst  von  der  ersten  (zwei- 
ten) Art,    wenn  alle  Tangentenebenen  von  der  ersten  (zweiten) 
Art  sind. 

Wird  das  Linienelement  auf  die  Form  adu*  -{-bdv^  +  cdw* 
gebracht,  so  muss  eine  von  den  Grössen  a,  6,  c  negativ,  die 
zwei  übrigen  positiv  sein.    Setzt  man: 

also: 

(a)        d»'  =  JJJ  dtt"  +  H]  dv'  -  H]  die', 

so  genügen  J7j,  ff„  ff,  den  folgenden  Gleichungen,  welche  sieh 
offenbar  aus  den  bekannten  Lam6'schen  Formeln  durch  Er- 
setzung von  ff,  durch  tff,  ergeben: 

d%    ^  j^  dB,  dH^    j_  öflj_  äff, 

dtdw        ff,    dt     dw        ff,    dw     de  ' 

dwdu    ~"  ff,    dw      du        ff,     du     dw  ' 

e'ff,     ^  J^  dH^  dH^      J^  dH^  dH^ 
dudv         ff,     du      do    "^  ff,     dv     du  ' 

d   (    \     dH,\        d  f  l    dH,\        1     dB,    dH^   _ 
du  \  ff,     du  /"^  ör  Vff,    3ü  /       ffj    dw     dw    ~  ^' 

dt  V  ff,     015/       dw  \B,    öio  /+  ffJ    du     du    ~  ^' 

äff.  N      a  / 1  äff,  x      i   dB,  dB,  _ 

dwJ^  du\B,    du  y^  U\     dv      dt    ~  ^ 

Setzt  man  zweitens: 

a  =  fff,       6  =  -ffJ,       c  =  ffj, 
also : 

(/»)        &•  =  ff  J  du*— ff  J  do*  4-  ff,«  dir', 


dw  Vff, 
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80  kommen  statt  der  drei  letzten  Gleichungen  die  folgenden  vor: 
Vff.     du  )       dv  \H'dv  /"^  Hl    dw     dw   ~^' 


du 

dv  Vff,    dv  )^'  dw  Vff,    ÖfT  /"^  ffj     du      du    ""  ^' 

a«?  Vff^  a«?  >''*'  au  vg,   a«  /     gj   ac    a»  ^  ^' 

Wenn  die  Flächen  tr  =  const.  eines  orthogonalen  Tripels 
Parallelflächen  sind,  so  nimmt  das  Linienelement  des  auf  dieses 
Tripel  bezogenen  Raumes  die  Form  (a)  oder  (/9)  an,  je  nachdem 
die  Flächen  u>  =■  const.  von  der  ersten  oder  von  der  zweiten 
Art  sind;  und  g,  ist  constant. 

Es  folgen  dann  einige  Untersuchungen  über  Krdmmungs- 
ÜDien,  asymptotische  Linien,  Evoluten  u.  s.  w.  im  betrachteten 
Baume. 

§  III  ist  der  Theorie  der  Minimalflächen  gewidmet;  ihre 
Gleichung  ist: 

(l-9»)r  +  2/>g*  +  (l-p')'  =  0. 

In  §  IV   wird   das  Plateau'sche  Problem   ffir  Flächen    von 
der  ersten  Art  behandelt;  und  es  ergiebt  sich,  dass  dieses  Pro- 
blem auf  die  couforme  Abbildung  eines  gegebenen  ebenen  Ge- 
bietes auf  ein  gegebenes  pseudosphärisches  Gebiet  hinauskommt. 
In    dem    wichtigen  Falle,    mit   welchem  Herr  Schwarz   sich    in 
seiner  Arbeit:     „Fortgesetzte  Untersuchungen  Aber  specielle  Mi- 
nimalflächen^  (Berl.  Ber.  1872)  beschäftigt  hat,    bietet   sich    die 
Frage  dar,   wann  eine  Minimalfiäche   in   ein  Polygonnetz   ein- 
geteilt werden  kann.    Das  geschieht,  wie  der  Verfasser  im  Vor- 
worte angiebt,  nur  dann,  wenn  die  Abbildung  der  Begrenzung 
auf   die   als  Vorstellungsfiäche   der  Werte   der   complexen  Ver- 
änderlichen betrachtete  Pseudosphäre  die  Hälfte  des  erzeugenden 
Polygons  einer  Fuchs'sche  Gruppe  ist;  und  die  Flächen,  welche 
eine  solche  Einteilung  zulassen,  können  als  ^Fuchs'sche  Flächen'' 
passend  bezeichnet  werden  (siehe  des  Verfassers:    SuUe  super- 
ficie  Fuchsiane,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IV,.  161-165,  Bericht  in 
diesem  Bande  S.  416).    Es  folgen  einige  Beispiele. 


' 
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Als    KrdinmaDg   einer    Fläche    wird    (§   V)   die    Grösse: 

Jif  =  qp aDgenommen,    wobei    das    obere  oder   das  antere 

Zeichen  gilt,  je  nachdem  die  Fläche  von  der  ersten  oder  tod 
der  zweiten  Art  ist.  Bezeichnen  u  =  const.,  ü  =  oonst  die 
KrQmmungslinien;  so  finden  für  Flächen  von  constanter  ErQmmoDg 
folgende  Formeln  statt: 

a)  Flächen  von  der  ersten  Art,  K  =^  1: 
Linienelement: 

dl"  =  cos'örfu'+sin'örffj»; 

HauptkrOmmungsrad  ien : 

r^  =  -^i^e,     r,  =  cotg»; 
Gleichung  der  Fläche: 

(4)  -_-  — -^-^  +  8inÖcosö  =  0. 

b)  Flächen  von  der  zweiten  Art,  K  ^=  l: 

ds'  =  csh'ödfi'— sh'ödü*, 
r,  =  thö,    p,  =  cthö, 

(5)  4t — -l^'  +  shöcsh«  =  0. 

dir        der 

c)  Fischen  von  der  ersten  Art,  K  =  —  1 : 

d*»  =  c«h'Öd«*  +  8h'ödr', 
r,  =  thö,    r,  =  cthö, 

d)  Flächen  von  der  zweiten  Art,  ÜT  =  —  1: 

ds^  =  cos'ödt*«-  sin'ödü', 
r,  =  — tgö,     r,  —  cotge, 

(7)        -ö-T-  +  -ö~i — smöcosö  =  0. 
CM         de 

Setzt  man  a?  =  — -^,  «  =  — — -,   so  nehmen  (4)  und  (5)  die 

Form: 

(8)        -i-i-  =  Bio 2^7  bezw.  4^  =  8h2ö 
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an.  Durch  Anwendung  des  zweiten  Problems  in  §  I  auf  (8) 
erhält  man  aus  der  ursprünglichen  Fläche  2  unendlich  viele 
Flächen  J^',  und  der  Ue^ergang  von  2  z\x  J^  bildet  eine  Bäck- 
lund'sche  Transformation  (siehe  darüber  die  anfangs  angeführten 
Arbeiten  des  Verfassers),  welche  sich  aber  nie  auf  eine  comple- 
mentare  Transformation  reducirt.  Man  kann  dagegen  das  erste 
Problem  in  §  I  auf  (6),  (7)  unmittelbar  anwenden;  und  die  Back- 
lund'sche  Transformation,  welche  dadurch  bewerkstelligt  wird, 
kann  möglicherweise  in  eine  complementare  Transformation  über- 
gehen. 

Die  Paragraphen  VI  bis  VIII  beschäftigen  sich  mit  der  Bestim- 
mung der  Weingarten'schen  Tripel,  und  derjenigen  Tripel,  welche  je 
ein  System  von  Flächen  mit  constanter,  aber  von  Fläche  zu  Fläche 
veränderlicher  Krümmung  enthalten  (vergl.  über  diese  §  VI  der 
oben  citirten  Abhandlung  in  Rom.  Acc.  L.  Mem.  sowie:  Sopra 
i  eistemi  tripli  di  superficie  ortogonali  che  conteogono  un  sistema 
di  superficie  pseudosferiche,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  II.  19-22, 
F.  d.  M.  XVIII.  1886.  726-727).  Es  mögen  hier  die  Formeln  für 
den  letzten  Fall  mitgeteilt  werden;  sie  sind  verschieden  Je  nach 
der  Beschaffenheit  der  Flächen  S  von  constanter  Krümmung, 
welche  ein  System  des  orthogonalen  Tripels  bilden. 

a)  Die  Flächen  2  sind  von  der  ersten  Art,  und  ihre  Krüm- 
mung ist  positiv,  K  =  -^• 

Linienelement  des  Raumes: 

ds'  =  cos'ödM'+sin'örfr»— Ä»(-|^ydtr'. 

Formeln  zur  Bestimmung  der  Functionen  ö(tt,  t?,  ir),   R(w): 

d*e      d'e       singcosg    _ 
du'      öo»"*"         Ä*         ""^' 

a  /    1       d'd  \       1      d   /sing\ 1       d'd    dd   _ 

g  /    1       d'0   \       1      d   /cosOx 1       d'd     de   _ 

do\smd  dvdw^       R    diü\   R    )^  co%d  dudw~dü  ^    ' 
d'd  ^  d'd     dd  ^   d'O     dd   _^ 

dudvdw'^^    dudw'd^^^^^^^'d^^'d^  "^^ 
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b)    Die   Fliehen   S  sind   von   der  zweiten  Art,   ond   ihre 
Kranimung  ist  positiv,  K  =  -^f  • 

Linienelement: 

da*  =  C8h'ddi»»-8h'öde»  +  fi'(-^yrf«c'. 

Formeln  zur  Bestimmung  von  6,  R: 

ö'ö        ö'e        gbgcshg  _ 


du*        dv*   ^        R* 
d  /    l      d*d  \       1     d   /8hg\        1     8*6    de   _ 
du^cihddudwJ'^  R   dw\  R  J      ahd  dcdw   dv   ~    ' 

B  f    l      d*d  \        l     d   fC6h0\ 1      d*d    89   _ 

9pVshö  öpöw/       R   8w^   R   y      cshööaö»  8u   ~    ' 


de 


'''  _thöi:^-f-cthö^l^  =  o. 


dtidodir  du  dir  du  dvdw  du 


c)  Die  Flächen  2  sind  von  der  ersten  Art,  und  ihre  KrQm- 

mung  ist  negativ,    ÜT  =  —  „r  • 

ü 

Linienelement: 

Formeln  zur  Bestimmung  von  0^  R : 

ö'ö    .    ö'ö        shöcshö 


du\cshd  dudw^       R   d»v  \  R   /"^"shö  dvdw  dv 

öc^shÖötJÖir/       R    di€\   R    J '^' C9h0  dudw  du  ' 

Ö'Ö         ,,  .    Ö'ö      öfl        ,.  .  d'O     de       ^ 

th  Ö  -7^—;^ ;^ Cth  0  -rr-?: ;^—   =  0. 


du  dvdw  dudw    dt  dvdw  du 

d)  Die  Flächen  2  sind  von  der  zweiten  Art,  und  ihre  Krüm- 
mung ist  negativ,    *^  =  ""d>  ' 
Linienelement: 
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Formeln  zur  BestimmuDg  von  d,  jR: 

d^d    .    ö'ö        ßinöcoßö 


•       1)^1  D*  ^» 


Ott»        '    *Öf?'  Ä« 

a  /  1    a'g  \     1   a  /Bingx      i     ^'^  ^^  ^o 
d  r  \    d^e  \     i   d  /co9g\ 1     a'g  ag  ^ 

öo^sinö  öüöir/        R    dw  ^    Ä    /       cosddiidirdtt  ' 

d'd  ö-^^— -cot   6^^—  =0 

dudodw  dudw   de  dvdw  du 

Diese  Formeln  vereinfachen  sich  beträchtlich,  wenn  A,  wie 

in  §§  VI,  VII,-  constant  ist.     Dann    können    z.   B.   die    Formeln 

zur  Bestimmung  von  0,  R  fUr  den  Fall  a)  auf  die  folgende  Form 

gebracht   werden,    wo  F(w)   eine   willkürliche  Function   von  w 

bedeutet: 

ö"ö        d*0    .    sinöcosö 


r  + 51 =  0, 


cos'ö^öttöir/   "^  sin'Ö  V  eoöttj>'  "^  Ä*  V  öii?  /   ""  ^^"'-^' 
Endlich  werden  in  §  IX  die  obigen  Untersuchungen  auf  den 
Fall  eines  Raumes  von  constantem  KrQmmungsmasse   K  ausge- 
dehnt, dessen  Linienelement  unter  der  Form: 

_       da;'  +  rfy'  ~  d»* 


9>  = 


(^•+»H*'+fy 


angenommen  werden  kann.  Der  letzte  Paragraph  (§  X)  ent- 
hält eine  Zusammenfassung  der  wichtigsten  Formeln  und  einige 
darauf  bezügliche  Bemerkungen.  Vi. 


J.  Weingarten.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Flächen, 
bei  denen  der  eine  HauptkrUmmungsradius  eine  Func- 
tion des  andern  ist.    J.  für  Math.  cm.  184. 

Eine  kurze  Note,  in  welcher  ein  neuer  Beweis  für  die  Be- 
merkung des  Herrn  Lie  mitgeteilt  wird,  wonach  für  die  in  der 
Ueberschrift  bezeichneten  Flächen  die  Krümmungslinien  durch 
Quadraturen  ermittelt  werden  können.  A. 
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G.  Darboüx.     Sur  la  reprösentation  «pherique  de« 

faces.     AüD.  de  rfic.  Norm.  (3)  V.  79-96. 

In    zwei  Noten,    welche   der    Herr  Verfasser  in  den  Jt 
1868  und  1869  in  den  C.  R.  LXVII  und  LXVIII  (F.  d.  K 
550)  veröffentlicht  hat,  ist  nachgewiesen,  wie  man  alle  diejea 
Flächen  finden  kann,  deren  Krünimungslinien  auf  die  Gan^i 
Kugel  sich  als  confocale  sphärische  Kegelschnitte   abbilden* 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  die  Aufgabe  di 
erweitert,  dass  statt  des  Systems  jener  confocalen  Xeg-elseh: 
irgend  ein  Orthogonalsystem  auftritt,  welches  aus  Jenem  dt 
die  allgemeinste  Inversion  entsteht. 

An  den  Beweis  dieses  Satzes  knüpfen   sich  zablreicfae 
merkungen  analytischen  und  geometrischen  Charakters.         A 

G.  PiRONDiNi.     Teorema  relativo  alle  linee  di  curvat« 
delle  superficie  e  sue  applicazioni.       Aanali   di   Mat 

XVI.  61-84. 

Die  Arbeit  hat  folgendes  Problem  zum  Gegenstande:  Eis 
auf  der   Gauss'schen   Kugel  S   ein    Orthogonalsysteoi    gegebe 
Man  soll  diejenigen  Flächen  S^  bestimmen,  welche  jenes  Orthog 
nalsystem  zur  sphärischen  Darstellung  der  Krümmungslinien  ha&e 

Man  wählt  auf  der  Kugel  die  Curven  jenes  Orthogooa 
Systems  zu  Parameterlinien  und  setzt  das  Quadrat  des  Liniei 
dementes  d«'  =  Edu^  +  Gdv^]  man  bezeichnet  femer  die  Bid 
tungswinkel  der  Normale,  der  Linien  o  =  const.  und  u  =  eoii»i 
durch  a  b  c^  a!Vc\  a'^b*'c^\  Bestimmt  man  dann  eine  Functioi 
H  durch  die  Differentialgleichung 


dudo         du    dv       '  dv    du 

und  sind  endlich  a?,  y,  z  die  Coordinaten  des  Kugelpunkte^. 
^n  Vn  ^1  ^'^  Coordinaten  des  entsprechenden  Punktes  der  st- 
suchten  Fläche,  so  gilt  die  Gleichung 

.  D  1    öff       ,      1    dB 

x,  =  a;  +  flcosa ;=-  -,r—  cos  a' ;=^  -^—  cos  o" 

yE  ou  ya  dv 

und  die  analogen. 
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ZuDächst  wird  diese  Betrachtung  auf  ein  Beispiel  angewandt 
Alsdann  zeigt  der  Herr  Verfasser,  dass  sich  eine  Klasse  von  In- 
tegralen dieser  Differentialgleichang  sehr  leicht  folgendermassen 
finden  Ifisst: 

Die  von  Joachimsthal  aufgestellte,  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafQr,  dass  die  auf  einer  Fläche  befind- 
lichen orthogonalen  Parameterlinien  Ertlmmungslinien  seien, 
lautet: 


X 


du  de 
dudv 


dx        dx 


dudv 
Nun  ergiebt  sich  aber 


du 

dy^ 
du 

dz 

du         de 


dv 

dz 


=  0. 


dVE  _     l    ^  dx    d^x       dYG    _     1     ^  9aj    d^x 


dv 


=  -^:-5 


YE       S^  dudv        du  Yq       dv  dudv 


Berechnet  man  aus  diesen  drei  Gleichungen 


d'x 


d'y 


dh 


so  kommt 


'X 


dudv 

dx 


dudv 


lnyE  + 


dudv  ' 
dx     d 


dv    du 


InYä 


du  dv  du  dv 
und  die  analogen,  d.  h.  jede  der  drei  Coordinaten  erfüllt  die 
oben  fQr  ff  entwickelte  Differentialgleichung.  Da  nun  auf  der 
Ko^el  jede  Linie  Krttmmungslinie  ist,  so  braucht  man  nur  irgend 
ein  System  orthogonaler  Linien  als  Parameterlinien  zu  nehmen 
und  die  Coordinaten  x^  y^  js  eines  Eugelpunktes  durch  die  ent- 
sprechenden Parameterlinien  auszudrücken,  dann  erhält  man  ein 
Inte^^ral  der  Dififerentialgleichung  fQr  H  von  der  Form 

ff  =  Ax+By-^Cz, 
wo  Ay  By  C  CoDstanten  bedeuten.    Alsdann  sind 


Ve\ 


Ye 


A 


i/ßC 


YG 


dx 
dx 


+  B 


du 

dy 


+  c^-\  C08  a' 


+  *^  +  '^ 


duj 

dv 


) 


cosa 


tt 
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und  die  aBalogen  Ausdrücke  fBr  y,,  s,  die  Coordinaten  des  ent- 
sprechenden Punktes  einer  Fläche,  welche  die  Linien  v  =  const, 
1»  =  const.  zu  Erttmoiungslinien  haben,  deren  Abbildungen  auf 
der  6au88*8chen  Kugel  das  gegebene  Orthogonalsystem  bilden. 

Von  dieser  Methode  werden  nun  mehrere  interessante  An- 
wendungen durchgefahrt,  und  es  wird  auch  gezeigt,  wie  sich  bei 
beliebigen  nicht  orthogonalen  Parametern  solche  Fl&chen  finden 
lassen,  deren  ErQmmungslinien  zu  sphärischen  Bildern  die  Para- 
meterlinien f)  =  const  und  ihre  rechtwinkligen  Trajectorien  haben. 
Den  Schluss  bildet  die  Betrachtung  gewisser  Minimalflächen,  auf 
welche  man  durch  Anwendung  der  Methode  geführt  wird. 

A. 


A.  Catley.      Od   the   surfaces   with   plane  or  spherical 
carves  of  curvature.     Americao  J.  XI.  71-98. 

Der  Herr  Verfasser  beabsichtigt,  die  Resultate  der  Arbeiten 
der  Herren  Bonnet  und  Serret  fiber  Flächen  mit  ebenen  und 
mit  sphärischen  ErQmmungslinien,  mit  einigen  Zusätzen  versehen, 
in  kurzer  Form  zu  entwickeln.  Es  liegt  nur  der  erste  Teil  der 
Abhandlung  yor,  die  Fortsetzung  soll  später  folgen.  A. 


E.  Scholz.     Ueber  die  Differentialgleichung  der  Krüin- 
mungsliuien      bei     einigen     krummen     Oberflächen. 

Pr.  Gymo.  Barg.  20  S.  49. 

Um  Flächen  zu  finden,  deren  KrQmmungslinien  sich  in  end- 
licher Form  darstellen  lassen,  unterwirft  der  Herr  Verfasser  die 
Diiferentialgleichung  derErümmungslinien  einfachen  Umformangen 

durch  Einführung  neuer  Variablen,  z.  B.  p  =  -^—  und  q  =  -^r-] 

auch  wählt  er  fdr  die  Differentialgleichung  der  Projection  der 
Krttmmungslinien  auf  die  xy- Ebene  gegebene  integrirbare  Formen 
und  stellt  dann  die  partielle  Differentialgleichung  der  zuge- 
hörigen Fläche  selbst  auf,  giebt  auch  in  einigen  Fällen  parti- 
ouläre  Integrale  der  betreffenden  Partialgieichungen   an.     Doch 
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scheint  der  Verfasser  nicht  ttber  bereits  bekannte  Fälle  hinaus- 
gekommen zu  sein.  A. 

A.  Petot.  Sar  las  surfaces  qui  ont  pour  lignes  de 
courbare  d'un  Systeme  des  hölices  tracöes  sur  des 
cylindres  quelconques.     C.  R.  CVI.  1517-1520. 

Wird  eine  Fläche  charakterisirt  durch  eine  Eigenschaft  ihrer 
Krttmmungslinien,  so  ist  derjenige  Fall  besonders  zu  bebandeln, 
in  welchem  der  analytische  Ausdruck  dieser  Eigenschaft  nur 
die  Rotationen  p,  q,  r,  p,,  g,,  r^  des  Trieders,  gebildet  aus  der  Nor- 
male und  den  Hauptkrümmungsrichtungstangenten,  enthält.  Man 
braucht  nämlich  alsdann  nur  auf  der  Kugel  Orthogonalsysteme  zu 
suchen,  welche  die  betreffende  Eigenschaft  haben,  und  darauf 
die  Flächen  zu  ermitteln,  welche  für  ihre  KrOromungslinien  diese 
sphärische  Darstellung  zulassen.  Ein  Beispiel  dazu  bieten  die 
bereits  vor  längerer  Zeit  von  Bonnet  u.  a.  untersuchten  Flächen 
mit  einem  System  ebener  Krümmungslinien. 

Ebenso  ist  es  in  dem  folgenden  Falle.  Sind  u  und  v  Krüm- 
muDgsparameter  und  R  und  T  die  Radien  der  Krümmung  und 
Torsion  der  Linie  r,  so  ist 

dq  dr 

Es     bat    also    -y  auf  allen  Flächen  mit  derselben  sphärischen 

Darstellung  denselben  Wert. 

Sind  nun  insbesondere  die  sämtlichen  Krümmungslinien  eines 
Systems  Helices,  d.  h.  Kürzeste  auf  Cylinderflfichen,^  so  gilt  das- 
selbe von  allen  Flächen  mit  derselben  sphärischen  Darstellung. 
Die  sphärische  Indicatrix  einer  Helix  ist  aber  ein  kleiner  Kugel- 
kreisy  dessen  Ebene  normal  zu  den  Erzeugenden  der  Cylinder- 
fläcbe  steht. 

Diese  Betrachtungen  führen  den  Herrn  Verfasser  zur  Auf- 
stellaog  derjenigen  partiellen  Differentialgleichung,  von  deren 
Integration   die  Aufsuchung   der   betrachteten  Flächen  abhängt. 
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Dieselbe  ist  zunächst  von  zweiter  Ordnung,  lägst  sich  ab 
die  Laplace'sche  Gleichung  zurückfahren,  sobald  man  eine 
gleichung  integrirt  hat,  und  zwar  dieselbe,  aufweiche  die  Anfsn 
der  rechtwinkligen  Trajectorie  der  Helices  fährt  Hat  m» 
solche  Fläche  gefunden,  so  lassen  sich  daraus  alle  gesi 
Flächen  ableiten.  * 

V.  RoüQUET.      Des    surfaces  dont  toates    les   ligne 
courbure  sont  planes.     Deuxi^me  partie.      Touloas€ 

(8)  X.  161-192. 

lieber  den  ersten  Teil  der  Arbeit,  der  in  TouL  M^. 
IX.  232-268  veröffentlicht  ist,  ist  F.  d.  M.  XIX.  1887.  79 
gehend  berichtet.  In  dem  vorliegenden  zweiten  Teile  if 
sich  die  Untersuchung  speciell  zu  den  Minimalil&chen,  f&r  ^ 
der  Herr  Verfasser  nach  Herrn  Ribaucour's  Vorschlag  den  N 
„Elassoide^  annimmt,  und  zwar  soll  die  von  eldog  abgel 
Endung  daran  erinnern,  dass  die  Flächen  nicht  notwendig 
malflächen  sind.  Herr  Bonnet  hat  gezeigt,  dass,  wenn  in 
solchen  Fläche  ein  System  der  Krümmungslinien  eben  i^t. 
selbe  mit  dem  andern  Systeme  der  Fall  ist,  dass  sie  also 
stets  nach  den  im  ersten  Teile  entwickelten  Methoden  beba 
werden  können.  Das  sphärische  Bild  der  Kr&mmungslinieQ 
also  durch  zwei  orthogonale  Kreisscharen  gebildet  Die  i 
meine  Gleichung  der  mit  den  Parametern  u  und  v  variire 
Tangentenebene  dieser  Flächen  kann  in  die  Form  geb 
werden 
«(coshucosÄ— cost))4-ysinftsinh«  +  asinÄrsinfj 

=  a[(tisinhii — coshu) +  cosfc(i?8lnf?  +  co 
wo 

coshii  =  i(^  +  c-~),  sinhtt  =  i(«"— e-*) 
bedeutet. 

Der  Herr  Verfasser  untersucht  nun  diese  Flächen  noch  el 
genauer,  betrachtet  dann  die  Umdrehungsflächen,  welche  zu 
selben  gehören,  ferner  gewisse  von  Enneper  untersnebte  Elsjm 
welche  vom  neunten  Grade  und  der  sechsten  Klasse  sind; 
welche  sich  auf  gewisse    einfach    charakterisirte    Umdreboi 
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ä&chen  abbilden  lassen.  Alsdann  wird  die  Gestalt  der  ebenen 
Rrflmmungslinien  selbst  einer  eingehenderen  Betrachtung  unter- 
worfen; diese  Curven  werden  von  Herrn  Laisant  als  „Cykloiden 
von  Kegelschnitten^  bezeichnet.  Ihre  geometrische  Definition  ist 
folgende:  Man  ziehe  nach  einem  Punkte  P  eines  Kegelschnittes 
den  Radiusvector  OP  und  fälle  auf  die  Focalaxe  A^OA  die 
Senkrechte  PQ,  verlängere  PQ  über  Q  hinaus  bis  A,  so  dass  PA 
proportional  dem  Sector  AOP  ist;  dann  ist  der  Ort  des  Punktes 
R  eine  Gykloide  des  Kegelschnittes.  Ist  der  Kegelschnitt  ein 
Kreis,  so  erhält  man  die  gewöhnlichen  Cykloiden.  Die  Cykloi- 
den  werden  je  nach  der  Art  des  Kegelschnittes  elliptische,  hyper- 
bolische und  parabolische  genannt;  die  letzteren  sind  algebraisch; 
und  zwar  Curven  dritten  Grades  mit  einem  Doppelpunkte  und 
einer  unendlich  entfernten  Wendetangente. 

Die  Krdmmungslinien  der  Enneper'schen  Elassoide  sind 
parabolische  Cykloiden.  Es  werden  dann  noch  für  die  Enneper'- 
schen  Flächen  die  asymptotischen  Linien  bestimmt,  filr  welche 
sich  gewisse  Helices  ergeben.  Weitere  Untersuchungen  beziehen 
sich  auf  die  Nulllinien,  auf  isotrope  Linien  und  auf  solche 
Flächen  mit  ebenen  Krtimmungslinien,  zwischen  deren  Haupt- 
krOmmungsradien  eine  lineare  Relation  besteht.  Durch  die 
Durchsichtigkeit  der  ganzen  Untersuchung  und  die  Einfachheit 
und  Anschaulichkeit  der  Resultate  ist  die  Arbeit  in  hohem  Grade 
ausgezeichnet  A. 

R.  V.  Lilienthal.     Bemerkung  über  diejenigen  Flächen, 
bei   denen   die  Differenz  der  HauptkrUmmuugen  con- 

Stant  ist.     Acta  Math.  XL  391-394. 

Entsprechend  einem  früher  von  Herrn  Weingarten  aufge- 
stellten Satze  spricht  der  Herr  Verfasser  folgendes  Resultat  aus : 

Die  dem  HauptkrQmmungshalbmesser  q^  entsprechenden 
Krümmungsmittelpunktsflächen  sämtlicher  Flächen,  bei  denen 
^1 — ^9  konstant  ist,  sind  auf  die  Rotationsfläche  der  Tractrix 
abwickelbar  und  besitzen  somit  constantes  negatives  Krümmungs- 
xnass.  A. 
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R.  V.  LiLiRNTHAL.      ücber  die  Krttmmung  der  Cui' 

scharen.      Math.  Ann.  XXXIL  545-565. 

Eine  Fläche  kann  angesehen  werden  als  eine  einfache  sll 
Mannigfaltigkeit  von  Curven.  Das  allgemeinste  Kr&mnu 
Problem  wird  sich  demnach  auf  zweifache  Mannigfaltigk 
von  Curven  beziehen,  welche  man  Curvenscharen  nennen  1 
Die  Kummer'sche  Theorie  der  Strahlensjsteme,  Lam^'s  Th 
der  krummlinigen  Goordinaten  und  gewisse  neuere  UntersucLa 
von  Herrn  A.  Voss  (Math.  Annalen  XVI.  und  XVII.)  fallen  i 
das  gedachte  Problem. 

Die  Betrachtungen  des  Herrn  Verfassers  haben  zwei  Gest« 
punkte  zur  Grundlage,  die  man  als  Analoga  fQr  die  Krünm 
einer  Gurve  und  die  einer  Fläche  auffassen  kann. 

An  Stelle  eines  Gurvenpunktes,  oder  wohl  besser  Cor' 
elenientes,  tritt  der  Querschnitt  eines  GurvenbQndels,  an  ^t 
der  Tangente  der  Tangentenbündel,  worauf  man  meist  die 
griffe  aus  der  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme  ao« 
den  kann.  An  die  Stelle  der  benachbarten  Curven tangente 
der  benachbarte  Tangentenbttndel,  worauf  jedoch  in  der  Ar 
nicht  weiter  eingegangen  wird. 

Die  Theorie  der  Krümmung  einer  Fläche  kann  aafgefi 
werden  als  Theorie  der  Krümmungsaxen  der  anf  einer  Flij 
durch  einen  Punkt  gehenden  Gurven  oder,  anders  gesagt,  \ 
orthogonalen  Trajectorien  eines  Normalensystems.  Dieser  I 
griff  findet  sein  Analogen  in  den  orthogonalen  TrajecloneD  ei 
Curvenschar.  | 

In  seinen  analytischen  Entwickelungen  bezieht  sich  der  B( 
Verfasser  auf  seine  „Untersuchungen  zur  allgemeinen  Tbei>t 
der  krummen  Oberflächen"  etc.,  Bonn  1886  (F.  d.  M.  XVII 
736).  Die  rechnungsmässige  Grundlage  ist  die  folgende.  Sil 
die  rechtwinkligen  Goordinaten  u,  t>,  w  als  Functionen  drei! 
reellen,  von  einander  unabhängigen  Parameter  p,  7,  r  dargeste!] 
so  wird  durch  die  constanten  Parameterwerte  p,  q  bei  rariirei 
dem  r  eine  Gurve  (p,  q)  definirt.  Alle  Gurven,  welche  in  M 
Parameterwerten  p  4-  rfp,  q^-dq  bei  beliebigen  unendlich  kleinfl 
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dp  und  dq  gehören,  bilden  einen  CuryenbQndel.  Auf  der  Gurve 
(Pt  9)  ^^^^  ^i^  beliebiger  regulärer  Punkt  m,  o,  w  betrachtet,  dessen 
Tangente  die  Richtungscosinus  $,  37,  ^  hat;  die  Normalebene  der 
Curve  im  Punkte  schneidet  aus  dem  Curvenbündel  einen  „Quer- 
schnitt" aus.  Ein  solcher  Querschnitt  ist  also  ein  unendlich 
kleines  ebenes  FlächenstQck,  welches  im  allgemeinen  nicht  in 
eine  Strecke  ausartet;  jede  Curve  des  BQndels  geht  durch  einen 
Punkt  des  Querschnittes  und  hat  in  ihm  eine  Tangente.  Die 
Gesamtheit  derselben  bildet  einen  Tangentenbündel  im  Punkte 
uow.  Eine  nicht  zur  Schar  gehörige  Gurve  wird  im  allgemeinen 
in  jedem  ihrer  Punkte  von  einer  Gurve  der  Schar  unter  irgend 
einem  Winkel  geschnitten.  Sie  heisst  eine  Trajectorie  der  Schar 
und  zwar  eine  orthogonale,  wenn  jener  Winkel  ein  Bechter  ist. 
Es  handelt  sich  nun  um  die  Aufstellung  der  Differential- 
formen, von  denen  die  Untersuchung  dieser  Tangentenbündel 
abhängt,  wobei  der  Fall,  dass  letzteres  einem  Normalensystem 
angehört,  besondere  Beachtung  findet.  Auf  das  Detail  der  Unter- 
suchung kann  ohne  einen  ausgedehnten  Formelapparat  nicht  ein- 
gegangen werden.  Die  gegebenen  Andeutungen  mögen  genügeui 
die  Richtung  zu  charakterisiren,  in  der  sich  die  Untersuchung 
bewegt.  A. 

FI.   MoLiNS.     Sur   quelques  nouvelles  propridtes  du  Heu 
des  centres  de  courbure  des  courbes  gauches.   Tonloase 

M^oi.  (8)  X.  400-409. 

Im  Anschluss  an  eine  frühere  Arbeit,  welche  der  Herr  Ver- 
fasser in  Liouville  J.  (1)  VIII  veröflTentlicht  hat,  und  deren  Re- 
sultate hier  noch  einmal  kurz  entwickelt  werden,  betrachtet  er 
in  der  vorliegenden  Arbeit,  welche  noch  weiter  fortgeführt  wer- 
den soll,  den  Ort  der  Erümmungsmittelpunkte  einer  Raumcurve. 
Er  entwickelt  Formeln:  1)  für  den  Gontingenzwinkel  und  den 
Krümmungsradius  dieses  Ortes;  2)  für  ihren  Torsionswinkel  und 
Torsionsradius;  3)  für  die  Lage  der  Schmiegungsebene,  bestimmt 
durch  den  Winkel,  welchen  sie  mit  der  Schmiegungsebene 
des  Ortes  der  Mittelpunkte  der  osculircnden  Kugeln  bildet. 
Hierbei    ergiebt    sich    der    Satz:     Eine    Raumcurve    und    der 

49* 
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Ort  ihrer  KrQmmungBiniUelpuokte  stehen  in  dem  Zusammenhang«, 
dass  die  Cosinus  der  beiden  Winkel,  weiche  die  Tangente  der 
einen  mit  der  Sebmiegungsebene  der  andern  bilden,  sich  ver- 
halten  wie  die  Contingenzwinkel.  Endlich  folgt  noch  der  Satz: 
Das  Product  jener  Cosinus  ist  gleich  dem  Cosinus  des  Winkels, 
welchen  die  beiden  Schmiegungsebenen  bilden.  A. 


C.  W.  Baur.      KrUmmnngsIinien   auf.  Kegelflächen. 

BokIeD  Mitt.  IL  177-180. 

KrOmmungslinien  einer  Eegelflftche  sind  die  erzeugenden 
Geraden  und  die  Durchschnitte  der  Fläche  mit  den  um  den 
Scheitel  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln. 

Obwohl  dies  aus  den  einfachsten  Ueberlegungen  folgt,  hat 
der  Herr  Verfasser  doch  für  nötig  gehalten,  es  im  Zusammen- 
hange mit  den  allgemeineren  Fällen  analytisch  zu  erweisen. 

A. 

R.   LiouviLLU.      Sur  las  lignes  g^od^^iques  des  surfaces 

h   COUrbnre   COnstante.     Americaa  J.  X.  283-292. 

Da  jede  Fläche  mit  constanter  Krümmung  sich  auf  eine 
Kugel  abwickeln  lässt,  wobei  die  geodätischen  Linien  in  grSsste 
Kreise  übergehen,  und  da  diese  Kugel  sich  durch  Centralprojee- 
tion  von  ihrem  Mittelpunkte  aus  auf  eine  Ebene  abbilden  lässt 
wobei  die  grössten  Kreise  sich  in  Gerade  projiciren,  so  lässt 
sich  jede  Fläche  mit  constanter  Krümmung  so  in  die  Ebene  ab- 
bilden, dass  die  geodätischen  Linien  der  Fläche  in  Gerade  über- 
gehen. 

Es  lässt  sich  auch  umgekehrt  zeigen,  dass  jede  Differentia]- 
gleichung  zweiter  Ordnung,  durch  welche  das  System  der  Geraden 
einer  Ebene  dargestellt  werden  kann,  zugleich  die  Differential- 
gleichung der  Krümmungslinien  einer  Fläche  mit  constanter 
Krümmung  ist. 

Der  Herr  Verfasser  folgert  hieraus,  dass  die  Aufsuchung  der 
geodätiscben   Linien   bei   solchen  Flächen  auf  die  Untersachuni: 
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einer  Differentialgleichung  hinauskommt,  deren  Integral  die  Con- 
stanten nur  in  linearer  Form  enthält. 

Auf  dieser  Grundlage  untersucht  nun  der  Herr  Verfasser  die 
Eigenschaften  der  betreffenden  Differentialgleichung  und  stellt 
die  Operationen  fest,  welche  zur  Lösung  des  Problems  erforder- 
lich sind.  A. 

Parap.      Sur    deux    thöorfemes    de   Jacobi    relatifs    aux 
lignes  g^oddsiques.     CR.  CVI.  ii39-ll4i. 

O.  Bonnet.  Observations  relatives  k  la  communicatiou 
pr^cödente.  C.  R.  cvi.  1141. 
Es  handelt  sich  um  die  beiden  bekannten  Theoreme.  1)  Auf 
einer  positiv  gekrümmten  Fläche  ist  der  Bogen  AB  einer  geo- 
dätischen Linie  nur  dann  kürzeste  Verbindung  der  beiden  End- 
punkte, wenn  die  unendlich  nahe,  durch  A  gelegte  geodätische 
Linie  den  geodätischen  Bogen  AB  nicht  zwischen  A  und  B 
schneidet  2)  Auf  einer  negativ  gekrümmten  Fläche  ist  jeder 
Bogen  AB  einer  geodätischen  Linie  kürzeste  Verbindung  seiner 
Endpunkte.  Der  Beweis  wird  mittels  der  Methoden  der  Varia- 
tionsrechnung geführt.  Hieran  schiiesst  sich  eine  Bemerkung 
des  Herrn  0.  Bonnet,  in  der  er  darauf  aufmerksam  macht, 
dass  er  selbst  diese  Sätze  vor  mehr  als  30  Jahren  ebenfalls  be- 
wiesen und  dazu  noch  einige  Sätze  gefügt  habe,  welche 
Jacobi  nicht  gegeben  hatte,  u.  a.  den  bemerkenswerten  Satz: 
Wenn  auf  einer  (positiv  gekrümmten)   Fläche   das  Krümmungs- 

mass  stets  grösser  ist  als  — y,  so    ist    ein    geodätischer    Bogen 

nicht  kürzeste  Verbindung  seiner  Endpunkte,  sobald  seine  Länge 
^n  a  ist. 

Beferent  möchte  in  Hinsicht  auf  die  Literatur  des  Problems 
auch  auf  die  Arbeit  des  Herrn  v.  Mangoldt  im  J.  für  Math.  XCI 
(F.  d.  M.  XIIL  1881.  579)  hinweisen.  A. 

C.   FiBBi.     Sülle   superfieie   che   contengono  un    sistema 
di  geodetiche  a  torsione  costante.    Piaa  Aon.  V.  79-164. 
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Ist  M,  V  ein  orthogonales  Coordinatensystem  auf  einer  Fläche 
Sj  und  setzt  man: 

wo  JK,  F,  Z  die  Richtungscosinus  der  Kormale  bedeuten,  so 
genügen  die  Functionen  £,  6,  D,  Z>',  D^'  den  Codazzi'schen 
Formeln : 

du  vyö/      öt?  vyö/      yEG  Sc        £    s«    ""    ' 

d    /  D  \        d    .JT  s^^      JL.^V^_P1^VK  _  0 
öo  ^V£/       ött^l/G/       ^EG  du         G     dv     ^    ' 

yM  du  Vj/E    du  )       dv  Vj/G    dv  J 

Von  diesen  Formeln  ausgehend,  gelangt  der  Verfasser  zu- 
nächst zu  folgendem  wichtigen  Satze: 

Enthält  eine  Fläche  S  ein  System  von  geodätischen  Linien 
V  =  const.  mit  (für  jede  Linie)  constanter  Torsion  —=-'  (wo 
T  =  f  (ü)  ist),  so  gelten  für  dieselbe  die  Formeln : 

1     dtp         d*<p 


D"  =  y,  ö£_r__öo 


du*do 


dt  n  d<P  ' 

wo  die  Function  q>  von  u,  o  die  folgende  partielle   Differeotisl- 
gleichung  befriedigt: 


r   1     dip d 


'Öo 


und    jeder    derartigen    Function    qp    entspricht   umgekehrt    eine 
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Fläche,    welche   ein   System   von    geodätischen  Linien  mit  con- 
Btauter  Torsion  enthält. 

Zieht  man  nun  aus  irgend  einem  Punkte  P  der  Fläche  S 
eine  Strecke  von  der  Länge  &,  welche  in  der  Schmiegungsebene 
der  durch  P  gehenden  geodätischen  Linie  mit  constanter  Torsion 
liegt  und  mit  der  Tangente  dieser  Linie  einen  Winkel  6  bildet, 
und  ist  k  eine  constante  Grösse,  6  eine  Function  von  u,  v,  so 
übt  man  dadurch  auf  S  eine  Transformation  aus,  welche  der 
Analogie  wegen  als  eine  „Bäcklund'sche  Transformation^  be- 
zeichnet werden  darf.  Der  Ort  der  Grenzpunkte  der  Strecke  k 
ist  eine  neue  Fläche  Sj,  welche  durch  die  Gleichungen: 

bestimmt  ist.    Setzt  man  k  =  Tcosa  (wo  o  natdrlich  eine  Func- 
tion von  9  ist),  und  ist  0  ein  Integral  der  Differentialgleichung: 

1  — sing\     2^^\du 
Tcosa    J        du  i 


Xj  =a?  +  *rcosö-^ — h^siööj,  y,  =...,  a.  = 


—  }  Tcotgal  smöl  ^ I  — cosö      ^ 


^  dq>  f  dudv 


du 


sma      oo   ' 


so  sind  V  =  const.  auf  der  Fläche  S,  geodätische  Linien  mit  der 

(für  jede  Linie)  constanten  Torsion  -=-  =  /"(©),    u  =  const.    ihre 

orthogonalen  Tr^ectorien,  und  die  Function  q)  verwandelt  sich 
in  o=s  ^(p — ö,  welche  eine  neue  Lösung  der  Gleichung  (a) 
bildet. 

Ist  T  eine  constante  GrOsse,  etwa  T  =  1,  so  mag  die  Fläche 
S  als  eine  „asymptotische  Fläche''  bezeichnet  werden,  da  sie, 
wie  Herr  Bianchi  bewiesen  hat,  als  der  Ort  der  asymptotischen 
Linien  eines  einem  Weingarten'schen  Tripel  angehörenden  Systems 
von  pseudosphärischen  Flächen  angesehen  werden  darf.  Die 
Function  qp,  welche  einer  asymptotischen  Fläche  entspricht,  genügt 
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nach  dem  Vorhergehenden  der  Gleichung: 

du  dudo         du  ' 
wo: 

dg>         ö'g) 


-  -  du        du^do 


ist. 

Ist  C,  eine  Curve  mit  constanter  Torsion,  welche  in  einem 
Punkte  von  einer  Curve  C,  derart  geschnitten  wird,  dass  die 
Tangente  zu  C^  mit  der  Binormale  zu  C,  zusammenfällt,  so 
existirt  eine  einzige  asymptotische  Fläche,  welche  T,  als  geo- 
dätische Linie  und  C,  als  orthogonale  Trajectorie  der8elben 
enthält. 

Der  Ausdruck: 


M-^&y-m 


ist  in  Bezug  auf  die  Bäcklund'sche  Transformation  invariant. 

Stellen  wir  uns  nun  vor,  die  Fläche  S  reducire  sich  auf  eine 
einzige  Curve  mit  der  Torsion  1,  und  bezeichnen  wir  mit  u 
die  Bogenlänge,  mit  q  den  Flexionsradius,  mit  a,  ß,  y\  |,  17,  l 
die  Richtungscosinus  der  Tangente,  bezw.  Hauptnormale.  Wen> 
det  man  auf  diese  Curve  eine  Bäcklund'scbe  Transformation 
an,  wo  &  =  cos  (7  =  const.  und  0  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung 

1     .     90  .    ^  1  — sina 

Q        du  cosa 

ist,  so  ergiebt  sich  für  jeden  Wert  der  willkQrliohen  Constantc 
eine  Curve  C,  mit  der  constanten  Torsion  1,  deren  Coordinaten: 

x^  =  x4-co8a{aco8d  +  fsindj,    y,  =  .  • .,    z^  =  . . . 
sind;  und  die  Curven  C,  erzeugen  eine  Fläche  ;S,,  deren  Li nien- 
element  durch: 

ds'=  jl+(??l^-~8inöy-sin»a8in'öjdu' 

+  2co8a  r sin  öjrfii  dd  +  cos'arf^' 
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dargestellt  wird.    Ist  v  die  willkOrliehe  Constante,  und  d  =  0(ti,f), 
so  erh&lt  das  Linienelement  die  einfachere  Form: 

d$^  =  di*'+ ^sinacosasinö -^ diidtj  +  cos'a^-^J  rf©'; 

hier  sind  die  Gurven  u  =  const.   Kreislinien,    welche    von    den 

Carven  v  =  const.  unter  dem  veränderlichen  Winkel 

arccos(sinasin0) 

geschnitten  werden.    Ist  insbesondere  a  =  0,  so  sind  die  Gurven 

u  =  const.  Kreislinien  mit  dem  Radius  1,  die  Gurven  e  =  const 

ihre  orthogonalen  Trajectorien ;    die    Fläche  8,  ist  asymptotisch 

und    darf  als   eine    „ asymptotisch -cyklische   Fläche^  bezeichnet 

werden.    Für  diese  Flächen  hat  das  Integral  der  Gleichung  (a) 

die  Form : 

du 

Q 

und  0  befriedigt  die  Gleichung: 


»=-«-*/^. 


i  ^  de      .  ^ 

+  -7>—  =  Sin  0. 


g        du 
q>  kann  auch  durch  die  Gleichung: 

definirt  werden,  wo  F  eine  willkürliche  Function  von  u  ist;  dann 

ist  — TTT  der  Flexionsradius  o  der  Gurve  C,  welche  der  Ort  der 
d¥ 

Mittelpunkte  der  Kreislinien  ist. 

Eine  Verallgemeinerung  der  soeben  definirten  Flächen  bilden 
die  ^asymptotisch-hypercyklischen  Flächen^,  nämlich  diejenigen 
Flächen,  welche  ein  System  von  Linien  u  =  const.  mit  der  con- 
stauten  Flexion  1  enthalten.  Die  zugehörige  Function  tp  be- 
friedigt die  Gleichung: 

w+(|&)'=(^)' 

Die  Bäcklund'sche  Transformation  führt  eine  asymptotisch-hyper- 
cyklische  Fläche  in  eine  Fläche  von  derselben  Beschaffenheit 
über.  Reducirt  sich  insbesondere  die  erstere  auf  eine  asympto- 
tisch* cyklische    Fläche,   so   geschieht   dasselbe  bei   der  zweiten. 
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Diejenige  Transformation,  in  welche  die  Bftckland'sche  Trans- 
formation für  (7  =  0  tibergeht,  darf  passend  als  „complementare 
Transformation''  bezeichnet  werden.  Auf  die  Ergebnisse  dieser 
Transformation  gehen  wir  hier  nicht  ein. 

Was  den  Zusammenhang  der  vorliegenden  Untersuchungen 
mit  der  Theorie  der  Weingarten'schen  Tripel  betrifft,  so  ergiebt 
sich  der  folgende  Satz:  Eine  beliebige  asymptotische  Fläche  5, 
gehört  unendlich  vielen  Weingarten*schen  Tripeln  an.  Ein  solches 
Tripel  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  neben  S,  eine  andere 
asymptotische  Fläche  S,  gegeben  ist,  welche  eine  orthogonale 
Trajectorie  der  geodätischen  Linien  von  constanter  Torsion  mit 
8^  gemeinschaftlich  hat. 

Von  den  zahlreichen  Druckfehlern  wollen  wir  nur  folgende 
hervorheben.    Im  ersten  Gliede  des  Ausdruckes  für 

dx 
1 


uJC  uX 

S.  90,  97  und  108  muss  -^—  statt  -^  geschrieben  werden. 

Vi. 


A.   PüCHTA.       Analytische    Darstellung    der    kürzesten 
Linien    auf   allen    abwickelbaren    Flächen.      Wien.  Ber 

XOVII.  1269-1298. 

Eine  sehr  ausführliche  Behandlung  eines  bekannten  Problems 
nach  bekannten  Methoden.  A. 


A.  Voss.      Ueber  diejenigen  Flächen,    auf  denen   zwei 
Scharen   geodätischer    Linien    ein    conjugirtes  System 

bilden.     Muocheo.  Ber.  95-102. 


G.  PiRONDiNi.     Sopra  alcune  superficie  e  curve.    Batt.  G 

XXVI.  352-362. 
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Es  handelt  sich  um  solche  Flächen,  welche  von  einer  un- 
veränderlichen ebenen  Gurve  beschrieben  werden,  wenn  die 
Ebene  auf  einem  beliebigen  Kegel  rollt,  ohne  zu  gleiten,  und 
um  gewisse  Curven  auf  denselben. 

Bildet  der  Radiusvector  R  =  OP  eines  Punktes  P  einer 
Fläche  S  mit  der  Flächennormale  den  Winkel  &y  und  besitzt  die 
Fläche  die  Eigenschaft,  dass  cos^  =  vW  i^^f  ^Iso  Function 
von  R  allein^  so  bilden  die  Curven,  für  welche  A,  also  auch 
^  constant  ist,  die  Durchschnitte  der  Fläche  S  mit  einem  System 
concentrischer  um  0  beschriebener  Kugeln  und  sind  KrOmmungs- 
linien  der  Fläche  S,  wie  aus  dem  bekannten  Joachirastharschen 
Satze  leicht  folgt.  Das  andere  System  der  Krtlmmungslinien  be- 
steht aus  lauter  congruenten  ebenen  Curven,  und  die  Fläche  ent- 
steht, indem  man  eine  dieser  ebenen  Curven  sich  so  bewegen 
lässt,  dass  ihre  Ebene  ohne  Gleitung  auf  einem  Kegel  rollt, 
dessen  Scheitel  in  0  liegt,  wobei  jeder  einzelne  Punkt  dieser 
ebenen  Curve  eine  der  sphärischen  Krtlmmungslinien  beschreibt. 
Als  Polargleichung  dieser  ebenen  Curve  ergiebt  sich,  wenn  u 
den  Richtungswinkel  bedeutet: 


»  «=/i^ 


g>{R)dR 


Ist  statt  des  cos^  der  Abstand  J  der  Tangentialebene,  oder 
der  der  Hauptnormale  d  als  Function  von  R  gleich  (p(R)  ge- 
geben, so  bleibt  die  Sache  wesentlich  dieselbe;  die  Polargleichung 
der  ebenen  Curve  nimmt  aber  eine  der  beiden  folgenden  For- 
men an: 


(2)    u  =  f-m^^ 


oder 


(3)      „  =  /fc:^dfi. 


Betrachtet  man  andrerseits  eine  Raumcurve,  bei  welcher  die 
Projection  des  Vectors  OP  =  R  auf  die  Tangente  gleich  einer 
gegebenen  Function  (p(R)  ist,  und  legt  man  durch  die  Raum- 
curve einen  Kegel,  dessen  Scheitel  in  0  liegt,  so  ändert  die  Raum- 
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curve,  wenn  man  den  Kegelmantel  auf  einen  andern  Kegelmantel 
aufwickelt,  mit  Erhaltung  des  Scheitels  0,  oder  wenn  man  sie 
in  die  Ebene  ausbreitet,  zwar  ihre  Gestalt;  sie  bewahrt  aber  die 
angeführte  Relation,  und  die  Polargleichung  der  auf  diese  Weise 
in  die  Ebene  abgewickelten  Raumcurve  ist  wiederum  die  Glei- 
chung (3). 

Ist  nicht  die  Projection  des  Veetors  auf  die  Tangente,  son- 
dern der  Cosinus  des  Winkels  0  zwischen  Vector  und  Tangente, 
oder  die  Projection  des  Veetors  auf  die  Hauptnormale  gleich 
9>(R)  gegeben,  so  bleibt  die  Betrachtung  im  wesentlichen  die- 
selbe; nur  erhält  man  als  Polargleichung  der  betreffenden  ebeneo 
Gurve  die  Gleichungen 

(4)  u  =  /VlEE^dß  oder  (2)  u  =  /-^^^L. 

oder(l)u=/     f'^'^      , 

so  dass  die  drei  zuerst  aufgestellten  Gleichungen  in  der  zweiten 
Betrachtung  wieder  auftreten. 

Indem  der  Herr  Verfasser  nun  statt  der  ursprünglich  be- 
trachteten Gurve  die  BQckkehrkante  ihrer  abwickelbaren  Evo- 
lutenfläche und  die  Evolventen  der  Gurve  in  die  Betrachtung 
zieht,  giebt  er  seinen  Resultaten  noch  andere  Formen.  Bier 
scheint  aber  dem  Referenten  ein  Punkt  der  Aufklärung  oder  gar 
der  Berichtigung  zu  bedürfen;  denn  es  ist  nicht  bertteksiehtigt, 
dass  der  Vector  R,  der  stets  in  den  betrachteten  Relationen  auf- 
tritt, sich  immer  nur  auf  die  ursprüngliche  Gurve  bezieht,  nicht 
auf  die  damit  zusammenhängenden  anderen  Gurven.  Hierdureh 
scheint  auch  das  Schlussresultat,  in  welchem  ein  Zusammenhang 
zwischen  den  Betrachtungen  der  Flächen  und  der  Raumcurvea 
hergestellt  werden  soll,  indem  sich  als  geodätische  und  asymp- 
totische Linien  der  betrachteten  Flächen  die  betrachteten  Linien 
ergeben  sollen,  nicht  stichhaltig  zu  sein.  A. 


G.  PiRONDiNi.     Sur  las  surfaces  de  rövolution,  Nouv.Ado. 

(3)  VII   486-502. 
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Die    Arbeit   beginnt   mit    der    Berichtigang    eines   Irrtums, 
welcher  sich    in  einer    Arbeit  des  Herrn  Aoust  (Liouv.  J.  1846) 
bezüglich  der  loxodromischen  Linien  findet,  und  behandelt  dann 
in  den  ersten    fdnf  Abschnitten    die   Theorie   der  Loxodromien 
nebst  einigen  Erweiterungen.    Zuerst  werden   die   Bedingungen 
dafür  gesucht,  dass  die  Loxodromien  gewisse  Gleichungsformen 
erfüllen,   und  hierbei    ergiebt  sich,    dass,    wenn    die   Gleichung 
zwischen  den  Parametern  linear  sein  soll,    die  Parameter  selbst 
isometrische  (isotherme)  Abbildungsparameter  sein  müssen.    Re- 
ferent  möchte   bemerken,    dass   es   sich  wohl  entschieden  mehr 
empfiehlt,  bei  der  Betrachtung  der  Loxodromien  von  Abbildungs- 
parametern auszugehen,  wobei  sich  ohne  weiteres  ergiebt,  dass 
die  Gleichungen  der  Loxodromien    linear   werden.    (Man  vergl. 
auch  F.  August,  Ueber  Rotationsflächen  mit  loxodromischer  Ver- 
wandtschaft, Schlömilch  Z.  XXXIII.  154ff.,  Ref.  unten  S.  783). 

Indem  der  Herr  Verfasser  nun  zu  beliebigen  Flächen  über- 
geht,   definirt  er  eine  Loxodromie   als   eine    Linie,    welche  das 
System  der  Krümmungslinien  unter  constantem  Winkel  schneidet. 
Natfirlich  kann  die  Gleichung  einer  solchen  Loxodromie  im  all- 
gemeinen nur  dann  linear  in  den  ErOmmungsparametern  sein,  wenn 
die  Krümmungslinien  isotherm  sind.     Eben  deshalb  erscheint  dem 
Referenten  diese  Erweiterung  des  Begriffes  unzweckmässig.     Es 
wQrde   genügen,    die   betrachteten   Linien   als   Trajectorien    der 
KrQmmungslinien    zu   bezeichnen.      Nun    erst  kommt  der  Herr 
Verfasser  darauf  zu  sprechen,   dass   es  nicht  sowohl  darauf  an* 
kommt,  ob  die  Parameterlinien  Erümmungslinien  sind,   sondern 
vielmehr  darauf,  ob  sie  isotherm  sind,  und  dass,  wenn  u,  e  Ab- 
bildungsparameter  sind,  eine  lineare  Gleichung  zwischen  u  und  v 
eine  Linie  charakterisirt,  welche  die  Isothermen  unter  constantem 
Winkel  schneidet,  —  also  eine  Trajectorie  der  Isothermen,  wie 
Keferent  sie  in  der  oben  citirten  Arbeit  bezeichnet  hat.    Um  ein 
Beispiel  zu  erhalten,   welches   sich   nicht   auf  eine  Umdrehungs- 
fläche  beziehen  soll,   sucht   der   Herr  Verfasser  nun  diejenigen 
geradlinigen  Flächen  auf,  bei  welchen  die  erzeugenden  Geraden 
eine  Schar  von  Isothermen  bilden.    Er  weist  nach,   dass,   wenn 
die   Parameterlinie  v  =  const.  eine  erzeugende  Gerade,  die  Para* 
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meterlinie  u  =  const.  eine  dazu  senkrechte  Linie  der  Fläche 
darstellt,  die  Bedingung,  dass  diese  Parameter  isotherm  seien, 
nur  erfüllbar  ist,  wenn  das  Quadrat  des  Linienelementes  ds' 
sich  folgendermassen  darstellen  lässt: 

ds*  =r  dii"  +  (l+au+fc*fi')dr», 

wo  a  und  6  Constanten  sind.  Die  betreffende  geradlinige  Fläche 
ist  aber,  wie  aus  dieser  Gleichung  hervorgeht,  auf  gewisse  Rota- 
tationsflächen  abwickelbar,  so  dass  man  eigentlich  nicht  aus  dem 
Bereich  der  Rotationsflächen  hinausgekommen  ist,  sie  ist  aber 
andrerseits  auf  eine  geradlinige  Schraubenfläche  abwickelbar. 
Interessant  ist  die  Lösung  des  Problems,  solche  Flächen  zu  finden, 
auf  welchen  die  Loxodromien  constante  geodätische  ErttmmuD^ 
haben. 

Der  zweite  Teil  der  Arbeit,  der  mit  dem  sechsten  Ab- 
schnitte  beginnt,  behandelt  die  kürzesten  Linien  auf  RotatioDS- 
flächen,  und  es  wird  namentlich  das  Problem  gelöst,  solche  Ro- 
tationsflächen zu  suchen,  auf  denen  sich  die  sämtlichen  geodä- 
tischen Linien  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Para- 
metern darstellen  lassen.  A. 


G.   PiRONDiNi.     Sulle  linee  a  doppia  curvatura.      Bau  6. 

XXVI.  104- 132. 

Es  werden  bemerkenswerte  Eigenschaften  der  Gurren  unter 
folgenden  drei  Bedingungen  hergeleitet.  Hat  die  Schmiegan^ 
ebene  constante  Entfernung  von  einem  festen  Punkte,  so  ist  die 
Curve  Kürzeste  auf  der  konischen  Fläche,  welche  ihr  von  diesem 
Punkte  aus  gezogener  Radiusvector  erzeugt.  Ist  die  Normalebene 
in  diesem  Falle,  so  ist  die  Curve  auf  derselben  konischen  Fläche 
geodätische  Evolvente  der  orthogonalen  Trajectorie  der  erzeugen- 
den Geraden.  Ferner  wird  dann  der  Ort  der  KrQmmungsmittel* 
punkte  der  Curve  erhalten,  indem  man  die  Spitze  der  koniseheB 
Fläche  auf  die  Hauptnormalen  der  Curve  projicirt  Ist  es  eod* 
lieh  die  rectificirende  Ebene,  so  ist  die  Curve  Kürzeste  auf  der 
Abwickelbaren,  deren  Gratlinie  Kürzeste  auf  beliebiger  konischer 
Fläche  mit  dem  festen   Punkte   als   Spitze   ist.     Die  genaootci 
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Sätze  sind  umkehrbar.    Es   folgen   nun  noch  viele  Sätze,  deren 
Bedingungen  weniger  einfach  sind.  H. 


F.  August,     üeber  Rotationsflächen  mit  loxodromischer 
Verwandtschaft.     Schlömilch  z.  XXXIII.  154-166. 

Die  Basis  der  Untersuchung  beschränkt  sich  nicht  auf  Rota- 
tationsflächen:   Loxodromien  werden  auf  beliebigen  Flächen   die 
Curven  genannt,    welche   eine  Schar   von   Isothermen,   die  sich 
eonform  auf  der  Ebene  als  parallele  Gerade  abbilden,  unter  con- 
stantem  Winkel  (dem  Curswinkel)  schneiden.    Entsprechen  sich 
nun  überhaupt  Isothermen  auf  zwei  Flächen,  so  sind  deren  Ab- 
bildungen collinear.    Sind  sie  insbesondere,   bezüglich   auf  iso- 
therme Parameter,    loxodrom,  so  wird  die  coUineare  Verwandt- 
schaft der  ebenen  Abbildung  zu  einer  „afßnen'^,    die   Parameter 
der  einen  Fläche  stellen   sich   linear   in    denen  der  andern  dar. 
Davon  ist  es  wieder  ein  besonderer  Fall,  wenn  jeder  Parameter 
der  einen  nur  von  einem  Parameter   der   andern  abhängt.    Be* 
dingung  desselben  ist;  dass  die  Gotangenten  der  Curswinkel  ein 
constantes  Verhältnis  1  :  k  haben;    k   wird    dann  der  Modul  ge- 
n  annt.     Auf  Rotationsflächen  werden  die  Parallelkreise  und  Meri* 

, 

wo  s  den  Bogen,  y  die  Ordinate  des  Meridians  bezeichnet,  zu 
Parametern  genommen.  Die  Bedingung  loxodromischer  Verwandt- 
schaft reducirt  sich  leicht  auf  ti^  =  t«,  o,  =  kv.  Hiermit  lässt 
sich  die  weitere  Forderung  vereinigen,  dass  entsprechende  Tra- 
lectorien  von  einem  auf  der  Axe  liegenden  Centrum  aus  perspec- 
irisch  sind.     Die  Relation  der  Flächen  ist  dann: 


Tj  =  ce 


lackt  das  Centrum  ins  Unendliche,  so  wird  5,  =  ks.  Statt  der 
lerspectivischen  Projection  wird  ferner  die  gemeinsame  Kormal- 
rojection  auf  die  Axe  gefordert,  dann  die  Bedingung  gestellt, 
ass  entsprechende  Meridianelemente  einen  constanten  Winkel 
)it  einander   bilden,    ferner   dass   die   Rotationsflächen  parallel 
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sind;  zuletzt  wird  eine  Rotationsfläche  gesucht,  welche  mit  ihrer 
Evolutenfläcbe  einfach  loxodromisch  verwandt  ist.  Die  hiermit 
bezeichneten  Probleme  werden  gelöst  und  interessante  Sitze 
darüber  aufgestellt.  H. 

6.  KoBNiGS.  Sur  la  distribution  des  voliimes  eiigeodre» 
par  un  contour  ferm^,  tournant  autoar  de  toutes  les 
droites  de  l'espace.    c.r.  c vi.  927-929. 

G.  KoBNiGS.  Sur  les  volumes  engendr^s  par  un  con- 
tour fermö  dans  un  niouvement  quelconque.    c.  R.  cvi 

1512-15U. 

G.  KoBNiGS.  Sur  le  volume  engendr^  par  un  contour 
liä  invariablement  au  tri^dre  d'une  courbe  et,  en  parti- 
culier,  sur  une  propri^t^  des  courbes  de  M.  Bertrand 

C.  R.  CVIl   474-476. 

Die  erste  Arbeit  zerlegt  das  von  einer  geschlossenen  Cnrve 
B  bei  Rotation  um  eine  Gerade  J,  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen 

cy— 6»  -|-p  =  0;  az  —  cx-\-q^O\  bx — a^-f-r  =  0, 
erzeugte  Volumen  in  der  Form: 

(4)       r^^»M^,M^  = ya'  +  6'  +  c' ' 

WO 

A  =  ifiydz^  zdy),  L  =  iy^(y'  +  z')dx, 

B  =  ij  (»dx  -  xdz),  M  =  i  y^  (»*  +  x^)dif, 

C  =  \f{xdy^ydx\  N  =  if(x'+y^dz 

und  ^  den  Rotationswinkel  bezeichnet  Durch  A^  0,  C  wird  die 
Flftchenaxe  bestimmt,  auf  ihr  die  Strecke  R  gleich  dem  Fliche&- 
moment,  dessen  Projectionen  A^  B,  C  sind,  abgeschnitten.  L^> 
Ausdruck  (4)  bietet  nun  die  Form,  in  der  sich  beliebig  Tide 
Rotationen  zusammensetzen  lassen;  es  bezeichnen  dann  A,  etc. 
die  Resultanten.    Nimmt  man  die  Centralaxe  (nach  Poinsot)  n' 
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3-Axe,  80  hat  Gleichung  (4)  die  Form: 

V^  =  ^(AdsincK  +Gco8a), 
wo  a  der  Winkel  zwischen  der  Flächenaxe  und  der  Rotations- 
axe,  m  die  kürzeste  Entfernung  zwischen  der  Central-  und  Ro- 
tationsaxe  und  G  das  bei  der  Rotation  1  um  die  Centralaxe 
erzeugte  Volumen  ist.  Hieran  schliessen  sich  specielle  Folge- 
rungen. 

Die  zweite  Arbeit  führt  die  erste  erst  zum  beabsichtigten 
Schlüsse.  Es  wird  eine  Rotation  mit  einer  Verschiebung  längs 
der  Axe  verbunden,  wobei  die  Form  (4)  bestehen  bleibt,  dann 
eine  beliebige  unendlich  kleine  Verrückung  hinzugefügt.  Es 
zeigt  sich,  dass  die  resultirenden  sechs  Grössen  in  (4)  bei  end- 
licher Verrflckung  durch  Quadratur  hervorgehen,  mithin  das  durch 
beliebige  Bewegung  erzeugte  Volumen  linear  in  sechs  Grössen  dar- 
gestellt wird,  so  dass  zwischen  sieben  solchen  Volumeuteilen 
immer  eine  lineare  Relation  besteht.  Hierbei  folgt  die  Bemer- 
kung, dass,  wenn  die  bewegte  Gurve  constante  KrOmmung  hat, 
das  erzeugtefVolumen  nR*a  ist,  wo  a  die  Indicatrix  der  Binor- 
male (im  Sinne  von  Serret)  bezeichnet. 

Die  dritte  Arbeit  wendet  die  in  den  zwei  ersten  entwickelte 
Theorie  auf  die  Bewegung  von  Q  an,  wo  dieses,  fest  verbunden 
mit  dem  Trieder  der  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  einer 
Curve  f,  an  dessen  Bewegung  längs  der  Curve  teilnimmt.  Qier 
geht  Gleichung  (4)  Über  in 

wo  T  und  d  die  Indicatrices  der  Tangente  und  Binormale  von 
s  sind.  Im  Falle,  wo  F  proportional  *  ist,  wird  ®  eine  Bertrand*- 
sche  Curve.  Ferner  wird  die  Theorie  erweitert  auf  variable  ©, 
yriewohl  nicht  allgemein  ausgeführt.  Ist  Q  eine  ebene  Curve,  A 
ihr  Flächeninhalt,  r  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  A  von 
der    „Charakteristik"    seiner   Ebene,   dd-   der   Winkel   zwischen 

dieser  und  ihrer  Gonsecutiven,  so  ist  F  =/i4rd5', insbesondere 

wenn  @  der  Krümmungskreis  von  s  ist,  V  =  n  f  -=-  ds^  R  und 
T  Krttmmungs-  und  Torsionsradius.  H. 


VonaebTm  d.  M«th.  XX.  9. 
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G.  KoBNiGS.  Determination  sous  forme  explicite  de 
toute  surface  rigide  rapport^e  k  ses  lignes  asymptoti- 
ques  et,  en  particulier,  de  tontes  les  surfaces  r^gl^es 
&  lignes  asjmptotiques  alg^briques.    C  R.  cvi.  5i-5i. 

Die  drei  GleicbuDgen  der  Kegelflftche 

Xi^-giW  +  hiWfA,  (1=1,2,3) 

die  fQr  constantes  l  die  Erzeugende  darstellen,  sollen  so  bestimmt 
werden,  dass  sie  fQr  constantes  /u  die  andere  asymptotische  Li- 
nie ausdrücken.  Es  ergeben  sich  zunächst  je  zwei  Gleichungen 
der  Form: 

und  nach  Elimination  von  ^,  eine  lineare  Gleichung  vierter 
Ordnung  für  A,  geschrieben: 

Aus  den  vier  Identificirungsformeln  werden  die  Gleichungen  der 
Regelflftche,  bezogen  auf  ihre  asymptotischen  Linien,  gefandei: 

+  [(3P.-2/';-2PJ)^^-  P,(^)+i(^y-u]K 

Hier  bezeichnet  Fdie  von  Halphen  entdeckte  Differentialinvariante, 
u  eine  willkürliche  Function  von  X,  und  statt  s  ist  gesetzt  u'  :(30  Vj, 
Ist  K  =  0,  mithin  die  Formel  unbrauchbar,  so  wird  statt  ihrer: 

+  i«" +  «]*.-  =0. 
Es  wird  schliesslich  bemerkt,  dass  aus  dieser  Formel  die  allge- 
meine Lösung  der  Aufgabe  hervorgeht:  eine  Gurve  (g)  zu  finden, 
die  einer  gegebenen  Curve  (h)  Punkt  fttr  Punkt  derart  entspricht 
dass  die  Schmiegungsebene  von  (h)  in  einem  Punkte  M  dureb 
den  entsprechenden  Punkt  M'  von  (p),  und  die  von  (g)  in  f 
durch  M  geht.    Die   Lösung   erfordert   keine   Integration. 

H. 
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E.  ViCATRB.  Sur  les  propri^t^s  communes  k  toutes  les 
courbes  qui  remplissent  une  oertaine  condition  de 
minimum  ou  de  maximum.    G.  B.  cvi.  456-469. 

Bezeichnet  s  die  Bahn  eines  Lichtstrahls  in  einem  heterogenen 
Medium,    so  reduciren  sich  die   Bedingungen,  welche  die  Dauer 

der  Bewegung,  ausgedrückt  durch  /  f(a?,  y,  z)ds,  zu  einem  Mini- 
mum machen,  auf  die  zwei  Gleichungen: 

wo  Q  den  KrümmungsradiuR,  Ifiv  die  Richtungscosinus  der 
Hauptnormale  von  5,  a  den  Winkel  zwischen  ihr  und  der  Nor- 
male der  Fläche  f  =  0  bezeichnen  und  p  ==  YfT+fT+f^  ist. 
Die  erste  Gleichung  bedeutet,  dass  die  Schmiegungsebene  von  $ 
die  I^ormale  der  Niveauflächen  von  f  enthält;  die  zweite,  dass 
die  Projection  des  Krümmungsradius  auf  diese  Normale  fttr  alle 
durch  denselben  Punkt  gehenden  Curven  dieselbe  ist.  Hiervon 
lassen  sich  zahlreiche  Anwendungen  auf  Fragen  der  Geometrie} 
Statik  und  Dynamik  machen,  geometrische  auf  die  Curve,  welche 
die  kleinste  Rotationsfläche  erzeugt,  solche,  deren  Schwerpunkt 
am  höchsten  oder  niedrigsten  bei  constanter  Länge  liegt,  u.  s.  w. 
[n  der  Dynamik  ergiebt  sich  der  Satz:  Der  Krümmungsradius 
sioer  Brachistochrone  ist  in  jedem  Punkte  gleich  dem  der  Bahn, 
welcher  er  folgen  würde,  wenn  er  von  diesem  Punkte  an  sich 
frei  bewegte.    Auch  wird  dadurch  die  Frage  gelöst:  Fttr  welche 

F'uDction  f  ist/  fds  ein  Minimum  oder  Maximum?     Hier  nimmt 

jer  Verfasser  die  Niveauflächen  9>  =  0  und  deren  Differential- 
>arameter  q  als  durch  die  «  bekannt  an  und  setzt 

lann  ergiebt  sich: 


A.,j,.»)  =  c.A^''^r 


H. 


50* 
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Ch.  Biochb.     Sur  les  lignes  asymptotiques  de  certaines 
surfaces  gaucbes.   Toal.  Add.  li.  a.  1-7. 
Ein  Putikt  auf  gegebener  Regelfläche  wird  bestiaimt  durch 
die  Strecke  r  auf  der  erzeugenden  Geraden  und  den  Bogen  der 
Strictionslinie  s  bis  zu  ihr.     Die  Gleichung  der  zweiten  asympto- 
I  tischen  Linie  ist: 

wo  £i  die  Krttmmung  der  Strictionslinie,  ^  den  Winkel  zwischen 
ihr  und  r,  und  K  den  Distributionsparameter,  sämtlich  Functionen 
von  «,  bezeichnen.  Sind  die  Erzeugenden  parallel  einer  festen 
Ebene  (der  Richtebene),  so  ist  der  Goefficient  von  r'  Null.  Ist 
ausserdem  K  constant,  so  wird  Gleichung  (1): 

2-^+co8*  =  0. 

Für  die  orthogonalen  Trajectorien  der  Erzeugenden  ist 

dr 
-y-+cos*  =  0, 

daher  halbirt  die  asymptotische  Linie  die  Strecken  r  der  letzten. 
Das  Folgende  betriift  die  Regelflächen  (S)  unter  beiden  An- 
nahmen.    Ihre  Gleichung  ist: 

yco9{Kz) — a?sin(ÄÄ)  =  F(i)] 
die  Gleichung  der  asymptotischen  Linie: 

sin  2  cos»  *y        ^  2K 

Es  werden  die  Fälle  untersucht,  wo  eine  asymptotische  Linie 
zweiter  Schar  gerade  ist,  dann  wo  eine  derselben  die  Erzeugen- 
den unter  constantem  Winkel  schneidet;  ferner  ohne  die  An- 
nahme einer  Richtebene  der  Fall,  wo  die  Strictionslinie  selbst 
asymptotisch  ist,  besonders  fdr  constantes  JT,  für  ein  AT  gleiel 
der  Torsion  der  Strictionslinie  und  ffir  eine  gerade  Strictionslinie^ 

H. 

Ch.  Bioche.      Bar  les  syst^mes  de  courbes  qui   divisent 
homograpbiquement     les    gdn^ratrices    d'une     snrface 

r^gl^e.      Darboux  Ball.  (2)  XII.  290-292. 
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Damit  ein  Curvensystem  die  Erzeugenden  einer  Regelfläche 
homographisch  teile,  musB  das  System  einer  Riccati'schen  Glei- 
chung genügen,  in  welche  drei  willkürliche  Functionen  eintreten.  Eb 
lassen  sich  daher  derartige  Gurvensysteme  bestimmen,  die  Über- 
dies noch  besondere  Bedingungen  erfüllen.  Solche  Bestimmungen 
werden  in  der  vorliegenden  Arbeit  ausgeführt.  Beispielsweise 
giebt  der  Verfasser  an,  dass,  wenn  auf  einer  Fläche  ein  System 
von  geodätischen  Linien  existirt,  das  die  Erzeugenden  homo- 
graphisch teilt,  die  Fläche  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  ab- 
wickelbar ist.  Seht. 


]^.  CoMBBScuRB.     Sur  le  d^placement  taugentiel  de  deiix 

surfaces  rigides.     Add.  de  rfic.  Norm.  (8)  V.  49-78. 

Eine  starre  Fläche  (2)  wird  auf  ein  festes  rechtwinkliges 
Axensystem  bezogen,  die  Coordinaten  aber  werden  als  Func- 
tionen zweier  unabhängigen  Parameter  o  und  ß  aufgefasst.  Eine 
zweite  in  sich  starre  Fläche  (S)  wird  durch  rechtwinklige  Coor- 
dinaten mit  einem  beweglichen  Axensystem  verknüpft,  und  auch 
diese  Coordinaten  werden  als  Functionen  von  a  unAß  betrachtet. 
Die  Richtungscosinus  der  Winkel,  welche  die  beweglichen  Axen 
mit  den  festen  einschlieasen,  werden  gleichfalls  als  Functionen 
dieser  beiden  Grössen  angesehen.  Indem  nun  das  System  der 
beweglichen  Axen  so  gestellt  wird,  dass  die  beiden  Flächen  (2) 
und  (S)  sich  berühren,  werden  für  die  Bewegung  folgende  Be- 
dingungen festgehalten:  1)  Die  Curve  c«  der  beweglichen  Fläche, 
welche  der  alleinigen  Veränderung  von  a  entspricht,  bleibt  in 
steter  Berührung  mit  der  Curve  Ca  der  festen  Fläche,  welche 
wie  Ca  durch  den  Berührungspunkt  beider  Flächen  geht;  2)  die- 
selbe Bedingung  gilt  für  die  Curven  Cß  und  Cß]  3)  die  ent- 
sprechenden Elemente  von  Ca  und  Ca  stehen  für  den  Berührungs- 
pankt  in  einem  gegebenen  Verhältnis  G(aß)\  dasselbe  gilt  für 
die  Curvenelemente  von  Cß  und  C^,  und  dies  Verhältnis  wird 
durch  eine  Function  &,  (a, /9)  dargestellt.  Sind  nun  dOa  und  dsa 
die  beiden  Curvenelemente  von  Ca  und  c«,  welche  einer  Ver- 
minderung von  a  um  da  entsprechen,  so  wird,  wenn  M  der  eine 
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Endpunkt  der  Garvenelemente  ist,  in  welchem  sich  die  Fläcben 
berQhren,  der  andere  Endpunkt  01  von  dsa^  wenn  a  am  da  zu- 
nimmt, sich  auf  den  zweiten  festen  Endpunkt  M'  too  da^^  den 

folgenden  Berührungspunkt,  legen  unter  der  Bedingung        *  =G. 

Es   findet    also   ein   elementares   Gleiten  von  ds^  auf  dOa  statt, 

welches  sich  in  der  Form  darstellt    dsa — doa  =  C-j^ — Ijdc^, 

Das  Entsprechende  gilt  fBr  die  Curven  (ß).  Unter  solchen  Be- 
dingungen werden  die  Bewegungsgleichungen  fttr  die  Fläche  (5) 
aufgestellt,  und  es  wird  in  eine  Analyse  derselben  fttr  den  Fall 
eingetreten,  dass  6=1  und  (7^  =  1  ist.  In  diesem  besonderen 
Fall  sind  beide  Flächen  in  dem  Gauss'schen  Sinne  aufeinander 
abwickelbar.  Fttr  die  Analyse  gewinnen  eine  besondere  Be- 
deutung die  drei  Grössen,  welche  Darboux  in  seinem  Werk  ^Sur 
la  th^orie  gönärale  des  surfaces**  etc.  bei  der  Behandlung  des- 
selben Problems  S.  71  und  S.  72  mit  Erfolg  eingeftlhrt  hat. 

Sehn. 

Genty.     Note  de  gdom^trie.    Nouv.  Add.  (3)  Vll.  350-352. 

Es  wird  folgender  Satz  bewiesen:  Die  Endpunkte  il„  i, 
einer  Geraden  von  constanter  Länge  bewegen  sich  je  auf  einer 
gegebenen  Fläche  (S^)  und  (S,)  dergestalt,  dass  die  Nor- 
male an  (Sj)  in  A^  und  die  Normale  an  (S,)  in  i, 
in  einem  Punkte  N  sich  treffen.  Dann  muss  die  in  i 
errichtete  Normale  des  Ortes,  der  von  einem  auf  A^  A^  gel^ 
genen  Punkte  A  beschrieben  wird,  auch  durch  N  gehen.  Der 
Beweis  wird  durch  Formeln  der  analytischen  Flächentheorie  g^ 
liefert.  Mx. 

R.  A.  Roberts.     On  the   volume  generated    by  a  con- 

gruency  of  lines.     London  M.  8.  Proc  XIX.  207-215. 

Es  wird  der  allgemeine  Integralausdruck  fttr  das  genannte 
Volumen  aufgestellt  und  fttr  eine  Reibe  verschiedenartiger  Be 
grenzungeü  desselben  specialisirt.  Dabei  ergiebt  sieh  eine  FomieL 
welche  als  Verallgemeinerung  des  Aberschen  Satzes  über  Dopptl- 
integrale  angesehen  werden  kann.  Sehg. 
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W.  Stammer.  Allgemeine  Theorie  der  ümhüUungs- 
flächen  und  einige  damit  zusammenhängende  Eigen- 
schaften    der     Flächen     zweiten     Grades.       FesUohrift. 

Realgymn.  Düeseldorf.  187-203. 

Der  Verfasser  yermeidet  den  Begriff  des  Durchschnitts  un- 
endlich naher  Flächen  und  definirt  daher  die  Umhfillungsflächen 
als  Ort  der  Berührungslinien  resp.  (bei  zwei  Parametern)  der 
Berührungspunkte,  und  berficksichtigt  1)  besonders  den  Fall 
scheinbarer  Umhüllung,  wo  nämlich  die  gefundene  Fläche  zwar 
sämtliche  Flächen  der  Schar  berührt,  wo  aber  die  gefundenen 
Berührungspunkte  nicht  die  gesamte  Umhüllungsfläche,  sondern 
nur  eine  Gurve  auf  ihr  ausfüllen.  2)  Der  specielle  Fall  beweg- 
licher Ebenen  führt,  wie  bekannt,  auf  die  Darstellung  einer  Fläche 
durch  Ebenen-Coordinaten;  der  Verfasser  schliesst  daran  einige 
metrische  Eigenschaften  über  die  Abstände  der  Tangential-Ebenen 
eines  Ellipsoids  von  festen  Punkten.  R.  M. 


A.   Razzaboni.      Sopra    certe    famiglie    di   superficie    di 
rivoluzione  applicabili.     Bologna  Rend.  1887-88.  19-21. 

Herr  Bianchi  (SuUe  superficie  applicabili,  Pisa  Ann.  II.  1879) 
hat  bewiesen,  dass  die  Projectionen  einer  Tractrix  auf  allen 
durch  ihre  Asymptote  z  gehenden  Ebenen  die  Meridianlinien  von 
auf  einander  abwickelbaren  Umdrehungsflächen  (mit  der  gemein- 
schaftlichen Axe  z)  bilden.  Nun  kommt,  wie  Herr  Razzaboni 
bemerkt,  dieselbe  Eigenschaft  allen  Linien  zu,  deren  Gleichung: 


2 


=//^'"- 


ist,  wo  CyC'  zwei  willkürliche  Gonstanten  bezeichnen.  Diese 
Gleichung  stellt  insbesondere  eine  logarithmische  Linie  dar,  wenn 
c'  =  0,  und  eine  Tractrix,  wenn  c'  =  —  1.  Vi. 


E.  Nannei.     Le  superficie  ipercicliche.     Nap.  Rend.  (2)  ii. 

119-121. 
E.   FeRGOLA,   G.  BaTTAGLINI.      RapportO.     Daselbst.  118. 

E.  Nannei.  Le  superficie  ipercicliche.    Batt.  Q.  xxvi.  201-233. 
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Eioe  „hyperoyklische  Fläche**  ist  nach  Herrn  Bianchi  (siehe 
F.  d.  M.  XVII.  1885.  732)  eine  Fläche,  welche  ein  System  von 
Krtimmungslinien  mit  constanter  Flexion  (erster  Erfimmang)  be- 
sitzt. Herr  Nannei  bezeichnet  als  „hypercyklische  Flächen  mit 
yeränderlicher  Flexion""  diejenigen  Flächen,  welche  ein  System 
von  KrQmmungslinien  mit  constanter,  aber  von  Linie  za  Linie 
Yeränderlicher  Flexion  besitzen,  und  spricht  in  Napoli  Send. 
manche  wichtige  Eigenschaften  dieser  Flächen  ohne  Beweis  aus. 
Es  mögen  hier  die  hauptsächlichsten  angeführt  werden. 

Die  Bestimmung  der  hypercyklischen  Flächen  hängt  von 
der  Integration  eines  Systems  von  vier  partiellen  Differential- 
gleichungen mit  vier  unbekannten  Functionen  ab,  die  man  aber 
durch  Einführung  einer  passenden  HQlfsfunction  auf  drei  reducireo 
kann. 

Ist  eine  Linie  des  Systems  mit  constanter  Flexion  ein  Kreis, 
so  sind  sämtliche  Linien  desselben  von  gleicher  Beschaffenheit 

Wird   eine   beliebige   Curve   v^    mit  constanter  Flexion  -^ 

von  einer  beliebigen  Curve  u^  rechtwinklig  geschnitten,  so  existirt 
eine  einzige  hypercyklische  Fläche,  welche  v,  und  u,  als  ihre 
KrQmmungslinien  enthält,  und  deren  (veränderliche)  Flexion  durch 

die  beliebig  vorgegebene  Function  9(0)  ^  mit  der  Bescbr&nkang 

y(r,)  =  -=-J  dargestellt  wird. 

Die  complementare  und  die  Bäcklund'sche  Transformation 
(siehe  F.  d.  M.  a.  a.  0.)  sind  nur  auf  hypercyklische  Flächen 
mit  constanter  Flexion  anwendbar. 

Was  die  hypercyklischen  Flächen  mit  constanter  Flexion  (oder 
die  hypercyklischen  Flächen  schlechtweg)  betrifft,  so  gelten  fol- 
gende Sätze: 

Die  hypercyklischen  Flächen  mit  constanter  (positiver  oder 
negativer)  TotalkrQmmung  sind  Helikoiden.  —  Es  giebt  keine 
hypercyklische  Fläche  mit  constanter  mittlerer  KrOmmung.  —  Es 
giebt  keine  doppelt-hypercyklische  Fläche,  d.  h.  keine  Fläche, 
deren  beide  Systeme  von  Krtlmmungslinien   aus   Linien  mit  f&t 
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jedes  System  constanter  Flexion  bestehen.  —  Jede  hypercyklische 
Fläche  bestimmt  eindeutig  ein  Weingarten'sches  Tripel  (mit  con- 
stanter Flexion,  nach  Bianchi's  Bezeichnungs weise;  siehe  F.  d- 
M.  a.  a.  0.)t  welchem  sie  angehört 

Die  Abhandlung  in  Batt.  6.  ist  der  ausführlichen  Entwicke- 
lung  der  obigen  Untersuchungen  und  der  Aufstellung  der  sieh 
auf  die  hypercyklischen  Flächen  beziehenden  Formeln  gewidmet. 
Wir  entnehmen  aus  derselben  nur  das  Gleichungssystem,  welches 
eine  hypercyklische  Fläche  bestimmt;  es  ist  das  folgende: 

(1 \\    l     dVE  r.    ^Q 

^  r,         r,  ^  yi      öo  dv  ' 

(j._j-)' ii^+!i:=o, 

^r,         r/yö      du  du 

r^r,  yEG^'dir^  }/E     du  ^       de^yö      dv  ^'' 

l_      .IdVE.^^ 

r]  ^yEG  dt  ^  ^^ 
Hier  haben  die  zu  bestimmenden  Functionen  r„  r„  £,  6  die 
gewöhnliche  Bedeutung;  u  =  const.  und  v  =  const.  sind  die 
zwei  KrQmmungsliniensysteme,  von  denen  das  zweite  aus  Linien 
mit  constanter,  von  Linie  zu  Linie  aber  im  allgemeinen  veränder- 
licher Flexion  qi(f>)  besteht.  —  Bezeichnet  cci  den  Winkel  der  Haupt- 
noimale  der  Linie  v  =  const.  in  einem  Punkte  M  derselben  mit 
der  Tangente  der  Linie  u  =  const.  in  Jlf,  so  reducirt  sich,  wie 
schon  oben  angedeutet  wurde,  das  obige  Gleichangssystem  durch 
Einführung  der  Hülfsfunction  w  auf  ein  System  von  drei  Glei* 
chungen  mit  den  drei  unbekannten  Functionen  w^E^G: 

-7=-^^ —  =  g)(tj)coscci, 

Yeg  dv       ^^  ^ 

^  ^    +  v(?flp(p)-^--coscii+  ^  ;  :  —-^ — ^— =  0, 

ÖMÖr    '    '     ^^  '  öl*  qp(f>)    cos'w    du 


d 


(^m+VEG^^(.)+VE^SPl^O; 


du  ^ys    du  ^  cosw 
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r,  und  r,  bftogen  mit  oi,  fi,  G  durch  die  Formeln: 

1  ...        ,1   /ip'(r),  ,    ö«  \ 

=  9(u)8incö  +  -_(^r^tangir+  -— ^, 


1 


^ 


=  ^(v)%\rxto 


zusammen.     (In  diesen  Formeln  wurden  einige  Druckfehler  des 
Textes  berichtigt).  Vi. 


E.  Cesaro.    Question  de  gdomdtrie  intrins^ue.    Nout.  Ado. 

(3)  VII.  147-152. 

Es  sei  (M)  eine  Curve  doppelter  Krümmung.  In  den  Punkten 
M  derselben  ziehe  man  die  Hauptnormaleu  und  dann  diejenigen 
Normalen,  die  mit  jeder  Hauptnormale  den  Winkel  a  bilden. 
Auf  diesen  letzteren  Normalen  trage  man  von  M  eine  Strecke 
MM^  =3  C  ab  und  betrachte  die  Ton  den  Punkten  M^  durchlaufene 
Curve  (Jlf,).  Die  hier  behandelte  Frage  ist  nun  die:  Unter 
welcher  Bedingung  sind  die  Geraden  MM^  Hauptnormalen  der 
Curve  (*f,)?  Mz. 

U.  Jackstbin.    Ausdehnung  eines  von  Puiseux  fttr  ebene 
Curven     behandelten     Problems     auf     Raumcurven. 

Dies.  Halle.  60  8.  n.  2  Taf.  S^, 


B.  Hoppe.     Dichte  der  Sehnen  von  Flächen  und  ebenen 

Curven.     Hoppe  Arch.  (2)  VII.  165-179. 

Bericht  auf  S.  704  dieses  Bandes. 


B.    Theorie  der  algebraischen  Flächen  und  Raum- 
curven. 

M.  NoBTUBR.      Anzahl   der   Moduln  einer   Klasse   alge< 
braischer  Flächen.    Berl.  Ber.  123-128. 
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In  dieser  bedeutsamen  Note  weist  der  Verfasser  nach,  dass, 
wie  eine  Klasse  algebraischer  Curven  des  Geschlechtes  p,  d.  h. 
die  Gesamtheit  aller  aus  einer  solchen  Gurve  durch  rationale 
eindeutig  umkehrbare  Substitution  ableitbaren  Curven,  von 
3p — 3  Parametern,  den  Moduln  der  Klasse,  abhängt,  ähnlich 
die  allgemeine  Flächenklasse  des  Geschlechtes  p  durch 
10(p-f  l)  —  ^?)  Parameter  bestimmt  ist;  dabei  bedeutet  p,  die 
Anzahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  einer  solchen  Fläche  f 
von  der  n^°  Ordnung  mit  zwei  ihrer  adjungirten  Flächen  (p  von 
der  Ordnung  n — 4.  Die  Ableitung  dieser  Zahl  gelingt  durch 
Transformation  auf  eine  Normalfiäche  der  Klasse^  deren  Ord- 
nung JV  =  p,  =  pj  — 1  ist  (p,  ißt  das  Geschlecht  der  beweg- 
lichen Schnittcurve  von  f  mit  einer  der  Flächen  qp),  und  deren 
charakteristische  Eigenschaft  darin  besteht,  das«  die  ebenen 
Schnitte  einer  solchen  Normalfläche  F  zu  denjenigen  beweglichen 
Curven  vom  Geschlecbte  Pj  gehören,  welche  aus  F  durch  die 
zu  F  adjungirten  Flächen  0  der  Ordnung  p,— 4  ausgeschnitten 
werden  können.  Da  die  Doppelcurve  einer  solchen  Fläche  die 
Ordnung  ilf  =  ip^Cp, — 5),  den  Rang  R  und  T  dreifache  Punkte 
hat,  und  aus  einer  dieser  Flächen  oo*p-^  weitere  abgeleitet  wer- 
den können,  da  ferner  <x)y 

(y  =  i(P.+i)(P,+2Xp,+3)-i-{(3p,+i)iif-ift-iir}) 

Flächen  p,^'  Ordnung  existiren,  und  endlich  die  Mannigfaltigkeit 
der  Curven  M^'  Ordnung  mit  T  dreifachen  Punkten  in  unserem 
Falle  ß*  ==  4ilf  — 3r+p— 4  ist,  so  beträgt  die  Anzahl  der  Mo- 
duln einer  Flächenklasse 

Z  =  /?'+y-(4p-l)  =  I0(p+l)-2p,. 
Fttnf  interessante  Beispiele  sohliessen  die  Note.  Bm. 


H.  Zimmermann.      Eine    Einteilung    der    algebraischen 

Oberflächen.     Pr.  Realgymo.  Preiberg.  (No.ö24)  25  S.  40a.4T8f. 

Das  Einteilungsprincip  ist  der  Schnitt  der  Fläche  mit  der 
unendlich  entfernten  Ebene. 

Die  Einteilung  wird  bis  zu  Flächen  sechster  Ordnung  ge- 
nauer durchgeführt.  A. 
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W.  End.      Algebraische  Untersuchungen  über  Flächen 
mit  gemeinschaftlicher  Curve.    Inaog-DUs.  Täbiogen.  Müo- 

eben.  29  8.  gr.  8<». 

Der  Verfasser  hat  sieb  die  Aufgabe  gestellt,  nacb  dem  Vor- 
gange von  Jacobi  und  Glebscb  das  B6zoat'sche  ElimiDatioas- 
verfabren  anzuwenden  und  zwar  auf  die  Betrachtung  tod  drei 
Flächen,  welche  eine  Curve  gemeinschaftlich  haben. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Teile.  Im  ersten  wird  auf  Grund 
der  Bedingungen,  welche  eine  Function  Ton  x,  y,  s  zu  erf&llen 
hat,  damit  sie  durch  drei  gegebene  Functionen,  welche  fBr  die 
Punkte  einer  Curve  und  eine  Anzahl  einzelner  Punkte  ver- 
schwinden, sich  linear  darstellen  lässt,  gezeigt,  dass  auch  in  dem 
betrachteten  Falle  eine  „Resultante^  hinsichtlich  jeder  der  drei 
Variabein  existirt,  welche,  multiplicirt  mit  einer  Function,  welche 
fQr  die  Punkte  der  Curve  verschwindet,  sich  in  ähnlicher  Weise 
darstellen  lässt,  wie  in  dem  von  Bözout  behandelten  Fall.  Der 
Beweis  stützt  sich,  wie  bei  Bözout,  auf  Abzahlungen. 

Der  zweite  Teil  giebt  auf  Orund  der  Darstellung  der  Re- 
sultante  den  Beweis  des  Jacobi'schen  Satzes  für  den  Fall  einer 
gemeinschaftlichen  Curve. 

Der  Herr  Verfasser  bemerkt,  dass  er  durch  Herrn  Brill  zu 
dieser  Untersuchung  angeregt  sei.  A. 


6.  Ko£NiG8.     Determination  de  toutes  les  surfacea  plu- 
sieurs   fois  engendr^es  par  des  coniques.     add.  de  rftc 

Norm.  (3)  V.  177-192. 

Die  Arbeit  ist  eine  Erweiterung  der  im  vorigen  Jahre  er- 
schienenen Notiz  des  Herrn  Verfassers  (Recherches  sur  les  sar- 
faces  par  chaque  point  desquelles  passent  deux  ou  plusieurs 
coniques.    C.  R.  CV.  407-409,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  787). 

Im  ersten  Teile  werden  die  in  jener  Notiz  aufgestellten  Ge- 
setze etwas  eingehender  begründet.  Daran  schliesst  sich  ein 
Excurs  über  Flächen,  welche  von  einläufigen  ebenen  Curren  be- 
schrieben werden,  im  Anschluss  an  bekannte  Untersuchungen 
des  Herrn  Noether. 
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Der  letzte  Teil  ist  dem  in  der  Notiz  noch  nicht  behandelten 
Falle  gewidmet,  dass  eine  Fläche  durch  eine  Familie  von  Kegel- 
schnitten mehrere  Mal  bedeckt  wird,  so  dass  etwa  darch  jeden 
Punkt  n  Kegelschnitte  gehen.  Der  Verfasser  giebt  ein  Mittel  an, 
um  unendlich  viele  Flächen  dieser  Art  zu  finden. 

Hat  man  nämlich  eine  Steiner'sche  Fläche  und  betrachtet 
man  eine  ihr  umbeschriebene  abwickelbare  Fläche  m^^'  Klasse,  so 
schneidet  jede  ihrer  Tangentialebenen  die  Steiner'sche  Fläche 
in  zwei  Kegelschnitten,  und  der  geometrische  Ort  dieser  Kegel- 
schnitte ist  eine  Fläehe  der  Art,  dass  durch  jeden  ihrer  Punkte 
m  Kegelschnitte  gehen. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Frage,  ob  die  so  erhaltene 
Flächenklasse  die  allgemeinste  ist,  welche  der  gestellten  Bedin- 
gung gentigt.  In  der  Untersuchung  dieser  Frage  bricht  der 
vorliegende  Teil  der  Arbeit  ab.  A. 


J.  Mbdbk.      Anallagoiatisclie    Flächen.      Pr.  Qymo.  Aachen. 

(No.  394).  18  S.  4<>  u.  1  Taf. 

Wenn  alle  Punkte  einer  Fläche  bei  der  Transformation  durch 
reciproke  Radien  in  Bezug  auf  ein  festes  Gentrum  wieder  in 
Punkte  derselben  Fläche  übergehen,  so  heisst  die  Fläche  be- 
kanntlich anallagmatisch.  Der  Herr  Verfasser  stellt  sich  nun  nach 
Besprechung  einiger  bekannter  Eigenschaften  dieser  Flächen  die 
Aufgabe,  die  Gleichungen  aller  algebraischen  anallagmatischen 
Flächen  aufzusuchen.  Er  wählt  das  Transformationscentrum  zum 
Anfangspunkt  0  eines  rechtwinkligen  Goordinatensystems,  den 
Transformationsradius  zur  Längeneinheit  und  ordnet  die  Glei- 
chung nach  homogenen  Bestandteilen,  so  dass  sie  etwa  die  Form 
annimmt: 

(I)       »P  +  ÄP+1+...  4- V«  =  0, 

wo  allgemein  hu  eine  homogene  Function  k^^  Ordnung  der  Goor- 
dinaten  x^  y,  js  bedeutet.  Sucht  man  nun  einen  nicht  mit  0  zu- 
sammenfallenden Durchschnitt  P  dieser  Fläche  mit  einer  Geraden 
durch  O;  deren  Riohtungscosinus  |,  ^,  l  sind,  so  dass  $'+  7i*+  ^=1 
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wird,  and  bezeichnet  den  Vector  OP  mit  r,  bo  ist  x  =  r$, 
y  =  ri/,  »  =  rf  und  (I)  geht  Ober  in 

(11)  rP[/i  +  r/p+i  +  •  •  •  +  r^fp^,]  =  0, 
und  es  ist  allgemein  fk  eine  homogene  Fanction  k^'  Ordnung 
von  §,  fjy  ^7  diö  Ä^^i*  <1®°  Factor  S'  +  ly'  +  £'  =  1  ein  oder  mehrere 
Male  enthalten  kann,  so  dass  sich  die  Ordnung  von  fk  um  irgend 
eine  gerade  Zahl  verringern  kann.  Soll  nun  einer  beliebigen 
(von  Null  verschiedenen)  Wurzel  r  der  Gleichung  (II)  eine  Wurzel 

—  entsprechen,  so  muss  -~^  =  '^^^"^  =  ...  =  -ö_  gein.    Dies 

ist  nur  bei  geradem  q  möglich  und  f&hrt  im  allgemeinen  (nämlich 
wenn  fp+^q  nicht  Null  ist)  auf  die  Bedingung,  dass  der  gemein- 
schaftliche Wert  der  obigen  Brüche  =  +1  ist;  wenn  fp^.^  =  0 
ist,  könnte  der  gemeinschaftliche  Wert  der  Brüche  zwar  auch 
=  —  1  sein;  aber  dann  wäre  die  Gleichung  der  Fläche  reduc- 
tibel,  indem  die  Transformationskugel  einen  Bestandteil  der 
Fläche  bilden  würde.  Bleibt  man  bei  irreductiblen  Flächen  stehen^ 
80  kommt  man  hierdurch  auf  Flächen,  deren  Gleichung  die 
Form  hat 

(III)        Ap(l+'^)  +  Vi(l+'^-')+-  +  2Ap+l,  =  0, 

wo  p  eine  positive  ganze,  q  eine  positive  gerade  Zahl  ist,  beides 
mit  Einschluss  der  Null,  und  r*  =  x^  +  y^  +  z^  ist. 

p-\-q  =^  n  giebt  den  Grad  der  Gleichung  an. 

Dies  ist,  wenn  auch  in  anderer  Form,  wesentlich  der  In- 
halt des  allgemeinen  Teils  der  vorliegenden  Arbeit  Der  zweite 
Teil  enthält  eine  Betrachung  der  einfachsten  Fälle,  nämlicb: 
1)  n  =  1,  also  p  =  1,  g  =  0  (Ebene),  2)  it  =  2;  also  entweder 
p  ==  0,  q  =  2  (Kugel)  oder  p  =  2,  q  -0  (Kegel),  3)  ii  =  3; 
also  entweder  p  =  1,  g  =  2  (eine  gewisse  cyklische  Fläche 
dritter  Ordnung  durch  0);  oder  p  =  3;  g  =  0  (Kegel  dritter 
Ordnung).  Diese  Discussion  ist  etwas  umständlich,  zumal  da  sie 
lediglich  auf  eine  Beproduction  bekannter  allgemeiner  Unter- 
suchungen über  Gleichungen  von  Kugel,  Kegel,  etc.  hioausläuft. 
Hinsichtlich  des  allgemeinen  Teiles  hat  Referent  folgende  Aas- 
Stellungen  zu  machen :  Der  Herr  Verfasser  hat  die  Entwickelosf 
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nur  unter   der  Voraussetzung  p  =  0  durchgeführt,   der   Ueber- 
gang  zu  dem  allgemeineren  Falle  ist  unvermittelt.    Der  Herr  Ver- 
fasser sagt  ferner,  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
für,  dass   die   unserer  Gleichung  (II)    entsprechende  Gleichung 
reciprok  sei;  ist  /*„  =  f^,  f^^i  =  f^  u.  s.  w.    Diese  Bedingung  ist 
nun  zwar  hinreichend,    aber  nicht  notwendig.    Sie  wird  es  erst 
später,  wenn  die  reductibeln  Flächen  ausgeschlossen  werden.  — 
Vor  allen  Dingen  wäre  aber  darauf  hinzuweisen  gewesen,   dass 
mau  durch   die  aufgestellten   Gleichungen   nur  eine  Klasse  von 
anallagmatischen  Flächen  erhält,  nämlich  diejenigen,  bei  welchen 
entsprechende  Punkte,  vom  Centrum  aus  betrachtet,  in  derselben 
Richtung  liegen  (positiv  anallagmatische  Flächen).    Es  giebt  aber 
auch    eine  zweite   Art   (negativ    anallagmatische)  Flächen,   bei 
denen  entsprechende  Punkte,   vom    Gentrum   aus   betrachtet,   in 
entgegengesetzter    Richtung  liegen.    Es   sei  die  Bemerkung  ge- 
stattet, dass  man  die  algebraischen  Flächen   dieser   zweiten  Art 
aus  der  Gleichung  (III)  erhalten  kann,  indem  man  statt  r  überall 
fr,  d.  h.  statt  r'  überall  — r*  einsetzt.  A. 


E.   Waelsch.      Beiträge    znr    Flächentheorie.      Wien.  Ber. 

XLVII.  164-174. 

Das  von  einem  Punkte  auf  seine  Polarebene  bezüglich  einer 
Fläche  f  gefällte  Lot  wird  Polnormale  dieses  Punktes  und  der 
Ort  des  Punktes,  dessen  Polnormale  eine  Gerade  g  schneidet, 
wird  Fussfläche  der  Geraden  g  genannt.  Diese  Fläche  lässt  sich 
projectiv  erzeugen.  Wenn  g  selbst  Polnormale  ist,  und  nur  dann, 
hat  die  Fussfläche  einen  Doppelpunkt  auf  g  und  zwar  im  Pol; 
damit  die  Fussfläche  einen  Doppelpunkt  besitze,  der  nicht  auf  g 
liegt,  muss  g  Tangente  an  die  Singularitätenfläche  des  Polnor- 
malencomplexes  sein.  Jeder  Tangente  der  Centrafläche  von  f, 
aber  keiner  andern  Geraden,  entspricht  eine  Fussfläche,  welche 
f  berührt.  Dieser  Satz  gewährt  ein  Mittel,  um  die  Charakte- 
ristiken der  Centrafläche  zu  bestimmen.  F. 
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E.  Waklsch.  üeber  das  NormalenBysteni  und  die  Cen> 
trafläche  algebraischer  Flächen,  insbesondere  der  Fla- 
chen zweiten  Grades.  Nora  Acta  Leop.'Carol  Ak.  LII.  287-31*2, 
DiM.  Brlaogeo.  28  8.  4^ 
Nach  einer  allgemeineren  Einleitung  beginnt  der  Herr  Ver- 
fasser seine  Untersaehung  mit  der  Betrachtung  des  PolnormaleQ- 
complexes.  Eine  Polnonnale  ist  die  von  einem  beliebigen  Punkte 
des  Raumes  auf  seine  Polarebene  gef&llte  Normale  bezOglich  der 
Fläche  F;  zu  diesem  Complex  gehören  auch  die  Normalen  der 
Flftche.  Der  Ort  des  Punktes,  dessen  Polnormale  eine  gegebene 
Gerade  g  schneidet,  heisst  Fussflftche  von  ^(^Oi  ^i^  schneidet 
aus  J^  die  Punkte  aus,  deren  Normalen  g  treffen;  diese  Fläche 
wird  projectivisch  erzeugt  Ist  g  selbst  Polnormale,  so  hat  die 
Fussfläche  einen  Doppelpunkt;  der  Tangentenkegel  in  diesem 
wird  der  Axenkegel  genannt.  Dieser  Axenkegel  kann  in  zwei 
Ebenen  zerfallen,  und  diejenigen  Punkte,  für  welche  dies  p- 
schiebt,  sind  fUr  die  weitere  Untersuchung  Ton  Wichtigkeit,  welcbe 
nun  auf  die  Centrafläche,  ihre  Charakteristiken  und  die  söge 
nannten  Coefficientencomplexe  eingeht.  Nach  diesen  Unter- 
suchungen, welche  sich  auf  beliebige  algebraische  Flächen  be- 
ziehen, wendet  sich  der  Herr  Verfasser  specieller  zu  den  Flächen 
zweiten  Grades  und  untersucht  die  Doppeltangente  der  Centra- 
fläche, die  Inflexionstangenten,  den  Focalcomplex,  die  sogenannte 
TransYcrsalschar  und  die  Transversalcongruenz.  A. 


E.  Waelsch.     Ueber  das  Normalensystem  und  die  Cen- 
trafläche der  Flächen  zweiter  Ordnung.     Wien.  Ber.  xcvn 

588-590. 

Der  vorliegende  Teil  der  Arbeit  ist  die  Fortsetzung  der  ie 
den  Wiener  Berichten  XCV.  IL  549  veröffentlichten  Mitteilonr 
Es  sind  in  ihm  folgende  Gegenstände  behandelt: 

1.  Eine  Eigenschaft  zweier  in  Bezug  auf  eine  Flftche  f. 
conjugirten,  auf  einander  senkrechten  Geraden. 

2.  Die  Dupin'scbe  Tangenten-Involution  ftr  die  Centrafläebe 

3.  Die  Inflexionstangenten  ftlr  die  Centrafläche. 

4.  Confocale  Flächen  und  die  Centrafläche.  A. 
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F.  Freiherr  Krieg  v.  Hochfklden.  Ueber  projective 
Beziehungen,  die  durch  vier  Gerade  im  Räume  ge- 
geben  sind.      (T.   Mitteilung.)     Wien.  Ber.  XOVII.  806-839. 

Ein  Bündel  collinearer  Räume  führt  nach  Herrn  Schur's 
Entwickelungen  auf  ein  NulUystem  dritter  Klasse,  wenn  man 
jedem  Träger  homologer  Punkte  das  Individuum  zuordnet,  welches 
aus  einem  bestimmten  Raum  des  Bündels  entstammt.  Drei 
collineare  Räume  bestimmen  drei  derartige  Nullsysteme  mit  ge- 
meinsamer Singularitätencurve,  welche  von  der  sechsten  Ord- 
nung ist. 

Der  Verf.  behandelt  den  Fall,  wo  diese  Curve  aus  vier  wind- 
schiefen Geraden  a,,  er,,  a,,  a^  und   ihren    beiden   Transversalen 
h^  und  h^  besteht.     Man  erhält  drei  Nullsysteme  der  behandelten 
Art,  wenn  man  jeder  Ebene  die  drei  Punkte  zuweist,    in  denen 
gegenüberliegende  Seiten  des  Vierecks  71(0^0^0^0^)  sich  treffen. 
Verteilt   man   die   Geraden   o^^  a^,  a,,  o^    in    zwei    Paare   (z.  B. 
0^0^^  o^o^)  und  sucht  die  beiden  Strahlenpaare   auf,    welche  so- 
wohl das  eine  als  auch  das  andere  Paar  harmonisch  trennen,  so 
erhält  man  mit  A^,  h^  zusammen   die  Kanten    des  Fundamental- 
tetraeders für  eine  der  drei  zugehörigen  coUinearen  Beziehungen. 
Die  Nullebenen  eines  Punktes  P  ergeben   sich,    wenn    man   mit 
vier  neuen  Geraden  «,,*2»'j^*4   das  Vierflach  F(«, *,«j*J  bildet 
und  je  die  gegenüberliegenden  Kanten   desselben  durch  Ebenen 
verbindet.     In    einer    bestimmten    Anordnung    stehen    die    vier 
Geraden  *,,  #3,  «,,  s^  den  Geraden  a,,  cr„  a„  o^  hinsichtlich  jeder 
von  vier  bestimmten  Flächen  zweiten  Grades  F,,  F,,  F,,  F^  polar- 
reciprok  gegenüber.    Jede   derselben   enthält   ausser  h^,  h^  noch 
ein  zweites  Paar  gegenüberliegender  Kanten  von  jedem  der  drei 
Fundamentaltetraeder. 

Zu  den  drei  betrachteten  Nullsystemen  gesellen  sich  drei 
andere,  bei  denen  «,,  «„  5,,  s^  und  a,,  a,,  a„  o^  ihre  Bedeutung 
vertauschen.  E.  E. 


V.  MüRER,     Generazione  della  superficie  d'ordine  n  con 

retta   (n— 2)-pla.      Palermo  Rend.  II.  107-109. 

Fortschr.  d.  Math.  XX,  2.  51 


802  IX.  AbBchDitt.     Aoalytischo  Geometrie. 

Aus  der  Gleichungsform  der  betrachteten  Fläche  leitet  Herr 
H.  ab,  dass  sie  das  Erzeugnis  eines  EbenenbQsehels  und  einer 
projectiviscben  rationalen  Reihe  (n  — 2)^'  Ordnung  aus  Flächen 
zweiter  Ordnung  ist.  Die  Axe  des  Büschels  ist  die  (n — 2)-fache 
Gerade  d.  Hieraus  zählt  er  3n— 4  Paare  d  treffender  Geraden 
ab,  4(n-3)  Cuspidalpunkte  auf  derselben  etc.  E.  K. 


V.  MuREB.     Le  Serie  algebriche  di  superficie  ad  indice  3. 

Batt.  G.  XXVI.  178-180. 

Dieser  Aufsatz  gehört  zu  einer  Gruppe  mit  den  zwei  in  den 
beiden  vorigen  Bänden  von  Batt.  6.  reröffentlichten,  worQber 
schon  referirt  worden  ist  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  742;  XIX.  1887. 
789).  Einer  seiner  hauptsächlichsten  Zwecke  ist  die  Berichtigung 
der  Unrichtigkeit,  welche  wir  in  dem  Referat  Ober  die  erste  der 
genannten  Arbeiten  angedeutet  haben,  nämlich  des  Beweises,  da$s 
nicht  alle  Reihen  vom  Index  3  rational  sind.  Der  Verfasser 
kommt  KU  dem  richtigen  Schluss,  dass  es  zweierlei  Arten  dieser 
Reihen  giebt,  indem  er  diejenigen  mehrdimensionalen  Betrach- 
tungen anstellt,  welche  wir  im  Sinne  hatten,  als  wir  in  dem  o.  a. 
Referate  einen  berühmten  Clifford'schen  Lehrsatz  citirten. 

Nachdem  der  Verfasser  die  Existenz  zweier  Arten  von 
Flächenreihen  mit  dem  Index  3  bewiesen  hat,  setzt  er,  um  die- 
selben zu  erzeugen,  zwei  Methoden  auseinander,  welche  leichte 
Verallgemeinerungen  der  Erzeugungsmethode  fQr  die  ebenen  und 
räumlichen  kubischen  Curven  sind;  in  beiden  Fällen  findet  er 
einige  Eigenschaften  der  EinhQllungsfläche  der  Reihe. 

La. 


Lklieuvre.      Sur   les   lignes   de   courbure   et   led   ligne^ 
asyinptotiques  des  surfaces.     CR.  GVL  183-186. 

Aus  dem  Satze  von  Poincar6  über  die  Differentialgleichung 
^iy^y\^)  =  0,  wo  F  ein  Polynom  in  y  und  y'  ist  (dass,  weoE 
das  Geschlecht  der  Relation  0  ist,  die  Integration  auf  eine 
Riecati'sche  Gleichung,  wenn  1,  auf  Quadraturen,  wenn  >  1,  auf 
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rein  algebraisehe  Operationen  zurückkommt),  werden  Folgerungen 
auf  die  Berechnung  der  asymptotischen  und  ErOmmungsiinien 
gezogen,  namentlich  auf  zwei  Fragen:  nach  der  Relation  der 
Parameter  o,  ß  auf  gegebener  Fläche  und  nach  der  Fläche,  wenn 
erstere  gegeben  ist.  Sind  x,  y,  s  rational  in  ß^  so  reduciren  sich 
die  Differentialgleichungen  auf  die  Form 

wo  p,  und  p^  vom  zweiten  und  vierten  Grade  in  ß  sind.  Ist  die 
Wurzel  ß*  rational,  so  ergeben  sich  zwei  Riccati'sche  Gleichungen; 
andernfalls  sind  entweder  zwei  Wurzeln  des  Polynoms  gleich, 
die  zwei  andern  verschieden  (das  Geschlecht  0),  oder  vier  Wurzeln 
verschieden  (das  Geschlecht  1);  in  beiden  letztern  Fällen  muss 
die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  gleich  Null  gesetzt,  das  In- 
tegral sein.  In  der  umgekehrten  Frage  sei/?  rational  in  x^y^z\ 
hier  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Uückkebrpunkte 
der  untersuchten  Linien  und  die  Punkte  der  Berührung  mit  den 
Linien  o  =  const.  auf  gewissen  Linien  a  =  const.  verteilt  sind. 
Hiervon  werden  zahlreiche  Anwendungen  gemacht.  U. 


A«  Brambilla.      Di    una  certa   superficie  algebrica   ra- 

zioDale.      Palermo  Rend.  II.  176-183. 

Der  Aufsatz  enthält  Erweiterungen  und  Berichtigungen 
früherer  Arbeiten  (Sopra  una  classe  di  superficie  algebriche 
rappresentabili  punto  per  punto  sul  piano.  Palermo  Rend.  (2) 
XXI)  über  die  Fläche,  deren  Gleichungen  in  der  Form 

geschrieben  werden  können,  wo 

0.  +  0,  +  ©,+®4=O 

ist.  Der  Verf.  zeigt,  dass  auf  jeder  der  drei  n-fachen  Geraden 
der  Fläche  sowohl  (w -f  2)-fache,  wie  (ii  +  4)-fache  Punkte  liegen, 
lind  bestimmt  deren  Zahl  und  Eigenschaften,  vornehmlich  in  Be- 
ixxg  auf  die  Doppelcurven  der  Fläche.  F. 
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W.  Stahl.       lieber    die    FandameDtalinvolationen    auf 
rationalen  Curven.    J.  for  Math.  CIV.  88-61. 

Beriebt  aaf  S.  713  dieses  Bandes. 


C.    Raamgebilde  ersten,  zweiten  und  dritten  Orades. 
M.  AzzAKELLi.     Trattato  elementare  dei  cinque  poHedri 

regolaii.    Rom.  Acc.  Poot.  d.  N.  L.  Mem.  IV.  133-184. 

Die  Abhandlung,  deren  Titel  noch  den  Zusatz  trägt  „redatto 
per  uso  dei  suoi  allievi  del  quarto  anno  di  corso  per  la  seziooe 
fisico-matematica  neli'istituto  tecnico  private  al  palazzo  Altemps*. 
giebt  nichts  weiter  als  elementare  Untersuchungen  über  die  fücf 
Platonischen  Körper  in  grösster  Breite,  ohne  die  Fragen  nae!; 
den  Poinsot'schen  regelmässigen  Sternpolyedem,  den  Archimedi- 
schen halbrege) massigen  Körpern  oder  gar  die  Hessischen  Ar- 
beiten über  die  Kugelteilung  nur  zu  erwähnen.  Lp. 


0.  Bermann.     Bemerkungen  zum  Aufsatz  IV.    Hoppe  Arc& 

(2)  VI.  219-220. 

Schneidet  man  ein  Trieder  durch  eine  Ebene,  so  steht  der 
Schwerpunkt  des  Triederschnitts  mit  dem  Mittelpunkt  der  Kugt|| 
welche  dem  entstehenden  Tetraeder  umgeschrieben  ist,  in  eic.-i 
wechselweise  eindeutigen  Beziehung.     Diese   wird    in   Form  ^ 
bracht.    (Vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  802.)  Sehn. 


H.  VoLLPRECHT.      Untersuchungen    an  Flächen    zweit- 

Grades.     Pr.  Oymo.  Baatzeo.  30  8.  4<>. 

Der  Verfasser  bestimmt  zuerst  die  Relationen,  welche  us' 
den   Coefficienten   der   allgemeinen    Gleichung   zweiten    Gxt^' 
nötig  sind,  damit  sie  zwei  Ebenen  darstelle,  und  welche  weiterr.j 
damit  diese  Ebenen  zusammenfallen,  parallel  oder  rechtwint 
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seien.  Es  folgen  dann  Untersuchungen  über  die  verschiedenen 
Beziehungen,  welche  die  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehen- 
den Radienvectoren  zu  der  Fläche  haben  können.  Die  beiden 
folgenden  Paragraphen  rühren  von  einem  anderen  Verrasser  her, 
dem  verstorbenen  Dr.  Friedrich,  stehen  daher  nur  in  losem  Zu- 
sammenhang mit  dem  Vorigen.  Sie  beziehen  sich  zumeist  auf 
die  Axen  ebener  Schnitte  an  centralen  Flächen,  speeiell  des 
Ellipsoids.  R.  M. 

Fk.  Hopmann.  Eine  einfache  Ableitung  der  Bedin« 
gungen,  welche  die  Coefficienten  einer  Rotationsfläche 
zweiten  &rades  erfüllen  müssen.      Hoppe  Arch.    (2)    vii. 

101-104. 

Der  Verfasser  erklärt  eine  Rotationsfläche  f  durch  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Entfernung  jedes  ihrer  Punkte  von  einer  festen 
Ebene  Ix-^-my+tiz  =  0  eine  Function  seiner  Entfernung  vom 
Anfangspunkt  sein  soll.    Er  erhält  die  Bedingungsgleichung: 

f^f  f)f  f)f 

Durch  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  die  Fläche  zweiten 
Grades  resp.  deren  Asymptoten-Kegel  bekommt  er  die  gesuchten 
Relationen  in  Determinantenform  und  damit  zugleich  das  Mittel, 
iie  Coordinaten  /,  m,  u  jener  Ebene  zu  finden,  auf  der  die 
!{otationsaxe  senkrecht  steht.  R.  M. 


?.     FUJISAWA.      On   qnadric.     Tokio.  Math.  Ges.  III.  146-152. 

Herleitnng  einiger  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades. 

E. 

f.  DiESiNG.  lieber  eine  gewisse  Cremona'sche  Ver- 
wandtschaft vierter  Ordnung  und  eine  neue  lineare 
Construction  der  Oberfläche  zweiten  Grades  aus  neun 

Punkten.      Disa.  Jena.  37  S   8«  mit  1  Taf. 
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A.  KiEPBR.  üeber  die  geraden  Kegel  und  Cy linder, 
welche  durch  gegebene  Punkte  des  Raumes  gehen 
oder   gegebene   gei'ade   Linien   des  Raumes  berühren. 

Frauenfeld.  30  S.  4^ 


J.  Grikss.       Determination    des    sections    planes    d'nne 

quadrique.      Joarn.  de  Math.  sp^c.  (3)  II.  269-274. 


G.  KoENiGS.     Contributions  k  la  th^orie  du  oercle  dans 

l'espace.      Toaloaee  Ann.  IL  F.  19  S. 

Ein  Kreis  im  Räume  wird  durch  10  Coordinaten  bestimmt 
unter  welchen  fQnf  homogenie  Gleichungen  zweiten  Grades  ht- 
stehen,  deren  gemeinschaftlicher  Inhalt  eine  aus  der  linearen 
neunfachen  ausgeschnittene  sechsfache  Mannigfaltigkeit  fünfter 
Ordnung  ist.  Unter  besonderer  Benutzung  der  die  linken  Seiten 
jener  fünf  Gleichungen  bildenden  quadratischen  Formen  sowie 
einer  sechsten  quadratischen  Form  der  Coordinaten  werden  ver- 
schiedene die  Kreise  im  Raum  betreffende  Fragen  gelöst  (Be- 
dingung für  das  Schneiden  zweier  Kreise,  Bestimmung  des  Ra- 
dius aus  den  Coordinaten,  Involution  zweier  Kreise)  und  darnach 
die  Eigenschaften  linearer  Systeme  von  Kreisen,  besonders  der 
fünffach  unbestimmten  (unter  deren  Coordinaten  also  nur  eine 
lineare  Relation  besteht)  behandelt.  F. 


Ph.  Gilb8:rt.      Determination  en    grandeur  et  en  direc- 
tion,  des  axes  d'une  section  diametrale  de  Tellipsoide. 

Matheais  VIII.  247-249.  Mn. 


M.  Lazarski.     Ueber  zwei  Sätze  von  Steiner.     Krak.  Bcr. 

XVIII.  (Polnisch.) 

Synthetischer  Beweis  der  Steiner'schen  Sätze: 
1.  Wenn  in  einer  Ebene  eine  Ellipse  der  Grösse  und  Lage 
nach  gegeben  ist,  und  eine  Glastafel  in  beliebiger  veränderlicher 
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Lage  auf  der  Ebene  senkrecht  steht,  so  ist  der  Ort  des  Auges, 
von  dem  aus  die  Ellipse  als  Kreis  auf  der  Glastafel  erscheint, 
eine  Fläche  vierten  Grades.  Sind  a  und  b  die  Halbaxen  der 
Ellipse,  und  wählt  man  die  gegebene  Ebene  nebst  den  beiden  auf 
ihr  senkrecht  stehenden  und  durch  die  Axen  der  Ellipse  gehenden 
Ebenen  zu  Coordinaten-Ebenen,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

2.  Wenn  statt  der  Ellipse  eine  Hyperbel  gegeben  ist,  so  er- 
hält man  die  Fläche 

a^b'z'{b'x'—ay)  +  (b'x'+a'y')(b'x''-ay)  =  aV{b*x'+ay). 

Der  Verfasser  giebt  auch  einen  analogen  Satz  im  Falle  der 
Parabel  und  erhält  die  Fläche 


Moret-Blanc.     Solution    d'une    question.     Nouv.  Ann.  (3) 

VII.  332-335, 

Lösung  folgender  Aufgabe:    Von  einem  Trapez  ABCD,   das 
bei  A    und  B   rechtwinklig   ist,    kennt   man    die  Seite  CD  =  /, 

TT 

ferner  den  Flächeninhalt  a'  und   das  Volumen  -k-  •  6'   des    Ro- 

«5 

tationskörpers,  welcher  durch  Umdrehung  des  Trapezes  um  CD 
entsteht.  Man  soll  die  Höhe  AB  und  die  Seiten  AD^  BC  finden; 
dann  soll  man  die  gefundenen  Formeln  discutiren  und  das  Mi- 
nimum und  Maximum  von  6'  bestimmen,  auch  die  besonderen 
Fälle  /  =  a,  und  /  =  3a  prüfen.  Wenn  AB  =  Xj  AD  =  y, 
BC  =  js,  so  sind  die  drei  Gleichungen  zu  lösen: 

x(y+a)  =  2  a', 
x\y'+yi+z')  =  l.b\ 
Dies  wird  dann  durchgeführt.  Mz. 

GeNTY.      Note   de   gdoraötrie.     Nouv.  Ann.  (3)  VII.  436-438. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen:    Das  Product  des  Verteilungs- 
parameters der  Tangentenebenen  eines  Hyperboloides  in  Bezug 
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auf  eine  seiner  Erzeugenden  in  das  Quadrat  der  Entfernang  des 
Centrums  der  Fläche  von  dieser  Erzeugenden  ist  gleich  dem 
Product  der  Halbaxen  der  Fläche.  Die  Erzeugende  sei  s-Axe; 
und  das  Centrum  der  Fläche  sei  auf  der  s-Axe;  dann  lautet 
die  Gleichung  der  Fläche: 

Der  Verteilungsparameter  der  Tangentenebenen  in  Bezug  auf  die 
Ä-Axe  wird  ■— g— ,  und  so  kommt:  abc  =  —5—,  also  abc  =  pD\ 

Mz. 


RoussEL.     Solution  de  la  question  propos^e  au  conconrs 

gön^ral   an    1883.    Noav.  Ann.  (3)  VII.  344-347. 

Es  wird  bewiesen,  dass  Ton  einem  Punkte  P,  der  auf  der 
in  A  construirten  Normale  eines  durch  A  gehenden  elliptischen 
Paraboloides  beliebig  angenommen  ist,  vier  weitere  Normales 
an  die  Fläche  gelegt  werden  können;  die  Fusspunkte  derselben 
seien  8,  C,  D,  £.  Darauf  wird  die  Gleichung  der  Umkugel 
dieser  Punkte  aufgestellt.    Wenn 

P  9 

die  Gleichung  des  elliptischen  Paraboloides  ist,  ferner  a,  ß,  y 

die  Coordinaten  von  P  und  x^,  y„  s,  diejenigen  von  A  sind,  so 

ist  die  Gleichung  dieser  Kugel: 

wo  Aj  aus  einer  der  drei  Gleichungen: 

hervorgeht.  Darauf  wird  der  Ort  der  Gentra  /  aller  aolchec 
Kugeln  S  gefunden,  die  durch  Verschiebung  des  Punktes  P  au: 
der  Normale  PA  hervorgehen,  sowie  die  Fläche,  welche  hierki 
von  d^r  Geraden  PJ  erzeugt  wird.  Jener  Ort  ist  eine  Gerade. 
und  die  Fläche  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Mz. 
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Jagqi.     Solution    de    la  question  propos^e  au  concours 
d'agrögation  en   1884.     Noav.  Ann.  (3)  vil.  341-344. 

Es  sind  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  gegeben;  erstere  in 
der  xi5-Ebene,  letztere  in  der  yjs-Ebene  mit  den  Gleichungen: 
6*a:*+o'(a-»,)»  =  a'b\  y  =  0    (Ellipse), 
d«y«_c*(a  +aj«  =  c'd",  x  =  0    (Hyperbel). 
Man  betrachtet  sämtliche  Ebenen,  die  beide  Curven  zugleich  be- 
rühren, und  beweist,  dass  unendlich  viele  Flächen  S  vom  zweiten 
Grade  existiren,    von    welchen  jede   alle  diese  Ebenen  zu  Tan- 
gentenebenen hat.     Der  Ort  der  Centra  aller   dieser  Flächen  S 
ist  die  s-Axe.     Es  wird  angegeben,  wie  die  Art  der  Fläche  von 
der  Lage  des  Gentrums  auf  der  s-Axe  abhängt.     Endlich  werden 
die  notwendigen   und   hinreichenden   Bedingungen   dafür  aufge- 
stellt, dass  die  Flächen  S  homofocal  sind.    Hierbei   ergiebt  sich 
c^  =  a',  d'  =  6'-— a',  «^  =  0-     E«  ist  also  auch  notwendig,  vor- 
auszusetzen, dass  a'  <  6'  ist.  Mz. 


MORET-  BlaNC.      Solution.      Nouv.  Ann.  (3)  VIJ.  335-341. 

Von  einem  gegebenen  Punkte  P  zieht  man  die  sechs  Nor- 
malen an  ein  gegebenes  Ellipsoid.  Die  Fusspunkte  dieser  sechs 
Normalen  haben  die  Eigenschaft,  dass  unendlich  viele  Flächen 
zweiten  Grades,  die  mit  dem  Ellipsoid  concentrisch  sind,  durch 
sie  gehen.  Sollen  diese  Flächen  Botationsflächen  sein,  so  muss 
P  einem  gewissen  Kegel  vierten  Grades  angehören,  dessen 
Scheitel  das  Centrum  des  Ellipsoides  ist.  Die  Axen  dieser  Ro- 
tationsflächen liegen  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades.  Zuletzt 
üverden  diese  Rotationsflächen  auf  ihre  besondere  Art  untersucht. 

Mz. 

S.  Malo.     Solution  gdom^trique  de  la  question  proposde 
au  concours  g^n^ral  de  1885.    Nouv.  Ann.  (3)  Vll.  317-325. 

Durch  das  Centrum  einer  Fläche  zweiten  Grades  zieht  man 
,vi^e\  zu  einander  senkrechte  Halbmesser  OM  und  ON;  dann  liegen 
Ale  Geraden  JlfiV,   die   durch  einen  festen  Punkt  J  gehen,    auf 
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einem  Kegel  zweiten  Grades;  es  werden  die  Bedingungen  ge- 
funden, unter  denen  dieser  Kegel  ein  Umdrehungskegel  ist. 
Hierauf  wird  gezeigt,  dass  alle  Geraden  JPfJV  einer  und  derselben 
Ebene  77  einen  Kegelschnitt  berühren;  endlich  wird  die  Ebene  /7 
so  bestimmt,  dass  dieser  Kegelschnitt  ein  Kreis  ist.        Mz. 

Marchand.     Solution   de   la  question    propos^e  au  con- 
cours  g^neral  de   1885.    Noav.  Ann.  (3)  vii.  8-14. 

Diese  Arbeit  behandelt  dieselben  Sätze  wie  die  eben  be- 
sprochene Arbeit.  Es  werden  aber  hier  die  Principien  der  Linien- 
geometrie angewandt,  wonach  eine  Linie  durch  sechs  homogene 
Coordinaten,  die  einer  homogenen  Gleichung  zweiten  Grades  ge- 
nügen, definirt  wird,  während  in  jener  Arbeit  die  gewöhnliche 
Coordinatenmethode  gebraucht  ist.  Mz. 


Marghand.     Solution  de  1a    question  propos^e  aa  con- 

cours  gönöral  de  1886.    Nouv.  Ann.  (.3)  vii.  14-25. 
Hioux.     Concours  g^n^ral  de  1886.    Journ.  de  Math.  sp^c. 

(3;  II.  228-234. 

Ausserhalb  einer  Fläche  S  vom  zweiten  Grade  seien  zwei 
Punkte  A  und  B  gegeben;  durch  B  ziehe  man  eine  Secante, 
welche  S  in  C  und  C\  ferner  die  Polarebene  des  Punktes  A  ia 
Bezug  auf  S  in  D  trifft. 

Dann  seien  M  und  M'  die  Punkte,  in  welchen  die  Gerade 
AD  resp.  die  Tangentenebenen  an  S  in  C  und  C  schneidet 
Wenn  sich  nun  die  Secante  BD  um  B  dreht,  so  wird  nach  dec 
Orte  gefragt,  den  dabei  die  Punkte  M  und  M*  beschreiben.  Die^r 
Ort  setzt  sich  aus  zwei  Flächen  zweiten  Grades  zusammen,  Ton 
denen  die  eine  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  B  its 
Räume  ist,  die  zweite  2  dagegen  von  der  Lage  des  Punktes  £ 
abhängt. 

Dann  wird  untersucht,  was  aus  der  Fläche  S  wird,  wem 
in  der  Construction,  die  ihre  Punkte  ergiebt,  A  und  B  ihre  Roller 
vertauschen. 
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Es  sei  endlich  A  ein  fester  Punkt;  dann  sollen  die  Lagen 
des  Panktes  0  gefanden  werden,  falls  die  Fläche  2  nicht  mehr 
nur  einen  Mittelpunkt  in  endlicher  Entfernung  besitzt. 

Mz. 

Lbvavassbur.     Concours  d'agr^gatiou  de  1888.     Math^- 

matiques   speciales.      Jonro.  de  Math.  spSc.  (3)  II.  222-228. 

Die  Aufgabe,  deren  Lösung  gegeben  wird,  ist  die  folgende : 
Gegeben  sind  ein  Ellipsoid  S  und  zwei  Punkte  P,  P';  man  be- 
trachte die  Ellipsen  C  und  C\  nach  denen  S  von  den  Polar- 
ebenen der  Punkte  P  und  P'  geschnitten  wird.  1)  C  und  C 
liegen  mit  P  und  P'  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  2^  die  im 
allgemeinen  eine  einzige,  bestimmte  ist.  2)  Diese  Fläche  zu 
untersuchen,  wenn  P  sich  im  Räume  bewegt,  P  und  S  aber  fest 
bleiben.  3)  P  und  P'  werden  fest  angenommen  und  so  gelegen, 
dass  2  unbestimmt  ist;  den  Ort  des  Mittelpunktes  von  2  anzu- 
geben. 4)  P  und  P'  bewegen  sich  so,  dass  2  eine  Kugel  ist; 
die  Oberfläche  E  zu  finden,  welche  die  Enveloppe  von  2  ist. 
5)  Kann  man  einen  Punkt  A  bestimmen,  sodass  die  Transformirte 
von  E  in  Bezug  auf  A  als  Pol  nach  der  Verwandlung  durch 
reciproke  Radien  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  ist?  Lp. 


G.  B.  Mathews,  W.  J.  C.  Sharpe.     Solution  of  question 

8592.     Ed.  Times  XLIX.  132-133. 

Durch  einen  Punkt  P  legt  man  drei  Ebenen,  je  eine  parallel 
zu  den  Gegenseitenpaaren  eines  Tetraeders.  Die  zwölf  Schnitt- 
punkte derselben  mit  den  Kanten  des  Tetraeders  liegen  auf  einer 
und  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung.  Ist  jede  Kante  des 
Tetraeders  senkrecht  auf  ihrer  Gegenkante,  so  giebt  es  eine 
Lage  für  P,  in  welcher  jene  Oberfläche  zu  einer  Kugel  wird. 

Lp. 

Gr.   B.   Mathews.      Geonaetry    on    a    quadric    surface. 

Meas.  (2)  XVIL  151-152. 
Die  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  durch  Strahlen  aus  einem 
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festen  Punkte  P  in  ihr  aaf  eine  Ebene  projicirt,  welche  parallel 
zur  Tangentialebene  in  P  ist  (sowie  bei  der  stereographischen 
Projeetion).  Der  Verfasser  wählt  einen  der  Nabelpankte  als 
Pnnkt  P  und  zeigt,  dass  jedem  Lehrsätze  in  der  Geometrie  der 
Geraden  und  des  Kreises  ein  Theorem  in  der  Geometrie  der 
Kegelschnitte  auf  der  Oberflftche  zweiter  Ordnung  entspricht.  Es 
seien  z.  B.  A,  B  zwei  beliebige  feste  Punkte  der  Fläche,  V  ein 
Nabelpunkt  Man  zeichne  auf  der  Fläche  zwei  Kegelschnitte, 
welche  bezw.  durch  ü^  A  und  17,  B  gehen  und  sich  in  ü  unter 
einem  gegebenen  Winkel  schneiden ;  dann  ist  der  Ort  ihres  Schnitt- 
punktes ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  A  und  B  geht. 

Glr.  (Lp.) 

0.  ZucCA.     Applicazione    del    metodo    delle    coordinate 
curvilinee    allo   studio  dell'  iperboloide  ad  UDa  falda. 

Geoova.^26S.  aatografato.  _^ 


G.  KoBKR.       Die     harmonisch     zugeordneten     Flächen 
zweiten  Grades.    Halle.  73  8.  8«. 


F.  Spenckkr.      lieber  die   ersten    negativen  Fusspunkt- 
flächen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  Diea.  Rostock.  56  s.  8«. 


A.  G.  Greenhill.     Confocal  paraboloids.    Lond.  M.  s.  Proc 

XIX.  129-142. 

Das  System  der  Paraboloide,  von  welchen  die  Brennpunkte 
der  zwei  Hauptschnitte  zwei  feste  Punkte  sind,  während  der 
Scheitel  die  ganze  Axe  durchläuft,  teilt  sich  in  zwei  Scharen 
elliptischer  und  eine  Schar  hyperbolischer  Paraboloide,  welche 
sich  rechwinklig  in  ihren  KrQmmungslinien  schneiden.  Die 
Scheitel  der  ersteren  liegen  ausserhalb  der  Brennpunkte,  die  der 
letztern  zwischen  ihnen.  Dies  System  geht  als  specielles  aus 
dem  confocalen    System    von    Flächen    vierten   Orades   hervor» 
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welches  in  MaxwelFs  Electricity  in  Anwendung  kommt.  Unab- 
hängig davon  werden  zuerst  dessen  Gleichungen 

X  =  a(cosha-f  cos/9 — coshy), 

y  =  ^acosh^ocos  j^/9sinh^/, 

s  =  ^asinb^osin^/^coshl-y, 

wo  cosha  =  Costa,  sinha  =  -r-sintor,    in    den  drei  Parametern 

a,  ßj  y  dargestellt,  hergeleitet,  dann  wird  es  auf  Maxwell's  Theorie, 
auf  Laplace's  Gleichung,  ferner  auf  Beispiele  der  Elektrostatik 
und  auf  Flüssigkeitsströme  angewandt.  H. 


G.  HüMBKRT.     8ur  quelques  propriötös  des  aires  sph^ri- 

ques.      C.  R.  CVI.  477-479,  Journ.  de  Math.  (4)  IV.  313-345. 

Der  Verfasser  nimmt  Bezug  auf  seine  Note  im  C.  R.  vom 
24.^0ctober  1887  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  778),  wo  er  für  die 
Differenz  der  zwei  von  einem  Kegel  aus  einer  Eugelfläche  aus- 
geschnittenen Stücke  einen  Ausdruck  2qRd  gegeben  und  die 
Begriffe  „Modul^'  des  Kegels  und  „Orientationsebene*"  einge- 
führt hat.  Letztere  ist  (wie  Darboux  hinzugefügt  hat)  die  Ebene 
durch  die  Spitze  des  Kegels  normal  zur  Verbindung  der  Schwer- 
punkte der  beiden  vom  Kegel  aus  einer  concentrischen  Kugel 
vom  Radius  1  ausgeschnittenen  Flächenstücke,  der  Modul  das 
Product  der  Entfernung  der  Schwerpunkte  mit  dem  konischen 
Winkel.  Hieryon  werden  teils  speciellere  Anwendungen,  teils 
Erweiterungen  gemacht.  Ein  rechtwinkeliges  Trieder,  dessen 
Spitze  auf  einer  Kugel  vom  Radius  A  liegt,  und  dessen  Axe 
durch  ihren  Mittelpunkt  geht,  begrenzt  auf  der  Kugel  ein  Flächen- 

stück  =  TiA'yS.  Sind  alle  Seitenwinkel  =  60^,  so  ist  jenes 
Stück  \  der  Oberfläche.  Auf  den  Schnitt  einer  Fläche  zweiten 
Grades  und  einer  Kugel,  wenn  er  aus  zwei  geschlossenen  Curven 
besteht,  lässt  sich  Anwendung  machen,  indem  durch  dieselbe 
Curve  auch  Kegel  gehen,  deren  einer  seine  Spitze  innerhalb  der 
Kugel  hat.  Zur  Axe  des  Kegels  steht  eine  der  Hauptebenen 
der  Gurve,  J7,  normal.  Die  Differenz  der  Flächenstttcke  ist 
:=,  2QRd,    wo  f  der  Modul  bezüglich    auf  die   Ebene  H  und  d 
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die  Entfernung  des  Mittelpunkts  von  H  ist.  Ist  die  schneidende 
Fläche  ein  Rotationsparaboloid,  p  der  Parameter  des  Meridians« 
so  ist  jene  Differenz  =  4;i/tp,  wo  immer  das  Paraboloid  liegen 
mag.  Dasselbe  gilt  von  einem  elliptischen  Paraboloid,  wenn  die 
Ebene  H  normal  zu  dessen  Axe  ist.  Auch  konische  und  belie- 
bige Regelflächen  haben  dieselbe  Eigenschaft  wie  der  Kegel, 
nur  ist  statt  der  Differenz  die  algebraische  Summe  zu  setzen. 

In    der  ausführlicheren    Darstellung   (des  Journ.    de  Math.) 
werden  die  Orientationsebene  und  der  Modul 


3ix  +  iny  +  vsi  =  0  und  ß  =  V^^+fjt*  +  v^ 
bestimmt  durch  die  Werte 

2  __   f  ydZ'-zdy  ^    r  zdx  —  xdz  /'  xdy  —  ydx 

^  -./    x'  +  y'  +  z''    ^  "J   x'  +  y'  +  z''     ""  ""7    ^Tjly+V' 

zu  integriren  auf  beliebiger  Linie  um  den  Kegel  herum;  d  ist 
der  Abstand  des  Kugelmittelpunkts  von  der  Orientationsebene. 
Berechnet  werden  zuerst  die  unendlich  kleinen  Incremente  der 
FlächenstQcke,  deren  Integration  leicht  daraus  hervorgeht;  fiber- 
dies  wird  statt  des  Kegels  eine  Pyramide  betrachtet  und  deren 
Seitenzahl  unendlich  gesetzt.  H. 


G.  Pplaumbaum.  Bestimmung  der  scheinbaren  Grösse 
eines  elliptischen  Paraboloids  für  einen  beliebigen 
Punkt  des  Raumes  unter  Berücksichtigung  der  wesent- 
lichen  Specialfälle.      Dias.  Halle.  38  S.  S«. 


Pellet.     Sur  les  surfaces   r^gl^es   applicables  sur  une 
snrface  de  r^volution.     C.  R.  GVL  654. 

Die  Strictionslinien  der  auf  einem  Rotationshyperboloid  gerad- 
linig abwickelbaren  Regelfläcben  sind  Bertrand'sche  Curven, 
d.  h.  sie  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Hauptnormalen  zu- 
gleich Bauptnormalen  einer  zweiten  (der  conjugirten)  Gurre  sind. 
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Ch.   Biochb.      Sur    certaines   surfaces   r^gl^es,  ä  propos 
d'une  note  de  M.  Pellet.    C.  R.  CVI.  829-830. 

Eine  kurze  BemerkuDg  über  diejenigen  geradlinigen  Flächen, 
welche  sich  mit  Erhaltung  der  Geraden  auf  ein  Rotationshyper- 
boloid aufwickeln  lassen.  Ihre  Strictionslinie  ist  eine  Bertrand'- 
sehe  Curve.  Die  Fläche  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  die  be- 
treffende Strictionslinie  gegeben  ist;  ihre  Erzeugenden  sind  den 
entsprechenden  Binormalen  der  zur  Strictionslinie  conjugirten 
Bertrand'schen  Curve  parallel.  A. 


Ch.  Bioche.      Sur   les   lignes   de   courbure   de  certaines 
surfaces  gaucbes.    S.  m.  f.  Ball.  xvi.  119-124. 

Als  Umkehrung  eines  bekannten  Satzes  beweist  der  Herr 
Verfasser  den  Satz:  Die  einzigen  Flächen,  deren  Erttmmungs- 
linien  die  Erzeugenden  in  gleiche  oder  allgemeiner  in  homo- 
graphische Abschnitte  teilen,  sind  diejenigen,  deren  Strictions- 
linie zugleich  Krttmmungslinie  ist,  und  bei  denen  der  Verteilungs- 
parameter der  Tangentialebenen  constant  ist,  wie  bei  den  Um- 
drehungsfayperboloiden.  Hieran  knüpfen  sich  noch  einige  weitere 
Betrachtungen.  Ein  zweiter  Abschnitt  der  Arbeit  führt  zu  dem 
Resultat :  Jede  geradlinige  Fläche,  welche  nicht  eine  Binormal- 
fiäche  oder  ein  Konoid  ist,  lässt  sich  auf  eine  und  nur  auf  eine 
Art  abwickeln  auf  eine  geradlinige  Fläche,  deren  Strictionslinie 
eine  KrQmmungslinie  ist.  A. 


G.    Herting.      üeber   die   gestaltlichen  Verhältnisse  der 
Flächen  dritter  Ordnung  und  ihrer  parabolischen  Cur- 

veil.      (Zweiter  Teil.)        Pr.   Studienanst.    St.   Anna    Augsburg. 
42  S.  8«  u.  3Taf.  fol.,  Dies.  MuDcheo.  108  S.  8». 

Die  Abhandlung  ist  eine  Fortsetzung  der  vorjährigen  Pro- 
graromabhandlung  mit  wesentlich  gleichem  Titel  (Ref.  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  644),  während  die  ganze  Arbeit  als  Disser- 
tation in  München  erschienen  ist.  Der  vorliegende  Teil  behan- 
delt   sehr   eingehend   die  parabolischen   Linien,    d.  h.  Orte  der 
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Punkte,  deren  ErQmmung  Null  ist,  auf  Flächen  dritter  Ordnung. 
Diese  Linien  sind,  wie  der  Herr  Verfasser  angiebt,  schon  frflber 
von  Herrn  O.  Bauer  Münch.  Ber.  1883,  320*23  untersucht  wordeo. 

A. 

F.  Klein.  Sur  la  rösolution,  par  les  fonctions  hyper- 
elliptiques,  de  r^quation  du  vingt-septifeme  degr^,  de 
laquelle  dopend  la  d^termination  des  vingt-sept  droit^s 

d*Une   SUrface   cubique.       Journ.  de  Math.  (4)  IV.  169-176. 

In  einem  an  Herrn  C.  Jordan  gerichteten  Briefe  setzt  Herr 
F.  Klein  seine  Gedanken  über  die  im  Titel  angegebene  Aufgabe 
auseinander,  wie  er  dies  mündlich  schon  in  einer  Sitzung  der 
Sociale  math^matique  de  France  am  13.  April  1887  gethan  hatte. 
Da  die  Gleichung  der  27  Geraden  einer  kubischen  Oberfläche 
und  die  Dreiteilung  der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ord- 
nung dieselbe  Gruppe  besitzen,  so  handelt  es  sich  darum,  falb 
dies  angeht,  die  erste  Aufgabe  auf  die  zweite  zurOckzuftihreD. 
Zu  diesem  Zwecke  führt  der  Verfasser  zunächst  die  Gedanken- 
reibe vor,  durch  die  er  früher  der  Auflösung  der  Gleichungen 
fünften  Grades  näher  getreten  war,  und  skizzirt  dann  die  Schluss- 
folgerungen,  deren  er  sich  bei  der  Auflösung  der  vorgelegten 
Aufgabe  bedient  bat,  und  bei  denen  er  sich  mit  Erfolg  auf  die 
Vorarbeiten  seiner  Zuhörer,  der  Herren  Witting  und  Masehke. 
stützt.  Da  der  Brief  nur  einen  Auszug  aus  den  Arbeiten  dei 
Verfassers  giebt,  so  ist  eine  Wiedergabe  seines  Inhalts  kauiu 
anders  möglieb  als  durch  wörtlichen  Abdruck.  Lp. 


BiCHMONO.     A  symmetrica!   system  of  equations  of  tbe 
lines  on   a  cubic  surface,  which  bas  a  conical  point 

Quart.  J.  XXIII.  170-179. 

Auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  einem  Knotenpunkt 
liegen  sechs  Gerade,  welche  durch  den  Knotenpunkt  gehen  und 
mit  Aj  JB,  C,  />,  £,  F  bezeichnet  werden,  und  ausserdem  15  ao* 
dere,  von  welchen  jede  zwei  der  ersten  trifft.  Die  letzteren 
werden  mit  AB  etc.  bezeichnet. 
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Projicirt  man  von  dem  Knotenpunkt  diese  15  Geraden  auf 
eine  Ebene,  so  erhält  man  die  Verbindungslinien  je  zweier 
Punkte  eines  Pascarscben  Sechseckes.  Es  kommt  dem  Herrn 
Verfasser  nun  darauf  an,  durch  die. Geometrie  auf  der  Fläche 
dritter  Ordnung  die  Beziehungen  zwischen  den  60  PascaVschen 
Geraden,  den  10  Paaren  Steiner'scher  Punkte,  den  60  Kirk- 
nian'schen  Punkten  und  den  20  Salmon'schen  Geraden  zu  unter- 
suchen. 

Zu  diesem  Zwecke  wird  die  Gleichung  der  Fläche  in  fol- 
gende Form  gebracht: 

Hierbei  sind  a,  ß^  .. .  lineare  Functionen  der  Coordinaten, 
zwischen  welchen  die  Gleichungen  bestehen: 

a  +  ß  +  Y  =  d  +  ß  +  ^y 
aa  +  bß  +  cy  -\-  dd  +  ee  +  f^  =  0. 

a,  6,  . . .,  ^  sind  Constanten,  zwischen  welchen  die  Relationen 
stattfinden: 

abc  +  def^  0,    a-\- b  +  c+d  +  e  +  f  =:  0. 

Der  Knotenpunkt  ist  dann  gegeben  durch: 

Durch  Einführung  der  Symbole: 

(ßy)  für  a,     (ay)  för  ß,     (aß)  für  y, 
(«0  für  d,     (dO  für  *,     (BÖ)  für  C, 

(ad)  für  -—r—  etc. 

und  bei  den  Gonstanten  (6c)  für  a,  etc.  . . .  gelingt  es,  die  Re- 
lationen zwischen  den  Ebenen  und  den  Constanten  in  einfache 
symmetrische  Formen  zu  bringen,  in  welchen  die  Symbole 
o,  /9,  . . .)  ^  sowie  a,  6,  ...,/* in  analoger  Weise  beliebig  vertauscht 
werden  dürfen.  Die  Gleichungen  der  15  Geraden  werden  dann: 
AB,  (ae)  =  (ßO  ==  (yd)  etc. 

Die  gewünschten  Beziehungen  zwischen  den  merkwürdigen 
Punkten  und  Linien  der  ebenen  Figur  ergeben  sich  daraus  in  sehr 
einfacher  Form.  W.  St. 


Fotuolir.  d.  Math.  XX.  i. 
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Fr.  Schiffnkr.  Untersuchungen  Ober  eine  Fläche  dritter 
Ordnung,  welche  von  Kreisen  erzeugt  wird,  die  durch 
zwei  Punkte  gehen   und  eine    Gerade  treffen.     Hoppe 

Arch.  (-2)  Vir.  104-109. 

Durch  jeden  Punkt  der  fraglichen  Fläche  gehen  drei  Kreise 
und  ein  Kegelschnitt;  die  Fläche  enthält  auch  vier  Gerade  ab 
Axen  von  EbenenbQscheln,  welche  eben  jene  Scharen  von  Kreisen 
resp.  Kegelschnitten  ausschneiden.  Längs  jedes  erzeugenden 
Kreises  wird  die  Fläche  durch  eine  Kugel  berührt.  Die  beiden 
gegebenen  Punkte  sind  biplanare  Doppelpunkte;  fttr  sie  als  In- 
versionscentren  verwandelt  sich  die  Fläche  in  Kegel  zweiten 
Grades,  fttr  den  Anfangspunkt  als  Centrum  gebt  sie  in  sieb 
selbst  Ober.  R.  M. 


A.  DB  Saint-Germain.      Sur  une  surface   du    troisi^roe 
ordre    qui    admet  une   ligne   ombilicale    parabolique. 

Darboux  Bull.  (2)  XII.  177-180. 

Die  Untersuchung,  um  welche  es  sich  handelt,  bildete  eine 
Prtlfuugsaufgabe.  Es  soll  eine  Fläche  dritter  Ordnung  bestimmt 
und  untersucht  werden,  welche  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 
die  Parabel  »  =  0,  y'— 2mu  =  0  zur  Nabellinie  hat,  und  welche 
überdies  symmetrisch  zur  xy- Ebene  ist.  Als  Form  der  Gleichung 
ergiebt  sich 

m5*  +  (2x  +  m)(/-2iiuj)  =0; 

sie  schneidet  also  die  xy-Ebene,  ausser  in  der  Parabel,  noch  in 
deren  üirectrix.  Die  Geraden  und  die  asymptotischen  Linien 
lassen  sich  leicht  bestimmen,  schwieriger  die  KrQmmungslinien. 

A. 


Un  Abonuö.     Solution  d'une  questiou.    Nou?.  Aqd.  (3)  VIL 

295-302. 

In  dieser  Arbeit  handelt  es  sich  um  Normalen  eines  Cylin- 
droidä,  d.  i.  einer  Fläche,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  lautet: 
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l8t  der  Puukt  P  mit  den  Coordinaten  a,  ß,  y  ein  Punkt 
dieser  Fläche,  so  hat  die  Normale  der  Fläche  in  P  die  Glei- 
chungen : 

ay — ma   ~^   ßy-\-tnß  "^    0*  +  /^' 
Soll  diese  Kormale  durch  den  Punkt  M  mit  den  Coordinaten 
^'1  ^1  ^'  gehen,    so    hat   man   zur    Bestimmung   von    a,  /?,  y  die 
Gleichungen: 

ay  —  ma         ßy-t^ß  a'  +  /Sf'  '  ^      ^  t- j i         y.         rj 

Es    wird    nun    die    folgende  Gleichung  vierten  Grades  ftlr 

IJL  =—  hergeleitet : 

(I)         «'yV*  +  [x"-y"  +  2m(a'+  m)]iu' 

+  [a^' -y"  +  2m(»'-m)]^-a:y  =  0, 
ebenso  die  Gleichung  vierten  Grades  für  y.  Diese  ergiebt  sich 
aus  (I)  durch  die  Substitution: 

Endlich  werden  noch  einige  specielle  Fälle  in  Betracht  ge- 
zogen, bei  denen  die  Lage  des  Punktes  M  etwas  eingeschränkt 
wird,  dafdr  aber  die  zu  lösenden  Gleichungen  sich  vereinfachen. 

Mz. 

J.  Winzer.  Analytische  Entwickelung  der  Raumeurve 
dritter  Ordnung  aus  ihren  drei  reellen  Brennstrahlen 
und  weitere  Behandlung  einer  speciellen  Raumeurve 
dritter  Ordnung.    Diss.  Leipzig.  62  s.  8°. 


Fr.  Derüyts.      Generation    d'une    surface   du'troisifeme 
ordre.     Li^ge  M6m.  (2)  XIV.  12  S.  Mn. 
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D.    Andere  specielle  Raumgebilde. 

JuHKL  -  RiiNOT.      Sur    la  section   d'ane   sarface   par  nn 
plan  bitangent.    Noa^.  add.  (3)  vii.  282-387. 

1)  Wenn  eine  Fläche  vierter  Ordnung  S  symmetrisch  in  Be- 
zug auf  drei  auf  einander  senkrechte  Ebenen  ist  und  einen 
doppelten  Asymptotenkegel  besitzt  (also  die  unendlich  ent- 
fernte Ebene  in  einem  Doppelkegelscfanitt  schneidet),  so  wird  sie 
von  jeder  doppeltbertthrenden  Ebene  in  zwei  Kegelschnitten  ge- 
schnitten. 

2)  Jede  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  die  Fläche  S  zwei- 
mal berührt  und  denselben  Asymptotenkegel  besitzt,  schneidet  die 
Fläche  S  in  zwei  Kegelschnitten. 

Im  besondern  kann  S  eine  Umdrehungsfläche  sein,  deren 
Meridiancurve  die  unendlich  entfernten  Kreispunkte  als  Doppel- 
punkte enthält;  dann  werden  diese  Kegelschnitte  Kreise.  So 
wird  z.  B.  der  Torus  von  jeder  doppelt  berührenden  Ebene  oder 
Kugel  in  zwei  Kreisen  geschnitten. 

Für  den  Fall  einer  Rotationsfläche  S  können  die  Tangenten 
in  einem  Doppelpunkte  der  Durchschnittscurve  von  5  mit  einer 
doppelt  berührenden  Ebene  geometrisch  einfach  construirt  werden. 

A. 

F.  RüDio.     üeber  eine  specielle  Fläche  vierter  Ordnung 
mit  Doppelkegelschnitt.     J.  für  Math.  CIV.  85-88. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  einer  Abhandlung  J.  f.  Math.  XCY. 
240-246  (F.  d.  M.  XV.  1883.  625)  diejenigen  Flächen  untersucht 
deren  Krümmungsmittelpunktsflächen  zwei  confocale  Flächen 
zweiten  Grades  sind,  und  namentlich  gezeigt,  wie  mit  Hülfe  der- 
selben  auf  elementare  Weise  die  Jacobi'sche  Integration  der 
Differentialgleichungen  der  geodätischen  Linien  auf  Flächen  zweiten 
Grades  gewonnen  werden  kann. 

In  der  vorliegenden  Note  zeigt  er  nun  weiter,  dass  die  dort 
erhaltenen  Resultate  vollständig  ausreichen  zur  Untersuchung 
der  Mittelpunktsflächen  derjenigen  Strahlensysteme  vierter  Ord- 
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nung  und  vierter  ElasBe,  deren  ßrennflächen  zwei  confocale 
Flächen  zweiten  Grades  sind.  Die  Betrachtung  ist  sehr  einfach 
und  fQhrt  zu  anschaulichen  geometrischen  Gonstructionen. 

A. 

G.  J3aU£R.     Ueber  Flächen  vierter  Ordnung,  deren  geo- 
metrische Erzeugung   sich  an  zwei  Tetraeder  knüpft. 

MäocheD.  Ber.  337-354. 

Projicirt  man  von  einem  Punkte  P  aus  vier  Punkte  A  (1,2,3,4) 
auf  vier  Ebenen  (/',  //',  ///',  /F'),  so  liegen  die  vier  Projectionen 
a,,  03,03,04  im  allgemeinen  nicht  in  einer  Ebene;  die  Bedingung, 
dass  sie  in  einer  Ebene  liegen,  ergiebt  als  geometrischen  Ort 
des  Punktes  P  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  im  allge- 
meinen vier  Knotenpunkte  C  besitzt,  nämlich  die  Eckpunkte  des 
durch  die  vier  Ebenen  T,  2\  3',  4'  gebildeten  C- Tetraeders  und 
10  Gerade,  nämlich  die  sechs  Kanten  des  OTetraeders  und  die 
vier  Geraden  (g)  H\IIIV  u.  s.  w.,  in  denen  sich  die  entsprechen- 
den Ebenen  des  A-  und  des  C- Tetraeders  durchschneiden. 

Nimmt  man  das  C- Tetraeder  zum  Coordinatentetraeder,  und 
sind  Oi  (t  =  1,  2,  3,  4)  die  Coordinaten  des  ersten  Eckpunktes 
des  il- Tetraeders,  ebenso  ßi^  yij  d,  die  der  drei  anderen  Eck- 
punkte, Xi  die  des  Punktes  P,  und  schreibt  man  für  Xk^i—liX^ 
ktkrzer  (A^x,),  so  ist  die  Gleichung  dieser  Fläche 

0        (a,«,)    (a,xj    (a^x,) 


F  = 


(A  *.) 

0        (Ax,)    (ß,x,) 

(y.  ^t) 

(y.x.)      0      (n^^a) 

(<J,  '^J 

(«J,x.)    («J3X4)        0 

=  0. 


Die  vier  Geraden  g  schneiden  sich  im  allgemeinen  nicht;  sobald 
sich  aber  zwei  entsprechende  Kanten  der  beiden  Tetraeder  A 
und  C  schneiden,  schneiden  sich  auch  zwei  der  Geraden  g  in 
demselben  Punkte,  und  dieser  wird  ein  neuer  Knotenpunkt  der 
Fläche.  Die  Bedingung  dafür,  dass  (III IV)  und  {UV  IT)  sich 
schneiden,  ist  (a^ß^)  =  0.  Es  können  sechs  verschiedene  Be- 
dinguDgsgleichungen  dieser  Art  d)  aufgestellt  werden.  Sind  fünf 
derselben  erlllllt,  so  ist  es  auch  die  sechste.    Dieser  Fall  ist  be- 
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sonders  interessant.  Die  Fläche  hat  alsdann  10  Gerade  und  10 
Knoten;  die  vier  Geraden  g  liegen  in  einer  Ebene,  and  die  bei- 
den Tetraeder  sind  perspectivisch.  Die  Fläche  selbst  ist  dann 
die  Hesse'sche  Fläche  einer  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung. 
In  diesem  Falle  wird,  wie  der  Verfasser  zeigt,  die  Gleichung  der 
Fläche  nicht  geändert,  wenn  man  alle  Coordinaten  aißiyii,^, 
durch  ihre  reciproken  Werte  ersetzt. 

Es  giebt  aber  noch  eine  andere,  von  der  eben  betrachteten 
wesentlich  verschiedene  Lage  der  beiden  Tetraeder,  so  dass  ent- 
sprechende Kanten  sich  sehneiden,  nämlich  so  dass  die  Kante 
{HllV\  d.  h.  (1,2)  die  Kanten  (/'//')  schneidet,  u.  s.  w.  Dies 
fnhrt'auf  die  Bedingungen  (»j/?,)  =  0  und  die  analogen,  und 
die  sechs  möglichen  Bedingungsgleichungen  dieser  Art  6)  sind 
von  einander  unabhängig.  Das  Auftreten  einer  solchen  Bedin- 
gungsgleichuDg  hat  zur  Folge,  dass  eine  Kante  des  i4-Tetraeders 
in  die  Fläche  fällt;  sind  also  alle  sechs  Bedingungen  6)  erfüllt. 
so  hat  die  Fläche  acht  Knoten  und  16  Gerade. 

Es  lassen  sich  nun  auch  solche  Flächen  bestimmen,  bei 
welchen  einzelne  Kantenpaare  den  Bedingungen  a)  entspreches. 
andere  den  Bedingungen  6).  So  kommt  man  auf  eine  Reihe  vob 
Specialisirungen,  welche  hier  nicht  alle  näher  besprochen  werden 
können.  Ein  Fall  aber  ist  besonders  merkwürdig,  nämlich  wenn 
jede  Kante  des  einen  Tetraeders  zwei  Gegenkanten  des  anderes 
schneidet,  und  umgekehrt.  Alsdann  sind  sowohl  die  sechs  Be- 
dingungen a),  als  auch  die  sechs  Bedingungen  6)  erfüllt  Die 
gegenseitige  Lage  der  Tetraeder  wird  dann  die  „desmische*'  ge- 
nannt. Um  zwei  derartige  Tetraeder  zu  erhalten,  kann  man  da.« 
eine  willkürlich  wählen,  und  ebenso  einen  Eckpunkt  des  anderen, 
dann  ist  das  letztere  vollständig  bestimmt  Die  Fläche  F  erhält 
dann  14  Knotenpunkte  und  16  Gerade..  Die  beiden  Tetraeder 
können  hierbei  ihre  Rollen  vertauschen,  ohne  dass  die  Fläche 
sich  ändert,  und  die  Fläche  ist  gleichzeitig  Hesse'sche  Fläcbe 
für  zwei  verschiedene  Flächen  dritter  Ordnung  mit  vier  Knoten- 
punkten. Liegen  die  beiden  Tetraeder  in  desmiscber  Lage,  §•> 
liegen  sie  in  vierfacher  Weise  perspectivisch,  und  die  vier  Centren 
bilden  ein  drittes  Tetraeder  (ß),  weiches  zu  jedem  der  Tetraeder 
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(A)  und  (C)  dieselbe  Beziehung  besitzt,  wie  diese  zu  einander. 
Den  vier  perspectivischen  Beziehungen  zwischen  A  und  B  ent- 
sprechen vier  verschiedene  Flächen  F,  die  auch  sonst  noch  in 
bemerkenswertem  Zusammenhange  stehen.  A. 


G.  KoENiGS.  La  Heu  des  pöles  d'un  plan  fixe  par  rap- 
port  aux  coniques  trac^es  sur  «ne  surface  de  Steiner 
est  une  autre  surface  de  Steiner,    s.m.  F.  Ball.  xvr.  15-18. 

Der  geometrische  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte,  welche  auf  einer  Steiner'schen  Fläche 
liegen,  ist  eine  andere  Steiner'sche  Fläche.  Dieser  Satz  wird  in 
sehr  eleganter  Weise  analytisch  bewiesen.  A. 


G.  KoKNiGS.      ün   th^orfeme  coneernant  la    surface    de 
Steiner  et  Tensemble  de  trois  coniques  qui  se  coupent 

dans    I'espace.       Darboax  Ball.  (2)  XII.  28-32. 

Unter  den  verschiedenen  Formen  der  Gleichungen,  durch 
welche  die  Steiner'sche  Fläche  dargestellt  wird,  sind  folgende 
bemerkenswert. 

Sind  die  vier  Coordinatenebenen  die  vier  längs  eines  Kegel- 
schnittes berührenden,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche: 

yäx  +  yby  +  Ycl  +  ydi^O. 

Ist  die  Ebene  /  =  0  eine  längs  eines  Kegelschnitts  berührende, 
während  die  Durchschnitte  der  drei  anderen  Coordinatenebenen 
drei  Doppelgeraden  der  Fläche  sind,  so  wird  die  Gleichung 

xyzt  -}-  (ilya  4*  B^^  +  Cxy)*  =  0. 

Auf  jede  Art  erkennt  man,  dass  die  Steiner'sche  Fläche  durch 
15  Bedingungen  bestimmt  ist. 

Den  Scbluss  bildet  folgender  Satz: 

Durch  drei  Kegelschnitte,  von  denen  sich  je  zwei  in  einem 
Funkte  schneiden,  lassen  sich  stets  zwei  und  nur  zwei  Steiner'- 
Bcbe  Flächen  legen.  Die  betreffenden  Gleichungen  werden  voll- 
ständig aufgestellt.  A. 
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W.  ScHJKRNiNG.  Heber  die  Scharen  von  Flächen  vierter 
Ordnung  mit  sechzehn  singulären  Punkten,  welche 
durch  eine  Lemniskate  gehen.    Hoppe  Arch.(2)  vil.  113-H2. 

Herr  Kummer  hat  (Berl.  Ber.  1864)  den  Satz  bewiesen: 
Durch  jede  gegebene  Curve  vierten  Grades  kann  man  sechs  ver- 
schiedene vierfach  unendhche  Scharen  von  Flächen  vierten  Gra- 
des mit  sechzehn  singulären  Punkten  legen.  Die  Gleichungen 
dieser  Flächen  sind  ebenfalls  von  Herrn  Kummer  aufgestellt. 

Der  Herr  Verfasser  wendet  diese  Betrachtungen  auf  den 
spcciellen  Fall  an,  wo  die  gegebene  Curve  eine  Lemniskate  ist, 
wobei  sich  erglebt,  dass  zunächst  von  den  sechs  Flächenseharen 
je  zwei  paarweise  zusammenfallen,  und  dass  bei  einer  der  drei 
vorhandenen  Scharen  ein  Teil  der  Coefficienten  unendlich  wird, 
während  die  beiden  übrigen  Scharen  auch  zusammenfallen,  so 
dass  man  es  also  schliesslich  nur  mit  einer  Schar  zu  tfaun  hat. 
Es  werden  nun  die  Singularitäten  dieser  Flächen  und  ihre  son- 
stigen Eigenschaften  einer  sehr  eingehenden  Untersuchung  unter- 
worfen. A. 


M*^^-  BoRTNiKER.     Sur  la  theorie  des  cyclides.    C.  R.  cvi. 

824-829. 

Die  Verfasserin  versteht  unter  dem  Namen  „mittlere  Distanz'' 
eines  Punktes  M  von  einer  Kugel  S  die  Potenz  des  Punktes 
dividirt  durch  den  Radius,  unter  „Distanz"  eines  Punktes  Jf  von 
einem  Kreise  den  Ausdruck  MA  .  MB :  ft  (A  und  B  sind  der  an 
M  nächste  und  der  davon  entferntere  Kreispunkt,  R  der  Radius}. 

Ist  M  Träger  einer  Masse,  und  multiplicirt  man  mit  dieser 
die  beiden  definirten  Distanzen,  so  erhält  man  die  „Momente** 
des  Massenpunktes  M  in  Bezug  auf  Kugel  und  Kreis. 

Es  gelten  nun  die  Sätze: 

1)  Die  Summe  der  Quadrate  der  mittleren  Distanzen  eines 
Punktes  M  von  drei  Kugeln  ist  gleich  dem  Product  der  Quadrate 
der  Distanzen  desselben  Punktes  von  den  beiden  Durchschnitte- 
punkten  der  drei  Kugeln,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Hälfte 
ihrer  gemeinschaftlichen  Sehne. 
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2)  Das  Quadrat  der  Distanz  eines  Punktes  von  einem  Kreise 
ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  seiner  mittleren  Distanzen 
von  zwei  Kugeln,  welche  sich  längs  dieses  Kreises  orthogonal 
durchschneiden. 

Es  wird  nun  noch  die  Veränderung  in  Betracht  gezogen, 
welche  das  Moment  von  M  in  Bezug  auT  eine  Kugel  erleidet, 
wenn  diese  letztere  sicli  ändert,  indem  sie  immer  durch  einen 
festen  Kreis  geht. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  behandelt  die  Verfasserin  die 
folgende  Aufgabe: 

Es  ist  ein  System  von  Massenpunkten  gegeben.  Man  soll 
die  Enveloppe  der  Kugeln  suchen,  für  welche  das  Moment  des 
Systemes,  d.  h.  die  Summe  aller  einzelnen  Momente,  constant 
ist,  und  welche  eine  gegebene  Kugel  orthogonal  schneiden. 

Die  gesuchte  Fläche  ist  eine  Cyklide.  Die  weitere  Unter- 
suchung beschäftigt  sich  mit  der  Frage,  wie  die  Massenpunkte 
verteilt  sein  müssen,  damit  die  Cyklide  gewisse  specielle  Formen 
annehme,  z.  B.  eine  Symmetrie-Ebene  besitze.  A. 


G.   HuMBBRT.     Sur  les  lignes  de  courbure  des  cyclides. 

CR.  CVI.  257-259. 

In  seinem  Werke:  „Sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces  algöbriques'^  hat  Herr  Darboux  gezeigt,  dass  man 
die  Krtimmungslinien  jeder  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einem 
Doppclkegelschnitt  finden  kann,  wenn  man  rfls  absolute  Fläche 
nach  der  Ausdrucksweise  des  Herrn  Cayley  (Ordnungsfläche) 
eine  beliebige  der  Fläche  eingeschriebene  Fläche  zweiter  Ord- 
nung nimmt.  (Der  Name  KrQmmungslinie  ist  offenbar  hier  im 
erweiterten  Sinne  gebraucht,  ebenso  wie  unter  der  Normale 
diejenige  Linie  verstanden  ist,  deren  Richtung  zur  Tangential- 
ebene in  Bezug  auf  die  absolute  Fläche  conjugirt  ist.  Anm.  d. 
Bef)  Der  Herr  Verfasser  beweist  nun  den  merkwürdigen  Satz, 
dass  diese  Krflmmnngslinien  dieselben  bleiben,  welche  der  ein- 
geschriebenen Flächen  zweiter  Ordnung  man  auch  als  Ordnungs- 
fläche nehmen  mag.  A. 
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G^  FouRBT.  Stir  les  pöIes  principanx  d'inversion  de 
la  cyclide  de  Dupin.  Nonv.  ado.  (3)  vir.  iis-iie. 
In  einer  Arbeit  des  Herrn  Hadamard  (Darboux  Ball.  (2; 
XII,  Ref.  S.  620  dieses  Bandes)  ist  naebgewiesen,  dass  der  ein- 
zige georoetriscbe  Ort  von  Inversionspolen,  in  Bezug  auf  welche 
eine  Fläche  anatlagmatiscb  sein  kann,  aus  einer  oder  mehreren 
Geraden  bestehen  kann.  Dies  veranlasst  den  Herrn  Verfasser 
eine  irrtümliche  Behauptung,  welche  er  vor  einigen  Jahren  (Noqt. 
Ann.  (3)  II.  259)  aufgestellt  hat,  zu  berichtigen.  Fflr  die  Dupin- 
sche  Cyklide  besteht  jener  Ort  aus  zwei  Geraden,  und  sie  ist  die 
einzige  Fläche,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt  Hieran  wird 
noch  eine  Bemerkung  über  Flächen  geknQpft,  bei  denen  eio 
solcher  Ort  existirt.  A. 

Demartrbs.     8ur  les  syst^mes   de  courbes  qui  divisent 
homographiquement  une  suite  de  cercles.    c. r.  CVI.MoT, 
In  der  Note  sind  folgende  Sätze  entwickelt: 

1)  Es  giebt  auf  jeder  cyklischen  Fläche  drei  und  nur  drei 
Orthogonalsysteme  derart,  dass  die  Linien  jedes  Systemes  die 
erzeugenden  Kreise  homographisch  teilen.  Jedes  dieser  Systeme 
entspricht  einem  Paar  entgegengesetzter  Focalsecanten. 

2)  Damit  die  Nulllinien  die  erzeugenden  Kreise  homograpbiscb 
teilen,  ist  hinreichende  und  notwendige  Bedingung,  dass  die 
Fläche  Enveloppe  einer  Kugelschar  oder  eine  Fläche  mit  isotroper 
Focale  ist. 

3)  Auf  den  beiden  eben  genannten  Flächenarten  werden 
die  erzeugenden  Kreise  von  jedem  Curvensystem  homographisch 
geteilt,  welche  jeden  erzeugenden  Kreis  unter  constautem  Winkel 
schneiden,  der  aber  von  einem  Kreise  zum  andern  variiren  kann. 

4)  Damit  eine  focal  isotrope  Fläche  durch  ihre  KrQmmungs- 
linien  homographisch  geteilt  werde,  ist  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung,  dass  sie  anallagmatisch  ist.  A. ' 


Demartrbs.     Snr  la  surface  engendrtSe  par  une  coniqae 
doiiblement  s^cante  k  une  eonique  fixe.    c.  r.  cvi.  413-416. 
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Die  projectivischen  Eigenschaften  der  cyklischen  Flächen 
lassen  sich  ohne  weiteres  auf  Flächen  übertragen,  welche  von 
einem  veränderlichen  Kegelschnitt  beschrieben  werden,  wenn 
dieser  letztere  einen  festen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneidet. 
Der  Herr  Verfasser  verfolgt  diesen  Gedanken  erstens  hinsicht- 
lich der  zu  den  Erzeugenden  conjugirten  Curven,  zweitens  hin- 
sichtlich der  asymptotischen  Linien  der  erzeugten  Flächen. 

A. 

Dbmartrbs.      Sur  les   courbes  de  M.  Bertrand  consid^- 
rdes  comme  göod^siques  de  surfaces  cercl^es.  C.R.CVI. 

1065-1067. 

Die  kurze  Note  enthält  einige  Resultate,  welche  sich  an 
eine  frühere  Arbeit  des  Herrn  Verfassers:  Sur  les  surfaces  k 
g6n6ratrice  circulaire  (Ann.  de  VEc.  Norm.  (3)  II.  123-182,  F. 
d.  M.  XVII.  1885.  735)  anschliessen;  namentlich  die  Auflösung 
des  Problems,  alle  cyklischen  Flächen  zu  finden,  deren  Erzeugende 
mit  einer  Schar  Kürzester  einen  Winkel  i  bilden,  der  für  jede 
Erzeugende  constant  bleibt,  aber  von  einer  Erzeugenden  zur  an- 
dern variiren  darf.  A. 

W.  Zmürko.     Ueber  die  mit  den  Flächen  zweiten  Grades 

conjugirten    Flächen.     Krak.  Denkschr.  XIV.  208-222.  (Polnisch.) 

Analytische  Untersuchung  derjenigen  Flächen  vierten  Grades, 
die  mit  den  Flächen  zweiten  Grades  analoge  Eigenschaften  haben. 
Es  sind  dies  die  Flächen: 

o*fc'ÄM.(2)(4)  =  a'6'(4), 
a'fe»Ä'~{2)(4)  =  -a'b\4), 
a'6'a'  +  (20(4)  =  a»6'(4), 
a'6»Ä'-  (2')C4)  =  —a'b\i), 
pV  =  (p'  +  4y')(pa:-y'), 

pV  =  (-.p'  +  4y')Cpx-j/0. 
Hier  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(2')=6'x'-aV, 

(4)  =  b*x'  +  a'y\  Dn. 
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A.  DEL  Rb.  Su  certi  sistemi  di  qaartiche  e  sestiche 
8viluppabili  che  si  presentano  a  proposito  delle  tras- 
formazioiii  lineari  di   una  certa  quartica  gobba  in  se 

Stessa.     Nap.  Rend.  (2)  IL  37-46. 

In  Torino  Atti  XXII.  und  Nap.  Rend.  (2)  I.  167  (s.  F.  d. 
M.  XIX.  1887.  858  ff.)  hat  der  Verfasser  in  Betreff  der  Regel- 
fläche  vierten  Grades  zweiter  Gattung,  auf  welcher  die  BerGh- 
rungspunkte  der  stationären  BerQhrungsebenen  zu  zweien  zo- 
sammenfallen,  drei  Aufgaben  behandelt  Im  Gegenwärtigen  be- 
handelt er  noch  die  zwei  folgenden:  Wenn  drei  homographiscbe 
Transformationen  gegeben  sind,  welche  „die  Gurre*'  in  sich 
selbst  überführen,  die  Einhüllende  der  Ebenen  zu  finden,  welche 
die  einem  und  demselben  Punkte  derselben  in  den  drei  Homo- 
graphien  entsprechenden  drei  Punkte  der  Gurren  vereinigeD. 
Nachdem  die  Einhüllende  bekannt  ist,  die  Transformationea 
niedrigster  Ordnung  zu  suchen,  welche  sie  in  die  Curve  Über- 
führen. H. 

J.  Johannes.  Die  rationalen  Raumcurven  sechster  Ord- 
nung, erzeugt  durch  geometrische  Transformation  ans 
einem  Kegelschnitte,    nies.  Tübingen.  31  S.  8^ 


J.  J.'  Sylvester,  A.  R.  Johnson.     Solution  of  question 

9024   and    9071.     Bd.  Time»  XLVIII.  7576. 

Hypercartesiane  wird  diejenige  besondere  Form  der  bicircu- 
laren  Curve  vierter  Ordnung  genannt,  bei  der  vier  concyklisebe 
Brennpunkte  collinear  werden.  Liegen  vier  gegebene  Punkte 
in  einer  Ebene,  so  ist  der  Ort  eines  Punktes  im  Räume,  dessen 
Abstände  von  drei  beliebigen  unter  ihnen  eine  gegebene  homo- 
gene  lineare  Relation  befriedigen,  eine  Curve  vierter  Qi  duüg 
(eine  hypercartesische  Curve).  Sind  A,  Ä,  C,  D  die  vier  gege 
benen  Punkte,  F,  G,  ff,  K  vier  andere,  in  denen  die  hypercarte- 
sische Curve  die  Ebene  ABCD  schneidet,  so  kann  eine  bicircnlare 
Curve  vierter  Ordnung  durch  A^  B,  C,  D  gelegt  werden,  von  der 


( 
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F,  (j,  ff,  K  concyklische  Brennpunkte  sind.  Mit  anderen  Sätzen 
über  Hypercartesianen  beschäftigen  sich  die  Aufgaben  9229, 
9259,  9301,  deren  Lösungen  durch  Herrn  Nash  in  Ed.  Times 
XLIX.  37-38  gegeben  werden.  Lp. 


A.  Ahrbndt.     Untersuchungen    über  die  Parallelflächen 
der  Flächen  zweiten  Grades.   Diss.  Rostock.  75  S.  s^ 

Der  erste  Teil  der  Arbeit  stellt  die  Charaktere  der  Krdm- 
mungslinien  auf  den  Parallelflächen  erst  der  centrischen  Flächen 
zweiten  Orades,  dann  der  Paraboloide,  analytisch  ermittelt,  fest 
und  giebt  die  Gonstruction  der  Projectionen  an.  Im  zweiten 
werden  erst  die  den  erzeugenden  Geraden  der  Urfläche  ent- 
sprechenden Curven  auf  der  Parallelfläche}  dann  die  Geraden 
auf  der  Parallelfläche  analytisch  untersucht.  Den  Geraden  der 
Urfläche  entsprechen  Curven  vierter  Ordnung;  die  Flächen  der 
Normalen  längs  denselben  sind  im  allgemeinen  gleichseitig  hyper- 
bolische Paraboloide.  Die  Geraden  der  Urfläche,  denen  Gerade 
auf  der  Parallelfläche  entsprechen,  gehen  durch  die  Nabelpunkte 
und  sind  Doppellinien.  Die  Geraden  auf  der  Parallelfläche  ent- 
sprechen Centralschnitten  auf  centrischen  Urflächen,  auf  Para- 
boloiden  ebenen  Schnitten  parallel  der  Axe.  Der  dritte  Teil 
untersucht  die  Doppellinien  auf  den  Parallelflächen.  H. 


J.   P.  Johnston.     The  lines  of  curvature  on  a  parallel 
surface  to  a  quadric.     Mess.  (2)  xvili.  88-89. 

Analytischer  Beweis  dafür,  dass  die  KrQmmungslinien  auf 
einer  Oberfläche,  die  zu  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  parallel 
ist,  auf  einer  Schar  coaxialer  Flächen  zweiter  Ordnung  zur  ge- 
gebenen Fläche  liegen.  GIr.  (Lp.) 


£}kama.      Die  ebenen    und   die   sphärischen  cykloidalen 

Curven.     Hoppe  Arch.  (2)  VN.  207-224. 

Die  ebene  cykloidale  Curve   ist   die   Bahn,    welche  ein  mit 
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einem  Kreise  fest  verbundener  Punkt  durchläuft,  wenn  dieser 
Kreis,  ohne  zu  gleiten,  an  einem  andern  Kreis  entlang  sich  wälit. 

Wenn  dagegen  zwei  Kegel  einen  gemeinschaftlichen  Seheitel 
haben,  und  der  eine  wälzt  sich,  ohne  zu  gleiten,  um  den  andern, 
so  wird  jeder  Punkt,  der  fest  mit  dem  bewegten  Kegel  ver- 
bunden ist,  eine  Curve  beschreiben,  welche  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel  gelegen  ist,  deren  Kadius  der  Abstand  dee  Punktes 
von  dem  gemeinschaftlichen  Scheitel  ist.  Diese  Curve  heisst 
sphärische  cykloidale  Curve. 

Beide  Curven  werden  in  dieser  Arbeit  nach  analytischer 
Methode  eingehend  behandelt.  Es  finden  sich  Angaben  Ober 
Tangenten,  Kormalen,  Normalebenen,  Krümmung,  Evoluten, 
Bogen-  und  Flächenberechuung.  Mz. 


E.  Worms.  Untersucbungen  über  die  Oberfläehen,  deren 
Gleichung  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  Xj  y,  s 
die  Gestalt  hat  x*" +y"' +»"*  =  1,  wobei  m  eine  be- 
liebige positive  gerade  Zahl  bedeutet.    Diss.  Freibarg  i  B. 

40  S.  bo. 

G.  PiRONDiNi.     Studio  sulle  superficie  elicoidali.      Addaü 

di  Mat.  (2)  XVI.  137-177. 

Das  Linienelement  dS  auf  einem  Helikoid  (Schraubenfläcbe, 
erzeugt  von  einer  beliebigen  Curve  s  durch  gleichzeitige  Rotation 
und  proportionale  axiale  Verschiebung)  wird  in  der  Form  dar- 
gestellt : 

dS'  =  dg'  +  (p'+R')do\ 
wo  p  das  constante  Verhältnis  beider  Bewegungen,  v  den  Rota- 
tionswinkel,  R   den  Abstand   eines  Punktes   von    der  Axe  be- 
zeichnet   Zwei  Helikoide  sind  auf  einander  abwickelbar,  wens 
für  beliebig  constantes  K 

mithin  auch  Helikoid  auf  Rotationsfläche,  fQr  p  =  0.  Sollen  bei 
Abwickelung  die  entsprechenden  Linien  auf  einander  fallen,  so 
muss  der  zur  Axe  normale  Schnitt  eine  Kreisevolvente  seit,  und 
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amgekehrt.  Es  wird  der  Fall,  wo  s  eine  Gerade  ist,  untersucht, 
der  Meridiansebnitt,  der  Cylinderschnitt  in  Formeln  bestimmt, 
der  Fall  betrachtet,  wo  die  orthogonalen  Trajeetorien  der  Meridian- 
schnitte sphärische  Gurren  sind:  hier  ergeben  sich  Dini'sche 
Helikoide,  auf  denen  die  Krttmmungslinien  Loxodromien  sind. 
Ferner  wird  die  ErQmmung  bestimmt,  und  ttber  die  Helikoide 
von  constanter  negativer  Krümmung  werden  Sätze  aufgestellt. 
Endlich  wird  die  geodätische  Krümmung  untersucht,  die  Haupt- 
krümmungen und  die  Mittelpunktsflächen  werden  bestimmt.  Im 
ganzen  ergiebt  die  Arbeit  eine  sehr  reiclie  Ausbeute  an  neuen 
Sätzen  und  Beziehungen  in  dem  engen  Bezirke  des  speciellen 
Themas.  H. 

F.  ScuiPFNBR.     Die   6acbe  Kreisscbraubenfläche.     Hoppe 

Arch.  (2)  VII.  54-63. 

Kreisscbraubenfläche  nennt  der  Verfasser  die,  welche  eine 
Gerade  bei  Rotation  um  die  Tangente  eines  Kreises  und  pro- 
portionalem Fortrücken  des  Berührungspunktes  unter  constantem 
Winkel  mit  der  Tangente  erzeugt.  Flach  heisst  sie,  wenn  die 
Gerade  auf  der  Tangente  senkrecht  steht.  Hier  wird  überdies 
gleichzeitiger   voller  Umlauf  angenommen.     Ihre  Gleichung  ist: 

Sie  wird  in  synthetischer  Weise  discutirt  und  beschrieben. 

H. 

J.   VivANTi.     üeber  Minimalflächen.    Schiömiich  z.  xxxiii. 

137-153. 
Nach  Herrn  Weierstrass  lassen  sich  die  Coordinaten  eines 
Punktes  einer  Minimalfläche  bekanntlich  in  folgender  Form  durch 
die  Parameter  u  und  v  darstellen: 

X  =  ^y  (1— OF(i4)dtt  +  iy  (l-r')F,(t>)dc, 
y  =  y/(l  +  tt*)JF(ii)dii-  y/^Cl +!?')*;  (f?)dc, 

Ä  =     y  mF(m)  du-i-  J  ©F,  (d)  dv. 
Die  Fläche  ist  reell,  wenn  F  und  F,  conjugirt  sind,  und  alsdann 
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wird  der  Punkt  x^  y,  z  reell,  wenn  die  eomplexen  Variabeln  u 
und  V  conjugirt  sind. 

Ist 

so  ist  die  Minimalflftche  eine  Doppelflftche.  Die  Herren  Henne- 
berg  und  Schilling  haben  diejenige  Doppelflftche  untersucht, 
welche  der  Function  entspricht: 

Der  Herr  Verfasser  betrachtet,  angeregt  durch  eine  Bemerkang 
des  Herrn  Darboux  in  den  Le^ons  sur  la  tb^orie  g^n^rale  de» 
surfaces  I,  364  (Paris  1887),  allgemeiner  diejenigen  Doppel- 
fl&chen,  für  welche 

ist,  wo  ß  ungerade  sein  muss. 

Die  Untersuchung  wird  vorbereitet  dureh  die  Betrachtang 
des  Integrals 

wo  m  und  n  ganze,  nieht  negative  und  nicht  zugleich  ver- 
schwindende Zahlen  sind. 

Es  zeigt  sich,  dass  dieses  Integral  dann  und  nur  dann  alge- 
braisch ist,  wenn  wenigstens  eine  der  Zahlen  m,  n  ungerade  ist 
Für  die  zu  untersuchende  Minimalfläche  folgt  daraus,  dass  sie 
dann  und  nur  dann  algebraisch  (und  zwar  rational)  ist,  wesfl 
a  und  ß  ungerade  sind. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  nun  weiter  mit  der  erzeugendes 
Minimalcurve  t>  =  const,  resp.  u  =  oonst.,  durch  deren  TrsB^ 
lation  bekanntlich  nach  Herrn  Lie  die  Fläche  entsteht,  und  mit 
ihren  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen;  und  zwar  werder 
Ordnung,  Klasse  und  Singularitäten  derselben  ermittelt 

Daran  schliesst  sich  die  Aufsuchung  von  Ordnung  oi^ü 
Klasse  der  Fläche,  sowie  die  Betrachtung  der  umbeschriebenet 
Cylinder   und   der  Evolvente   der  Projection    der  Minimalcarre 
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auf  eine  beliebige  Ebene.  Zuletzt  wird  der  speeielle  Fall  ß  =  a 
betrachtet;  zu  welchem  auch  die  von  Herrn  Henneberg  unter- 
suchte Fläche  gehört.  A. 

A.  Cätlet.     Note  sar   les  surfaces  minima  et  le  thäo- 
rfeme  de  Joachimsthal.     c.  r.  üvi.  995-997. 

Die  Note  enthält  einfache  geometrische  Beweise  des  Satzes 
von  Catalan:  Die  einzige  geradlinige  Minimalfläche  ist  die 
Schraubenfiäche,  deren  Erzeugende  die  Axe  rechtwinklig  schnei- 
den; so  wie  des  bekannten  JoachimsthaVschen  Satzes,  erweitert 
von  Bonnet  und  Serret,  wonach  die  Hauptnormalen  ebener  oder 
sphärischer  Krümmungslinien  mit  den  Flächennormalen  constante 
Winkel  bilden.  A. 


E.  GoüBSAT.     Snr  un  mode  de  transformation  des  sur- 
faces minima.     (Deux  mömoires.)   Acta  Math.  xi.  135-106, 

257-264. 

Den  wesentlichen  Inhalt  der  ersten  Abhandlung  hat  der  Herr 
Verfasser  bereits  im  Jahre  1887  in  den  C.  K.  CV.  743  mitge- 
teilt, und  es  ist  über  diese  Mitteilung  F.  d.  M.  XIX.  824  be- 
richtet. 

Die  zweite  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  einer  etwas  all- 
gemeineren Frage  als  die  erste. 

Bezeichnen  nämlich  x,  y,  s  und  o^g,  y^,  ^^  die  Coordinaten 
zweier  entsprechenden  Punkte  auf  einer  Minimalfläche  S  und 
ihrer  adjungirten  Sq,  und  setzt  man  jede  der  drei  Coordinaten 
r^,  y,,  »,  gleich  einer  Function  von  aj,  y,  j5,  a?^,  y^,  ä^,  so  fragt  es 
iichy  \ivelches  die  allgemeinste  Form  dieser  Functionen  sein 
[nü88e,  damit  der  Ort  von  x^,  y,,  «^  wieder  eine  Minimalfläche 
S^    sei. 

Die  Frage  wird  dahin  beantwortet:  Man  bilde  zwei  Minimal- 
jurven,  entsprechend  den  Gleichungen  X  =  A(i)^  Y  =  B(t), 
Z  =  CO)  und  r  =  A\t),  y  =  B'(t),  Z'  =  C'(t);  und  hieraus 
lie  beiden  adjungirten  Minimalflächen:  2a;  =  X  +  X\  u.  s.  w. 
ind   2x^  =  •(X— X')  u.  s.  w. 

Fortschr.  d.  Math.   XX.  9.  53 
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Dann  inass  sein  «,  =  F(X,  Y,  Z)+F'(X',  T,  Z')  u.  s.  w, 
oder  man  setzt 

X.  =  F(i,  F,  z),  i;  =  r(r,  r,  z'), 

80  mu88  sein 

dXl  •+  d  Y]  +  dZ\  =  A(dX'  +  dr  +  dZ«), 

wo  A  nur  von  X,  K,  Z  abhängt.  Die  Aufgabe  ist  also  darauf 
zurUckgefahrty  alle  diejenigen  Transformationen  zu  suchen,  bei 
welchen  eine  Mioimalcurve  wieder  in  eine  solche  Qbergeht  und 
eine  solche  Transformation,  welche  von  10  willkflrlichen  Para- 
metern abhängt,  kann  stets  zurückgeführt  werden  auf  eine  Ver- 
schiebung und  Drehung  (reell  oder  imaginär)  und  auf  Trans- 
formationen durch  reciproke  Radien.  Hiermit  ist  die  Aufgabe 
allgemein  gelöst  A. 

E.  GouRSAT.  Surfaces  telles  qua  la  somme  des  rayons 
de  courbure  principaux  est  proportionoelle  ä  la  distance 
d'un  point  fixe  au  plan  tangent.     American  J.  x.  187-30I. 

Herr  Appell  hat  in  einer  Abhandlung  im  American  J.  X. 
175  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  825)  diejenigen  Flächen  untersueht, 
bei  denen  ein  fester  Punkt  (als  Coordinatenanfang  gewählt)  sich 
auf  jede  Normale  nach  der  Mitte  zwischen  beiden  Hauptkröm- 
mungsmittelpunkten  projicirt. 

Der  Herr  Verfasser  untersucht  in  ähnlicher  Weise  eine  Klasse 
von  Flächen,  bei  denen  die  Summe  der  HauptkrOmmangsradien 
proportional  ist  der  Distanz  von  einem  festen  Punkte,  dem  An- 
fangspunkte. Er  bedient  sich  dabei  der  sphärischen  Darstelloag 
in  derselben  Weise  wie  Herr  Appell  (siehe  das  Referat),  wobei 
eine  beliebige  Fläche  2  durch  eine  Function  u  der  beiden  eoai> 
plexen  Parameter  s  und  s^  definirt  ist.  Durch  $  und  s^  wird 
die  Richtung  der  Normale  bestimmt,  welche  reell  ist,  wenn  i 
und  «0  conjugirt  sind,  u  ist  der  mit  (1-f««^)  multiplicirte  Ab- 
staud  der  Tangentialebene  vom  Anfangspunkt.  Sind  mehrere 
Flächen  ^,  S ,  1*^  in  derselben  Weise  dargestellt,  so  stellt 

t/  =  ii  +  ii'  +  ii" 
eine  neue  Fläche  dar,  die  Resultante  der  gegebenen  Flächeo. 
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Die  gegebenen  Flächen  und  die  Resultante  besitzen  in  ent- 
sprechenden Punkten  («,  s^)  parallele  Tangentialebenen^  und  der 
Abstand  der  Tangentialebene  der  Resultante  von  0  ist  gleich 
der  Summe  der  Abstände  der  Tangentialebenen  der  Gom- 
ponenten. 

Die  Summe  der  HauptkrOmmungsradien  ist 

und  man  erkennt  hieraus  leicht,  dass  diese  Summe  fflr  die  Re- 
sultante gleich  ist  der  Summe  sämtlicher  Paare  von  HauptkrOm- 
mungsradien fär  die  einzelnen  Flächen.  Die  gesuchten  Flächen 
sind  also  dargestellt  durch  die  Gleichung 


,-  ,       .    d'u  du  du    .     Pi   .       2fc    1      ^ 


wenn  k  das  Verhältnis  der  Distanz  der  Mitte  zwischen  beiden 
KrQmmungsmittelpunkten  zu  der  des  Anfangspunktes  von  der 
Tangentialebene  bedeutet.  Für  k  =^0  erhält  man  die  Minimal- 
fläcben,  ftlr  Ar  =  —  1  die  von  Herrn  Appell  untersuchten  Flächen. 
Ausser  in  diesen  beiden  Fällen  lässt  sich  aber  das  Integral  die- 
ser Gleichung  noch  in  vielen  anderen  Fällen  ebenfalls  finden; 
allgemein  allerdings  nur  fttr  besondere  Werte  von  k.  Zunächst 
folgt  ohne  weiteres,  dass  die  Resultante  mehrerer  Flächen,  welche 
die  verlangte  Eigenschaft  fQr  einen  und  denselben  Wert  von  k 
liaben,  dieselbe  Eigenschaft  besitzt. 

Die   aufgestellte   Gleichung   wird   nun   durch    die  Substitu- 
tionen 

s^a,  s, — ,     U ^ , 

wo  ^•-3A-2k  =  0,     i  =  1+m  ist, 
n   die  Form  gebracht: 

^obei  i  =  |(m -f  1) (m  +  2)  ist. 

Kennt  man  ein  Integral  der  Differentialgleichung  in  o,   so 
:ann  man  daraus  einen  Wert  für  u  bestimmen,  u  =  /*($, «,),  der 

53* 
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jedoch  im  atlgemeiDen  complex  ist;  man  kann  daraus  aber  leicbt 
eine  reelle  Lösung  ableiten,  nämlich: 

Die  Differentialgleichung  für  v  ist  von  Euler,  Laplace  u.  a.  be- 
handelt. Ist  m  beliebig,  so  kann  man  eine  unbeschränkte  An- 
zahl particulärer  Integrale  in  endlicher  Form  finden,  z.  B.  ausge- 
drückt durch  hypergeometrische  Reihen,  das  allgemeine  Integral 
nach  Poisson  nur  in  einer  Form,  bei  welcher  die  willkttrlicbeB 
Functionen  unter  dem  Integralzeichen  vorkommen.  Ist  dagegen 
m  eine  ganze  Zahl,  so  lässt  sich  die  Integration  nach  der  Laplace'- 
schen  Methode  allgemein  durchführen. 

FUr  diesen  Fall  wird  nun  die  Integration  durchgeftlhrt.  Das 
Integral  und  die  entsprechende  Fläche  sei  mit  V^  bezeichoet. 
Es  wird  dann  der  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedencD 
Fällen  genauer  untersucht,  wobei  sich  ergiebt,  dass  man  ans 
jeder  Fläche  Vm  durch  einfache  Gonstruction  zu  einer  Fläche  V^^i 
und  zu  einer  V^^i  übergehen  kann;  es  findet  indessen  zwischen 
diesen  beiden  Schritten  keine  Reciprocität  statt.  In  der  betrach- 
teten Reihe  kommt  jede  Fläche  zweimal  vor,  es  ist  namentlich 
V„i  und  Vi^m  identisch.  Man  kann  diese  ganze  Reihe  aus  einem 
Gliede  ableiten,  etwa  aus  den  Minimalflächen,  so  dass  hieriQ 
eine  Verallgemeinerung  derjenigen  Beziehung  liegt,  welche  Herr 
Appell  zwischen  den  von  ihm  untersuchten  und  den  Minimal- 
flächen  gefunden  hat.  Auch  der  Satz,  dass  sich  jeder  abwickel- 
baren Fläche  längs  einer  gegebenen  Curve  eine  bestimmte 
Minimalfläche  einschreiben  lässt,  findet  seine  Analogie  bei  der 
ganzen  Reihe  der  hier  betrachteten  Flächen.  A. 


H.  A.  Schwarz.  Ueber  specielle  zweifach  zusamioen- 
hängende  FlächenstUeke,  welche  kleineren  Flächen- 
inhalt besitzen,  als  alle  benachbarten,  von  denselben 
Randlinien  begrenzten  FlächenstUeke.    Gott.  Abb.  xxxiv 

48  S.  (1887.) 

Die  Begrenzung  der  betrachteten  MinimalflächenstQdLe  wird 
von  zwei  regulären  Polygonen  mit  gleichen  Seiten  und  gleicbtr 
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Seitenzahl  n  gebildet,  die  in  parallelen  Ebenen  so  liegen,  dass 
die  Ecken  des  einen  senkrecht  über  denen  des  anderen  liegen; 
sie  selbst  werden  in  ihrem  Innern  als  von  singulären  Stellen 
frei  vorausgesetzt;  endlich  wird  vorausgesetzt,  dass  dien-fl 
Symmetrieebenen  der  Begrenzung  zugleich  Symmetrieebenen  der 
Mioimalflächenstflcke  selbst  sind.  Ausser  der  analytischen  Be- 
stimmung dieser  Minimalflächenstücke  und  der  Untersuchung 
ihrer  Gestalt  handelt  es  sich  im  vorliegenden  Aufsatz  um  die 
Ermittelung  des  Intervalles,  auf  welches  die  Veränderlichkeit 
des  Verhältnisses  des  Abstandes  der  Ebenen  der  beiden  Polygone 
zu  dem  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  beschränkt  ist, 
ferner  um  die  Frage,  wie  viele  von  einander  verschiedene  Mini- 
malflächenstttcke  bei  gegebenem  Werte  dieser  beiden  Grössen 
und  för  die  nämliche  Seitenzahl  existiren,  endlich  um  die  Er- 
mittelung derjenigen  MinimalflächenstQcke,  welche  unter  allen 
benachbarten  von  denselben  Randlinien  begrenzten  Flächenstücken 
den  kleinsten  Flächeninhalt  besitzen. 

Vorausgeschickt  ist  der  Abhandlung  ein  kurzer  Abriss  der 
Geschichte  des  Problems  der  Flächen  kleinsten  Inhalts  mit  ge- 
gebenen Randlinien,  unter  Hervorhebung  der  besonderen  Schwierig- 
keiten, die  sich  seiner  Lösung  entgegengestellt  haben.        T. 


A.  Starkow.     Sur  un  problfeme  du  calcul  des  variations. 

Palermo  Rend.  II.  116-117. 

Der  Herr  Verfasser  reproducirt  die  Lösung  des  folgenden, 
überaus  einfachen  Variationsproblems  von  Moigno: 

Die  Endpunkte  A  und  B  einer  Linie  von  beliebiger  Gestalt, 
aber  gegebener  Länge,  befinden  sich  auf  zwei  parallelen  Ebenen, 
deren  eine  wir  zur  a;^- Ebene  nehmen.  Durch  einen  Punkt  P, 
welcher  die  Linie  von  Ä  bis  B  beschreibt,  sei  das  gemeinschaft- 
liche Lot  CCj  beider  Ebenen  gelegt.  Welche  Bedingung  muss 
die  Linie  erfüllen,  damit  das  von  der  begrenzten  Geraden  CC^ 
beschriebene  cylindrische  FlächenstUck  möglichst  gross  sei?  Es 
ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Linie  gegen  die  beiden  parallelen 
Ebenen  fiberall  gleich  geneigt  sein  muss,  dass  sie  also  Kürzeste 
der  projicirenden  Cylinderfläche  ist,  sonst  aber  keiner  Beschränkung 
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unterworfen.    Insbesondere  kann  sie  beliebig  viele  Knickpankte 
haben. 

Der  Herr  Verfasser  glaubt  in  der  Lösung  dieses  Problems 
die  Bestätigung  einer  von  ihm  bereits  früher  aasg^procheneo 
Ansicht  zu  finden,  welche  übrigens  bereits  von  Herrn  Sonioe 
(Denkschriften  der  Odessaer  Gesellschaft  VI)  und  von  dem  Re- 
ferenten (F.  August,  Ueber  die  Rotationsfläche  kleinsten  Wider- 
standes. J.  für  Math.  CHI,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  954)  aosftlhrlich 
widerlegt  ist. 

Er  meint  nämlich,  man  könne  unstetige  Lösungen  bei  Mini- 
malaufgaben, bei  welchen  Curven  gesucht  werden,  nach  deo 
Methoden  der  Variationsrechnung  finden,  wenn  man  die  Bedin* 
gung  dx'  4-  dy*  -f  d%*  =  ds*  fallen  Hesse  und  sie  nur  durch  die 
Bedingungen  dx*^d$*  etc.  ersetzte.  Dass  diese  Auffassung 
logisch  unzulässig  ist,  hat  Referent  früher  nachgewiesen;  wieso 
die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  jene  Ansicht  best&tigeo 
soll,  ist  vollkommen  unverständlich.  Denn  es  kommt  kein  Sehritt 
in  der  Rechnung  vor,  bei  welchem  dx'  +  ^'y' +  <'**  =  <'•*  g^ 
nommen  werden  mfisste« 

Die  Sache  hat  vielmehr  folgende  Bewandtnis.    In  den  beiden 

Integralen,  auf  die  es  ankommt,  tritt  nur  --z—  auf,  nicht  -z- 
und  -^;  und  --r-  ist  und  bleibt  stetig.    Die  Grössen-^  asd 

-p-,  welche  gar  nicht  in  der   Bedingung   vorkommen,   können 

natürlich  durch  dieselben  in  keiner  Weise  bestimmt  werden;  sie 
können  auch  unstetig  werden.  Ueber  sie  ist  eben  ans  dem  Varia 
tionscalcQl  selbst  gar  nichts  zu  entscheiden,  sondern  nur  durcl 
die  nicht  in  die  Rechnung  mit  hineingezogenen  Nebenbetraeb- 
tungen.  A. 

NiEWKNGLOwsKi.  Solution  de  la  question  d'analyse  pro- 
pos^e  an  concours  d'agrögation  des  sCiences  math^ 
matiqnes  en   1888.    Noav.  Ann.  (3)  vii.  391-400. 

Es  wird  die  reelle  Minimalfläche  gesucht,  die  als  geodätisch« 
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Linie  die  Cykloide  hat,  deren  Gleichungen: 

Ä  =  0,  X  SS  a(c— sine),  y  =  a(l— cosp) 
sind.  Dann  wird  gezeigt,  dass  die  x^- Ebene  eine  Symmetrie- 
Ebene  der  Fläche  ist,  und  dass  die  Tangenten  der  Cykloide  in 
ihren  Spitzen  Symmetrie-Azen  der  Fläche  sind.  Es  wird  be- 
wiesen, dass  die  Fläche  durch  unendlich  viele  Ebenen  in  Para- 
beln geschnitten  werden  kann;  dann  wird  die  Differentialgleichung 
der  KrQmmungslinien  dieser  Fläche  aufgestellt  und  bewiesen, 
dass  eine  Ebene,  die  zur  Basis  der  Cykloide  senkrecht  ist  und 
durch  die  Mitte  zwichen  zwei  benachbarten  Spitzen  dieser  Curve 
geht,  die  Fläche  in  einer  KrQmmungscurve  schneidet. 
Die  Gleichungen  der  Fläche  werden: 

z  =  4  a  sin -^  sin  1/9, 

X  =  a(e — sine  cos  2  t/?), 

y  =  a(l— cosvco82f/9), 

wo  o,  ß  unabhängige  Variabein  bedeuten.  Mz. 


F.  Bohnert.     Bestimmung  einer  speciellen  periodischen 
Minimalfläche)    auf    welcher    unendlich    viele    gerade 

Linien    liegen.     GöttiDgen.  YaDdenhoeck  u.  Raprecht.  43  S. 


E.    Gebilde  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 
R.  Hoppe.      Principien    der    n  -  diraensionalen    Curven- 

theorie.      Hoppe  Arcb.  (2)  VI.  168-185. 

Es  werden  zunächst  einige  die  Behandlung  der  allgemeinen 
Probleme  obiger  Theorie  vereinfachende  Grundsätze  aufgestellt. 
Jeder  Punkt  wird  durch  eine  Coordinate  bezeichnet,  jede  Rich- 
tung durch  den  Richtungscosinus  bezüglich  einer  Axe.  Bogen- 
element  und  alle  Lineargrössen  werden  eliminirt,  indem  die 
Curve  als  Einhüllende  einer  Tangentenschar  aufgefasst  und  jede 
Tangente  durch  einen  gleichgerichteten,  vom  Anfangspunkt  aus- 
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gehenden  Strahl  ersetzt  wird.  Als  Parameter  wird,  ^e  ii 
Theorie  der  Raumeurven ,  der  Krflmmungswinkel  «-  ang-ew^ 
Nunmehr  wird  die  Osculation  w'"  Ordnung  eines  GebilA 
durch  eine  lineare  m- Dehnung  Em  definirt  und  analytiscii 
stimmt.  Dabei  ist  Em  der  Schnitt  von  n— »»  («~1>-Dehnun 
welche  einzeln  durch  die  Determinantengleichuogen 

|f.../'(^-^>S-ar/'CHi)...p+i)|  =0;  (A  =  m,  ...,C«— H 
ausgedrückt  sind,  worin  ^  den  erzeugenden  Punkt  von  fU^  ^ 
gemeinsamen  Punkt  von  E^n  und  der  Curye  5,  f  deo  fiiebtuj 
Cosinus  der  Tangente  an  «  in  x  bezeichnet  Nachdem  JET«, 
verschoben  worden,  dass  x  in  den  Anfangspunkt  fUlt,  g^iebi 
innerhalb  Em  auf  Em-i  im  Anfangspunkt  nur  eine  Normi 
deren  Richtungscosinus  fm  ist.  Sie  steht  auf  den  Strah 
f}  fs»  •••»  fm-i  senkrecht,  und  die  Strahlen  f,,  f„  — ,  /",  I 
den  ein  orthogonales  begleitendes  Axensystem  (analog  wie  ) 
Raumeurven),  in  welchem  fm  die  m'^  begleitende  Axe  bedeot 
z.  B.  f^  die  Tangente,  f^  die  Hauptnormale,  f^  die  Binormale  e 
Sodann  wird  flir  die  begleitenden  Axen  die  Differential  fonui 
der  Ricbtungscosinus  aufgestellt.  —  In  der  ErQmmnQg&theoi 
ist  zu  unterscheiden  die  Krümmung  schlechthin  (t)  und  die  Tou 
krümmung   (ja).     Es    bedeutet   r^   den   m^^   KrQmmungswiDk« 

dx  dx 

-^  das  (m— !)'•  Krümmungsverhältnis, -^  die  m**  KrOmmun^ 

Ersetzt  man  r  durch  a,  so  erhält  man  die  analogen  Definitione 
für  Totalkrümmung.  Deviation  {dxm-i)  des  Strahles  f.  hei:;'^ 
der  Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  der  osculirenden  £^.. 
und  ihren  Consecutiven  innerhalb  £,„.  Contingenzwinkel  (dom-^ 
des  Strahles  f,n  ist  der  Winkel  zwischen  fm  und  seinem  Conse- 
cutiven. Die  Theorie  wird  schliesslich  auf  Curven  eonstanteJ 
Erümmungsverhältnisse  und  constanter  Krümmungen  angewandt 

Schg. 

G.  LoRiA.     Sul  concetto  di  volume  in  uno  spazio  lineare 
qualunque.    Bau.  G.  xxvi.  96-ioi. 

Das  Volumen  des  n-dehnigen  (n-f-l)-Ecks  ist   als  Function 
der  rechtwinkligen  Goordinatcn  seiner  Ecken  bekannt.     Der  Ver- 
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fasser  stellt  dasselbe,  zunächst  für  die  Fälle  n  =  2  und  n  =  3, 
nachher  allgemein,  mittels  homogener  Goordinateo  dar,  und 
zwar,  unter  Benutzung  der  allgemeinen  Ausdröcke  für  den  Ab- 
stand zweier  Punkte  und  den  Abstand  eines  Punktes  von  einer 
„Geraden"',  fQr  Mannigfaltigkeiten  constaater  Krümmung.  Hier- 
aus ergiebt  sich  dann  jedesmal  als  Specialfall  die  Volumenbe- 
stimmung im  ebenen  Räume.  Auch  die  dualistisch  entsprechen- 
den Formeln,  welche  aus  der  Vertauschung  der  n  -f  1  Ecken 
mit  den  it-f  1  begrenzenden  (n~l)dimensionalen  n-Ecken  her- 
vorgehen, werden  angegeben.  Schg. 


G.  LoRiA.     Intorno  alle  curve  razionali  dWdine  n  dello 
spazio  a  n— 1  dimensioni.     Palermo  Rend.  ii.  201-224. 

Eine  rationale   Curve  n*"  Ordnung  im  (n— l)-dimenBionalen 
Kaume  ist  das  Erzeugnis  von  n— 2  (n— 2)-dimensionalen  Raum- 
büscheln erster  Ordnung  und  einem  ebensolchen  zweiter  Ordnung. 
Der  Verfasser  stellt  zuerst   die  Bedingung   fest,    unter   welcher 
ft   Punkte  dieser  Curve  in  demselben  (n — 2)-dimen8ionalen  Räume 
liegen,    und  gelangt   hierdurch    zur  Definition  der  n  stationären 
Punkte  der  Curve.     Dann   leitet   er  verschiedene  Sätze  ab  Ober 
die  Osculation  derselben  durch  einen  (ti— 2)-dimen8ionalen  Raum 
und  bestimmt  die  Rlassenzahl  der  Curve.    Darauf  werden  einige 
specielle  Formen    derselben    betrachtet,    und    die  Collineationen 
untersucht,    welche   eine   solche   Curve   nebst  der  Gruppe  ihrer 
stationären  Punkte  in  sich  selbst  überführen.    Dies  wird  speciell 
durchgeführt  für  die  (zum  Teil  mit  den  regelmässigen  Polyedern 
zusammenhängenden)  Fälle  n  =  3;  4,  6,  8,  12.  Schg. 


Gr.  LoRiA.     Sulla  curve  razionali  iiormali  in  uno  spazio 
a  n  dimensioni.     Batt.  G.  xxvi.  334-347. 

Diese  Arbeit  besteht  aus  zwei  Teilen. 

In  dem  ersten  werden  die  wesentlichsten  Eigenschaften  der 
rationalen  Normalcurven  eines  ebenen  fi-dimensionalen  Raumes 
fi^      auseinandergesetzt.     Dieselben   sind   zwar   grösstenteils   be- 
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kannt,  werden  aber  hier  methodisch  durch  AawendaDg  rm 
mogenen  Goordinaten  ermittelt.  Unter  den  Sfttzen,  welche  1 
neu  sind,  fuhren  wir  nur  den  folgenden  an:  Durch  jeden  % 
P  von  Bn  gehen  2(n— 2)  A«,-},  deren  jeder  durch  einen 
einer  rationalen  Normaleurve  geht  und  mit  ihr  anders' 
Berührung  (n—2y*''  Ordnung  hat;  die  linke  Seite  der  Glei 
welche  die  Berührungspunkte  dieser  Rn^2  bestimmt,  ist  die 
sehe  Form  zu  derjenigen,  welche  die  Beruh rungspnnkl 
ft  Räume  Rn-i  bestimmt,  welche  durch  P  gehen  und  eii 
rtthrung  (w— 1)*"  Ordnung  mit  der  Curve  haben. 

Im  zweiten  Teile  wird  auf  die  in  Frage  stehenden  Cor 
die  Theorie  derjenigen  projectiven  und  dualistischen  Verwa 
Schäften  des  A,  ausgedehnt,  welche  eine  gegebene  kuM« 
Raumcurve  in  sich  selbst  oder  in  ihre  Developpable  yerwsei 
Man  erhält  in  Bn  auf  diese  Weise  oc'  CoUineationen  und  ek 
soviele  Reciprocitäten,  in  welchen  eine  gegebene  Normalcurre  i 
Rolle  einer  Ordnungscurve  spielt;  jeder  CoUineation  und  jt, 
Reciprocität  entspricht  eine  der  oc*  Projectivit&ten,  welche  «i 
zwischen  den  Punkten  der  Normaleurve  herstellen  kann,  i 
genannten  Transformationen  von  A«  haben  Eigenschaften,  wd 
derjenigen  ähnlich  sind,  die  Hr.  Sturm  in  seiner  wohlbekasii 
Abhandlung  im  XXVI.  Bd.  der  Math.  Annalen  (ygl.  F.  <t 
XVIII.  1886.  587)  auseinandergesetzt  hat.  U 


A.  DEL  Rb.      Sui    sistemi    lineari    n-pli  di     n-spazii 

Palermo.  Rend.  II.  124-127.  I 

In  einem  n-dimensionalen  linearen  Räume  betrachte  H 
n-f  1  willkürliche  Punkte  A^^  il,,  . . .,  i4«;  als  Goordinaten  f  • 
Kugel  (höherer  Art)  in  demselben  Raum  nehme  man  ihr?  ? 
tcDzen  ^Q,  a?,, . . .,  rTn  an  in  Bezug  auf  die  gegebenen  VrM 
Dann  hat  man  den  Lehrsatz :  { 

„Alle  die  Kugeln,  deren   Goordinaten  einer  Gleichuoc  i* 


l=S|| 


Typus  j;  OiXi  =^  a  genügen,   haben   dieselbe    Potenz    in  M 


»=0 


auf  einen  bestimmten  Punkt  (?;  dieser  Punkt  ist  der  Mittel 


I' 
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der  Massen  Og,  a^  . .  ^  a^,  wenn  sie  in  die  Punkte  ^4^,  A^^  ..  .^  An 
verlegt  werden,  und  jene  Potenz  ist  gleich  -rz:^ — ,  wo/dasTräg- 

heitsmoment  obiger  Massen  in  Bezug  auf  G  ist". 

Der  Verfasser  beweist  diesen  Satz  durch  ganz  einfache 
analytische  Betrachtungen  und  bemerkt,  dass  durch  seine  Arbeit 
die  Aufgabe  72  gelöst  ist,  welche  er  in  Batt.  6.  XXV.  gestellt 
hatte.  La. 


A.  DKL  Re.      Ud  teorema  nella  geometria  di  una  certa 
classe  di  corrispondenze.  Batt.  G.  xxvi.  348-351. 

In  zwei  ineinander  liegenden  Räumen  n^"  Dimension  mögen 

den  Punkten  des  ersten  Gebilde  S][-V  von  der  Ordnung  tn'  und 
der   Dimension    n  — 1   entsprechen,   umgekehrt   mögen   zu   den 

Punkten  des  letzteren  Gebilde  S^i  von  der  Ordnung  m  und  der 
Dimension  n  — 1  gehören.  In  Erweiterung  früherer  Sätze  der 
Herren  Sturm,  Schröter  und  De  Päolis  stellt  nun  Herr  Del  Re 
als  Resultat  einer  kurzen  Rechnung  den  Satz  auf,  dass  das  Ord- 
nungsgebilde der  Beziehung  für  irgend  einen  Punkt  dieselbe 
lineUre  Polarmannigfaltigkeit  besitzt,    als   die  Zusammenstellung 

der  beiden  diesem  Punkte  entsprechenden  Gebilde  Si^i^  S^^l. 

E.  K. 


P.  DEL  Pezzo.     Estensione  di   un  teorema   di  Noether. 

Palermo  Rend.  II.  139-144. 

Verallgemeinerung  des  von  Herrn  Noether  in  den  Math. 
Ann.  IX.  (F.  d.  M.  VII.  1875.  243)  gegebeivsn  Satzes  von  der 
Auflösung  der  Singularitäten  auf  den  Fall  yon  Oberfl&chen  und  den 
entsprechenden  Gebilden  eines  Raumes  von  beliebig  vielen 
Dimensionen  überhaupt.  Die  Ableitung  lehnt  sich  an  die  von 
Herrn  Halphen  C.  B.  LXXX.  138  (cf.  F.  d.  M.  VII.  380)  för  den 
Noether'schen  Satz  gegebene  Beweismethode  an.  T. 
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W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  qnestion  9098.      Ed.  Tines 

XLVIII.  16^-173. 

Wenn  ein  Tetraeder  so  beschaffen  ist,  dass  die  Summen  der 
Quadrate  seiner  Gegenkanten  alle  nnter  einander  gleich  sind, 
KO  sind  die  Feuerbach'schen  Kreise  seiner  vier  Seitenfl&eben 
sflmtlich  Schnitte  einer  und  derselben  Kugel.  —  Bedeutet  io 
einem  Räume  von  n  Uimensionen  (r,  s)  die  Länge  der  die  r" 
und  die  «^  Ecke  eines  ,,Sirop1icis8imum''  verbindenden  Strecke, 
und  sind  il,,  i4,,  • . .,  An+i  derartige  Grössen,  das8(r,»)'  =  ii.4-.4, 
fUr  alle  Werte  von  r  und  $  ist,  so  liegen  die  Kreise  der  neau 
Punkte  aller  der  Dreiecke,  welche  ihre  Ecken  in  drei  von  dea- 
jenigen  des  Simplicissimum  haben,  auf  derselben  Hyperspbäre 
(A)\  die  Lote  von  den  Ecken  auf  die  Gegenfläehen  treffen  sidi 
in  einem  Punkte,  dem  Centrum  der  zu  sich  selbst  conjugirten 
Uypersphäre  (B),  Eine  dritte  (C)  geht  durch  die  Schwerpunkte 
der  Seitenflächen  und  ihre  Höhenmitten.  Alle  die  «Sphären'* 
haben  eine  gemeinschaftliche  lineare  Radicalfläehe  mit  der  ^Um- 
sphäre'',  nämlich  den  Ort,  auf  welchem  die  linearen  Oerter  durch 
die  Ecken  des  ursprttnglichen  Simplicissimum  diejenigen  durch 
die  entsprechenden  Ecken  des  Simplicissimum  treffen,  dessen 
Ecken  die  Fusspunkte  der  Höhen  auf  die  Gegenfläcben  sind. 
Koch  eine  Sphäre  (D)  durch  die  Mitte  der  Höhen  und  den  Schwer- 
punkt hat  denselben  Radicalort  mit  der  Umsphäre.  Die  Sphären 
(A)  und  (C)  werden  im  sweidehnigen  Räume  identisch.  Auch 
schneidet  die  Sphäre  (C)  von  den  Teilen  der  Höhen  zwischen 
der  Höhenmitte  und  der  Seitenfläche  den  n^  Teil  ab.  Ist  I 
die  Höhenmitte,  AA'  das  Lot  von  A  auf  die  Gegenfläehe  und 
o  der  Punkt,  in  welchem  ALA'a  die  Umsphäre  trifft,  so  ist 
La  =  nLA\  —  Das  Game  ist  «n  Nachtrag  la  der  AbbandluBg 
.On  the  properties  of  simplicissima  etc**^  (Lond.  M.  S.  Fror. 
XVIII.  325-359,  F.  d.  M   XIX.  1887.  837.)  Lp. 


«I.  J    Sylykstriu  W.  J.  C.  Sh.%rp.     SolntioD  of  qnestion« 
$864  and  9004.     Ed.  TiaM  XLViii.  6^ia 

.'4.     Der  Schnitt  einer  Hvperfliciie  mit  ihrer  lineareB  und 
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mit  ihrer  quadratischen  Polare  bezüglich  eines  beliebigen  Punktes 
auf  ihr  ist  eine  Curve  doppelter  Krümmung  mit  einem  sechs- 
fachen Punkte  in  dem  gegebenen  Punkte.  9004.  Eine  Hyper- 
fläche  wird  im  ndehnigen  Räume  von  der  linearen  Polare  irgend 
eines  Punktes  auf  ihr  nach  einer  Hyperflächeim  (n— l)-dehnigen 
Räume  geschnitten,  die  einen  Knoten  im  gegebenen  Punkte  be- 
sitzt. Ist  die  Hyperfläche  eine  Quadrifläche  im  yierdehnigen 
Räume,  so  ist  der  Schnitt  ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  dessen 
Mittelpunkt  im  gegebenen  Punkte  Hegt.  Lp. 


Capitel  4. 
Liniengeometxie.      (Complexe ,    Strahlensysterae.) 

K.  Hensbl.     Theorie    der    unendlich  dünnen   Strahlen- 

bUndel.      J.  für  Math.  CII.  273-303. 

Der  Herr  Verfasser  liefert  eine  Neubearbeitung  der  im 
LVII.  Bande  des  Journals  für  Math,  von  Herrn  Rummer  ent- 
wickelten Theorie  der  Strahlensysteme,  speciell  der  unendlich  diln- 
nen  Strahlenbündel.  Hierzu  haben  ihn  folgende  GrQnde  veranlasst. 
Es  ist  ihm  erstens  gelungen,  Methoden  zu  finden,  durch  welche  man 
die  Resultate  des  Herrn  Kummer  fast  ohne  alle  Rechnung  ermitteln 
kann.  Es  kommt  nämlich  die  ganze  Theorie  auf  die  Untersuchung 
zweier  quadratischen  Differentialformen  (p  =  Edu^ +2FdudD+Gdv^ 
und  xp  =  cdM*  +  2/'rfiido  +  jdü*  hinaus.  Diese  stellt  der  Herr 
Verfasser  durch  eine  Einführung  neuer  Variabein  gleichzeitig  als 
Summe  je  zweier  Quadrate  dar,  wodurch  alle  Betrachtungen  sich 
wesentlich  vereinfachen.  Zweitens  hat  er  die  Betrachtung  auf 
Fragen  ausgedehnt,  auf  welche  Herr  Kummer  nicht  eingegangen 
ist.  Auch  ist  ein  Vorteil  seiner  Darstellung,  dass  das  der  Unter- 
suchung zu  Grunde  gelegte  Goordinatensystem  für  jede  Special- 
untersuchung mit  Leichtigkeit  bequem  gewählt  werden  kann. 

A. 
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W.  C.  L.  Gorton.      Line    Congruences.      Americfta  J.  i. 

347-367. 

Darstellung  der  Eummer^scben  Resultate  (J.  für  Math.  LVII) 
mit  Hülfe  der  Quaternionen.  R.  M. 


E.  CossERAT.     Sur  les  surfaces  de  singalarit^  de  cour- 
bes  construits  aveo  un  ^löment  donn^.    C.B.GVII.  663-656 

Bei  einem  Complex  von  Geraden  ist  die  Betraebtang  der 
Singularitätenfläche  von  Interesse.  Der  Herr  Verfasser  betrachtet 
in  analoger  Weise  die  Singularitätenfläche  fdr  ein  System  von 
Curven.  Sind  {!)  x  =  fC^|ti)  und  y  =  (p(*\u)  als  Functionen  von 
2  und  den  n-f  1  Parametern  u,,  u,,  ...,  v^^i  gegeben,  so  wird 
durch  jede  Wahl  der  n-f- 1  Parameter  ein  Individuum  des  Curveo- 
Systems  bestimmt.  Sind  nun  die  Parameter  durch  die  k  Glei- 
chungen (2)  0,  =  0,  9,  =  0,  . . .,  ©jk  =  0  verknüpft,  so  eot- 
steht  ein  System  Sn+i-*;  der  Index  n+l—k  giebt  die  Unbe- 
stimmtheit desselben  an,  er  kann  alle  Werte  vor  0  bis  n  habeo. 
Singulare  Curven  werden  diejenigen  genannt,  welche  die  Rela- 
tionen erfüllen: 


(3) 


du.  du, 


de,  ,      es,  ,       ,      8©t 

df  ^J^dtp 


dut  ^      duk 

Alle  Gurren  der  Systeme  S,,  S,,  S,  sind  singulftre  Carven.    Ist 
A<n— 1,  80  erfüllen  die  singulären  Garren  die  Qleichungen 

(4)      »».(."-ä-^r' ■••' "öir>'  =  ^' •••' 

bis     m,_*_j(^a|-^,  ■'•,-^y 

welche  man  durch  Elimination  von  s,  A,  fi,  . . .,  ^j^  aus  (3)  erhält. 
Eliminirt  man  A,  fi,,  . . .,  /14, 11,,  . . .,  u^t^x  aus  (1),  (2)und  (3),  so  er- 
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bftit  man  eine  Gleichung  S(x,y, «)  r=  0;  diese  stellt  die  zum  System 
Sn^i^k  gehörige  Singularitätenfläche  dar.  Bei  den  Systemen  S, 
und  S|  erhält  man  bezw.  die  Focalfläche  der  Gongruenz  5,  und 
die  Fläche,  auf  welcher  die  Gurven  des  Systems  S,  liegen. 

I8tfc>ii— 1,  so  bilden  die  singulären  Gurven  eine  Gon- 
gruenz und  sind  Tangenten  der  Singularitätenfläche,  während  diese 
selbst  eine  Schale  der  Focalfläche  der  Gongruenz  ist. 

Erfüllen  die  Functionen  9^,  . . .,  &k  die  Gleichungen  (4),  sei 
es  identisch,  sei  es  in  Folge  der  Gleichungen  (2),  so  sind  die 
Curven  des  Systemes  •^«f  i-i  Tangenten  einer  Fläche,  oder  sie 
schneiden  eine  Gurve.  (Für  A  =  1  ergiebt  sich  hieraus  das 
Theorem  von  Koenigs.) 

Für  das  System  S,,  einen  Gomplex  der  Gurven,  gilt  der  Satz: 

Die  Gurven  des  Gomplexes,  welche  durch  einen  Punkt  P 
des  Raumes  hindurch  gehen,  bilden  eine  Fläche  S  mit  konischem 
Punkte.  Der  Ort  des  Punktes  Py  fUr  welchen  eine  der  Gurven 
eine  Doppelcurve  von  2  wird,  ist  die  Singularitätenfläche.  Die 
Uoppeicurve  ist  eine  singulare  Gurve.  Hieran  schliessen  sich 
noch  einige  weitere  Sätze  an. 

Diese  Betrachtungen  werden  speciell  auf  lineare  Systeme 
von  Kreisen  angewandt  und  führen  zu  interessanten  speciellen 
Resultaten.  A. 


E.  CossERAT.       Sur    les    propri^t^s    infinitesimales    de 
Pespace  cercl^.    C.  R.  cvi.  Iöi4-i5i7. 

Der  Verfasser  setzt  die  Punktepaare,  in  welchen  ein  Kreis 
von  den  durch  einen  Punkt  P  gehenden  Geraden  geschnitten 
wird,  in  Gorrespondenz  mit  den  durch  diesen  Kreis  gehenden 
Kugelflächen  und  nennt  diese  Beziehung  Gorrelation.  Er  stellt 
einen  Satz  auf  Ober  die  Erzeugung  einer  anharmonischen  Gorre- 
lation und  giebt  einen  Ueberblick  über  die  Anwendungen,  welche 
man  von  diesem  Begriffe  überall  da  machen  kann,  wo  der  Kreis 
anstatt  der  Geraden  als  Raumelement  eingeführt  wird.  Hieran 
schliesst   sich  eine  specielle  Untersuchung  über  Kreiscomplexe. 

Schg. 
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E.  CossKRAT.      Sor    l'emploi    du    complexe  lin^aire  de 
droites  dans  T^tude  des  syst^mes  lin^ires  de  cercles. 

C.  B.  CVI.  1467-U70. 

Die  in  Strahlen  ausartenden  Elemente  eines  linearen  Kreis- 
systemes  ^^  fünfter  Stufe  bilden  einen  linearen  Complex  ood 
schneiden  die  in  ^^  enthaltene  Kugel  in  Pnnktepaaren,  doreh 
die  die  Kreise  von  ui^  gehen.  Dieser  Satz,  sowie  die  sieh  aas 
ihm  ergebenden  Folgerungen  werden  ohne  Beweis  mitgeteilt. 

Js. 


R.    VON  LiLiBNTHAL.      üeber    eine   besondere    Art    von 
Strahlensystemen.    Math.  Aon.  xxxi.  85-95. 

In  dem  Studium  speeieller  Strahlensysteme  scheint  sich  der 
Mathematik  eine  reiche  Quelle  geometrischer  Erkenntnis  zb 
erschliessen  (vergl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  846  ff.).  Der  Verf.  er- 
zeugt zu  einer  Fläche  /  =  0  „co Variante"  Strahlensysteme  aof 
folgende  Weise.  (Ausgeschlossen  von  der  Betrachtung  sind  zq- 
nächst  alle  abwickelbaren  Flächen,  weil  auch  ihre  KrQmmangs- 
mittelpunktsfiächen  abwickelbar  wären,  und  auch  alle  die  Fli- 
ehen, deren  KrOmmungsmittelpunktsflächen  in  Cnrven  ausarten) 
In  jedem  Punkte  von  f  =  0  denke  man  sich  das  recbtwinkliee 
Axenkreuz  construirt,  gebildet  aus  der  Flächennormale  und  den 
beiden  Hauptkrttmmungsrichtungen;  in  Bezug  auf  ein  festes  Co^r* 
dinatensystem  seien  die  Cosinus  dieser  drei  Richtungen  r^p 
X,  Y,  Z;  i4„  B,,  C,;  i«„  B,,  C,.  Durch  jeden  Punkt  der  FUche 
werde  dann  ein  Strahl  gezogen,  dessen  Cosinus  $,  i;,  ^  dureh 
die  Gleichungen: 

bestimmt  sind,  d.  h.  in  Worten,  jeder  Punkt  der  Fläche  sei 
Ausgangspunkt  eines  Strahls,  welcher  mit  den  drei  an  jedem 
Flächenpunkt  gegebenen  Grundrichtungen  constante  Winkel 
bildet. 

Dass  solche  covarianten  Strahlensysteme  zum  mindesten  för 
gewisse  Werte  der  c  existiren,  ist  sofort  klar.  Wenn  e^  —  \ 
angenommen  wird,   so  hat  man  das  System  der  Kormalen  voq 
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/",  welches  zu  der  gewöhnlichen  Theorie  der  Flächenkrtimmung: 
ftthrt;  wird  entweder  c,  =  1  oder  c,  =  1  angenommen,  bo  er- 
hält man  die  Tangentensysteme  der  Krümmungslinien,  welche 
in  engem  Zusammenhang  stehen  mit  der  Krflmmungstheorie  der 
KrQmmnngsmittelpunktsflächen  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  762).  Da 
für  jedes  dieser  beiden  Systeme  f  selbst  eine  Brennfläche  ist, 
so  ist  die  auf  dem  Strahl  gemessene  Abscisse  des  einen  Brenn- 
punkts Null,  die  des  anderen  sei  R^  resp.  /?,.  Diese  Strecken 
spielen  in  den  hier  berührten  Fragen  eine  wichtige  Rolle;  sie 
stimmen  überein  mit  den  von  Herrn  Böklen  definirten  „Pol- 
strecken der  beiden  Hauptschnitte''  und  mit  den  geodätischen 
Krümmungsradien  der  Krümmungslinien. 

Von  den  allgemeinen  covarianten  Strahlensystemen  teilt  der 
Verfasser  nur  wenige  Sätze  mit.  Ein  solches  System  kann  nur 
dann  ein  Normalensystero  sein,  wenn  0^  =  1  oder  wenn  Ä, :ß, 
eonstant  ist.  Auf  jedem  Strahl  liegen  die  vier  bekannten  Punkte; 
der  Ort  aller  Grenzpunkte  ist  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  der 
Ort  aller  Brennpunkte  eine  Fläche  dritter  Ordnung.        R.  M. 


P.  H.  ScHOüTE.     Het  lineaire  complex  en  de  congruentie. 

Arost.  Veral.  eo  Med.  (3)  V.  66-91). 

Nach  Mitteilung  einiger  allgemeinen  Eigenschaften  der  Com- 
plexe  und  Congruenzen  behandelt  der  Verfasser  ausführlich  den 
linearen  Complex,  wobei  insbesondere  die  Beziehung  zwischen 
Pol  und  Polare  berücksichtigt  wird,  sodann  die  Congruenz  (1,  1), 
bei  welcher  eine  doppelt  unendliche  Zahl  von  Geraden  so  im  Räume 
gegeben  ist,  dass  eine  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  geht  und 
eine  in  einer  beliebigen  Ebene  n  liegt.  Die  Eigenschaften  dieser 
Congruenz  werden  eingehend  untersucht  und  dabei  mitgeteilt, 
was  auch  von  anderen  Mathematikern  über  diesen  Gegenstand 
geschrieben  ist.  Endlich  werden  die  Systeme  von  linearen  Com- 
plexen  besprochen  und  viele  neue  Eigenschaften  derselben  an- 
sredeutet.  G. 


Foruchr.  d.  Math.  XX.  2. 
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B.  Sturm.     Ueber    die  Zahl    und  Lage    der    singulSren 
Pankte  bei  den  Strahlencongruenzen  zweiter  Ordnung. 

Oött.  Nachr.  468-476. 

Bedeutet  n  die  Klasse  einer  Gongruens  zweiter  OrdDoo^ 
ohne  Brenncurve,  a^  die  Anzahl  der  singalftren  Punkte  9^ 
Grades  5„i,  von  welchen  ein  Kegel  (S«,)  m^^  Ordnung  an  die 
Congruenz  komnat,  so  hat  Herr  Kummer  die  beiden  Beziehuo^eii 
aufgestellt : 
2a„,m'  =  («  +  2y(fi~l),     ^a«m«(m— 1)  ==  Cii  +  l)(n'^4). 

Zu  diesen  Formeln  fOgt  der  Herr  Verfasser  noch  die  folgen- 
den hinzu: 

Sa^m  =  4(ii  +  2)  und  2a«  =  iS-n, 

deren  Beweis  er  später  zu  veröffentlichen  gedenkt 

Diese  vier  Formeln  resp.  vier  äquivalente  werden  nun  be* 
nutzt,  um  die  Zahl  der  singulären  Kegel  verschiedener  Ordnang 
zu  bestimmen.  Es  ergiebt  sich  z.  B.  der  Satz:  Ist  kein  S»-i 
vorhanden,  so  ist  der  höchste  Grad  eines  singulären  Punktes 
gleich  vier.  Um  die  gegenseitige  Lage  der  singulären  Kegel 
festzustellen,  giebt  der  Herr  Verfasser  noch  drei  Formeln  so, 
aus  welchen  die  Zahl  der  singulären  Punkte  jedes  Grades, 
welche  auf  einem  singulären  Kegel  liegen,  sich  ergiebt  Diese 
Formeln  umfassen  die  sieben  möglichen  Congruenzen.  Es  fol^ 
z.  B.:  Ein  singulärer  Kegel  dritter  Ordnung  gebt  stets  durch  11 
singulare  Punkte;  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  geht  stets  darch 
neun  Punkte. 

Zum  Schlüsse  werden  die  Doppelstrahlen  betrachtet  und  di^ 
selben  in  »notwendige*'  und  „mögliche*'  unterschieden. 

W.  SL 

M.  Pannblli.      Sui   connessi  ternari   di  2"  ordine  e  di 
2*  classe  in  involuzione  doppia.    Batt  o.  xxvi.  m9. 

Battaglini  hat  Nap.  Rend.  VIII.  1879  den  Connex  von  Ponbes 
und  Geraden  einer  Ebene  behandelt,  in  dem  die  den  Punktes 
entsprechenden  Linien  zweiter  Klasse  eine  Schar  bilden  und  die 
den  Geraden  entsprechenden  Linien  zweiter  Ordnung  einen  Bfl^cbel 
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bilden.  In  vorliegender  Arbeit  wird  die  analoge  Untersuchung 
für  den  Connex  durchgeführt,  in  dem  die  den  Punkten  resp. 
Geraden  entsprechenden  Kegelschnitte  ein  Netz  von  Klassen-  resp. 
Ordnungscurven  bilden;  die  Gleichung  eines  solchen  Gonnexes 
würde  die  Form  faFa-^-fbFß  +  fcFy  =  0  haben,  wo  die  f  resp. 
F  homogene  quadratische  Formen  der  Punktcoordinaten  rp,,  dr,,  x, 
resp.  der  Liniencoordinaten  u„  fi„  ti,  sind.  R.  M. 


A.  DEL  Rb.  La  superficie  polari  congiunte  rispetto  ad 
un  connesso  di  piani  e  di  rette  ed  ad  una  superficie 
algebrioa  foudamentale.     Napoii  Rend.  (2)  H.  349-362. 

Zwischen  den  Ebenen  und  den  Geraden  des  Raumes  bestehe 
eine  algebraische  Beziehung  C^''*''')  derart,  dass  die  einer  Ebene 
entsprechenden  Geraden  einen  Gomplex  m^'  Ordnung  bilden,  und 
dass  umgekehrt  die  einer  Geraden  entsprechenden  Ebenen  eine 
Enveloppe  r^  Klasse  bilden.  Im  Räume  werde  ferner  eine  al- 
gebraische Fundamentalfläche  n^'  Ordnung  S^")  und  ein  belie- 
biger Fnndamentalpunkt  ^  angenommen.  Es  ergiebt  sich  als- 
dann die  Frage:  Welches  ist  der  Ort  der  Punkte  y,  deren 
Polarebene  in  Bezug  auf  S(")  unter  den  Ebenen  enthalten  ist, 
welche  im  Connex  0("»»''>  der  Geraden  (§,  y)  entsprechen?  Dieser 
Ort  ist  eine  Fläche  von  der  Ordnung  r(n — 1)  +  m ;  sie  soll  „con- 
jugirte  polare  Fläche  des  Punktes  l''  heissen;  der  Punkt  ^,  ihr 
„Pol*',  ist  ein  m-facher  Punkt  in  derselben;  ihr  Tangentialkegel 
in  §  ist  in  dem  Gomplex  enthalten,  welcher  im  Connex  O'*'^^  zu 
der  in  Bezug  auf  S^")  genommenen  Polarebene  des  Punktes  £ 
gehört.  An  diese  Resultate  schliessen  sich  mehrere  Unter- 
suchungen über  die  Basiselemente  des  Systems  der  den  ver- 
schiedenen Punkten  des  Raumes  conjugirten  polaren  Flächen, 
über  einige  covariante  Flächen  dieses  Systems,  endlich  eine 
kurze  Anwendung  auf  die  Untersuchung  einer  ausgedehnten 
Klasse  algebraischer  Geradencomplexe.  R.  M. 
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K.  KcHÖNBR.       Unterfiiichntigen    Über    das    durch    zwei 
ktihiflch    verwandte    Ebenen   erzengte   Strahl ensystem. 

Dill.  München.  H  S.  8^ 


C  ScuAKSTKiN.  Auädebnung  einea  die  geradlinigen 
StralilenHyateme  betreflFenden  Problems  auf  die  »-di- 
niensionale  homogene  Raumform.    Diss.  Bodd.  38  s.  8«. 
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Verwandtschaft,  eindeutige  Trausformationen, 

Abbildungen. 

A.     VorwnndtRchftft,  eindeutige  Transformation  und 

Abbildung. 

I,.  AVTONNK.    Reehorches  8ur  le.^^  groupes  d'ordre  fini  coii- 
tenus  dans  le  j«frouj>e  qn»<lratiqne  cr^monien,    Journ.  de 

M*th.  ,4^  IV.  17T..MT.  407-464. 

Nacbdom  dor  Herr  Verfasser  in  iwei  froheren  Aufsätzeo 
in  dowsclhon  Journale  ^ISSö  und  H^r  die  Gnippen  endlicher 
i^nlnuusr  studtrt  liat.  welrlie  in  den  quadmtisehen  und  kubischen 
^CivinouÄ'' itruppen  enthalten  sind,  stellt  er  sich  in  dieser  Ar- 
lH»it  dio  Aur-:aht\  die  Methoden  seiner  Untersoebangen  aasru- 
dohnou  auf  birat*o;^alo  SuUst'iutionen.  welche  iwei  Reihen  vab 
drei  howOjT^'uen  VÄria^elu  x,  den  i\*ordinaien  eines  Pnnktes, 
und  •*..  den  Co^^r\i»nateu  einer  Geraden  einer  Ebene,  eathaiten. 

Ks  sei 


j    * 


«  -  .    -V  d' 
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eine  solche  Substitution,  in  welcher  q>i  und  t^i  Ausdrücke  be- 
deuten, welche  die  x,  und  »»  in  den  durch  die  ganzen  positiven 
Zahlen  a,  fr,  c,  d  gegebenen  Ordnungen  enthalten.  Diese  Substi- 
tution heisst  birational,  wenn: 

wobei : 

ayi  =  <3P,(:c,  ti),     /?!?.  =  t/;i(j;,  w), 

a,  /9,  y,  d  Proportionalitätsfactoren  und  ö<  sowie  j/j  von  derselben 
Natur  wie  9)^  und  \pi  sind. 

üie  Substitution  5  ist  eine  Berührungssubstitution,  wenn  jedes 
der  zwei  Gleichungssysteme: 

^UiXi  =  ^Uidxi  =  £xidui  =  0 

i  t  » 

und 

i  f  i 

das  andere  zur  Folge  hat. 

Der  Herr  Verfasser  nennt  nun  eine  Substitution 


=(:j) 


^Cremoniane^  (cr^monienne),  wenn  sie  birational  und  zugleich 
Bcrtthrungssubstitution  ist. 

Sind  zwei  Cremonianen  gegeben: 

^  ^  ,   Xi     g).(ar,u)   ';         ^,  ^      x,     if\{x,  u)    j 

80  heisst  die  Substitution: 

das  Product  s*s  von  5'  in  5,  und  es  wird  gezeigt,  dass  alle 
Cremonianen  eine  Gruppe  bilden,  welche  „Cremoniane"  Gruppe  ge- 
nannt wird.  Mit  der  Construction  der  quadratischen  Cremonianen- 
gruppe,  in  welcher  a,  fr,  c,  d^2  sind,  beschäftigt  sich  nun  der 
Uerr  Verfasser  ausschliesslich.  Diese  Aufgabe  ist  sehr  complicirt, 
und  es  wird  deshalb  zunächst  in  dem  ersten  Teile  der  umfang- 
reichen   Arbeit    eine   einzelne    Cremoniane    Substitution   studirt. 
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Diese  wird  zurttokgef&hrt  auf  epeoielle  SabstitutioneD,  f&r  welebe 
eine  der  Zahlen  a,  6,  c,  d  Null  oder  Eins  ist,  and  in  welchem  Falle 
die  Cremoniane  erhalten  wird  durch  Combination  einer  Sal>- 
stitution  „Cremona"  mit  der  Substitution: 

Ui      Xi 

Eine  solche  specielle  Cremoniane  wird  „Cremonisch^  (cr^mo- 
nique)  genannt.  Die  oben  genannte  ZurQckfQhrung  grQndet  sich 
auf  folgenden  Satz:  „Jede  quadratische  Cremoniane,  welche  nicbt 
Cremonisch  ist,  ist  das  Product  von  zwei  oder  drei  Cremonischeo. 
Hierdurch  ist  zugleich  eine  Einteilung  der  zu  betrachtenden  Sub- 
stitutionen in  zwei  Arten  gewonnen.  Es  werden  nun  diese  Sub- 
stitutionen der  Reihe  nach  aufgestellt  und  die  Fundamental- 
elemente  und  Fundamentalconnexe,  welche  in  Bezug  auf  eine 
Cremoniane  eine  ähnliche  Rolle  spielen,  wie  die  Fundamentai- 
punkte  und  Linien  bezüglich  einer  Substitution  „Cremona",  auf- 
gesucht 

In  dem  zweiten  Teile  der  Arbeit  zeigt  der  Herr  Verfasser, 
wie  die  Cremonianen  zusammengesetzt  werden  können,  am 
eine  quadratische  Cremoniane  Gruppe  endlicher  Ordnung  za 
bilden.  Es  handelt  sich  zunächst  darum,  die  Bedingungen  fest- 
zustellen, unter  welchen  das  Product  zweier  quadratischen  Sub- 
stitutionen wieder  quadratisch  ist.  Dann  werden  SubstitutiODen 
einfacher  Art  angegeben,  aus  welchen  jede  solche  endliche  Grappe 
zusammensetzbar  ist.  Es  zeigt  sich  hierbei,  dass  eine  solebe 
Gruppe  G  holoedrisch  isomorph  ist  einer  Gruppe  G'  Yon  Sab- 
stitutionen,  welche  nur  eine  Reihe  von  vier  homogenen  Varia- 
bein enthält  und  linear  ist  Letztere  ist  aber  nicht  allgemeiner 
Natur. 

Ist  G'  bekannt,  so  kann  daraus  G  abgeleitet  werden.  Da 
nun  die  Construction  der  allgemeinen  linearen  quatemären 
Gruppe  endlicher  Ordnung  noch  nicht  ausgeführt  ist  und  grosse 
Schwierigkeiten  zu  machen  scheint,  so  beschränkt  sich  der  Herr 
Verfasser  auf  einzelne  specielle  Fälle,  welche  vollständig  dis- 
cutirt  werden.  W.  St 
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L.  Bbrzolari.  Ricerche  suUe  trasformazioni  piane, 
univocbe,  involutorie,  e  loro  applicazioue  alla  deter- 
minazione   delle   involuzioni   di   quinta   classe.     Acoali 

di  Mat.  (2)  XVI.  191-278. 

Nachdem  Herr  Gaporali  den  Begriff  der  Klasse  einer  invo- 
lutorischen  Transformation  der  Ebene  eingeführt  hatte,  entstand 
naturgemäss  die  Aufgabe,  alle  Involutionen  einer  bestimmten 
Klasse  v  aufzusuchen.  Diese  Aufgabe  hat  ftir  die  Zahlen  1,  2 
iD  vorbildlicher  Weise  Herr  Bertini  erledigt,  fttr  y  =  3,  4  hat 
dasselbe  Herr  Martinetti  geleistet.  In  der  vorliegenden  Schrift 
wendet  Herr  B.  die  Bertini^schen  Methoden  und  Resultate  auf 
den  Fall  v  =  5  an.  Bei  Untersuchungen  dieser  Art  kommt  alles 
auf  das  Netz  der  Curven  Sl  (von  der  Ordnung  2  v  -)- 1)  &d*  Jede 
von  ihnen  enthält  solche  Paare  der  Involution,  deren  Verbin- 
dungslinien durch  einen  bestimmten  festen  Punkt  der  Ebene  hin- 
durchgehen. Enthält  die  Curve  der  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  einen  r^- fachen  Fundamentalpunkt  der  Involution  Arfach, 
und  kommt  derselbe  a<rfach  in  der  ihm  entsprechenden  Curve 
Ti*«'  Ordnung  vor,  so  ist  er  ein  (n— A,)-facher  Grundpunkt  des 
I^etzes  (J2)  und  alle  Si  haben  in  ihm  au-^Xi  Tangenten  gemein. 
Bedeutet  ferner  bi  die  Anzahl  der  Paare,  welche  auf  einer  vom 
genannten  Fundamentalpunkte  ausgehenden  Geraden  liegen,  und 
ist  di  eine  nicht  ausserhalb  der  Grenzen  v — 1  und  «<  liegende 
Zahl,  so  ist  nach  Herrn  Bertini's  Entwickelungen 

r,— Äj  =  »»-f '•— 2€i,     Oii— Aj=2d<— 26i. 

In  dem  ersten  Teil  seiner  Schrift  beschäftigt  sich  nun  Herr 
B.  ausser  mit  allgemeinen  Sätzen,  die  fttr  seinen  engeren  Zweck 
in  Betracht  kommen,  vorzugsweise  mit  Involutionen  speciellen 
Charakters,  bei  denen  mindestens  ein  Grundpunkt  des  Netzes 
(Si)  ein  Fundamentalpunkt  mit  verschwindendem  «<  ist.  Neben 
einem  (2y~&)-fachen  Grundpunkt  (h  <  v)  von  {Q)  können  nur 
noch  *-,  (fc— 1)-, . . .,  2-,  1-fache  Grundpunkte  vorkommen;  falls 
fttr  den  ersteren  «,  ist,  folgert  Herr  B.  mit  Benutzung  eines  von 
Herrn  Martinetti  gewonnenen  Resultates,  dass  die  Anzahl  der 
Ar- fachen  der  der  1- fachen  Grundpunkte  gleich  ist.    Nimmt  man 
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an,  dass  neben  einem  (2v—A)  fachen  nur  k-  und  1-facbc  Gniod- 

k(k  4- 1^ 
punkte  vorkommen,  so  ist  v  =        Z      i  ^^^  ^^^  Nete  der  ü  ist 

(ß)  =  [iJU  2*,  3*,  . . .,  (2k  +  2)*,  2k  f  3,  . . .,  4k  +  3)>c*+i)^i- 
Der  untere  Index  von  1  bezeichnet,  dassalle  f3  &*— &  Tangeoteo 
im  Punkte  1  gemein  haben.  Die  Punkte  1,2,4,5,  ...,2itrl 
2ft  +  2,  4ilr -f-l,  4ft  +  2,  4<r  +  3  können  gegeben  und  die  Gbrigen 
alsdann  construirt  werden.  Die  Involution  ist  von  der  Ordnus; 
A*  4-2^  +  2,  hat  zum  (k'-f^ -^  l)'f&chen  Fundamentalpunkt  1,  zu 
ik  +  l>fachen  2,  3, . . . ,  2*  +  2,  zu  einfachen  2&  +  3,  . . . ,  4Jk  +  3. 
Bei  besonderen  Annahmen  über  die  Lage  der  gegebenen  Punkte 
artet  die  Involution  in  solche  niedrigerer  Ordnung  aus. 

Auf  eine  zweite  Art  von  Involutionen  y*"  Klasse  wird  Herr 
B.  durch  den  Satz  geführt,  dass  eine  Fundamentalgerade  der 
Involution  von  jeder  Si  nur  in  einem  veränderlichen  Punkte  g^ 
schnitten  wird.  Dieser  Satz  nämlich  lässt  sich  nicht  allgeoieia 
umkehren,  sondern  man  erhält  das  Theorem:  „Wenn  in  einer 
Involution  »**'  Klasse  von  zwei  Punkten  der  eine  {2v—ky,  der 
andere  A*-fach  den  Si  angehört,  für  den  ersteren  e»  verschwindet 
und  überdies  die  ihm  entsprechende  Curve  den  anderen  k-fskch 
enthält,  so  ist  ihre  Verbindungslinie  eine  Fundamentalgerade, 
wenn  nicht  y  =  fc  ist,  ausser  den  beiden  ersten  noch  zwei  an- 
dere y- fache  Grundpunkte  von  (ü)  vorliegen  und  für  alle  vier 
Punkte  €i  verschwindet''.  Herr  B.  zeigt  nun,  dass  neben  rier 
solchen  vfachen  Grundpunkten  nur  noch  einfache  vorkommea 
können.     Es  ist  alsdann 

(fl)  =  (1%  2%  3",  4%  5, 6,  . . .,  2v  +  4,  2y  +  5>,+i. 
Die  zugehörige  Involution  ist  im  allgemeinen  von  der  Ordnon^ 
4v  +  3,  sie  besitzt  1,  2,  3,  4  zu  (2v  +  l>fachen  und  5, 6, ....  2^+5 
zu  2- fachen  Fundamentalpunkten. 

Bei  einer  Involution  fQnfter  Klasse  ergeben  sich  15  Com- 
binationen  für  die  Zahlen  d,,  «i  und  somit  15  verschiedene  Arten 
von  Fundamentalpunkten,  die  im  Netze  der  12  auftreten  könneD. 
Die  Werte  ^i  =  4,  «^  =  0  liefern  die  von  Herrn  Btertini  eingehend 
untersuchten  Jonquiöres'schec  Involutionen.  Die  Combinatioceu 
4,1;  4,2;  4,3  schliessen  sich  deshalb  aus,  weil  fürsieoM  =  r,-l 
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sein  würde;  dies  ist  aber,  falls  y  >  3  ist,  nur  möglich,  wenn  es 
8ich  um  eine  Jonquieres'sche  Involution  oder  einen  einfaelien 
Grundpunkt  von  ii  handelt.  Ferner  muss  v  <^/f(Ä--f  1)  sein,  so- 
bald ein  (2v — Ä)-facher  Grundpunkt  von  (fi)«,  =  0  hat;  also  ist 
auch  die  Annahme  3, 0  (/c  =  2)  ausgeschlossen.  Da  endlich  bei 
Involutionen  von  höherem  als  dem  dritten  Grade  a«  =  r^— 2  nur 
dann  sein  kann,  wenn  r^^5  ist,  so  schliesst  sich  auch  die 
Combination  3,  1  aus.  Nach  den  so  erhaltenen  Beschränkungen 
können  in  einer  nicht  Jonquieres'schen  Involution  fünfter  Klasse 
1-,  2-,  3 -fache  Grundpunkte  in  (fi)  vorkommen,  und  es  können 
daneben  entweder  ein  7-facher  oder  nur  4- fache  oder  endlich 
neben  den  letzteren  ein  6-facher  oder  4,  2,  1  5 -fache  Grund- 
punkte vorkommen,  für  alle  letzteren  ist  entweder  e,  =  0  oder 
=  1.  Zu  jedem  erhaltenen  Netz  (ß)  gehört  eine  allgemeine 
Involution,  die  bei  geeigneten  Annahmen  über  die  gegebenen 
Elemente  in  solche  niedrigerer  Ordnung  ausarten.  Auf  den 
Seiten  248-275  giebt  Herr  B.  eine  genaue  Aufzählung  derselben. 

E.  K. 

R.  Bettazzi.     Sil  una  corrispondenza  fra  \\u  gruppo  di 
punti  ed  un  continuo  ambedue  lineari.       Annali  di  Mat. 

(2)  XVI.  49-60. 

Axel  Harnack  (Notiz  über  die  Abbildung  einer  stetigen 
linearen  Mannigfaltigkeit  auf  eine  unstetige,  Math.  Ann.  XXIII. 
285-288,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  461)  legte  sich  die  Frage  vor, 
wann  eine  unstetige  lineare  Punktgruppe  auf  eine  Strecke  derart 
umkehrbar  eindeutig  abgebildet  werden  kann,  dass  die  Rang- 
ordnung der  einander  entsprechenden  Elemente  in  beiden  Gruppen 
dieselbe  ist,  wann  nämlich  (nach  Cantor's  Ausdrucksweise)  eine 
unstetige  lineare  Punktgruppe  demselben  „Ordnuugstypus**  wie 
das  Continuum  angehört.  Die  von  ihm  angegebenen  Bedingungen 
sind  aber,  wie  Herr  Bettazzi  nachweist,  nicht  sämtlich  notwendig, 
und  der  Typus  des  Gontinuums  ist  demnach  viel  umfassender, 
als  es  nach  Harnack's  Untersuchungen  scheinen  dürfte. 

Herr  Bettazzi  führt  folgende  Bezeichnungen  ein.  Sagt  man, 
dass  eine  Gruppe  „in  einem  Intervalle  a  , . ,  b  enthalten  ist",  so 
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soll  darunter  verstandeD  werden,  dass  a  ...  fr  das  kleinste  i, 
Gruppe  umfasseDde  Intervall  ist.  Eine  „Soeoession"  ist  die  ^ 
von  zwei  Punkten  einer  Gruppe,  zwiscbeD  welchen  kein  der  Gl 
zugehöriger  Punkt  liegt.  Enthält  jede  Umgehung  eine«  Pol 
P,  welcher  der  Gruppe  G  nicht  angehört,  links  und  reehli 
P  Punkte  von  G,  so  bildet  P  eine  „Lücke''.  Liegt  im  Inte^ 
P]  P„  die  Grenzpunkte  eingeschlossen,  kein  Element  von  O, 
enthält  jede  linke  Umgebung  von  P,  und  jede  rechte  Unigd 
von  P,  Elemente  von  ff,  so  bilden  die  Punkte  P, ,  P^  einen 
soluten  Sprung.^ 

Nun  beweist  der  Verfasser  folgende  Sätze: 

Eine  lineare  Punktgruppe  gehört  stets  und    nur  dano 
Typus  des  Gontinuums  an,    wenn   sie  keine  Snecessionen 
Locken   oder  absoluten  Sprünge  besitzt,   und    die  Grenzpü 
des  Intervalles  umfasst,  in  welchem  sie  enthalten  ist. 

Sei  H  irgend  eine  perfecte  Gruppe,  P,  P,  eine  in  H  t 
existirende  Succession.  Verschiebt  man  einen  der  Punkte 
P„  zum  Beispiel  Pj,  und  lässt  den  anderen  P,  an  seiner  91 
oder  führt  ihn  in  einen  beliebigen  Punkt  der  Strecke  PfP, 
ausgeschlossen)  über,  so  entsteht  hieraus  eine  Gruppe,  wel 
dem  Typus  des  Gontinuums  angehört.  Umgekehrt  kann  ji 
Gruppe  vom  Typus  des  Gontinuums  auf  diese  Weise  eriA 
werden.  Vi. 


! 
J.  S.  Mackay.     Similitude  and  iuversion.       Sdiob.  v.  j 

Proc.  VI.  69-87. 

Der  folgende  Auszug  zeigt  deutlich  den  Zweck  de^^  M 
Satzes:  „Er  zielt  darauf  ab,  die  Verwandtschaft  zu  zeig^en  oi 
besser  hervorzuheben,  welche  zwischen  zwei  geometriseN 
Theorien  besteht,  die  in  derselben  Weise  mit  einander  zasamnil 
hängen  wie  die  arithmetischen  Theorien  der  Multiplicatfon  il 
der  Division.''  (Es  hätte  angemerkt  werden  sollen,  dass  M 
lich'^  in  dem  Sinn  von  ^ähnlich  und  ähnlich  liegend"  pebraadi 
ist.)  Auf  einer  Seite  werden  Sätze  über  Aehnlichkeit  und  vi 
der  gegenüberstehenden   die  entsprechenden  über  Inversion  r«! 
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greben.     In  den  Constructionen  and  Beweisen  hilft  der  Gebrauch 
der  AntiparaHelen  die  Verwandtschaft  hervorheben. 

Cly.  (Lp.) 

Hjaurkns.     Extrait  d^une  lettre.    Jooro.  de  Math.  sp^o.  (3)  li. 

158-160,  187. 

Hr.  G.  de  Longchamps  hat  die  folgende  Transformation 
„reeiprok*'  genannt  (Journ.  de  Math.  sp^c.  1882.  49).  [Dieselbe 
rührt  nach  einer  Bemerkung  des  Hrn.  Laurens  von  Newton  her 
(Lemma  XXI  der  Principia,  Lib.  I).]  Gegeben  sind  ein  fester 
Hauptpol  0,  ein  fester  Nebenpol  0\  Zwei  Punkte  M  und  ilf' 
entsprechen  sich,  wenn  sie  mit  dem  Hauptpole  auf  einer  Geraden 
liegen  und  die  Strecke  MM'  vom  Nebenpole  aus  unter  einem 
rechten  Winkel  erscheint.  Hr.  Laurens  zeigt,  wie  man  in  einem 
Punkte  der  transformirten  Curve  die  Tangenten  construiren  kann. 

Lp. 

M.  d'Ocagnb.      Relation  entre    les   normales  dans   une 
transformation  r^ciproque  g^n^rale.    Jonm.  de  Math.  sp^c. 

(3)  II.  202-205. 

In  Folge  einer  brieflichen  Bemerkung  (S.  187  des  Journ.) 
von  Hrn.  Laurens  passt  die  von  ihm  gegebene  Tangentencon- 
struction,  die  im  vorangehenden  Referate  erwähnt  ist,  auch  fQr 
eine  allgemeinere  Transformation.  Bei  dieser  entsprechen  sich 
zwei  Punkte  M  und  M\  wenn  MM'  von  den  beiden  festen  Polen 
aus  unter  constanten  Winkeln  d,  d'  erscheinen.  OM'  trifft  O'M 
in  JW;  letzterer  Punkt  W  beschreibt  eine  gewisse  Curve  U. 
Man  wendet  d9.s  von  Hrn.  Laurens  angegebene  Verfahren  auf  U 
und  auf  die  beiden  von  M  und  M'  beschriebenen  Gurven  V  und 
V  an.  Hr.  d'Ocagne  zeigt,  wie  man  die  Normale  von  V  er- 
hält, falls  man  die  von  V  kennt,  und  benutzt  sein  Verfahren 
fflr  die  Strophoide.  Lp. 

M.  d'Ocagnb.      Remarqnes    sur    les   transversales  röci- 

proques.      Journ.  de  Math.  sp^c.  (3)  II.  241-242. 
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W.  Massnt.     Eiüige  Transformationsmethoden  znt 
tersuchung  der  Eigenschaften  ebener  Ciirven.    Pe 

GrosB-Strehlitz.  7  S.  4». 

Zwei  specielle  geometrisch  leicht  ausführbare  TraDiJ 
tioDen,  welche  (unter  Zugrundelegung  von  Polarcoordinatea] 
Punkte  P(r,  <p)  den  Punkt  F(r',  qp')  zuordnen,  wobei  im 
Falle  <3p'  =  qp,  r'  =  rco8*9>,  ^^  zweiten  Falle  ^'  =  y,  r  = 

R.  M 

Cl.  Sbrvais.      Sur    la    th^orie    des    transformatiou 

Mathesis  VIII.  105-109. 

1.  lieber  verschiedene  ebene  Transformationen.  2.  £ 
gung  der  Curven,  welche  einen  vielfachen  Punkt  im  Uo 
liehen  haben.    3.  Transformation  des  Herrn  Saltel. 

Mn.  (LpO 

Fr.  Deruyts.    Sur  quelques  transformations  g'^om^tritj* 

Liege  M6m.  (2)  XIV.  U  S. 

Anwendung   oder   Erweiterungen    von  Untersacbangen 
Herrn  Le  Paige  über  die  Oberflächen  oder  die  kubischen  Tn 
formationen.  Mn.  (Lp 

G.  Lazzeri.  Le  curve  e  le  sviluppabili  multiple  d'i  c 
classe  di  superficie  algebriche.     Veo.  Ist.  Atti  (6)  vi  iTi 

A.  Brambilla.  Sopra  una  classe  di  superficie  algebrir 
rappresentabili  puuto  per  puuto  iiel  piano.       Lumb 

Rend.  (-2)  XXI.  334-35«;,  511-520. 

Herr  Brambilla  hat  bereits  im  Jahre  1885  (Torino  Atii  X 
784,  Ref.  F.  d.  M.  XVII.  754)  einige  Resultate  seiner  einschläii^ 
Untersuchungen  veröffeutlicht,  ist  aber  später  zeitweise  verhit^i' 
gewesen,  diese  Studien  weiter  fortzusetzen.  Inzwischen  ist  v 
selbe  Gegenstand  von  Herrn  Lazzeri  behandelt  worden  iu  «l; 
ersten  der  vorliegenden  .\rbeiten.  Darauf  hat  Herr  Braaib.' 
seine  VeröflFentlichungen  fortgesetzt  und  giebt,  wie  er  sa^'t.  / 
der  Arbeit  des  Herrn  Lazzeri  einige  Ergänzungen  um!  V.m 
besseruugeu. 
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Die  Grundlage  der  Betrachtung  bildet   in    beiden  Arbeiten 

folgende   räumliche   Verwandtschaft.  Es    seien    die   homogenen 

Coordinaten  zweier  Punkte  P  und  P\  bezogen  auf  zwei  beliebige 

Tetraeder  xt  und  xi  (ä  =  1,  2,  3,  4),  und  es  sei,  abgesehen  von 

einem  Proportionalitätsfactor  Xk  =  a?*",  so  dass  jedem  Punkte  P' 
ein  Punkt  P  entspricht,  jedem  Punkte  P  dagegen  n*  Punkte  P'. 

Beschreibt  nun  P'  eine  Ebene,  so  beschreibt  P  eine  gewisse 
Fläche,  um  deren  Untersuchung  es  sich  handelt.  Für  n  =  2  er- 
balt man  die  Steiner'sche  Fläche.  Auf  das  Detail  kann  nicht 
eingegangen  werden.  A. 


R.  Mbhmkb.      Teorems  nulik  dö  kolienat.    .  Nunei  vaiemik, 

Spec.  namb.  London  Di'SS. 

R.  Mkhmke.      Teorems  nulik  dö  kolienat.     (F'or.)      Nunel 

vaiemik.  Yeläp  I,  num  1.  London  lBb8. 

Bei  der  Untersuchung  der  linearen  Transformation  räum- 
licher Punktsysteme  haben  sich  Herrn  Mehmke  im  Jahre  1876 
^Neue  Sätze  über  CoUineation''  ergeben,  mit  deren  Veröflfent- 
liebung  er  im  Nunel  vaiemik  (einer  englischen  VolapQkzeit- 
Schrift)  begonnen  hat.  Von  den  18  ohne  Beweis  gegebenen 
Sätzen,  welche  bis  jetzt  vorliegen,  sollen  die  beiden  folgenden 
(Nr.  8  und  10  der  Abhandlung)  hier  als  Beispiele  gegeben 
werden,  (a,  6)  bezeichnen  den  Abstand  des  Punktes  a  vom 
Punkte  6,  (a^ß)  den  Abstand  des  Punktes  a  von  der  Ebene  ß-, 
fiTner  sei  k  das  Krümmungsmass  einer  Fläche  in  dem  Punkte 
a,  t  das  Torsionsmass  einer  Kaumcurve  im  Punkte  a.  Aendert 
sich  nun  ein  Punktsystem  im  Räume  so,  dass  die  Punkte  einer 
Geraden  auch  nach  der  Bewegung  in  einer  Geraden  liegen,  so 
bleiben  gewisse  Ausdrücke  unverändert,  sind  „linear  unveränder- 
lich", z.  B.: 

1.  Sind  k  und  V  die  Krümmungsmasse  zweier  Flächen  in 
den  beliebigen  Punkten  a  und  a\  a  und  a'  ihre  Tangential- 
ebenen in  diesen  Punkten,  x  ein  beliebiger  Punkt  und  ^  eine 
beliebige  Ebene  im  Räume,  so  ist 
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linear  unveränderlich. 

2.  Sind  t  und  t'   die  TorsionBmasse  zweier  Raamcun 

den   Punkten  a  und  a',    a  und  af  ihre  Schmieg^angsebea 

diesen  Punkten,   x  ein   beliebiger  Punkt  and    ^    eine   beli 
Ebene  im  Räume,  so  ist 

linear  unveränderlich.  Seht 


Ph.  BrOckel.     Untersuchungen  über  die   reeiproke 
wandtschaft  in  der  Ebene.     Diw.  Oieasen.  I9S.  4» 


B.    Conforme  Abbildung. 

F.  6.  Laurin.      Sur  la  transformation  isogonale  d^fi 
par  une  fonction  rationnelle.     Akad.  Abb.  Land. 

Durch  die  Gleichung 

(1)        (5  +  i?t)  =  ^(x  +  yO 

wird  eine  isogonale  Verwandtschaft  zwischen  den  (^9)-  n 
(a;y)-Ebenen  definirt.  Da  die  Gleichung  in  die  folgendeD  Gl 
chungen  aufgelöst  werden  kann: 

(2)        I  =  (p{x,  y),    17  =  tp(x,  jf), 

so  gehört  die  Transformation  zu  denjenigen  von  Clebseh  c 
Gordan  untersuchten  Transformationen,  die  nur  fAr  gewiii 
Gurven  eindeutig  sind.  Die  allgemeine  Theorie  dieser  Im 
formationen  wird  im  ersten  Teile  der  Abhandlung  vervollstäod',! 
durch  die  Untersuchung  von  Fundamentalpunkten  in  der (§tiyElfet 
und  von  Fundamentalcurven  in  der  (xyyEbene. 

Der  Verfasser  geht  jedoch   nicht  von  den  Gleichuogeo  (^1 
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sondern  von  den  folgenden  aus: 

Diese  Gleichungen  bestimmen  eine  Verwandtschaft  der  Strah- 
lenbttschel  durch  die  unendlichen  imaginären  Ereispankte  /  und  J 
der  beiden  Ebenen.  [Wenn  f  eine  rationale  Function  vom  Orade 
n  ist,  entsprechen  n  (^)-Strahlen  einem  (^j;) -Strahle,  und  folg- 
lich n'  (a?y)- Punkte  einem  (gjj)- Punkte.  Wenn  der  ($17) -Punkt 
reell  ist,  sind  die  beiden  /-  und  J-Strahlen  nach  demselben  con- 
jugirt  und  also  auch  die  entsprechenden  (a?y)-Strahlen  paarweise 
conjugirt:  dann  sind  n  (xy)-Punkte  reell  und  die  übrigen  ima- 
ginär. Wenn  man  die  Verwandtschaft  (1)  im  functionentheoreti- 
schen  Interesse  untersucht  hat,  so  ist  nur  die  Verwandtschaft 
der  reellen  Punkte  studirt  worden.  Um  die  allgemeine  Theorie 
dieser  Verwandtschaft  aufstellen  zu  können,  muss  man  auch  die 
imaginären  Punkte  berücksichtigen.] 

1)  f(x-\-y%)  sei  eine  ganze  Function  vom  Grade  n. 

Die  Jacobi'sche  Curye  des  Netzes  der  Transformationscurven 
(aq)  +  btjß  i- c  =  0)  ist  »»-« .  r(x+yi) .  f*{x—y\)  =  0  und  besteht 
also  aus  /-  und  J-Strahlen.  Diese  Strahlen,  sowie  auch  die  ent- 
sprechenden ($}7)-Strahlen,  werden  Coi'ncidenzlinien  genannt.  Im 
Netze  giebt  es  keine  Fundamentalpunkte  (feste  Punkte). 

Die  Transformation  eines  Curvenzweiges  in  der  ($J7)-Ebene 
wird  untersucht,  wobei  alle  denkbaren  Lagen  in  Bezug  auf  die 
Coi'ncidenzlinien  berücksichtigt  werden.  Mittels  der  gefundenen 
Transformationsformeln  werden  allgemeine  Formeln  für  die 
Charaktere  ju',  v\  x'  der  einer  gegebenen  (fi^^Curve  entsprechen- 
den (a:y)-Curve  berechnet  Wenn  z.  B.  die  (|jy)Curve  eine 
generelle  Lage  in  Bezug  auf  die  Coi'ncidenzlinien  hat,  findet 
man  /»'  =  wju,  y'  ==  n*ir-f  «(n— 1)^,  fi'  =  n'x.  In  diesem  Falle 
können  auch  d'undp'  direct  berechnet  werden:  nämlich  &  =  n^d 
und  p'  =  n*p  +  in(n—l)  .  fi^n*  -i- 1. 

[Als  Beispiel  des  Einflusses  eines  Curvenzweiges  von  spe- 
cieller  Lage  mag  angeführt  werden,  dass,  wenn  die  (S^yCuvye 
eine  einfache  Berührung  mit  der  oo-Linie  hat,  die  (:ry)-Curve  n 
unendliche  höhere  Singularitäten  bekommt,  von  denen  jede,  wenn 
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n  gerade   ibt,    mit  -^    Doppelpunkteo   und,    wenn    m    ungerade, 

«—3 

mit    einem    RSckkehrpunkte   und    —^ —  Doppelponkten  iquira- 

lent  iht.] 

Auf  ähnliche  Weise  wird  die  Transformation  von  der 
(x^)- Ebene  in  die  ($17)- Ebene  untersncht. 

'^)  K^^y*)  861  eine  gebrochene  rationale  Function,  deren 
Zähler  vom  Grade  n  und  deren  Nenner  vom  Grade  (n — m)  sei: 

Die  Jacobi'sche  Curve  besteht  teils   aus    den  Fundamentalllnien 

f(x  +  yi)  .  fix  -  yi)  ==  0, 

teils  aus  den  Coiucidenzlinien 

z— > .  ip\x  +  yi)  .  9)'(x-y0  =  0. 

Jenen  entsprechen  die  Fundamentalpunkte  /  und  J  der 
(li;)  Kbcne.  In  der  (x^)- Ebene  giebt  es  folgende  Fundamental- 
punkte :  die  (w  —  nif  endlichen  Schnittpunkte  zwischen  f(x  -f  yi}  =ö 
und  f(x  —  yi)  =  0,  durch  welche  jede  Transformationscurve  ein- 
mal geht,  und  die  beiden  Punkte  /  und  J,  wo  jede  Transforma- 
tionscurve n—m  Zweige  hat,  welche  einen  Gontact  m}*^  Ordnung 
mit  f(x-\'yi)  =  0  und  f(x-yi)  =  0  besitzen.  Die  Anzahl  der  be- 
weglichen Schuittpunktc  zweier  Transformationscurven  ist  folglich 

(2«— /«)'  —  («—?»)•— 2«C«—»»)  =  '*'• 
Die  Fundamentallinie  |  =  0  entspricht  den  Fundamentalpunkten 
der  (.r»/)-Ebene. 

Die  Trannformation  eines  Curvenzweiges  wird  in  ähnlicher 
Weise  wie  in  (1)  untersucht,  und  allgemeine  Formeln  für  die 
Verünilerungen  der  Plüeker'scheu  Charaktere  werden  berechnet. 
Wenn  z.  H.  die  (fjy>Curve  eine  generelle  Lage  hat,  bekommt 
die  (d:y)- Curve  folgende  Charaktere: 

Und    bei    hirationaler  Transformation   der  (xy)- Ebene    bekommt 
die  (l»^)- Curve  folgende  Charaktere: 

^4'  =  (2w~m)/i,  v'  =  v  +  2C2w— m~l)/t4,  x'  =  x,  p'  ^  p. 
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In  ähnlicher  Weise  ^ird  der  Fall  untersucht,  dass  der  Grad 
des  Nenners  höher  als  derjenige  des  Zählers  ist. 

3)  Die  gewonnenen  Resultate  werden  auf  die  Transforma- 
tionen von  Geraden  und  Kegelschnitten  angewandt.  Hiervon  mag 
ein  Beispiel  angefQhrt  werden.  Die  charakteristischen  Formeln  bei 
der  Transformation  des  Kreises  zeigen,  dass  ein  (a?^)-Kreis  in 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  die  Transformation 

^^^         ^'^'^'       b(ix  +  yiy  +  c{x  +yi)  +  d 

übergeht,    vorausgesetzt,    dass    der    Kreis   durch    zwei   von  den 
Punkten  geht,  die  durch 

(2)  b(x  +  yiy  +  c(ix-\-yi)  +  d  =  0, 

(3)  b(ix^yiy  +  c(x^yi)  +  d  =  0 

bestimmt  sind. 

Wenn  diese  beiden  Punkte  imaginär  sind,  so  bekommt  die 
entsprechende  Curve  imaginäre  unendliche  Zweige  und  ist  folglich 
eine  Ellipse. 

Man  findet  deshalb  leicht,  d^ss,  wenn  der  Kreis 

(4)        x'  +  y'=l 

in  eine  Ellipse  übergehen  soll,  die  Gleichung  (2)  reelle  Wurzeln 
haben  und  d  =  b  sein  muss.  Eine  einfache  Elimination  von  x 
und  y  aus  (1),  (2)  und 

t_„2  _  a(x-yi)  +  l 

giebt 

|»(c>_4fc0  +  '?'(2a6-c)'  +  2g(26-ac)  +  (a'— 1)  =  0. 

Dies  ist  eine  Ellipse,  wenn  c'  >  46',  d,  h.  wenn  (2)  reelle 
Wurzeln  hat.  Die  Transformation  ist  birational  und  verfügt 
über  drei  Constanten,  die  nur  die  Bedingung  c'>46'  erfüllen 
müssen. 

Der  Kreis  aj'  +  y'  =  r'  geht  durch  die  Transformation 

^4_m  =  ra(x  +  yi)  +  r'      

^"^^  b(x  +  yiy  +  crix  +  yi)  +  br'' 

in  dieselbe  Ellipse  Ubei'. 

ForUchr.  d.  Math.  XX.  2.  OD 
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4)  Am  Schluss  zeigt  der  Verfasser,  dass  die  Unter^M 
einer  isogonalen  Verwandtschaft,  die  durch  eine  al^ebrai 
nicht- rationale  Function,  /"($  +  lyi,  a? -f  yt)  =  0  oder  f C^,  «) 
bestimmt  ist,  durch  die  Untersuchung  von  rationalea  Funeti 
erledigt^  werden  kann.  Die  Gleichung  f{p,  «)  ==  O  kann  d 
eine  algebraische  Curve  repräsentirt  werden.  Die  singnl 
Punkte  und  die  Punkte,  in  denen  die  Tangente  parallel  < 
Coordinatenaxe  ist,  bestimmen  Coincidenzen  fQr  u  oder  t% 
die  Coincidenzlinien  der  Transformation.  Die  Asymptoten, 
einer  Coordinatenaxe  parallel  sind,  bestimmen  die  Fundanie 
linien.  Der  Einfluss  einer  Singularität  kann  auf  folgende  ^V 
näher  untersucht  werden.  In  der  Nähe  der  entsprechen lien  W 
von  u  und  v  ist  die  Transformation  charakterisirt  durch 

x-^  yi  =  a\     1  +  >?»  =  ^ff'  +  M,  a*"  -| , 

x—yi  =  ßp,     ^—7]%=  RßP  +  R,ß''-\ . 

Wenn  nun  a,  ß  einen  Punkt  in  einer  Hülfsebene  bei»timru 
so  kann  man  erstens  die  Transformation  von  der  (fjf)-El« 
zur  (of^)-Ebene,  dann  diejenige  von  der  (a/C?)- Ebene  zur  (|j?)-E'^^ 
verfolgen.  Diese  Correspondenzen  sind  durch  rationale  Fa 
tionen  bestimmt.    Schliesslich  kann  der  Einfluss  der  unendh'ci 

Punkte  dadurch  gefunden  werden,  dass  man  —  und  —  stan 

und  V  einfuhrt,  und  die  neue  Curve  im  Anfangspunkte  untersue 

Wenn   f  (o,  m)  =  0   eine    generelle    Curve    rom    Grade 

ist,    findet    man,     bei     birationaler    Transformation :     /u'  = » 

K. 

R.  Marcolongo.     Sulla  rappresentazione  conforme  dell 
pseudosfera  e  sue  applicazioni.   NapoH  Rend  (2)  li.  iii-P 

K.  Fergola,  G.  Battaglini.    Rapporte.     Daselbst,  iio-iii 

Bei  der  vom  Verfasser  behandelten  conformen  Abbildaci 
der  Pseudosphäre  auf  der  Ebene  entsprechen  den  aus  einem  ''^ 
stimmten  Punkte  der  Fläche  ausgehenden  geodätischen  Limo 
die  Sirahlen  eines  Büschels,   den  orthogonalen  Trajeetorien  der 
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selben  die  um  den  Mittelpunkt  des  Büschels  gezogenen  concen- 
trisehen  Kreise.  Durch  Anwendung  eines  bekannten  Liouville*- 
sclien  Satzes  erhält  der  Verfasser  als  die  Abbildung  einer  be- 
liebigen geodätischen  Linie  der  Fläche  eine  Curve  von  der  achten 
Ordnung,  welche  aber  in  vier  Kreislinien  zerfällt,  von  denen 
nur  eine  die  Abbildung  der  geodätischen  Linie  darstellt. 

Darauf  wendet  er  die  erhaltenen  Resultate  auf  die  Begrün- 
dung der  zwei  folgenden  Sätze  an: 

Die  geodätischen  Linien,  welche  auf  den  Seiten  eines  geo- 
dätischen Dreiecks  in  den  Mittelpunkten  derselben  senkrecht 
stehen,  gehen  durch  einen  und  denselben  Punkt,  nämlich  durch 
den  Mittelpunkt  des  umbeschriebenen  geodätischen  Kreises. 

Die  geodätischen  Höhen  eines  geodätischen  Dreiecks  gehen 
durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Es  möge  bemerkt  werden,  dass  der  erste  dieser  Sätze  sich 
aus  dem  entsprechenden  planimetrischen  Satze  unmittelbar  ab- 
leiten lässt,  wenn  man  erwägt,  dass  der  Beweis  dieses  letzten 
Satzes  von  dem  euklidischen  Postulatum  unabhängig  ist,  also 
auf  der  Lobatsehewsky'schen  Ebene  (Pseudosphäre)  seine  Gültig- 
keit behält.  Vi. 

H.  Stahl,  üeber  die  confonne  Abbildung  durch  die 
lineare  Substitution.  (Aus  den  Uebungen  des  mathe- 
matisch -  physikalischen  Seminars  zu  Tübingen  mitge- 
teilt.)    Böklen  Mitt.  II.  161-177. 

Der  Gegenstand  ist,  wie  der  Herr  Verfasser  einleitend  be- 
merkt, ausführlich  von  Herrn  HolzmQller  (Einführung  in  die 
Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  Cap.  II L  Leipzig, 
Teubner  1882)  behandelt.  Wegen  der  Beziehung  zu  den  Fucbs'- 
scben  Functionen  und  gewisser  Sätze  der  Herren  Klein  und 
Poincar^  hielt  der  Herr  Verfasser  eine  erneute  Zusammenstellung 
für  nötig.     Sind  also 

zwei  in  der  bekannten  Weise  dargestellte  complcxe  Variabein,  so 


Of)* 
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bandelt  es  sich  um  die  rationale  Substitution  erster  Ordnun 

^  _    az  +  ß 

und  die  ibr  entsprechende  conforme  Abbild ang,  welche  zani 
für  reelle,  dann  für  complexe  o,  ß,  y,  d  besprochen  wird.     E^ 
gezeigt,    dass  die  Verwandtschaft  zwischen    den    Ebenen  d 
und  a   die  Möbius'scbe   Kreisyerwan^dtschaft    ist    dass    sie 
wenn    man    beide    Ebenen   mit   den   entsprechenden    Äsen 
Deckung  bringt,    durch   zweimalige    Abbildung   naefa  recipr«! 
Radien  vermitteln    lässt,    und    dass   je    nach  Beschaffenheit 
Constanten  a,  /?,  y,  d  vier  verschiedene  Fälle  unterschieden  ^v; 
können:  die  parabolische,  elliptische,  hyperbolische  und  die  l< 
dromische  Substitution.     Diese    Fälle   unterscheiden    sieb   la 
Beschaffenheit  der  invarianten  Curven,  d.  h.  derjenigen  Cur 
welche,  wenn  man  beide  Ebenen  zur  Deckung  bringt,  als  Ga: 
betrachtet,    aufeinander  fallen.     Diese   sind    in    den    drei  er^^ 
Fällen  parabolische,  elliptische  oder  hyperbolische  Kreissehai 
im  letzten  Falle  logarithmisehe  Spiralen.  ' 

Ein  Capitel  beschäftigt  sieh  mit  der  Betrachtung  eiuii 
invarianten  analytischen  Ausdrücke.  Invariant  ist  z.  B.  c 
Doppelverhältnis  aus  vier  Punkten,  und  durch  Trennung  • 
Reellen  und  Imaginären  erhält  man  erstens  ein  invanani 
Doppelverhältnis  von  vier  Strecken  und  zweitens  eine  invaria^ 
Doppeldifferenz  ihrer  vier  Richtungen.  Besonders  hervorzukeb 
sind  gewisse  invariante  Differential-Ausdrucke.  Bei  der  byperb«», 
sehen  Substitution  giebt  es  z.  B.  zwei  invariante  Punkte  L^  ui 
^„  und  es  ist 

dZ dz 

Hieraus  folgen  durch  Trennung  des  Reellen  und  des  Imaginuri{ 
die  Formeln 

dS  ds 


Ä,  Ä,  Tj  Tj 


a)-(ö)|  +  *,)  =  y-(9>,  +  T',), 


wo  dS  und  ds  die  von  Z  und  z  beschriebenen  Bogenelemeofe.  ^ 
und  q>  die  Winkel  derselben  mit  der  reellen  Axe  bedeuten,  ^&, 
rend  (Z— fj  =  Ä,  e'*^'«  etc.  ist.     Durch  diese  Gleichung  wird  tUt 
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Vergrösserung  und  die  Drehung   an  der  betreffenden  Stelle  der 
Abbildung  angegeben.   Aehnlicbe  invariante  DifferentialausdrQcke 
lassen  sich   auch    bei    nicht   hyperbolischer   Substitution   bilden. 
Kbenso  folgt  die  Invarianz  der  Integrale 

/^und//^^, 
J    r^r,  JJ    r\T\  ' 

deren  erstes  sich  auf  eine  beliebige  Curve,  deren  zweites  sich 
auf  ein  beliebiges  Flächenstack  bezieht.  Ein  Schlussabschnitt 
ist  der  Abbildung  gegebener  Curven  gewidmet,  die  an  einfachen 
Beispielen  erläutert  wird.  A. 


P.    Painleve.     8ur  la  repr^sentation  conforme  de  poly- 

gOliea.     C.  R.  CVr.  473-476. 

Es  handelt  sich  um  conforme  Abbildungen  von  Polygonen, 
deren  Seiten  gerade  Linien  oder  Kreisbogen  sind,  in  ähnlicher 
Weise  wie  in  den  bekannten  Untersuchungen  des  Herrn  Klein. 
Die  Abbildung  wird  vermittelt  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form : 

wo  £(Z)  die  kanonische  Invariante  ist,  welche  einer  der  end- 
lichen Gruppen  linearer  Substitutionen  bei  einer  Variable  zuge- 
hört, ß(»)  eine  ratiopale  Function  bedeutet.  Die  Coefficienten 
von  B(Z)  sind  reell,  die  Coefficienten  von  ä(ä)  mtlssen,  wie 
der  Verfasser  zeigt,  unter  den  zu  Grunde  liegenden  Voraus- 
setzungen ebenfalls  reell  sein. 

Hieran  werden  verschiedene  Folgerungen  geknüpft,  u.  a. 
wird  auch  der  Zusammenhang  der  gefundenen  Polygone  mit  ge- 
wissen Minimalfiächen  erwähnt.  Eine  ausführlichere  Mitteilung 
soll  folgen.  A. 


<^) = ««. 


F.  BüCHWALDT.      um  dreinings  fladers  konforme  Frem- 

Stilling   i    Planen.     Zeuthen  Tidas.  (5)  VI.  73-96. 

Der  Verfasser  giebt  verschiedene  Sätze  über  die  conforme 
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Abbildung  der  Umdrehungsflächen  auf  eine  Ebe 
werden  die  Transformationen  untersucht,  mittels  welcitt 
Abbildung  geschehen  kann.  Darauf  werden  die  so  gefaü< 
Sätze  dazu  verwendet,  solche  Abbildungen  auf  die  Ebe 
finden,  in  welchen  die  Verhältnisse  der  Massstäbe  so  weni; 
möglich  variiren.  Unter  dem  Verhältnis  des  Massstabs  tc 
der  Verfasser  das  Verhältnis  eines  Curvenelements  aaf  df 
gebenen  Umdrehungsfläche  zu  dem  entsprechenden  £Ieii;r 
der  Abbildung.  V 

R.  A.  Harris.      The  theory  of  images   in   the  repre 

tation    of  functioDS«     Annale  of  Math.  IV.  65-86  u.  12s?< 

Diese  „Theorie''  ist  nichts  anderes  als  die  eonform^ 
bildung  einer  Ebene  auf  einer  andern.  Zwei  complexe  Vari^ 
z  =  X  -\-iy  und  Z  =^  X-^iY  seien  durch  die  Gleichung  CD(:.Z 
verbunden.  Beschreibt  a  in  seiner  Ebene  einen  beliebige!;  1 
so  soll  der  zugehörige  Weg  von  Z  das  „Bild**  des  erst 
heissen.  ,  Diese  Abbildung  discutirt  der  Verfasser  för  spet- 
Fälle  der  Function  (Z>,  nämlich  für  einfache  rationale  F«; 
der  ersten  vier  Grade  und  für  die  Functionen  e'^sius^  coss,  sina 
Letzterer  Fall  und  der  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  i 
des  sind  besonders  durchgeftlhrt  und  durch  Tabellen  und  Fir 
anschaulich  gemacht.  Angehängt  ist  eine  kurze  Notiz  fiber  J 
dimensioiiale  Abbildung.  R.  M 


A.  A.  Markofp.     Zur  Frage  über  die  Karten  pro  jectioiK 

Chark.  Ges.  (2)  I.  113-128. 

Der  Inhalt  des  Aufsatzes  besteht  der  Hauptsache  nacL 
der  Lösung  folgender  Aufgabe: 

Es  werden  alle  derartige  Abbildungen  der  Kug-elfläche  i 
einer  Ebene  gesucht,  bei  welchen  jeder  grösste  Kreis  der  Kn 
sich  auf  der  Ebene  auch  als  Kreis  abbildet. 

Mit  Hülfe  der  Lösung  dieser  Aufgabe  beweist  der  Verfa^^r 
dass  von  allen  Abbildungen  der  Kugel  auf  einer  Ebene  Dor  <i 
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^t^^reographische  Projection  die  Eigenschaft  besitzt,    dass  jedem 
reise  der  Kugel  auf  der  Ebene  ein  Kreis  entspricht. 

Der    letzte   Satz    wurde    vom  Verfasser   im  Jahre  1884  als 
ne  der  Thesen  zur  Doctordissertation  veröffentlicht. 

Bb. 


^^.   Dudensing,     üeber  einige  Probleme  der  conformen 

Abbildung.     DIbb.  Leipzig.  31  S.  4». 


Zehnter  Abschnitt 

Mechanik. 
Capitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

0.  Rausenbkrger.  Lehrbuch  der  anaivtischen  Mechanik. 
Erster  Band:  Mechanik  der  materiellen  Punkte. 
Zweiter    Band:     Mechanik    der    zusammenhängenden 

Körper,     Leipzig.  B.  G.  Teubner.  VIII  u.  SIS,  VI  n.  335  S.  gr.8*. 

Der  erste  Band,  Mechanik  der  materrellen  Punkte,  behandelt 
in  vier  Abschnitten:  I.  Die  freie  Bewegung  materieller  Punkte; 
darin  im  Anschluss  an  die  Centralbewegung  die  planetarischeo 
Störungen  erster  Ordnung  und  die  Elemente  der  Mondtheorie 
nebst  einem  rein  analytischen  Paragraphen  Ober  die  Entwickelan^ 
von  (1 — 27C08g)+g')~''  in  eine  Reihe  ^CtCosÄy  und  ähnliche 
Aufgaben.  IL  Die  unfreie  Bewegung  materieller  Punkte 
auf  Curven  und  Flächen,  zum  Schluss  die  relative  Bewegung 
auf  der  Oberfläche  der  rotirenden  Erde  in  nur  skizzenhafter 
Darstellung.  III.  Die  Principien  der  Mechanik  und  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  in  allgemeiner  Behandlung. 
Hierzu  als  analytische  Beigaben :  Untersuchungen  tiber  Systeme 
totaler  Differentialgleichungen,  die  Elemente  der  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  ein  Para- 
graph   Ober    elliptische    Coordinaten.      IV.    Das    Potential    mit 
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üigressionen  über  das  Diricblct'sche  Princip,  die  Theorie  der 
Kugelfunctionen  und  die  Abbildung  durch  reciproke  Fahrstrahlen. 

Der  zweite  Band,  Mechanik  der  zusammenhängenden  Kör- 
per, zerfällt  ebenfalls  in  vier  Abschnitte,  die  fortlaufend  gezählt 
sind.  Der  Inhalt  von  Abschnitt  V,  Mechanik  der  unelastisch 
festen  (starren)  Körper,  stimmt  mit  demjenigen  tiberein,  was  die 
sonstigen  Lehrbücher  der  Mechanik  zu  bringen  pflegen.  Der 
VI.  Abschnitt  liefert  eine  gedrängte  Uebersicht  der  Elasticitäts- 
lehre  nebst  den  wichtigsten  physikalischen,  besonders  akustischen 
Problemen  aus  ihr.  Eingefügt  ist  ein  Paragraph  über  Fourier'- 
sche  Reihen.  Im  VII.  Abschnitte  werden,  nach  Wiedergabe  der 
iu  allen  Lehrbüchern  entwickelten  Grundgleichungen  der  Hydro- 
mechanik und  nach  der  Lösung  der  ersten  hierher  gehörigen 
Probleme,  die  Theorie  der  Ebbe  und  Flut,  die  der  Meeres- 
strömungen sowie  der  Capillarität  kurz  besprochen.  Besonders 
aber  gelangen  die  Ergebnisse  der  KirchhoflPschen  und  v.  Helm- 
holtz^schen  Untersuchungen  über  die  Flüssigkeitsstrahlen  und 
Wirbelbewegungen  im  Auszuge  zur  Darstellung,  und  hierbei  wird 
ein  Paragraph  über  conforme  Abbildung  eingeschaltet.  Während 
jeder  dieser  drei  ersten  Abschnitte  etwa  je  100  Seiten  umfasst, 
enthält  der  VIII.  Abschgitt  auf  nur  28  Seiten  die  Aeromechanik, 
aus  welcher  ausser  den  üblichen  Gegenständen  die  Seball- 
schwingungen  in  Gasen  und  die  Theorie  der  cylindrischen  Pfeifen 
zu  erwähnen  sind. 

Der  Verf.  beabsichtigte,  ein  Lehrbuch  zu  schreiben,  das 
mehr  eine  übersichtliche  Darstellung  des  Vorhandenen,  als  neue 
Leistungen  ins  Auge  zu  fassen  hätte.  Zur  Erleichterung  des 
Verständnisses  hat  er  nach  dem  Beispiele  mancher  älteren  Werke 
alle  specielleren  mathematischen  Theorien  in  die  Darstellung 
mit  aufgenommen.  Besondere  Beispiele  sind  in  geringer  Zahl 
durchgeführt;  somit  trägt  das  Werk  in  mancher  Hinsicht  den 
Charakter  akademischer  Vorlesungen  (die  vom  Verf.  im  Sommer 
1874  bei  Hrn.  Königsberger  gehörten  werden  in  der  Vorrede  aus- 
drücklich erwähnt).  Der  Darstellung  der  Grundlagen  versichert 
der  Verf.  eine  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt  zu  haben; 
doch  ist  gegen  die  gewählte  Fassung  mancher  Einwand  zu  er- 


tv 
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heben.  Die  neueste  Literatur  ist  nicht  iramer  genOg^end  beriek 
sichtigt.  iSo  sind  unter  den  letzten  Arbeiten  fiber  das  Bebamia^ 
gesetz  die  von  J.  J.  Thomson  und  Ludw.  Lange  tlbersefe^^i 
worden  (vgl.  F.  d.  M.  XVL  1884.  798,  XVIL  1885.  816  ff.,  XVIIL 
1886.  812).  —  Die  Monographie  von  Amodeo  über  die  Taets- 
chronen  (F.  d.  M.  XV.  1883.  808)  giebt  ferner  über  das  vc^. 
diesem  behandelte  Thema  vollständige  Literaturnachweise,  ^^ 
dass  die  vom  Verf.  angeführten  Quellen  dagegen  Iflekenbaft 
erscheinen. 

Ueberblickt  man  den  Inhalt  des  ganzen  Werkes,  so  ist  «& 
zuerkennen,  dass  es  mehr  Stoff  in  das  Gebiet  der  analytisehtn 
Mechanik  hineinzieht,  als  sonst  zu  geschehen  pflegt.     Für  solche 
Studirende,    welche   sich    Einzel  werke    über   die    versehieden» 
Zweige  der  Wissenschaft  nicht  anschaffen  wollen  oder  könnes. 
und   denen    es    genügt,    das  Hauptsächliche  fiber  die  Prineipieff 
der  abgehandelten  Gegenstände  zu  besitzen,  dürfte  das  Lehrbneb 
gute  Dienste  leisten;  die  gegebenen  Verweise  auf  Origirnüarbeiten 
hervorragender  Mathematiker,  obschon  nicht  vollständig,  dienen 
dann  weiter  dazu,  auf  die  Fortftihrung  der  Studien  hinznwirkec. 
Zum   ersten  Selbststudium    scheint   es   dem  Ref.   jedoch   etwa;^ 
schwierig,  weil  die  Darstellung  oft  knapp  ist.     So  ist  der  Verf. 
sehr  sparsam  mit  der  Beigabe  von  Figuren  gewesen,  und  weno 
auch  Lagrange  die  Abwesenheit  aller  Figuren  in  seiner  Mäcanique 
analytique  als  einen  eigentümlichen  Vorzug   hervorhebt,   so  ist 
doch   dieses   berühmte  Vorbild    nicht   gerade   als  Lehrbuch  zur 
ersten  Einführung  in  die  Mechanik  geeignet  Lp. 

A.  BiELER.  Leitfaden  und  Repetitorium  der  Analyti- 
schen Mechanik.  Für  Studirende  an  üniversitäteu 
und  technischen  Hochschulen.  Erster  Teil:  Analyti- 
sche Statik  der  festen  Körper.  Zweiter  Teil:  Analyti- 
sche Dynamik  der  festen  Körper.     Leipzig,  w.  Vioiet.  vi 

u.  87  S.,  IV  u.  91  S.  8^. 

Der  Leitfaden  soll  nach  Ansicht   des  Verfassers   zur  Repe- 
tition  beim  ersten  Studium  in  der  analytischen  Mechanik  dienen 
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l\\c1    bietet  daher  unter  Aussehluss  einiger  elementaren  Betrach- 
iing'en  nur  das  Notwendigste.    Das  „Taschenbuch  der  Mechanik*' 
roTi    Ligowski  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  750)  giebt   auf   132   Seiten 
bedeutend    mehr.     Einiges    hätte    eben   kürzer   dargestellt   oder 
aucli  ausgeschieden  werden  können.     Die  Anziehung    einer   ho- 
mogenen Kugelfläche    auf   einen    Punkt   ist   dabei    bis  zu  einer 
Integration  geführt,    welche   in  der  dargebotenen  Form  schwer- 
\\cb  vollendet  werden  dürfte,  weil  die  nachher  in  der  Anziehung 
einer  homogenen  Hohlkugel  richtig  gewählte  Variable  nicht  ein- 
g^eftlhrt    ist.      Die    weitläufig    durchgeführte    Bewegung    eines 
schweren  Punktes   auf  der   Curve   9py'  =  (x—3pyx   hat  kein 
Recht  auf  den  Platz  von  mehr  als  7  Seiten  in  einem  so  kurzen 
I^eitfaden,    in   welchem  der  Planetenbewegung   nur   zwei  Seiten 
g^egonnt  sind.  Lp. 

S.  ü.  PoissoN.  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik. 
Deutsch  herausgegeben  und  mit  einem  Anhange  ver- 
sehen von  A.  Pfannstiel.     1.  u.  2.  Lieferung.    Dortmund. 

Hermann  Meyer.  IV  n.  224  S. 

Poisson's  Traitö  de  m^canique  ist  schon  öfter  ins  Deutsche 
übersetzt  worden,  nach  der  ersten  Auflage  von  1811  durch  J. 
C.  E.  Schmidt  (Stuttgart  u.  Tübingen.  1825  u.  1826),  nach  der 
zweiten  von  1833  durch  M.  A.  Stern  (Berlin.  Georg  Reimer  1835 
und  1836).  Diese  letztere  vortreffliche  Uebersetzung  des  hoch- 
verdienten noch  lebenden  Mathematikers  ist  zuletzt  zu  herabge- 
setztem Preise  vom  Verleger  ausverkauft  worden.  Es  scheint, 
dass  der  jetzige  Uebersetzer  beim  Beginn  seines  Unternehmens 
die  früheren  deutschen  Uebersetzungen  nicht  gekannt  hat; 
wenigstens  schweigt  die  Vorrede  hierüber,  in  welcher  die  Be- 
dürfnisfrage der  neuen  Uebersetzung  erörtert  wird. 

Es  ist  an  dieser  Stelle  überflüssig,  den  Wert  von  Poisson's 
Werk  hervorzuheben;  eine  andere  Frage  ist  es,  ob  der  deutsche 
Studirende  der  heutigen  Zeit  nicht  lieber  auf  Schell  verwiesen 
werden  soll,  um  in  die  Fragen  eingeführt  zu  werden,  welche 
jetzt  die  Wissenschaft  beschfiftigen. 

Der  Uebersetzer  verspricht,  bezügliche  Ergänzungen  in  einem 
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Anhange  zu  geben.  Da  nun  der  Bedaction  bisher  nur  dit 
den  ersten  Lieferungen  zugegangen  sind  (bis  §  149  im  (!\ 
über  die  krummlinige  Bewegung  reichend),  so  muss  das  K 
über  die  Uebersetzung  und  über  den  versprochenen  Anbar 
zur  Vollendung  und  vollständigen  Einsendung  des  Werko^ 
geschoben  werden.  1  p 


Weitere  Lehrbücher. 

Appell.     Cours  de  mecanique  rationnelle,    professe  .* 
Facult^  des  scienees  de  Paris.     KtJdigö   par  Abr«! 

et    Delassus.      Paris.  436  S.  4^.  (lithogr.) 
E.    a'XvBLING.       Mecbauics.       LoDdoo.  Cfaapmao  and   Hau. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIIL  587-588. 
R.  S.   Ball.      Experimental  Mechanics.       Course  ol  ! 
tnres   delivered    at  the    Royal  College    of    Science 

Ireland.      2°^  ed.      London.  350  S.  80. 

A.  Flamand.      Cours   de   mecanique  g^n^rale,    pmh^ 
k  TEcole  centrale  des  arts  et  manufactures.     Par- 

Graindorgk.      Cours    de    mecanique    analytique.     T. 
Cindniatique    et    statique.      (1888).       II.      Uynanir^ 

(1889).      Paris.  Gauthier-Villars  et  File. 

F.  H.  Julius.     Leerboek  der  Mechanica.       Zwolie.  vii; 

368  S.  8^ 

R.  H.  Pinkerton.      Dynamics  and  hydrostatics.      L-- 

Blackie  und  Sod. 

Kach  der  Anzeige  in   Nature  XXXVII.  412  ein   Lehrl«-: 
welches  nur  die  Kenntnisse  der  elementaren  Mathematik  vorn 
setzt,  sonst  aber  sorgfältig  gearbeitet  ist  und  durchweg-  die  I2 
damentalen  Einheiten  zur  Anwendung  bringt.  Lp. 

J.   E.  Taylor.     Theoretical  Mechanics.     Loodon.  202^. 
J.  Wkisbach.      Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschiii>< 
Mechanik.     (In  3  Teilen).     Zweite  umgearbeitete  1:  • 
vorm.  Aufl.    von    G.   Hermann.      III:    Die   MecharÜ 
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der   Zwischen-  und  Arbeitsmaschinen.     Abteilung  III: 
Die    Maschinen  zur  Formveränderung.     Brauoeicbweig. 

.  Weisbach.  Meccanica  razionale.  Traduzione  di  G. 
Sachen  sulla  5*  edizione  tedesca  riveduta*  e  arapliata 
da  G.  Hermann.  (In  3  vol.  con  1034  incisioni). 
Vol.  IL  Applicazione  della  statica  alla  elasticitk  e 
resistenza  dei  materiali.     Dinamica  dei  solidi.     Toriüo. 


F.  S.  Daurkr.  Hebungsbuch  zum  Studium  der  elemen- 
taren Mechanik.  Eine  Anfgabensammlung  für  Lehrer 
und  Stiidirende  an  mittleren  und  höheren  Unterrichts- 
anstalten.     Wien.  A.  Holder  (1889).  VIII  u.  141  S.  gr.  8». 

Der  Verfasser  der  Aufgabensammlung  ist  Professor  an  einer 
Wiener  Oberrealschule,  und  der  Kreis  der  gestellten  Fragen  ura- 
fasst  daher  die  an  einer  solchen  Lehranstalt  behandelten  Gegen- 
stände. Unter  den  Titeln  Geomechanik,  Hydromechanik,  Aero- 
mechanik  werden  506  fortlaufend  numerirte  Aufgaben  gestellt, 
deren  Lösungen  in  einem  zweiten  Teile  beigegeben  sind.  Ein 
Anhang  enthält  manche  Tabellen  über  Masseinheiten  und  wich- 
tige physikaliche  Constanten.  Die  Aufgaben  sind  geschickt  ge- 
wählt  und  dem  Zwecke  angemessen  behandelt.  Das  Uebungs- 
buch  wird  demnach  seinen  Zweck  erfolgreich  erfüllen. 

Lp. 

R.  G.  Blaine.      Numerical   examples   in    practica!    me- 
chanics  and  machine  design.     London.  Cassell  and  co. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIIL  563-564. 


E.  Gelcich.     Entwurf  einer  Geschichte  der  Gesetze  des 

StOSSes.     Schlömilch  Z.  XXXIII.  Hl.  A.  41-58,  81-89. 

Ohne  auf  die  schon  vorhandenen  Darstellungen  der  Geschichte 
des  Slosses  Bezug  zu  nehmen,  bespricht  der  Verfasser  nach  der 
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historischen  Folge  und  nach  der  Entstehung  der  Begriff« 
Ansichten  der  einzelnen  Forscher.  Grössere  Abschnitte  ft 
hierbei  auf  Descartes,  Marcus  Marci,  Wallis,  Wren,  Hnrj 
Kästner,  Larabert,  Euler,  Karsten,  Mariotte,  ICollet  (den  Zrfi 
der  Percussionsmaschine  in  ihrer  jetzigen  Gestalt),  ^fo?.««* 
broek,  Maupertuis,  Mersenne.  ^-V- 


Th.  Beck.     Historische  Notizen.     Civiiing.  (2)  xxxiv. 

561-575.  737-766. 

Von  den  drei  Abhandlungen  hat  nur  die  erste  für 
Mathematiker  Interesse;  sie  beschäftigt  sich  mit  Leonardo 
Vinci.  Nach  einer  Beschreibung  des  äusseren  Lebenslaufe?  v 
den  die  Bedeutung  und  die  Entdeckungen  des  grossen  EfinstJ 
auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  und  des  Maschinenweseo.«« 
würdigt.  Die  zweite  Note  bezieht  sich  auf  Vanuccio  Birin^-ue 
(1540),  welcher  namentlich  für  die  Metallurgie  von  Bedenta 
ist,  während  die  dritte  einem  Deutschen,  Georgius  Agrleo 
(14901555)  gewidmet  ist,  dem  wir  eine  sorgfältige  Beschreiou 
des  Berg-  und  Hüttenwesens  seiner  Zeit  verdanken.         F.  K. 


W.  Winter,     üeber  absolute  Mass- Systeme.      Exner  Kt 

XXIV.  471-485. 

Die  Abhandlung  des  Verfassers  „Ueber  die  DimensioD/ 
der  abgeleiteten  Grössen  absoluter  Mass-Systeme''  aus  E^ct 
Rep.  XXI  ist  F.  d.  M.  XVII.  1885.  819  angezeigt  worden.  M 
vorliegende  Arbeit  ist  als  Fortsetzung  jener  früheren  aozuseb^i: 
und  wir  verweisen  daher  auf  den  Bericht  a.  a.  O. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Forderung  aus,  dass  von  dei 
bisher  als  absolut  angenommenen  Einheiten  C,  (?,  S  einige  oJei 
alle  so  bestimmt  werden  sollen,  dass  1)  die  Krafteinbeit,  welche 
der  trägen  Masseneinheit  die  Beschleunigungseinheit  erteilt,  gk\A 
derjenigen  Krafteinheit  sein  soll,  mit  welcher  die  Masseneink'' 
eine  gleich  grosse  im  Abstände  1  anzieht;  dass  2)  die  Einheiten 
des  elektrostatischen  Systems  von  denen  des  elektrodynamiscIiO' 
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icht     mehr   verschieden  sein    sollen.     Diese  letztere  Bedingung 
:eht  zunächst  in  die  einzige    über,    dass    die   statische    Einheit, 
velche  eine  ihr  gleiche  im  Abstände  1  mit  der  Kraft  1  anzieht, 
'.ugleich  auch    den  Strom  1  heryorbringen    soll,    wenn   sie   sich 
:iiit  der  Geschwindigkeit  1  durch  den  Leiter  bewegt,  sodass  sie 
nlsOy  wenn  von  der  Länge  1,    einen    ebenso  starken  Strom  von 
der  Länge  1  im  Abstände  1  mit   der   Kraft    1  anzieht     Es  er- 
giebt  sich  dann,  dass  diesen  Forderungen  genQgt  werden  kann 
durch  eine  unendliche  Anzahl  von  absoluten  Systemen,  bei  denen 
nur  eine  Grösse,    in  unserem  Falle  S,    willkürlich  ist,    wahrend 
die  anderen  Grossen,  Länge  und  Masse,  von  der  gewählten  Zeit- 
einheit   abhängen,    derselben   direct   proportional   und  in  jedem 
Falle  leicht  angebbar  sind.     „Man  hat  deshalb  Länge  und  Masse 
als  abgeleitete  Einheiten  anzusehen,  und  das  System  ist  ein  ein- 
gliedriges.   Ferner  zeigt  sich,  dass  eine  ganze  Reihe  von  abge- 
leiteten Einheiten  (Geschwindigkeit,  Kraft,  Stromstärke,  Potential, 
Widerstand)  von  der  gewählten  Zeiteinheit  unabhängig  und  dem- 
nach Katurmasse  sind,  die  sich  ihrer  Grösse  nach  direct  ergeben, 
wenn  man  die  aufgestellten  Bedingungen  erfüllt."  Lp. 


Report  of  the  Committee  appolntecl  for  the  purpose  of 
considering  the  desirability  of  introducing  a  uniform 
nomenclature  for  the  fundamental  units  of  mechanics, 
and  of  cooperating  with  other  bodies  engaged  in 
similar  work.     Brit.  Ass.  Rep.  27-28. 

Der  Ausschuss  empfiehlt  den  Gebrauch  der  folgenden  Namen : 
Die  Einheit  der  Geschwindigkeit  im  CGS  -  System,  d.  h.  die 
Geschwindigkeit  von  einem  Centimeter  in  der  Secunde,  heisst 
ein  „Kine".  Die  Einheit  des  Moments  im  CGS  -  System,  d.  h. 
das  Moment  eines  Grammes,  das  sich  mit  einem  Kine  bewegt, 
heisst  ein  „Bole".  Die  Einheit  des  Druckes  im  CGS -System, 
d.  h.  der  Druck  eines  Dyn  auf  das  Quadrat-Centimeter,  heisst 
ein  „Barad".  Der  Ausschuss  empfiehlt  nicht,  dass  irgend  welche 
andere  Namen  englischen  Einheiten  gegeben   werden;  er  wurde 
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wiedergewählt,  da  es  noch  einige  andere  Einheiten  giebt,  ober 
deren  Namen  eine  Verständigung  möglich  scheint,  damit  solrh« 
Namen  empfohlen  werden  können.  Obs.  (Lp.) 


A.  G.  Greenhill.     Units   of   weiglit,    mass,    and  f«»rct. 

Natnre  XXXV.  480-4^7. 

P.  O.  T.     Weiglit  and  mass.  Nature  xxxv.  512. 

E.  Ghkoghegan.      Units   of  weight,    mass,    and    foro\ 

Nature  XXXV.  r..31. 

A.  LoDGE.     Units  of  weight,   mass,   and  force.       Natun» 

xxxv.  557. 

R.   B.  Hayward.      Mass,    weight,    and  dynamical  units. 

Nature  XXXV.  604-005. 

C.  Elliott.      Units  of  weight,   mass,   and  force.    Nature 

XXXV.  (305.r,06. 

E.  Gheoghegan.      Units    of  weight,    mass,    and    force. 

Nature  XXXVI.  4. 

W.     Weight  and  mass.     Nature  xxxvi.  53. 

H.  H.  Smith.     D}'namical  nnits.     Nature  xxxvi.  hs. 

J.  Lancaster,  D.  H.  Marshall.     Units  of  weiglit,  mass. 
and  force.    Nature  XXXVL  102. 

J.   B.  Lock,    A.  Macfarlane.      Units  of  weight,    mass, 

and    force.      Nature  XXXVI.  174-175. 

A.  G.  Greenhill.    Weight,  mass,  and  force.   Nature xxxvi. 

1%.197. 

R.   B.  Hayward.      Weight,    mass,    and    force.       Nature 

XXXVI.  221. 

A.  G.  Greenhill.      Weight,    mass,    and    force.       Nature 

XXXVL  269. 

J.   B.  Lock.     Units  of  mass,  weight,   and  force,     Nature 

XXXVL  317. 

In  allen  diesen  Artikeln  handelt  es  sich  um  die  Frage,  wie 
der  streng  wissenschaftliche  Gebrauch  der  einmal  festgesetzten 
Kunstausd rücke  nicht  bloss  in  der  Sprache  der  wissenschaftlichen 
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Verke   festzuhalten,    sondern    auch    in    der  Ausdrucksweise  der 
rechniker  sicher  zu  stellen  sei.  Lp. 


r.    C.   Mendenhall,    O.  J.   Lodge.      Weight  and  niass. 

Natura  XXXVII.  4U5. 

Erörterungen  über  die  Notwendigkeit  für  den  Gebrauch  von 
weight  =  Gewicht  als  Kraft,  angeschlossen  an  eine  Recension  von 
Kennedy*s  „Mechanics  of  Machinery"  in  Nature  XXXVII.  195 
von  Herrn  Greenhill.  Lp. 

.1.   Venn.     The  Mechanics  of  Machinery.    Naiure  xxxvii. 

510-511. 

Kritik  einiger  Stellen  des  Werkes  von  Kennedy.      Lp. 


J.  G.  MacGregor.     Kinematics  and  dynamics.       Nature 

XXXVII.  487-488. 

Erwiderung  auf  verschiedene  Ausstellungen,  welche  Herr 
Greenhill  in  seiner  Anzeige  des  gleich  betitelten  Buches  (Nature 
XXXVIL  361-362)  gemacht  hatte.  Lp. 

R.    E.    Baynrs.      Dynamical    units    and    nomenclature. 

Nature  XXXVII.  46.^). 

G.  C.  FosTER,  E.  HosPiTALiER.      Density    and    specific 

gravity.     Nature  XXXVIII.  6. 

A.  G.  Greenhill.      Weight  and   mass.      Nature  xxxviii. 

54-55. 

IL  M.  Elder.      Density    and    specific    gravity.      Natura 

XXXVIIL  55. 

J.  B.  Lock.     Weight  and  mass.    Nature  xxxviiL  77. 

J.  G.  MacGregor.     Prof.  Greenhill  on  „Kinematics  and 

Dynamics".       Nature  XXXVIIL  148. 

Erörterungen    ähnlicher   Natur    wie   die    in  den  vorstehend 
erwähnten  Noten.  Lp. 


Fortschr.  d.  Math.  XX.  3. 
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G.  Allen.     Force   and  energy,    a  theory  of  dynamics. 

London. 


W.     Newton's  laws  of  motion.     Namre  XXXVL  366, 

Einige  Bedenken  über  die  Fassung  des  Trägheitsgesetze», 
die  im  wesentlichen  auf  die  Abwesenheit  eines  BezugssTstemes 
hinauslaufen.  Lp. 


O.  J.   LoDGK.      Force,    and  Newton's  third   law.    N»tare 

XXXVIL  558. 

Bemerkung  Qber  das  Princip  der  Action  und  Reaction. 

Lp. 

R.  Claus,     lieber  Potential kräfte.    Pr.  Reaisch.  Lei«nig. 

Es  sei  T  die  lebendige  Kraft  eines  in  Bewegung  befindlichen 
Systems  materieller  Punkte,  W  eine  Function  der  Zeit,  der 
Coordinaten,  der  Geschwindigkeiten  und  der  Beschleunigungen 
der  Punkte.  Bildet  man  dann  die  Differentialgleichungen,  welche 
erfüllt  werden  mQssen,  damit 

ein  Minimum  wird,  und  sieht  die  Ausdrücke,  denen  mx",  m^\\ 
mti  gleich  werden,  d.  h.  die  Grössen 

dxi      '  di\  dx\)'^   di^  \  dx'i  ) 

etc.  als  Kraftcomponenten  an,  so  wird  gefragt,  wie  muss  W  be- 
schaffen sein,  damit  die  genannten  Kräfte  dem  Princip  der 
Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  genügen.  Es  ergiebt 
sich,  dass  dazu  erforderlich  ist,  dass  W  eine  willkürliche  Func- 
tion ist,  die  ausser  der  Zeit,  den  Entfernungen  der  Punkte  des 
Systemes  vom  Coordinatenanfang  und  ihren  gegenseitigen  Ent- 
fernungen noch  die  ersten  und  zweiten  Ableitungen  der  genannten 
Entfernungen  nach  der  Zeit  enthält     Soll    ausserdem    der   Satz 
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tY  lebendigen  Kraft  gelten,  so  darf  die  Zeit  t  nicht  explicite 
W  enthalten  sein. 
Bemerkt  werden  mag  noch,  dass  die  obigen  Resultate  eine 
r -Weiterung  derjenigen  sind,  die  Herr  A.  Mayer  Math.  Ann.  XIII 
licht  VIII,  wie  hier  fälschlich  gesagt  ist),  cf.  F.  d.  M.  IX.  1877. 
Sl,  abgeleitet  hat;  sowie,  dass  sich  die  vorliegende  Arbeit  durch- 
weg eng  an  die  des  Herrn  Mayer  anlehnt.  Wn. 


[^.  VAN  Elfrinkhof.     De  virlaal  en  bare  beteekenis   in 

de    meebanica.      Dias.  Utrecht,  van  Boekhoreo.  136  S. 

Der  Gegenstand  dieser  Dissertation   ist   die   Bedeutung  des 
von  Clausius  in    die  theoretische  Mechanik  eingeführten  Virials. 
Nachdem  im   ersten  Teil    die   Haupteigenschaften  dieser  Kraft- 
function  dargelegt  worden  sind,  wendet  sich  der  zweite  Teil  zur 
Betrachtung  des  Virials  in  der  Statik,  also  beim  Gleichgewicht  von 
Kräften,  zu  welchem  Zweck  auch  die  Quaternionen  eingeführt  wer- 
den.    Der  dritte  Teil  behandelt  die  Bedeutung  des  Virials  in  der 
Dynamik  bei  der  Bewegung  eines  Punktes   und    der  Bewegung 
von  Systemen.    Schliesslich  bespricht  der  Verfasser  den  Nutzen 
der  Einführung  des  Virials  und  des  Ergais  bei  mechanischen  und 
physikalischen  Aufgaben ;  die  Einführung  der  Quaternionen  kann 
hierbei  viel  grösseren  Nutzen  bringen,    als    man  nach  den  vor- 
handenen Werken   über  diesen  Gegenstand  erwarten  sollte. 

G. 

R.  Wronsky.  Das  Intensitätsgesetz  und  die  Gleich- 
artigkeit der  analytischen  Formen  in  der  Lehre  von 
der   Energie.      Eine    elementare    Einführung    in    die 

Energetik.      Fraokfart  a  0    24  S    gr.  8«. 
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Capitel  2. 
Kinematik. 

Ph.  Gilbert.      Sur    les    composantes    des    acc^I^rations 
crordre    quelconque    suivant    trois    directions     rectan- 

gulaires   variables.      Joam.  de  Math.  (4)  IV.  465-473. 

K«  »ei  M  ein  beweglicher  und  0  ein  fester  Punkt.  Die 
Strecke  OMn  =  jn  stelle  in  Grösse  und  Richtung  die  Beschleuni- 
gung w'*«^  Ordnung  für  den  beweglichen  Punkt  M  dar.  Bewegt 
sich  nun  ein  rechtwinkliges  Axensysteni  Oxys  nach  irgend  eineiD 
Gesetz  um  den  Punkt  0,  und  sind  PjQ^r  die  ComponeDten  der 
Rotation  dieses  Systems  bezüglich  um  Ox,  Oy^  Os,  so  iDögen 
jntijnfnjm  die  Componenten  der  Beschleunigung  jn  darstellen; 
diese  Grössen  sind  zugleich  die  Coordinaten  des  Punktes  ^«. 

Die  absolute  Geschwindigkeit  des  Punktes  If«  stellt  in  Grösse 
und  Richtung  die  Heschleunigung  (« -\- 1)*"  Ordnung  för  den 
Punkt  Jlf  dar.  Diese  Geschwindigkeit  ist  aber  die  Resultante 
der  relativen  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  beweglichen 
Axen  und  der  Führungsgeschwindigkeit.  Daraus  entspringen 
unmittelbar  die  Gleichungen 

Jfi+1.«   —  —^.        T  Vnx       ^ntj^ 

^Jnv       1^      • 

Jw  + 1,  t/   —  "    3^        r  ^Jn,t  ""  PJns  > 

^Jng       I         . 

Wird  Oxy  Oy^  Oz  bezüglich  parallel  der  Geschwindigkeit,  der 
Ilauptnormale  und  der  Binormale  angenommen,  so  f&hren  die 
Gleichungen  auf  einfache  Art  zu  denen,  die  Somoff  und  Resal 
aufgestellt  haben.  Indem  der  Verfasser  die  Lage  des  Punktes  M 
durch  die  Parameter  von  drei  orthogonalen  Flächen  ausdrückt,  und 
die  Componenten  von  j„fi  in  Richtung  der  drei  Normalen  dieser 
Flächen  aufsucht,  gelangt  er  zu  den  Darstellungen,  welche  Lame 
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Ur  die   Componenten  der  Beschicuniguug   erster   Ordnung  nach 
v'ohtun^  jener  drei  Normalen  zuerst  gegeben  hat         Sehn. 


V^H.  Gilbert.      Groupenient  et  construction  g^om^triqno 
des  accel^ratious  dans  im  solide  tournaut  autour  d*un 

point   fixe.      CR.  CVII.  726-720. 

Ph.  Gilbert.      Siir    les    acc^l^rations    des    points    d'un 
solide  tournant  aiitonr  d'un  point  fixe  et  siir  les  cen- 
tres  de  courbure  de  leurs  trajectoires.    C.R.CVii.830-i<3i. 
Bei  der  Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt  0 
liegen  die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  j  auf  einem  Ellipsoid, 
welches  O  zum  Mittelpunkt  hat.     Die  Ellipsoide,  welche  den  ver- 
schiedenen Werten  von  j  entsprechen,  sind  homothetisch,  und  es 
genfigt  daher,  die  Verteilung  der  Beschleunigungen  auf  demjenigen 
zu    untersuchen,    für   welches  j  =  l  ist.     Für   einen    beliebigen 
Punkt  M  dieses    Ellipsoides  werden    die    Componenten    der  Be- 
schleunigungen in  den  Hauptrichtungen  metrisch  dargestellt,  und 
aus  den  aufgestellten  Ausdrücken   wird   eine  geometrische  Con- 
struction der  Beschleunigung  des  Punktes  M  hergeleitet. 

In  der  zweiten  Note  folgen  einige  Sätze  über  die  Beschleuni- 
gung des  Punktes  M,  Die  tangentielle  Componente  dieser  Be- 
schleunigung wird  in  einfacher  Form  bestimmt,  und  daraus  der 
Satz  gewonnen:  „Der  Ort  der  Punkte  des  Körpers,  deren  tan- 
gentielle Beschleunigung  Null  ist,  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades, 
und  zwar  wird  derselbe  gebildet  durch  den  Durchschnitt  der 
auf  einander  senkrechten  Ebenen,  welche  beztlglich  durch  die 
augenblickliche  Drehaxe  OJ  und  die  Winkelbcschleunigung  OL 
gefnhrt  sind.*'  Einige  ancfere  Relationen,  die  Beschleunigung  von 
iV  betrefifend,  schliessen  sich  an. 

Alle  Punkte  des  Körpers,  welche  auf  einer  durch  den  festen 
Punkt  gehenden  Geraden  liegen,  beschreiben  Trajectorien,  deren 
Krilmmungscentren  wieder  auf  einer  Geraden  enthalten  sind. 
Im  Anschluss  an  dies  Theorem  wird  der  Krümmungsmittelpunkt 
der  Trajectorie  eines  Punktes  M  geometrisch  construirt. 

Sehn. 
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Ph.  Gilbert.     Sur  les  acc^Mrations  d'ordre  quelconqoe 
des   points   d'un   corps  solide  qui   a  un  point  fixe  0. 

C.  R.  OVIl.  946-948. 

Mitteilung  einiger  allgemeinen  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Beschleunigungen  der  verschiedenen  Ordnungen  eines  belie- 
bigen Punktes,  seiner  Geschwindigkeit,  seinem  Richtstrahl,  der 
Drehaxe  und  den  Winkelbeschleunigungen  verschiedener  Ordnung 
statthaben.  Sehn. 

F.  WiTTENBAUKK.     üebcr  gleichzeitige  Bewegungen  eine^; 
ebenen  Systems.     Schlömiich  z.  xxxili,  193-208. 

Der  Bewegungszustand  eines  ebenen  starren  Systems  ist  in 
jedem  Augenblick  durch  den  augenblicklichen  Drehpunkt  O  uod 
die  Winkelgeschwindigkeit  o)  fUr  das  erste  Zeitelement  voll- 
kommen bestimmt.  FQr  das  darauf  folgende  Zeitelement  ist 
unter  der  Bedingung,  dass  die  Grösse  der  Drehung  keine  Äeo- 
derung  erleidet,  die  Angabe  des  Wendepols  J  hinreichend.  Ist 
ein  ebenes  System  einer  beliebigen  Anzahl  gleichzeitiger  Bewe- 
gungen unterworfen,  welche  durch  die  Drehpunkte  0,,  0,,  ...,  0, 
und  die  Winkelgeschwindigkeiten  rü,,  oi,  . . .,  cc;«  gekennzeicbnet 
sind,  so  ist  der  resultirende  Drehpunkt  0  der  Schwerpunkt  der 
Punkte  Oj,  0„  ...,  On,  wenn  dieselben  mit  den  zugehörigen 
Winkelgeschwindigkeiten  belastet  gedacht  werden,  die  resultirende 
Winkelgeschwindigkeit  w  aber  die  algebraische  Summe  der 
Winkelgeschwindigkeiten  der  einzelnen  Bewegungen.  Wird  da- 
gegen die  Frage  gestellt  nach  dem  resultirenden  Bewegungsiu- 
stand  für  zwei  aufeinander  folgende  Zeitelemente,  eine  Frage, 
die  sich  z.  B.  bei  der  Angabe  der  KrUmmungsverhältnisse  bietet, 
so  ist  aus  den  Wendepolen  7,,  7,,  .. .,  J,»  der  gleichzeitigen  Be- 
wegungen auf  den  Wendepol  der  resultirenden  Bewegung  zu 
schliessen.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  bildet  den  Inhalt 
der   vorliegenden   Arbeit.     Die  wesentlichsten   Ergebnisse   sind: 

Nennt  man  das  Product  des  Wendedurchmessers  in  dav< 
Quadrat  der  zugehörigen  Winkelgeschwindigkeit  den  reducirten 
Wendedurchmesser,    so   ist   die  im  geometrischen   Sinne  genom- 
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niene  Summe  der  reducirten  Wendedurchmesser  der  Einzelbewe- 
gungen der  reducirte  Wendedurchmesser  der  resultirenden  Be- 
wegung. 

Der  resultirende  Wendepol  von  n  gleichzeitigen  Bewegungen 
ist  der  Schwerpunkt  aller  Wendepole  Jn  und  aller  Drehpunkte 
0„,  wenn  die  ersteren  mit  wj,  die  letzter.en  mit  «„(w— w«)  be- 
lastet gedacht  werden. 

Der  Erümmungsmittelpunkt  K  der  Bahn  eines  Systempunktes 
M  fttr  die  aus  n  gleichzeitigen  Bewegungen  resultirende  Bewe- 
gung ist  der  Schwerpunkt  der  den  Einzelbewegungen  entsprechen- 
den Krümmungsmittelpunkte  K^^  K^^  . . .,  Kn  und  des  Punktes  M 
selbst,  wenn  die  ersteren  mit  den  Krümmungs-Winkelgeschwindig- 
keiten 9>j,  9>,,  .  •  •,  qPii)  der  Punkt  M  aber  mit  dem  Ueberschuss 
u  =  q>—S(pn  belastet  gedacht  wird.  Sehn. 


A.  ScHÖNFLiKS.     Siir  les  courbes  et  surfaces  döcrites  pen- 
dant  le  mouvement  k  cinq  conditions.     Darboox  Bull.  (2) 

XII.  18-25. 

Bei  der  Bewegung  eines  starren  Systems,  welches  fünf  Be- 
dingungen unterworfen  ist,  beschreiben  bekanntlich  die  einzelnen 
Punkte  Linientrajectorien.  Verschiebt  sich  das  starre  System  2 
in  einem  Räume  2\  so  wird  für  einen  Beobachter,  welcher  un- 
veränderlich mit  i;?  verbunden  ist,  2'  sich  gegen  2  verschieben; 
die  Bewegung  von  2'  im  Systeme  2  wird  indirecte  Bewegung 
genannt. 

Ein  Punkt  P  einer  Geraden  d  im  Räume  beschreibt  eine 
Linientrajectorie.  Der  Mittelpunkt  der  in  P  diese  Trajectorie 
osculirenden  Kugel  ist  ein  Punkt  P'..  Der  Ort  der  Punkte  P', 
welche  den  Punkten  P  der  Geraden  d  entsprechen,  ist  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung  A3.  Bei  der  indirecten  Bewegung 
wird  P  der  Mittelpunkt  der  osculirenden  Kugel  für  die  Trajec- 
torie, welche  P'  beschreibt. 

Für  jeden  Moment  der  Bewegung  giebt  es  in  dem  System 
2  eine  Raumcurve  sechster  Ordnung  .Äg,  deren  Punkte  eine 
stationäre  Krümmungsaxe  haben.    Schneidet  die  Gerade  d  diese 
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Curve  Ä,  in  einem  Punkte,  so  zerfällt  die  der  Geraden  d  ent- 
spreebende  Curve  k^  in  einen  Kegelschnitt  und  in  die  stationäre 
KrOromungsaxe  des  Schnittpunktes. 

Schneidet  d  die  Curve  k^  in  zwei  Punkten,  so  bilden  die 
Mittelpunkte  der  osculirenden  Kugeln  eine  Gerade  d',  welche 
mit  den  Krümmungsaxen  der  Schnittpunkte  die  Curve  k^  bildet. 
Jedem  Punkte  P  der  Geraden  d  entspricht  ein  Punkt  P'  der 
Geraden  d'  als  Mittelpunkt  der  osculirenden  Kugel,  und  bei  der 
indirecten  Bewegung  jedem  Punkte  P'  der  Geraden  d*  ein  Punkt 
P  der  Geraden  d  in  gleichem  Sinne;  also  trifft  die  Gerade  d' 
zweimal  die  Curve  k'^  im  System  2*. 

Die  Geraden,  welche  dreimal  die  Curve  k^  schneiden,  sind 
stationäre  KrQmmungsaxen  für  die  indirecte  Bewegung;  für  jede 
solche  Gerade  reducirt  sich  die  Curve  der  Mittelpunkte  der 
osculirenden  Kugeln  auf  einen  einzigen  Punkt,  welcher  der  Curve 
ÄJ.  der  indirecten  Bewegung  angehört. 

Die  Regelfläche,  welche  aus  den  KrQmmungsaxen  der  Punkte 
der  Curve  k^  gebildet  ist,  ist  vom  achten  Grade  und  enthält  die 
Curve  Ag  der  indirecten  Bewegung  als  dreifache  Curve. 

Die  weiteren  Betrachtungen  bezieben  sich  auf  solche  Geraden, 
welche  bei  der  vorgeschriebenen  Bewegung  bestimmte  Singulari- 
täten zeigen,  im  besonderen  auf  solche  Geraden,  welche  in  drei 
aufeinander  folgenden  Lagen  durch  denselben  Punkt  gehen.  Ii^t 
r  eine  solche  Gerade,  deren  drei  aufeinander  folgende  Lagen 
^07  ''n  '*>  8*^^  ^^  einem  Punkte  Ä'  schneiden,  so  wird  R'  bei  der 
indirecten  Bewegung  in  drei  aufeinander  folgenden  Lagen 
R',,  Ä',,  R\  auf  der  Geraden  r  bleiben;  also  wird  Ä'  der  In- 
flexionscurve  für  die  indirecte  Bewegung  angehören,  und  die 
Gerade  r  wird  die  Tangente  seiner  Trajectorie  sein.  Die  Geraden 
von  der  verlangten  Art  in  dem  einen  der  beiden  Systeme  2  und 
2*  bilden  also  die  Tangenten  der  Punkte  der  Inflexionscurve  in 
dem  anderen  System. 

Die  Tangenten  aller  Punkte  der  Inflexionscurve  t,  bilden 
eine  Regelfläcbe ;  diese  ßegelfläche  R^  ist  von  der  fünften 
Ordnung. 

Indem  der  Verfasser  sich  zum  Schluss  dem  Ort  der  Geraden 
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zuwendet,  welche  in  drei  aufeinander  folgenden  Lagen  in  derselben 
Ebene  bleiben,  führen  ihn  die  an  diese  Untersuchung  sich  an- 
schliessenden Betrachtungen  zu  weiteren  Urteilen  über  die  Fläche 
Äj.  Dieselbe  enthält  eine  Doppelcurve  sechster  Ordnung  und 
wird  durch  die  dreifachen  Sehnen  dieser  Curve  gebildet. 

Sehn. 

C.  Rüdenberg.  Ueber  die  während  der  Bewegung  pvo- 
jectiv  veränderlicher  und  starrer  Systeme  beschrie- 
benen Curven  und  Flächen.    Gott.  Nachr.  176-194. 

Es  werden  im  Auszuge  die  Ergebnisse  einer  Untersuchung 
über  geometrische  Oerter  mitgeteilt,  deren  Elemente  in  einer  An- 
zahl Lagen  eines  bevi^gten  Systems  gegenüber  einem  festen  noch 
auf  einer  dem  letzteren  angehörenden  Curven-  oder  Flächenart 
liegen,  welche  schon  durch  eine  geringere  Anzahl  von  Elementen 
bestimmt  ist.  Ist  zum  Beispiel  A*  die  Anzahl  der  Punkte,  welche 
eine  Curve  O  bestimmt,  so  könnte  man  bei  einem  bewegten 
ebenen  System  nach  dem  Ort  der  Punkte  fragen,  welche  in 
A'-f-l  Lagen  des  bewegten  Systems  aufO  gelegen  sind.  Solche 

Curve  wird  symbolisch  durch  Ay^i  bezeichnet,  wo  der  obere 
Zeiger  den  Grad  der  Curve  angiebt.     Der  Ort  der  Punkte,  welche 

in  iV+2  Lagen  noch  auf  O  liegen,  ist  eine  Punktgruppe  Ä*y^i] 
der  Ort  derjenigen  Punkte,  welche  in  N  Lagen  noch  einen  Büschel 

von  C"  zulassen,  ist  eine  andere  Gruppe  A'^.  Diese  beiden  Grup- 
pen bilden  das  vollständige  Schnittpunktsystem  von  ili,iv+i    und 

i4Lv+2,  so  dass  r*  =  u  +  s  ist.  Die  Gruppe  i4*v  enthält  stets  sämt- 
liche Punkte,  welche  für  zwei  Lagen  ihren  Ort  beibehalten,  das 
sind  die  Pole,  deren  es  bei  allgemein  collinear  veränderlichen 
Systemen  bekanntlich  drei    für  je  zwei  Lagen  giebt.    Während 

der  continuirlichen  Bewegung  zerfällt  die   Enveloppe  der  il^J^+i 

im  allgemeinen  in  drei  Teile:    1)  in  die  Bahn  der  A\^i^   2)  in 

die  Bahn  der  Ay,  welche  nicht  Pole  sind,    3)   in    die  Polcurve, 

auf  welcher  zwei  consecutive  Curven  i4i+iinjedemPoli^JV(iV— 1) 
unendlich  nahe  Punkte  gemein  haben. 
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Mit  der  urepröDglichen  „directen"  Bewegung  des  Systems 
wird  in  den  Betrachtungen  stets  die  „indirecte"  verknttpfi,  in- 
dem unter  Festhaltung  des  ursprünglich  bewegten  Systems  das 
feste  derartig  bewegt  und  verändert  gedacht  wird,  dass  die  in 
jeder  der  früheren  Lagen  sich  deckenden  Elemente  der  beiden 
Systeme  auch  jetzt  zur  Deckung  gelangen.  UmhQllt  also  bei 
der  directen  Bewegung  eine  Gurve  a  eine  andere  b,  so  umhüllt 
bei  indirecter  Bewegung  6  die  Curve  a,  oder  im  speciellen: 
Liegt  ein  Punkt  P  in  m  Lagen  auf  einer  Curye  C,  so  gehen  bei 
indirecter  Bewegung  die  m  Lagen  von  C  durch  P.  Eine  Gerade 
gf,  welche  bei  directer  Bewegung  eine  Curve  C  in  m  Lagen  be- 
rührt, wird  bei  indirecter  Bewegung  von  m  Lagen  von  C  beröhrt 
werden.  Dieses  dualistische  Princip  findet  seine  fruchtbare  Ver- 
Wendung. 

Es  ist  nicht  möglich,  auf  die  grosse  Zahl  der  Einzelergeh- 
nisse  an  dieser  Stelle  einzugehen.  Näherer  Betrachtung  werden 
unterworfen  die  coUinear  veränderlichen  Systeme,  und  zwar  1) 
die  Bewegung  derselben  in  allgemeinster  Form,  2)  ihre  Bew^ 
gung  unter  der  Bedingung,  dass  eine  Gerade  fest  bleibt,  ein 
Fall,  der  das  affin  veränderliche  System  in  sich  begreift,  oder 
auch,  dass  ein  Punkt  des  Systems  unveränderlich  bleibt,  3)  die 
Bewegung  unter  der  Voraussetzung,  dass  zwei  Punkte  fest  blei- 
ben, wodurch  ähnliche  und  starre  Systeme  umfasst  werden,  oder, 
dass  zwei  Gerade  *eine  unveränderliche  Lage  bewahren.  Ad 
diese  Betrachtungen  schliessen  sich  noch  zwei  andere  specielle 
Bewegungsformen. 

Ein  zweiter  Abschnitt  giebt  die  Resultate  der  analogen 
Untersuchungen  für  die  Bewegung  räumlicher  Systeme, 

Sehn. 

A.    EkCEN.      Stelling.      Nieuw  Arch.  XV.  67-99. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe  lautet:  Eine  Ebene  bewegt  sieh 
so  Ober  einer  anderen  Ebene,  dass  zwei  Gerade  der  ersten  bewer 
liehen  Ebene  Tangenten  an  zwei  festen  Kreisen  bleiben,  welek 
in  der  zweiten  unbeweglichen  Ebene  liegen.  Diese  BeweguB? 
soll  näher  untersucht  werden. 
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Durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  wird  diese 
Aufgabe  auf  das  ohne  Gleiten  erfolgende  Abrollen  eines  Kreises 
auf  einem  andern  Kreise,  also  auf  die  hypocykloidische  Bewe- 
gung zurückgeführt.  Diese  wird  alsdann  auf  analytischem  Wege 
weiter  untersucht  und  in  Beziehung  gebracht  mit  der  Theorie 
der  Krümmung  ebener  Curven.  G. 


A.   Mannheim.     D^veloppements  de  g^oraötrie  cindma- 

tique.     See.  Philom.  M6m.  51-62. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  den  durch  Refraction  ent- 
stehenden Brennlinien  ebener  Curven.  Ist  (m)  die  Curve,  welche 
zwei  optische  Mittel  trennt,  (a)  die  Enveloppe  der  einfallenden 
Strahlen,  so  wird,  wenn  cm  einen  einfallenden  Strahl  bedeutet, 
welcher  (er)  in  a  berührt,  die  Construction  des  Punktes  a'  ge- 
geben, in  welchem  der  gebrochene  Strahl  mc'  die  Katakaustik 
(a')  berührt.  An  diese  Construction  schliesst  sich  eine  Formel, 
welche  den  Einfallswinkel,  den  Brechungswinkel,  den  Brechungs- 
exponenten, den  Krümmungsradius  der  Curve  (m)  und  das  Seg- 
ment ma  mit  dem  Segment  ma'  verknüpft.  Diese  Formel,  sowie 
die  gegebene  Construction,  dient  zum  Ausgangspunkt  für  die  Lösung 
der  schwierigeren  Frage:  Wie  ist  der  Krümmungsmittelpunkt 
der  Brennlinie  (a')  zu  finden?  Aus  den  Gesichtspunkten  der 
kinematischen  Geometrie  entwickelt  der  Verfasser  eine  Lösung 
dieses  Problems  und  giebt  eine  Formel,  welche  den  Znsammen- 
hang zwischen  dem  Krümmungsradius  von  (a')  mit  den  Krüm- 
mungsradien von  (a)  und  (m)  und  den  Grössen  herstellt,  welche 
die  erste  Formel  in  Verbindung  bringt.  Die  Lösung  dieser  Frage 
führt  den  Verfasser  zu  dem  geometrischen  Ort  der  Punkte,  deren 
Abstände  von  zwei  gegebenen  Curven  ein  constantes  Verhältnis 
haben.  Sind  (a)  und  (a')  die  gegebenen  beiden  Curven  und  (m) 
der  gekennzeichnete  Ort,  so  wird  aus  den  Krümmungsmittel- 
punkten der  Evoluten  von  (a)  und  (o')  der  Krümmungsmittel- 
punkt der  Evolute  von  (m)  hergeleitet  Sehn. 
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F,  ßüKA.  Bemerkungen  zu  der  Grlibler'sclien  Bestiiiunnug 
der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  eitles 
ebenen  Systems.     Schlomiich  z.  xxxiil.  Ii7-ii8. 

Die  von  Herrn  Grübler  in  Schlomiich  Z.  XXIX  (F.  d.  M.  XVI. 
1884.  762)  angegebene  Construction  der  Polbahn  eines  bewe«:ten 
ebenen  starren  Systems,  welche  auch  in  dem  Lehrbuch  der  Kine- 
matik von  Burmester  (S.  106-112)  Aufnahme  gefunden  hat,  gilt 
nicht  in  der  Allgemeinheit,  wie  der  Verfasser  angenommen  hat. 
Herr  Buka  deckt  den  Irrtum  auf  und  zeigt  die  BeschränkuDg. 
unter  der  allein  die  gegebene  Construction  gültig  ist. 

Sehn. 

L.  Burmester.     Berichtigung  zu   Buka's   Bemerkungen. 

Schlomiich  Z.  XXXIII.  190. 

Die  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunkts  der  Polbabo 
eines  bewegten  ebenen  starren  Systems  erfordert  die  Betrachtung 
von  vier  aufeinander  folgenden  unendlich  nahen  Lagen  de» 
Systems.  In  der  Grüblerischen  Construction  liegt  nun  die  Fehler- 
quelle darin,  dass  irrtümlich  angenommen  wird,  jeder  der  bei- 
den Endpunkte  einer  Systemstrecke  in  vier  unendlich  nahen 
Lagen  befinde  sich  auf  je  einem  Kreise.  Wenn  demnach  die 
Construction  auch  für  die  Polbahn  eines  Gelenkvierecks  gilt«  so 
hat  sie  doch  nicht  allgemeine  Gültigkeit,  wie  nach  Grüblers: 
Vorgange  Herr  Burmester  in  seinem  Lehrbuch  der  Kinematik 
Art.  50  angenommen  hatte.  Der  dagegen  in  dem  Lehrbuch 
Bd.  I.  S.  30  aufgestellte  Satz,  den  Herr  Buka,  weil  er  mit  jenem 
Irrtum  in  Verbindung  stehe,  als  hinfällig  bezeichnet,  bewahrt 
seine  Gültigkeit,  weil  bei  diesem  Satze  nur  drei  unendlich  nabe 
Lagen  des  Systems  in  Betracht  kommen.  Sehn. 


L.   BuRMESTKR.       Kinematische    Flächenerzeugung    ver- 
mittelst cylindrischer  Rollung.  Schlomiich  z.  XXXIU.  3(M^"h 

Wenn    ein   gerader   Kreiscylinder  auf  der  Innenseite  eines 
anderen  geraden  Kreiscylinders  mit  doppeltem  Durchmesser  rollt 
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SO  beschreibt  jeder  Punkt  des  ersteren  eine  Gerade,  die  senk- 
recht gegen  die  Axe  der  cjlindrischen  Bahnfläcbe  gestellt  ist. 
Eine  beliebige  Gurve  aaf  dem  rollenden  Kreiscjlinder  beschreibt 
daher  eine  normale  Eonoidfläche;  diese  schneidet  die  cylindrische 
Bahnfläche  in  einer  Curve,  und  bei  der  betrachteten  Bewegung 
rollt  jene  Gurve  auf  dieser.  Diese  Gedanken  werden  auf  einige 
besondere  Formen  von  Konoidflächen  angewandt. 

Zwei  Punkte  der  rollenden  Cylinderfläche  bestimmen  eine 
Gerade;  diese  beschreibt  bei  der  Bewegung,  die  vorausgesetzt 
wird,  eine  Fläche.  Diese  Fläche  nennt  der  Verfasser  Wring- 
fläche und  entwickelt  aus  der  Art  ihrer  Entstehung  einige  Eigen- 
schaften. 

Denkt  man  von  zwei  Schraubenlinien  s  und  /,  welche  parallele 
Axen  haben,  die  eine  mit  der  anderen  fest  verbunden  und  lässt 
s  sich  in  sich  selbst  bewegen,  dann  vollzieht  die  Schraubenlinie 
/  eine  schraubenförmige  Bewegung  und  erzeugt  eine  cyklische 
Schraubenfläche.  Aus  der  genetischen  Bestimmung  dieser  Fläche 
leitet  der  Verfasser  andere  Formen  für  ihre  Entstehung  ab.  Als 
Specialfall  der  cyklischen  Schraubenfläche  wird  dann  die  Schrau- 
benregelfläche  behandelt,  welche  durch  schraubenförmige  Bewe- 
gung einer  Geraden  erzeugt  wird.  Zur  Charakterisirung  der 
Richtung,  wohin  der  Verfasser  die  Gedanken  lenkt,  möge  ein 
Satz  hier  seine  Stelle  finden:  „Die  Schraubenregelfläche  wird 
vermittelst  Rollung  einer  Ebene  P  auf  einer  festen  Kreiscylinder- 
fläche  n  durch  eine  mit  P  fest  verbundene  parallele  Gerade  / 
erzeugt,  die  schräg  zu  den  Mantellinien  der  Kreiscylinderfläche 
ist.  Die  Axe  der  erzeugten  Schraubenfläche  ist  auch  Axe  der 
festen  Kreiscylinderfläche."  Sehn. 

J.  Keveille.     Note  sur  un  tlidorfeme  de  g^omdtrie  cind- 
matique.    8.  M.  P.  Bull.  XVI.  130-132. 

Es  rolle  die  Curve  M  auf  der  Curve  JF;  0,  sei  der  Punkt, 
in  welchem  sich  beide  Curven  berühren,  0,  ein  ihm  unendlich 
naher  Punkt  auf  M^  welcher  nach  einer  unendlich  kleinen  Ver- 
rüekung    von   M  in  0^  tibergehen  mag.     Denkt   man    durch  0^ 
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und  0,  einen  Kegelschnitt  und  verbindet  alle  seiDe  Punkte 
0,  und  0„    80   entstehen   in  0,   und  0,  projeetiTisebe  BfiM 
Der  Büschel  in  0,  geht   nach   der  YerrQckung  in   den  ihm  \ 
gruenten  in  0',  über.     Seine  Strahlen  werden  jetzt  Normalen 
die  Trajectorien,  welche  die  Punkte  des  Kegelschnitts  C  besel 
ben;    es    sind    demnach  die   Durchschnittspunkte  entspreeben 
Strahlen  der  beiden  Büschel  0^  und  0,  die  Krümmungsmittelpuo 
der  Trajectorien.     Diese  liegen  demnach  auf  einem  Eeg'elseh 
C\  welcher  0,   und  O;    in  ^ich    enthält.    Sind    R    und    R' 
Krümmungsradien  von  C  und  C  im  Punkte  0,,  und  werden 
Rm  und  Rp  die  Krümmungsradien  von  M  und  F  bezeichnet 
gilt  die  Relation 

Wird  der  Kegelschnitt  C  durch  eine  beliebige  Gerade  D  und  i 
Tangente  in  0,  an  der  Curve  M  ersetzt,  so  beschreiben 
Punkte  dieser  Geraden  D  Trajectorien,  deren  Krfimmungsceu: 
auf  C  enthalten  sind,  und  der  betreffende  Wert  von  R'  wi 
bestimmt  durch  die  Gleichung 


(2)  w=<-h-^-ky 


Die  beiden  congrnenten  Büschel  in  0,  und  0',  bestimmen  ei&e 
Kreis;  er  enthält  die  vier  Schnittpunkte  von  C  und  C,  und  darac 
wird  für  den  Grenzfall  geschlossen,  dass  C  und  C  parall'* 
Axen  haben. 

Rückt  die  Gerade  D  in's  Unendliche,  so  schneidet  der  Ke^^e! 
schnitt  C,  welcher  ihr  entspricht,  diese  Gerade  in  den  Krei> 
punkten  der  Ebene  und  wird  daher  der  Kreis  J,  dessen  Radia 
durch  (2)  bestimmt  ist.  Man  darf  daher  dem  Theorem  von  ßivai 
dass  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Trajectorien  der  Punkt 
einer  Geraden  D  auf  einem  Kegelschnitte  C  liegen,  die  Bemcr 
kung  hinzufügen,  dass  die  Kegelschnitte  C\  welche  allen  Geraden 
D  der  Ebene  entsprechen,  zum  gemeinsamen  Osculationskreis  io 
0,  den  Kreis  J  haben.  Sehn. 
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Pelisbk  Miloslav.  lieber  den  Ort  der  Axen  derjenigen 
Sehraubenbewegungeu,  durch  welche  eine  Strecke  in 
eine  beliebige  Lage  im  Räume  gebracht  werden  kann. 

Hoppe  Arch.  (2)  VII.  1-9. 

Die  Ueberführung  einer  Strecke  ab  \n  eine  gleiche  Strecke 
a^b^  ist  in  Form  einer  Schraubenbewegung  auf  unendlich  viele 
Arten  möglich.  Einer  jeden  Schraubenbewegung  entspricht  eine 
Schraubenaxe.  Der  Ort  dieser  Schraubenaxen  ist  eine  konoidi- 
sche Fläche  dritten  Grades.  Ihre  besondere  Natur  bildet  den 
Gegenstand  der  Betrachtung.  Daran  schliesst  sich  eine  Unter- 
suchung über  die  Lage  der  Axen  derjenigen  Schraubenbewe- 
gungen, durch  welche  eine  beliebige  Gerade  in  eine  willkQrliche 
Lage  gebracht  werden  kann.  Diese  Schraubenaxen  bilden  eine 
bestimmte  lineare  Gongruenz.  Sehn. 


E.   W.  Hyde.     The  directional  theory  of  screws.     Annais 

of  Math.  IV.  137-155. 

In  dieser  Abhandlung  zeigt  der  Verfasser  in  schlagender 
Weise,  wie  die  Methoden  der  Ausdehnungslehre  die  kürzesten 
und  naturgemässesten  Mittel  zur  Begründung  der  Lehre  von  den 
Schraubenbewegungen  oder  „Schrauben^  darbieten,  wie  sie  na- 
mentlich durch  Ball  ausgebildet  worden  ist.  (S.  z.  B.  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  960).  Vor  allem  giebt  er  eine  präcisere  Definition 
der  Schraube  (S).  Ist  e  eine  Einheitsstrecke,  in  deren  Endpunkte 
e  ein  Ebenenstück  rj  senkrecht  steht,  dessen  Inhalt  numerisch 
gleich  1  ist,  so  ist  nach  Grassmann  ee  ein  Linienteil,  und 
77  =  {  €  die  Ergänzung  von  «.  Ist  ferner  a  ein  Zablfactor,  so 
ist  nach  Hyde 

S  =  e«  +  o  i  «. 
In  mechanischer  Auffassung  bedeutet  ee  eine  Kraft,  a\e  ein 
Kräftepaar  (Dyname)  in  der  Ebene  97,  mit  dem  Windungspara- 
inetcr  a.  Formell  ist  ee  ein  äusseres,  a  \  i  ein  inneres  Product, 
und  aus  der  Anwendung  dieser  beiden  Arten  von  Multiplication 
erklärt  sich  die  Einfachheit  der  nun  folgenden  Rechnungen  zur 
Genüge.     Nachdem  nun  zunächst  die  Summe  beliebiger  Strecken 
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(Kräfte)  irn  Räume  als  „Schraube''  erkannt,  und  die  Summe  be- 
liebig vieler  und  das  Produet  zweier  Schrauben  bestimmt  wor- 
den, stellt  der  Verfasser  die  Schraube  als  Vielfachensumme  der 
Kanten  eines  Fundamental-Tetraeders  und  als  lineare  Functioo 
von  fOnf  anderen  Schrauben  dar.  Eine  variable  Schraube  ge- 
hört zu  einem  System  (Complex)  r**'  Ordnung,  wenn  man  &ie 
(6 — r)  Bedingungen  unterwirft.  Der  Verfasser  behandelt  dann 
für  die  Fälle  r  =  1,  2,  3  die  simultanen  Systeme  r**'  und  (6— r)'^^ 
Ordnung,  wobei  auf  die  vereinfachte  Behandlung  der  linearen 
Gomplexe  PlQcker's  durch  die  Ausdehnungslehre  hingewiesen 
und  auch  die  Theorie  des  BalUschen  Cylindroids  gegeben  wird. 
Die  Arbeit  schliesst  mit  einigen  Bemerkungen  über  polare  und 
conjugirte  Schrauben.  Schg. 

A.  Ramisch.      Momentaner   Bewegungszustand   eines  in 
der  Praxis  viel  angewandten  Mechanismus.    Hoppe  Arcb. 

(2)  VI.  443-445. 

Von  zwei  Ebenen  ist  jede  mit  einem  curvenförmigen  Schlitz 
von  gleicher  Breite  versehen.  Beide  Ebenen  drehen  sich  auf 
einer  festen  Ebene,  die  eine  um  einen  Punkt  A^  die  andere  am 
einen  Punkt  B.  In  dem  Raum  zwischen  beiden  Schlitzen  wird 
ein  cylindrischer  Stift  mit  kreisförmiger  Basis  gedacht,  dessen 
Querschnitt  genau  die  Breite  beider  übereinander  greifenden 
Schlitze  hat.  Beide  bewegliche  Ebenen  sind  durch  eine  starre 
Stange  FG  gelenkartig  mit  einander  verbunden.  Wird  nun  die 
eine  Ebene  in  Rotation  versetzt,  so  wird  durch  die  Stange  FG 
auch  die  andere  Ebene  in  Drehung  kommen,  und  der  Mittelpunkt 
£  des  Stiftes  eine  bestimmte  Gurve  beschreiben.  Die  Constrae- 
tion  der  Bahnelemente  von  £  bildet  den  Gegenstand  der  vor- 
liegenden Arbeit.  Sehn. 

E.  OvAZZA.      Sul   calcolo  delle  deformazioni  dei  sistemi 

articolati.     Torino  Atti.  XXIII.  384-401. 

Im  vorigen  Jahrgange  ist  die  Arbeit  des  Herrn  Mohr  kuri 
besprochen  worden:  „lieber  Oeschwindigkeitspläne  und  Beschlen 
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nigungspläne.     Ein  Beitrag  zur  graphischen  Kinematik^  (Civiling. 
XXXIII.   631-650,    F.  d.  M.  XIX.   1887.  892).     Der  dort  ange- 
deutete  Gedanke,    die    Deformation   der  elaBtischen  Systeme  zu 
ermitteln,  indem  man    von    den  kinematischen  Theorien  der  zu- 
sammengesetzten Bewegung  ausgeht,  ist  vom  Verfasser  ergriffen 
und  benutzt  worden,  um  zunächst  die  in  den  Knotenpunkten  be- 
lasteten Gelenksysteme  zu  untersuchen  und  ihre  Theorie  zu  verein- 
fachen.   In  den  ersten  sechs  Paragraphen  werden  die  Methoden 
erläutert,  dann  wird  in  §  7  zu  dem  ebenen   Gelenksysteme  aus 
elastischen  Stäben  übergegangen,    dessen    Knoten    die  Angriffs- 
punkte der  einzigen  einwirkenden  Kräfte  sind.     In  §  8  werden 
die  Deformationen  der  Länge  der  Stäbe  gefunden,  §  9  trägt  den 
Einwirkungen  der  Temperatur  Rechnung,    §  10   giebt  die  zuge- 
hörige graphische  Construction,  §11  die  bezüglichen  Rechnungen, 
deren  Ergebnisse    mit   denen  von  Müller-Breslau,    Winkler  und 
W.  Bitter  in  Einklang  stehen.     Die  letzten  Paragraphen  (12-16) 
$ind  speciellen  Fällen,  Fehleruntersuchungen   und  der  Ableitung 
des    sogenannten    Maxweirschen    Princips   gewidmet.      Auf  die 
weitere  Ausnutzung  dieses  Princips  verspricht  der  Verfasser  in 
späteren  Arbeiten  zurückzukommen.  Lp. 


ü.  ScHOüTEN.  Algemeene  eigenschappen  van  de  zuiver 
rollende  beweging  van  een  omwenteliugslichaam  op 
een  horizontaal  vlak,  toegepast  op  de  beweging  van 
een  omwentelingölichaam  om  een  vast  punt  van  zyne 

^  as.      Amat.  Yeral.  en  Meded.  (3)  V.  292-335. 

In  dieser  Abhandlung  wird  nochmals  die  bekannte  Aufgabe 
der  Bewegung  eines  Umdrehungskörpers  um  einen  festen  Punkt 
seiner  Axe  oder  auf  einer  horizontalen  Ebene  untersucht.  Im 
Gegensatz  zu  den  rein  analytischen  Auflösungen  dieser  Auf- 
gabe, die  man  besitzt,  wird  hier  eine  graphische  Methode  be- 
nutzt, wobei  den  Constanten,  die  auftreten,  so  weit  dies  möglich 
ist,  eine  mechanische  Bedeutung  gegeben  und  so  eine  anschau- 
liche  Vorstellung  ermöglicht  wird.     Im  ersten  Abschnitt  werden 
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die  ersten  Integralgleiehungen  abgeleitet,  im  zweiten  die  allge- 
meinen Eigenschaften  der  rein  rollenden  Bewegung  eines  Um* 
drehungskörpers  auf  einer  horizontalen  Ebene  behandelt,  im 
dritten  wird  die  Bewegung  des  Körpers  um  einen  festen  Punkt 
seiner  Axe  untersucht.  Schliesslich  zeigt  der  Verfasser,  dass 
seine  Resultate  mit  denen,  welche  andere  Mathematiker  f^r  di^ 
selbe  Aufgabe  erhalten  haben,  abereinstinimen.  6. 


E.  ViLLiE.     Traitd   de  cin^matiqae  k   Tnsage   de«?    can- 
didats  h  la  licence  et  k  Tagr^gation.    Paris.  Ganthier-vn- 

lars  et  File. 


H.  Müller- Breslau.  Berechnung  statisch  bestimmter 
ebener  Träger  mit  Hülfe  der  geometrischen  Bewegungs- 
lehre.    Hannov.  Zeitachr.  XXXIV.  191-198. 

Das  von  Herrn  MUller-Breslau  vorgetragene  Verfahren  be- 
steht darin,  dass  ein  statisch  bestimmter,  starrer,  ebener  Trüger 
durch  Fortnahme  einerStarrheitsbedingungsichin  eine  zwangläufige 
kinematische  Kette  verwandelt.  Um  das  Gleichgewicht  aufrecbt 
zu  erhalten,  sind  natürlich  jetzt  an  Stelle  zweier  entgegeoge- 
setzten  inneren  Kräfte,  die  nicht  mehr  zur  Wirksamkeit  gelangen, 
äussere  Kräfte  einzuführen.  Wendet  man  dann  das  Princip  der 
virtuellen  Verrückungen  an,  welchem  man  mit  Hülfe  der  voo 
Burmester  eingeführten,  sogenannten  senkrechten  Geschwindig- 
keiten eine  besonders  übersichtliche  Form  geben  kann,  so  erhih 
man  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  in  Frage  stehenden 
Spannkraft.    Drei  Beispiele  erläutern  das  Verfahren.         F.  K. 

H.  Müller- Breslau.     Zur  Theorie  der  ebenen  Träger. 

Schweiz.  Baastg.  XI. 

Zurückweisung  eines  Prioritätsanspruches,  den  Herr  LaaJ 
im  X.  Bande  der  Schweizerischen  Bauzeitung  erhoben  hatte. 

F.  K. 


J 
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Gapitel  8. 
Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 
Mohr.     Die  Theorie  der  Streckeusysteme.    CiviUng.  xxxiv. 

091-736. 

Der  Verfasser  verfolgt  mit  dem  vorliegenden  Artikel  den 
Zweck,  mit  dem  Hulfsmittel  der  tetraedrischen  Coordiuaten  und 
übrigens  in  elementarer  Darstellung  die  Gesetze  des  Gleichge- 
wichts und  die  Geometrie  der  Bewegung  eines  starren  Körpers 
in  unmittelbarem  Zusammenhang  zu  entwickeln. 

Nach  kurzer  Erläuterung  der  Begriffe  Axe  und  Strecke,  der 
Darstellung  der  Drehung  eines  Körpers,  des  Begriffs  der  Schie- 
bungsgeschwindigkeit und  der  gegenseitigen  Lage  zweier  Axen 
wird  das  Moment  (p,  q)  zweier  Axen  p,  q  als  das  Product 
asina  definirt,  wo  a  der  kürzeste  Abstand,  a  der  Neigungswinkel 
ist.  P.  asma  heisst  das  Moment  einer  auf  p  befindlichen  Strecke 
P  bezüglich  9;  stellt  P  die  Geschwindigkeit  einer  um  p  erfolgen- 
den Drehung  vor,  so  ist  das  Moment  {P,  q)  die  Schiebungsge- 
schwindigkeit der  Axe  9;  ist  hingegen  P  eine  längs  p  wirkende 
Kraft,  so  ist  der  bezeichnete  Ausdruck  das  Moment  der  Kraft 
in  Bezug  auf  die  Axe  q.  Endlich  ist  der  Ausdruck  PQasina 
das  Moment  einer  auf  p  befindlichen  Strecke  P  und  einer  auf  q 
befindlichen  Strecke  Q]  stellt  P  eine  längs  p  wirkende  Kraft,  Q 
eine  Drehungsgeschwindigkeit  um  q  vor,  so  ist  er  die  Arbeits- 
geschwindigkeit der  fraglichen  Kraft  bei  der  Drehung.     Erfolgen 

gleichzeitig  mehrere  Drehungen  Qn  ^2?  O3,  so  ist  die  resultirende 
Schiebungsgeschwindigkeit  der  Axe  p  gleich  der  Summe  der 
Momente  der  Strecken  Q  bezüglich  der  Axe  p.  Und  das  Mo- 
ment eines  Systems  von  Kräften  ist  gleich  der  Summe  der 
Einzelmomente  bezüglich  der  Axe.  Der  Bewegungszustand  eines 
Körpers  ist  nun,  wie  genau  auseinander  gesetzt  wird,  bestimmt, 
wenn  man  die  Verschiebungsgeschwindigkeiten  von  sechs  Axen 

57* 


900  X  Abschnitt.     Mecbaoik. 

kennt,  welche  die  Kanten  eines  Tetraeders  bilden.  Es  ist 
also  die  Wirkung  eines  Systems  von  Drehungen  oder  Kräften 
völlig  bestimmt,  wenn  man  die  sechs  Momente  bezfigtich  der 
Kanten  eines  Tetraeders  kennt.  Es  seien  nun  jr,  y,  s  die 
Kanten    eines    rechtwinkligen    Dreikants,    von    welchen    durch 

eine  Ebene  die  Länge  y2  abgeschnitten  werde;  x'^  y\  s'  mögen 
die  entsprechend  gegenflberliegenden  Kanten  des  Tetraeders 
sein.  Dann  ist  das  Moment  einer  Strecke  S,  welche  sich  aof 
einer  der  Kanten  befindet,  nur  bezQglich  der  gegenfiberliegeodcD 
Kante  von  Null  verschieden,  und  zwar  gleich  S,  Trägt  mao 
nun  auf  jeder  Tetraederkante  das  Moment  eines  Streckensystem^ 
bezfiglich  der  gegenttberliegenden  Kante  ab,  so  stimmt  das  Mo- 
ment des  neuen,  aus  sechs  Elementen  bestehenden  Systems  nicht 
nur  fQr  die  Tetraederkanten,  sondern  auch  f&r  beliebige  Geraden 
mit  dem  des  gegebenen  Streckensystems  überein.  Die  sechs  aof 
den  Tetraederkanten  abgetragenen  Strecken  heissen  die  Coordi- 
naten  des  gegebenen  Streckensystems.  Sollen  die  Drehungeo 
oder  Kräfte,  welche  durch  dasselbe  dargestellt  werden,  sieh 
gegenseitig  aufheben,  so  müssen  offenbar  die  sechs  Coordinater* 
gleich  Null  sein. 

Auf  Grund  dieser  Bedingung  erörtert  dann  der  Verfasser 
das  Gleichgewichtssystem  von  2,  3,  4,  5,  6  und  7  Strecken. 

Den  Schluss  der  Abhandlung  bildet  ein  Verzeichnis  der 
Literatur.  F.  K. 

D.  TuRAZZA.      Introduzioiie   ad   uii   corso   di   statica  dci 
sistenii  variabili.     Ven.  ist.  Atti.  (6)  Vi.  701-723. 

Der  Aufsatz  zerfällt  in  drei  Artikel:  1)  von  der  Sicberhei: 
des  Gleichgewichts,  2)  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindir 
keiten,  3)  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei  einet 
System  von  Körpern,  die  irgendwie  mit  einander  Verbundes 
sind.  In  der  Einleitung  erklärt  der  greise  Verfasser,  dass  üc 
Arbeit  eine  Fortsetzung  der  vor  mehreren  Jahren  von  ihm  Ter 
offentlichten  Elemente  der  Statik  bilde.  Damals  habe  er  nur  6t^ 
Gleichgewicht   der   starren  Körper  i)ehandelt.     Die  Absicht,   d> 
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variabeln  Systeme  in  gleicher  Weise  zu  bearbeiten,  sei  bisher 
nicht  zur  Ausführung  gelangt;  das  Vorliegende  solle  eine  Probe 
für  die  Darstellung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
sein.  Bei  dem  Bestreben,  einen  der  Statik  gemessen  Weg  zur 
Ilerleitung  der  Gültigkeit  dieses  Princips  zu  finden,  habe  er 
keinen  besseren  Beweis  entdecken  können,  als  den  bei  Möbius; 
deshalb  habe  er  die  Gedanken  dieses  Gelehrten  in  gedrängter 
Form  zusammengestellt.  Die  Abhandlung  schliesst  sich  in  der 
That  den  betreffenden  Capiteln  der  Statik  von  Möbius  (Capitel  9 
und  10)  auch  in  der  Fassung  der  Sätze  ziemlich  genau  an. 

Lp. 

K  BuDDE.  üeber  die  räumliche  Verteilung  der  Dyadeii 
von  je  zwei  conjugirten  Kräften,  welche  einer  gege- 
benen  Dyname  äquivalent  feind.      Berl.  phye.  Ges.  Verh. 

VII.  77-84. 

Greift  ein  gegebenes  System  von  Kräften  an  einem  starren 
Körper  an,  so  kann  es  auf  die  Form  zweier  sich  kreuzenden 
Kräfte  zurOckgeführt  werden.  Der  Verfasser  zeigt  auf  höchst 
anschauliche  Weise  unter  Einführung  mehrerer  neuer  Ennstaus- 
drücke,  wie  diese  „Dyaden'^  sich  kreuzender  Kräfte,  welche  das 
Kräftesystem  vertreten  können,  im  Baume  verteilt  sind.  Die 
Untersuchungen  sind  in  dem  zweiten  Bande  des  inzwischen  er- 
schienenen Lehrbuchs  des  Verfassers  (Allgemeine  Mechanik  der 
Punkte  und  starren  Systeme.  Berlin.  G.  Reimer)  in  die  systema- 
tische Darstellung  des  Lehrgebäudes  eingeführt  worden  (S.  576flF.) 

Lp. 

A.  AsTOR.  Theoreme  de  Minding.  Nouv.  Aon.  (3)  vil.38-43. 
Einfacher  Beweis  des  Minding*schen  Satzes:  Wenn  ein 
Korper  in  seinen  verschiedenen  Punkten  durch  Kräfte  ange- 
griffen wird,  die  von  der  Orientirung  des  Körpers  unabhängig 
sind,  so  kann  man  ihn  in  unendlich  viele  Lagen  derart  über- 
führen, dass  das  System  dieser  Kräfte  eine  einzige  Resultante 
hat.  Diese  Resultante  trifft  immer  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel, 
welche  im  Körper  fest  sind.     (J.  für  Math.  XV.  27.)        Lp. 
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G.  Bardelli.      Proprietk   stereometriche  di    un   sistema 

di   forze.     Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XXI.  167171. 

Der  Zweck  dieser  Note  ist  die  weitere  Ausführung  und 
Verallgemeinerung  einiger  geometrischen  Eigenschaften  eines 
Kräftesystems,  die  der  Verfasser  im  III.  Bande  derselben  Rendi- 
conti  veröffentlicht  hat  (vgl.  F.  d.  M.  III.  1871.  447  u.  448).  Die 
Bemerkungen  schliessen  sich  hauptsächlich  an  den  folgenden 
•Satz  an,  eine  Verallgemeinerung  des  Möbius*schen  Satzes  aos 
der  Statik:  Wenn  die  n  Kräfte  eines  im  Gleichgewicht  befiud- 
lichen  Systems  irgendwie  in  zwei  Gruppen  von  m  und  n—m 
Kräften  geteilt  werden,  so  ist  die  Summe  der  ^m(m  — 1)  Tetraeder 
aus  je  zweien  der  Kräfte  der  ersten  Gruppe  als  Gegenkanteo 
gleich  der  Summe  der  ^(n— m)(ii— m— 1)  Tetraeder  aus  den  za 
je  zweien  combinirten  Kräften  der  zweiten  Gruppe.  Dieser  Satz 
kann  rein  arithmetisch  als  Eigenschaft  einer  symmetrischeo  De- 
terminante ausgesprochen  werden,  in  der  die  Diagonalglieder 
verschwinden,  und  wird  für  ein  beliebiges  Kräftesystem  zu  einem 
Ghasles'scfaen  Satze  erweitert,  der  schon  vor  Chasles  von  Bordooi 
gefunden  war.  Lp. 

E.  NovARESE.      Proprietk  stereometriche   dei    sisterai  di 

forze.     Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XXI.  575-579. 

In  einem  an  Herrn  Bardelli  gerichteten  Briefe  beweist  der 
Verfasser  den  im  vorangehenden  Berichte  ausgesprochenen  Lehr- 
satz nach  einer  andern  Methode  als  der  Entdecker  desselben 
Indem  ferner  als  simultane  „Invariante^  der  beiden  Gruppen  5 
und  S'  der  Kräfte  der  Ausdruck 

AV  i-  BW  +  CN'  +  i4'L  +  B'M  +  CN 
definirt  wird,  wenn  ^i,  ß,  C,  L,  Jtf,  iV  die  „Charakteristiken^  van 
S,  die  accentuirten  Buchstaben  die  von  S'  bedeuten,  ergiebt  siet 
der  Satz:  „Wenn  die  simultane  Invariante  zweier  Kräftesystem« 
Null  ist,  welche  nicht  einzeln  im  Gleichgewicht  sind,  auch  nicb: 
auf  eine  Einzelkraft  oder  ein  Kräftepaar  zurückführbar  sind,  ^*> 
können  die  beiden  Systeme  sich  nicht  das  Gleichgewicht  halten" 
Da  die  simultane  Invariante  gleich  der  sechsfachen  Summe  der 
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aus  je  zwei  Kräften  als  Gegenkanten  coDstruirten  Tetraeder  ist, 
so  folgt;  dass  ein  bezüglicher  Satz  bei  Schell  (Theorie  der  Be- 
wegung und  Kräfte,  II.  28,  unten)  nicht  genau  ist.  Endlich 
fliesst  aus  den  im  weiteren  Verlaufe  aufgestellten  Formeln  eine 
Anwendung  auf  die  Geometrie  der  Complexe,  insbesondere  ein 
Beweis  des  Klein'schen  Satzes,  dass  der  von  ihm  aufgestellte 
Ausdruck  für  das  gegenseitige  Moment  zweier  linearen  Complexe 
sich  nur  um  ge^visse  Factoren  der  simultanen  Invariante  der- 
selben Complexe  unterscheide.  Lp. 


A.  Eecen.    Oplossing  van  prijsvraag  No.  11.     Nieuw  Arch. 

XV.  57-66. 

Die  Preisfrage,  welche  hier  gelöst  wird,  lautet  folgender- 
raassen:  Wenn  die  auf  ein  Punktsystem  wirkenden  Kräfte  in 
einer  Ebene  liegen  und  auf  eine  einzige  Resultante  gebracht 
werden  können,  wird,  wenn  jede  Kraft  eine  beliebige,  aber  für 
alle  gleiche  Drehung  in  dieser  Ebene  um  ihren  Angriffspunkt 
erfährt,  die  Resultante  stets  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehen? 
Man  verlangt  eine  vollständige  Untersuchung  der  Lage  dieses 
Punktes  für  den  Fall,  dass  gegebene  Kräfte  auf  die  Endpunkte 
eines  Vielecks  wirken. 

Zunächst  giebt  der  Verfasser  einen  analytischen  Beweis  für 
den  Satz  und  wendet  ihn  sodann  auf  die  folgenden  besonderen  Fälle 
an:  1)  Die  Kräfte  sind  einander  parallel;  2)  die  Kräfte  sind 
einander  gleich;  3)  die  Ecken  des  Vielecks  liegen  auf  dem  Um- 
fang eines  Kreises;  4)  die  Kräfte  wirken  in  der  Richtung  der 
Seiten  des  Vielecks,  welches  regelmässig  ist;  5)  das  Vieleck  ist 
ein  regelmässiges  Viereck.  Schliesslich  werden  die  erhaltenen 
Ergebnisse  nochmals  kurz  zusammengestellt  G. 


F.  Franklin.     Some  theorems  coDcerning  the  eentre  of 

gravity.      American  J.  X.  368-370. 

Bezeichnet    man    den    Schwerpunkt    der    in    den    Punkten 
il,  ß,  C,  . . .  befindlichen  Massen  ma^  m^,  mc,  . . .  mit  (?,  die  Summe 
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Stria  mit  If,  so  finden  die  bekannten  Gleichungen  statt: 

(I.)  M2ma(GAy  =  Imam,(ABy, 
(IL)  SmaCOAy  =  StiiaiGAy  +  M(OGy. 
Herr  Franklin  beweist  nun  andere  Formeln,  in  denen  statt  der 
Strecken  GA^AB^.,,  die  Inhalte  der  Dreiecke  GAB,  ABC^ ... 
oder  der  Tetraeder  GABC,  ABCD,  —  erscheinen,  so  dass  maD 
auch  zu  Räumen  höherer  Dimension  aufsteigen  kann.  Man  er- 
hält so  zwei  Reihen  von  Formeln,  entsprechend  den  Gleichungen 
(I.)  und  (IL),  nämlich 

..  .   j  MSmam,.{GABy  =  JiWam,,ffie(i4Br)', 

^  '^  1  MSm,,mf,mc(GABCy  =  2mam„mcfn^(ABCDy, 


,„  s  I  2m,,m,{0ABy  =  2mam,(GAByi  M2m,,(0GAy, 

^    ^^  \  2mamt,m,(0ABCy=:^Smam,mj(fiABCy+M2m^mf(0GABy% 

Die  Beweise  folgen  aus  Determinantenrelationen.  Zuletzt  wird 
auch  noch  die  kubische  Gleichung  für  die  Hauptmomente  des 
Systems  im  Schwerpunkte  aufgestellt   .  Lp. 


A.  DE  Saint- Germain.     Sur  rextensiou  k  certains  points 
de  l'uue  des  propri^tös  m^caniques  du  centre  de  gravite. 

CR.  CVU.  94(5. 

Ein  Lehrsatz,  der  mit  dem  König'schen  Satze  über  die 
lebendige  Kraft  eines  rotirenden  Körpers  im  Zusammenhange 
steht.    (Vergl.  auch  Gilbert,  F.  d.  M.  XVIL  1885.  884.) 

Lp. 
• 
J.  NisuBBRG,  A.  R.  Johnson.     Solution  of  question  9080. 

Kd,  Tlmea  XLVIII.  .M>.öl. 

Man  bezeichne  mit  a^,  a,,  .  .  .,  o.^i  gegebene  n  Massen,  mit 
A^,  il,,  ...,  ^„_i  gegebene  n  Punkte,  lege  zunächst  die  Ma$s« 
Oi  in  den  Punkt  Ai  und  suche  den  Schwerpunkte»;  darauf  las$e 
man  A^  fort,  lege  die  Masse  a,  in  den  Punkt  Ai^i  und  suche 
den  Schwerpunkt  .4„+i;  das  nächste  Mal  verlege  man  o.  in  J,..s 
u.  s.  w.,  dann  ist  die  Grenze  der  Punkte  ii«,  An-^ij  ii.^s, ...  der 
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Schwerpunkt  der   gegebenen    Punkte,   wenn  man  den  Punkt  Ak 
mit  der  Masse  a^,  +  «i  +  •••  +  ^'t  belastet.  Lp. 


D.   BlDDLK.     Solution  of  question  2353.    Ed.  Times  XLIX.  54-55. 

Neue  Behandlung  der  Aufgabe  über  die  Milner'sche  Lampe, 
über  die  man  F.  d.  M.  XIX.  1887.  745  (Tait,  Cayley)  vergleiche. 

Lp. 

W.  J.  C.  Miller,  D.  Biddle.     Solution  of  question  4129. 

Bd.  Times  XLVIII.  67-77. 

Drei  gegebene  Gewichte  (schwere  Massenpunkte)  werden 
auf  einer  Kugelfläche  befestigt,  die  auf  horizontaler  Ebene  ruht. 
Die  Gleichgewichtslage  zu  bestimmen.  Lp. 


T.  P.  KiRKMAN,    D.  BiDDLE,    J.   W.  Sharpe.      Solution 

of  question    9228.      Ed.  Tinies  XLVIII.  70. 

Zwei  Stäbe  AC^  BD  von  den  Gewichten  P  und  Q  sind  in 
einem  Punkte  D  von  AC  durch  ein  Gelenk  verbunden,  ruhen 
mit  den  Enden  /l,  B  auf  einer  horizontalen  Ebene  und  sind 
zwischen  A  und  B  durch  einen  Faden  verbunden.  Die  Spannung 
T  dieses  Fadens  ist  dann 

_    P.AC+Q.  AD 

2AD(tga-\-tsß)' 
wo  a  und  ß  die  Winkel  von  CA  und  DB  resp.  bei  A  und  B  mit 
dem  Faden  bedeuten.  Lp. 

R.   Marcolongo.      Suir    equilibrio   di    un   tilo   flessibile 

ed    inestensibile.      NapoH  Read.  (2)  II.  363-368. 

Der  Verfasser  behandelt  von  neuem  die  Analogie  zwischen 
dem  Problem  der  Fadencurven  und  der  Bewegung  eines  Punktes 
(zuletzt  von  Herrn  Appell  beleuchtet  in  Toulouse  Ann.  I,  F.  d. 
M.  XIX.  1887.  919).  Vertauscht  man  die  Grössen  der  ersten 
Zeile  mit  den  darunter  stehenden  der  zweiten; 
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^,    y,    *,    ^,    r-^,    T-^,    f--^-; 

7n     ^3»     ^8»     '^  Pn  P21  ft; 

(deren  Bedeutung  die  bekannte  ist),  setzt  ferner  H  =  T+U,  so 
gehen  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  den  Faden  über  in 

dq,  _  dB       dp,  _      dB  a     ,  ^os 

^^^      dt  -  dp; '  -dr--d^       (*  =  ^'  2. 3). 

Gleichangen,  welche  mit  den  Bewegungsgleichungen  in  der 
Hamilton'schen  Form  zusammenfallen.  Die  Integration  von  (3) 
wird  dann  weiter  zurttckgeitlhrt  auf  die  von 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  eine  vollständige  Lösung 
mit  den  willkürlichen  Constanten  a^,  a,,  A,  so  sind  die  ersten  In- 
tegrale der  Gleichgewichtsfigur 

57."^''  ~dg,-P''  W."^'' 

die  letzten: 

da,  ""'^''    da,  *"'^''    ÖÄ  ""^     '• 
Die  ersten  zwei  geben  die  Gleichungen  der  Gleichgcwicht«curTe. 
Der  Verfasser  erläutert  zuletzt   diese    Methode,   indem  er  sie  in 
vollem  Umfange  auf  die  gewöhnliche  Eettenlinie  anwendet. 

Lp. 

F.  K OTTER.  Anwendung  der  A barschen  Fnnctioiien 
anf  ein  Problem  der  Statik  biegsamer  unausdebnbarer 
Flächen.     J.  für  Math.  cm.  44-74 

Das  allgemeine  Problem,  von  welchem  der  Verfasser  bereits 
in  seiner  Dissertation  („Ueber  das  Gleichgewicht  biegsanier  un- 
ausdehnbarer Flächen",  F.  d.  M.  XV.  1883.  797)  einen  speciellen 
Fall  gelöst  bat,  formulirt  er  hier  wie  folgt:  „Es  ist  ein  aus 
einem  biegsamen,  unausdehnbaren,  homogenen  Material  gefer- 
tigtes Stück  einer  Ebene  gegeben,  welches  von  zwei  geraden 
Strecken  AB  und  CD  und  zwei  deren  Endpunkte  verbindenden 
krummen  Linien  AC  und  BD  begrenzt  ist    Mit  den  begrenzen- 
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den  Geraden  wird  dieses  Gebilde  (oder  „Tuch^)  in  zwei  Geraden 
AB  und  rj  befestigt.  Von  all  den  Lagen,  in  welche  das  Ge- 
bilde dann  noch  gebracht  werden  kann,  soll  diejenige  bestimmt 
werden,  in  welcher  es  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  unver- 
änderlich verharren  kann^.  Der  von  Herrn  K.  anfgestellte  Satz, 
durch  welchen  das  Problem  mit  einer  ebenen  Kettenlinie  in  Zu- 
sammenhang tritt,  ist  schon  in  dem  Berichte  über  die  Disser- 
tation a.  a.  0.  abgedruckt  worden.  In  ihr  war  der  Fall  be- 
handelt worden,  dass  das  Tuch  die  Gestalt  eines  ebenen  Sectors 
BOD  hat,  begrenzt  von  den  Geraden  OB,  OD  und  geschlossen 
entweder  von  einem  Kreisbogen  BD  mit  0  als  Mittelpunkt,  oder 
von  einer  Geraden  BD.  Beide  Fälle  f&hrten  zu  Lösungen,  in 
welche  elliptische  Functionen  eingingen.  Für  einen  beliebigen 
Sector  ist  Qbrigens  der  oben  erwähnte  Satz  dahin  zu  modificiren, 
dass  die  Schwerpunktscurve  einer  Gleichgewichtslage  des  Tuchs 
identisch  ist  mit  derjenigen  Gleichgewichtslage  des  Schwerpunkts- 
fadens, welche  sich  ergiebt,  wenn  jeder  Punkt  des  letzteren  ge- 
zwungen ist,  auf  einer  bestimmten  um  0'  beschriebenen  Kugel 
zu  bleiben,  deren  Radius  (abgesehen  von  dem  Falle,  dass  die 
Curve  BD  ein  Kreis  ist)  von  Punkt  zu  Punkt  variirt  (S.  46). 
In  der  gegenwärtigen  Arbeit  integrirt  der  Verfasser  die  Differen- 
tialgleichung (S.  47) 

(2)        ^_Ji£l_  =  ,j 

{Q^  der  Radiusvector,  tp  eine  Function  des  Polarwinkels  9)),  von 
der  die  Lösung  der  Aufgabe  abhängt,  fQr  den  Fall  eines  be- 
liebigen Kegelschnittes  mit  dem  Centrum  0,  also  für  einen  Fall, 
welcher  die  früher  untersuchten  speciellen  Fälle  nmschliesst. 
Die  Rechnung,  deren  Einzelheiten  in  der  Abhandlung  selbst 
nachgelesen  werden  mflssen,  wird  in  geschickter  Weise  auf  eine 
Reihe  von  Differentialen  geführt.  „Alle  diese  Differentiale  lassen 
sich  in  einfacher  Weise  durch  eine  von  Herrn  Weierstrass  ein- 
gefhhrte  rationale  Function  zweier  Wertepaare  x'y\  xy  darstellen, 
welche  beide  dem  durch  die  Gleichung 

y'—2y\ax  ■\- ß)  ^  x(x-'%){x-X)  =  0 
definirten    Gebilde  vom    Range  3  angehören^.     Diese  Function, 
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von  Herrn  Weierstrass  mit  HQB^y\  xy)  bezeichnet,  wird  durch 
Herrn  Kötter  den  sonstigen  Bedingungen  gemäss  constrairt  axA 
bildet  den  Mittelpunkt  seiner  analytischen  Entwickelangen,  doreb 
welche  zuletzt  die  Coordinaten  entsprechender  Bandpunkle  ab 
Functionen  eines  Parameters,  die  Coordinaten  beliebiger  Punkte 
als  Functionen  zweier  Parameter  dargestellt  werden. 

Bedenkt  man,  dass  die  Akademie  der  Wissenscbaften  Ar 
das  Jahr  1867  die  Preisfrage  gestellt  hatte,  nach  welcher  ^ii^eod 
ein  bedeutendes  Problem  mit  Hülfe  der  elliptischen  oder  der 
Aberschen  Transcendenten  vollständig  gelöst  werden^  sollte, 
und  dass  damals  eine  Arbeit  (lieber  eine  specielle  Hinimalfläche 
von  H.  A.  Schwarz),  welche  die  elliptischen  Transcendenten  ver- 
wendete, gekrönt  wurde,  so  muss  man  sich  einerseits  freuen, 
dass  gegenwärtig  die  Kenntnis  der  Aberschen  Transeendenten 
eine  allgemeinere  geworden  ist,  andererseits  aber  auch,  dass  es 
dem  Geschick  des  Herrn  Kötter  gelungen  ist,  das  von  ihm  auf- 
gestellte Problem  mit  Hülfe  jener  Theorie  vollständig  zu  löseo 
und  damit  eine  durchgeführte  Anwendung  der  Aberschen  Tran- 
scendenten zu  liefern.  Lp. 

F.  Kötter.   Ueber  das  Problem  der  Erddruckbestimmuug. 

Berl.  phys.  Ges.  Verh.  VIL  l-Ö. 

Der  Artikel  enthält  nur  eine  Skizze  einer  neuen  Theorie 
des  Erddrucks,  indem  der  Verfasser  die  weitere  Ausführung  der 
entwickelten  Gruudzüge  und  ihre  Anwendung  auf  die  Beant- 
wortung einzelner  Fragen  einer  ausführlicheren  Darstellung  vor- 
behält. Herr  Kötter  hebt  hervor,  dass  es  sich  für  die  Lösung 
des  Erddruckproblems  um  die  Bestimmung  gewisser  Grenzen 
handele,  welche  von  den  übrigen  auf  die  Stützmauer  einwirken- 
den Kräften  abhängen.  „Die  Bilder  von  Kräften,  welche  die 
Mauer  gegen  den  Erddruck  im  Gleichgewicht  zu  halten  ver- 
mögen, füllen  einen  gewissen  geschlossenen  Körper.  Die  Ober- 
fläche, welche  den  Grenzfällen  entspricht,  besteht  aus  zwei  Teilen, 
von  denen  der  eine  dem  Vorwärtsgleiten  zugehört  und  die 
Gleichung  Fj(i,  F,  itf )  =  a   haben    möge,    während  der    andere 
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einem  nach  hinten  gelichteten  Gleiten  entspricht  und  die  Glei- 
chung haben  soll  Fj(X,  y,  Af)  =  a."  Die  Bestimmung  dieser 
Grenzflächen  durch  Untersuchung  der  inneren  Kräfte  an  einer 
beliebigen  Stelle  des  von  der  Erde  erfftflten  Raumes  ist  der 
Gegenstand  der  Abhandlung.  Lp. 


Adolf  Francke.  Die  inneren  Kräfte  eines  durch  Ebenen 
begrenzten  Erdkörpers  nebst  Anwendung  auf  die  Er- 
mittelung des  Druckes  gegen  Stütz-  und  Druckwände. 

Hbddov.  Zeitschr.  XXXIV.  707-726. 

Wenn  ein  Erdkörper  von  zwei  sich  in  einer  Horizontalen 
schneidenden  Ebenen  begrenzt  wird,  so  kann  man  das  Problem 
der  Erddruckbestimmung  wesentlich  durch  die  Annahme  verein- 
fachen, dass  die  inneren  Kräfte  an  irgend  einer  Stelle  pro- 
portional mit  der  Entfernung  r  von  jener  Schnittlinie  sind,  der 
Lage  und  Richtung  nach  aber  abhängen  von  dem  Winkel  dieser 
Grösse  zu  einer  der  beiden  fraglichen  Ebenen  oder  zu  der  Hori- 
zontalen. Man  gelangt  dann  zu  einer  gewöhnlichen  DifTerential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  und  zweiten  Grades.  Allerdings 
lassen  sich  von  derselben  bisher  nur  particuläre  und  singulare 
Lösungen  angeben,  welche  fQr  die  Lösung  des  Problems  nicht 
ausreichen.  Deshalb  nimmt  der  VerFasser  seine  Zuflucht  zu  einer 
angenäherten  graphischen  Lösung,  durch  welche  sich,  nach  dem 
Eindruck  der  beigefügten  Zeichnungen,  allerdings  ohne  allzu 
grosse  Mühe  eine  verhältnismässig  grosse  Genauigkeit  erreichen 
lässt. 

Die  Lösung  beruht  darauf,  dass  die  conjugirten  Axen  der 
Stellungsellipse  in  der  Beziehung  stehen,  dass  jede  von  ihnen 
die  Richtung  des  Druckes  fQr  die  ihr  conjugirte  liefert.  Ein 
Kreis  durch  den  Mittelpunkt  0  dieser  Ellipse  hat  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Verbindungssehne  der  zweiten  Schnittpunkte  mit 
einem  Paare  conjugirter  Axen  durch  einen  festen  Punkt  J  (In- 
volutionsmittelpunkt) hindurchgeht.  Ist  letzterer  bekannt,  so 
kann  man  ohne  weiteres  fUr  jede  Richtung  die  conjugirte 
finden.     Dabei  ist  selbstverändlich,  dass  man  den  Kreis  auch  wo 
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anders  zeichnen  kann,  so  dass  man  sieh  Dir  alle  Pankte  der 
Ebene  nur  eines  Kreises  zn  bedienen  brancht.  Ist  a  der  Radios 
dieses  Kreises,  so  liegt  im  Falle  der  Erddrucktheorie  der  Pankt 
J  auf  einem  concentrischen  Kreise  mit  dem  Radius  asin^^.  F8r 
alle  Punkte  einer  Ebene,  welche  durch  den  Schnitt  der  Grenz- 
ebenen geht,  ist  offenbar  die  Lage  conjugirter  Richtungen  die- 
-selbe,  und  daher  auch  ihr  Involutionsmittelpunkt 

Um  nun  den  Erddruck  wenigstens  der  Richtung  nach  zu  be- 
stimmen, hat  man  also  zunächst  einen  beliebigen  Kreis  durch 
den  Punkt  0  zu  zeichnen,  in  welchem  der  Schnitt  der  Begreo- 
zung  die  Ebene  der  Zeichnung  trifft;  dieser  Kreis  möge  die  Spar 
der  einen  Begrenzungsebene  (6)  in  D,  die  andere  (a)  in  iE  zum 
zweiten  Male  treffen.  Nun  zeichne  man  den  concentriaeheo 
Kreis,  auf  welchem  nach  den  vorhergehenden  Auseinandersetzun- 
gen die  Involutionsmittelpunkte  liegen  müssen,  die  zu  den  ein- 
zelnen durch  0  gehenden  Fahrstrahlen  gehören.  Man  weiss,  dass 
den  beiden  Begrenzungsrichtungen  die  Verticale  conjugirt  ist. 
Man  kann  daher  die  Involutionsmittelpunkte  dieser  Fahrstrahlen 
folgendermassen  construiren.  Durch  0  ziehe  man  eine  Verti- 
cale, welche  den  erst  construirten  Kreis  zum  zweiten  Male  iu 
G  treffen  möge;  die  unteren  Schnittpunkte  von  EG  und  DG  mit 
dem  Kreise  der  Involutionsmittelpunkte  sind  dann  die  zu  a  und 
b  gehörenden  Involutionspunkte  Ja  und  J».  Zwischen  diesen 
Punkten  liegen  dann  die  zu  mittleren  Fahrstrahlen  gehörenden 
Involutionsmittelpunkte.  Ist  alles  symmetrisch  bezüglich  0(7,  so 
kennt  man  auch  den  Involutionspunkt  dieser  Strecke,  er  liegt 
auf  OG  selbst  und  möge  J  heissen.  OG  erleidet  senkrechten, 
d.  h.  horizontalen  Druck;  die  Grösse  desselben  bestimmt  der 
Verfasser  wenigstens  angenähert  folgendermassen:  Man  ziehe  die 
gerade  Linie  JaJ^  welche  den  grossen  Kreis  zwischen  Cr  und  E 
in  Sj  zwischen  D  und  6r  in  F  schneiden  möge.  Dann  giebt  0¥ 
die  Richtung  an,  welche  auf  a  und  OG  die  Elemente  der  Druck- 
richtung  OS  haben.  Die  Tangente  von  S  an  den  kleinen  Kreis 
schneide  den  grossen  Kreis  in  /T,  dann  geben  OF  und  OK  das 
Intervall  an,  innerhalb  dessen  die  Richtung  der  Elemente  schwanken 
kann,  denen  die   Druckrichtung  OS  zukommt.     Dasselbe  ist  iu 
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der  vorliegenden  Zeichnung  so  klein,  dass  man  die  durch  G  gehende 
Linie  der  constanten  Druckrichtung  OS  durch  P  unbedenklich  er- 
setzen kann  durch  eine  Parallele  zu  OF^  welche  a  in  iV  schneiden 
möge.  Auf  das  Prisma  NOG  wirken  nun  erstlich  das  Gewicht, 
welches  nach  Richtung  und  Grösse  bekannt  ist,  ferner  der  auf  ^ 
OG  wirkende  horizontale  Druck  R  und  der  ebenfalls  der  Rich- 
tung nach  bekannte  Druck  S  auf  GN,  Beide  lassen  sich  also 
leicht  bestimmen.  Ist  aber  erst  der  Druck  gegen  eine  durch  G 
gehende  Ebene  bekannt,  so  kann  man  den  Druck  gegen  irgend 
eine  andere  Ebene  ohne  weiteres  construiren.  Ist  keine  Symme- 
trie bezüglich  der  Verticalen  vorhanden,  so  muss  man  für  eine 
Gerade  OP  zunächst  einen  zwischen  Ja  und  Jb  liegenden  Punkt 
H  als  Involutionspunkt  versuchsweise  annehmen.  Dann  ziehe 
man  ÜJa^  welche  Linie  den  grossen  Kreis  in  S  und  A^  schneiden 
möge.  Aehnlich  wie  vorher  wird  dann  gefolgert,  dass  die 
Parallele  PA  zu  OA^  die  Druckrichtung  OS  haben  müsse.  Wäre 
jetzt  H  der  Involutionsmittelpunkt  von  OP^  so  müsste  der  Schnitt- 
punkt H^  von  PH  mit  dem  grossen  Kreise  die  Richtung  des 
auf  OP  wirkenden  Druckes  liefern.  Dann  könnte  man  die  Grösse 
des  Druckes  wieder  bestimmen  wie  vorher.  Dieselbe  Operation 
kann  man  auf  der  anderen  Seite  vornehmen  und  erhält  so  eine 
zweite  Bestimmung  der  zu  OP  gehörenden  Druckgrösse  R. 
Stimmen  beide  überein,  so  ist  H  wirklich  der  Involutionsmittel- 
punkt. Im  entgegengesetzten  Falle  erkennt  man  aus  der  Grösse 
der  beiden  Werte,  nach  welcher  Seite  man  fl  zu  verschieben 
bat,  um  zu  einem  richtigeren  Resultat  zu  gelangen. 

Diese  Methoden  wendet  der  Herr  Verfasser  im  weiteren  Ver- 
laufeauf die  Erddruckbestimmung  für  Wände  an;  bezüglich  dieser 
Anwendung  verweisen  wir  auf  die  interessante  Abhandlung  selbst. 

F.  K. 

L.  Nikolai.      Beitrag   zur  Frage  über  den  Seitendruck 
auf  zwei  Futtermauern,  den  eine  zwischen  ihnen  ent- 
haltene  Erdmasse   ausübt.      Samml.  d.  Wegebau -log.- inst   zu 
St.  Petersburg.  VIII.  1-32.  (Ruesisch.) 
Eine  kurze  Uebersicht  der  experimentellen  und  theoretischen 
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Untersuchungen  der  genannten  Frage.  Ausserdem  werden  ram 
Verfasser  Formeln  vorgescblagen  zur  Berechnung  des  Maximums 
des  Erddruckes  auf  die  Futtermauern,  des  entsprechenden  Winkeln« 
der  Bruehebene  mit  der  Verticale  und  des  grössten  Wertes  der 
Momentensumme  der  angreifenden  Kräfte  aufs  Umkanten. 

Bb. 


P.  Jankowsky.  Ueber  die  notwendige  Tiefe  des  Fun- 
damentes im  sandigen  Grunde.  Das  Princip  von 
Poncelet  und  seine  Folgerungen.    Journ.d.Wegebaa.MinUt 

(RuBßiBch.)  1887. 

•  

(>.  Saviotti.  La  statica  grafica.  Miiano.  Hoepii.  L  Parte. 
Calcolo  grafico.  Xll  n.  177  S.  36  T.  II.  Parte.  Statira 
grafica.  F'orze  esterne.  IX  o.  300S.  66T.  III.  Pcirte. 
Statica  grafica.     Forze  interne,      vil  n.  172 s.  24Taf. 

Dieses  Werk  bietet  weit  mehr  dar,  als  sein  Titel  verspricht. 
Es  enthält  nftmüch,  neben  der  theoretischen  Auseinandersetzung 
der  graphischen  Statik,  eine  ausföhrliche  Entwickelung  der  An- 
Wendungen  derselben  auf  die  Kunst  der  Gonstructionen  und  zum 
Teil  auch  auf  die  Maschinenlehre.  Bei  der  grossen  Falle  des 
Stoffes  müssen  wir  uns  auf  eine  kurze  Uebersicht  beschränken. 

1.  Teil.  Graphischer  Kalkül.  1.  Capitel.  Von  den  mit  Vor- 
zeichen behafteten  Strecken,  Flächen  und  Körpern. 

2.  Capitel.  Operationen  mit  Strecken  (Derivation  und  Inte- 
gration eingeschlossen). 

3.  Capitel.    Messung  der  Flächen. 

4.  Capitel.    Schwerpunkte. 

5.  Capitel.  Messung  der  Volumina;  Berechnung  der  zum 
Bau  einer  Strasse  notwendigen  Erdbewegungen. 

ß.  Capitel.    Rechentafeln,  Diagramme,  Kartogramme  u.  dgl. 

IL  Teil.  Graphische  Statik.  Aeussere  Kräfte.  1.  Capitel. 
Von  den  an  discreten  Punkten  angreifenden  Kräften.  Zusammen- 
setzung der  Kräfte,  Seilpolygone,  SeilbQschel  (.fasci  funicolari'', 
vom  Verfasser  eingeführt,    siehe  dessen  Note:    Sopra  un  nuovo 


i 

1 


Gapitel  3.    Statik.  913 

metodo  di  composizione  delle  forze  in  Rom.  Acc.  L.  Atti  1879, 
F.  d.  M.  XI.  628),  Kräftepaare.  ZerlegUDg  der  Kräfte.  Reciproke 
Figuren;  ihre  Anwendung  auf  das  Entwerfen  von  Dächern. 

2.  Capitel.  Von  den  über  alle  Punkte  eines  ein-,  zwei-  oder 
dreidimensionalen  Bereiches  verteilten  Kräften.  Gleichgewicht 
eines  gefesselten  Körpers;  Charniere,  eingezapfte  Körper.  Systeme 
von  Körpern  im  Gleichgewichte.  Neutrales  Gleichgewicht;  Dreh- 
bröcken. 

3.  Capitel.  Gleichgewicht  mit  Berücksichtigung  der  Reibung. 
Stabilität  eines  gestützten  Körpers.  Lage  der  kleinsten  Stabi- 
lität; Anwendung  auf  Maschinen  (Keule,  Kloben,  Schraube, 
Hebel  u.  s.  w.).  Systeme  von  gestützten  Körpern;  Bremsen, 
Kurbel  u.  s.  w.,  Ketten  und  Seile. 

4.  Capitel.  Stabilität  gestützter  Körper.  Dämme.  Schorn- 
steine.    Erddruck.     Gewölbe.     Scilcurven;  Hängebrücken. 

5.  Capitel.     Fachwerke. 

6.  Capitel.  Wirkung  der  äusseren  Kräfte  auf  die  Quer- 
schnitte der  Körper;  Biegungs- und  Torsionsmoment,  schneidende 
Kraft.  Diagramme.  Körper  mit  krummliniger  Axo.  Bewegliche 
Lasten. 

in.  Teil.  Graphische  Statik.  Innere  Kräfte.  1.  Capitel. 
Trägheitsmomente. 

2.  Capitel.  Innere,  widerstehende  oder  Molecularkräfte. 
Zug-  und  Druckkraft.  Torsion.  Schneidende  Widerstandskraft. 
Beispiele. 

3.  Capitel.  Elastische  Formänderungen.  Beispiele.  Maxi- 
maleinsenkung  der  horizontalen  Träger.  Vi. 


W.  Ritter.  Anwendungen  der  graphischen  Statik.  Nach 
C.  Cnlmann.  I.  Teil:  Die  im  Inneren  eines  Balkens 
wirkenden  Kräfte.     Mit  65  Textfignren  nnd  6  Tafeln. 

Zürich.  Meyer  a.  Zeller.  XII  d.  18i  S.  gr.  S^, 

Culmann  hatte  die  Absicht,  die  zweite  Auflage  seiner  Gra- 
phischen Statik  in  zwei  Bände  zu  trennen,  von  denen  der  I., 
1875  erschienene,    den    theoretischen   Teil,    der    II.  die  Anwen- 

Fortflchr.  d.  Math.   XX.  8.  58 
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duDgen  enthalten  sollte.  Der  IL  Rand  gelangte  nicht  mehr  zor 
Ausgabe,  und  es  blieb  nach  Gulmann's  Tode  unbekannt,  nach 
welchem  Plane  er  denselben  zu  behandeln  gedachte.  Die  Fort 
schritte  in  der  Entwickelnng  der  graphischen  Methoden  seit  der 
ersten  Ausgabe  liessen  jedenfalls  eine  durchgreifende  Umarbeitung 
als  notwendig  erkennen.  So  erscheint  nunmehr  in  Vertretun|r 
des  II.  Bandes  ein  selbständiges  Werk  von  dem  Amtsnachfolger 
Culmann's  unter  dem  obigen  Titel.  Es  soll  in  fünf  Teile  zer- 
fallen, von  denen  jeder  ein  abgerundetes  Ganzes  bildet,  nämlich: 
I.  Die  im  Inneren  eines  Balkens  wirkenden  Kräfte.  IL  Das  Fach- 
werk.  III.  Der  Erddruck  und  die  Stützmauern.  IV.  Der  contioolr- 
liche  Balken.  V.  Der  Bogen. 

Der  zunächst  vorliegende  I.  Teil  enthält  zuerst  die  CulmanD- 
sehen  Entwickelungen  über  innere  Spannungen  und  behandelt 
sodann  die  Festigkeitslehre  und  die  elastischen  Formänderungen 
der  Träger.  In  der  Darstellung  ist  der  richtige  Standpunkt  ein- 
gehalten, die  rechnerische  Methode  da,  wo  sie  rascher  und 
sicherer  zum  Ziele  führt,  zur  vollen  Geltung  gelangen  zu  lassen. 
Ist  dies  auch  bei  der  Festigkeitslehre  mehr  als  in  den  übrigen 
Teilen  der  graphischen  Statik  der  Fall,  so  kommt  andererseits 
in  der  Theorie  der  Trägheitsellipse,  bezw.  Elasticitälsellipse,  in 
der  zeichnerischen  Bestimmung  der  Maximalspannungen  und  der 
Spannungstrajectorien,  in  der  Mohr'schen  Theorie  der  elastischen 
Linie  u.  s.  w.  die  graphische  Methode  zu  ihrem  wohlbegründeten 
Recht.  Die  Darstellung,  an  welcher  die  Durchgereiftheit  und 
Klarheit  des  Vortrages  besonders  hervorgehoben  werden  mag, 
ist  durchaus  in  Culmann's  Geiste  gehalten,  wie  sich  namentlich 
auch  in  der  durchgängigen  Verwertung  der  projectiviseben 
Geometrie  angenehm  kennzeichnet.  Hk. 

Weitere  Lehrbücher  der  Graphostatik. 

J.  Y.  Gray  and  G.  FjOwson.     The  elements  of  graphical 
arithmetic    and    graphical    statics.      London  and  Glasgow. 

W.  ColÜDB,  Sons,  and  Co. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  45. 
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M.  Lew.  La  statique  grapbique  et  ses  applications  aux 
constructions.  2®  öd.  IV®  partie.  Ouvrages  en  macjon- 
nerie.  Systfemes  röticulaires  a  Hgnes  surabondantes. 
Index  alphab^tique  des  quatre  parties.      Paris.  Ganthier- 

Villare  et  File.  IX  4-350  8.  a.  4Taf.  8^. 

Ausführliche  Anzeige  der  Bände  II -IV  der  zweiten  Auflage 
dieses  grossen  Werks  durch  G.  Eoenigs  in  Darboux  Bull.  (2) 
XII,.  281-283. 

G.  S.  Clarke.     The  principles  of  graphic  statics.    2"*^  ed. 

London.  174  S.  4». 

G.  Leman.  Le^oiis  de  statique  grapbique  doiin^es  ä 
TEcole    d'application    de    Tartillerie    et    du    g^nie   de 

Bruxelles.     Gand.  87  S.  80. 


R.  Land.     Ueber  die  Berecbnung  und   die   graphische 
Darstellung  von  Trägheits-  und  Centrifugalmomenten 

ebener  Massenfiguren.      Civlliog.  (2)  XXXI7,  anch  besoDdera  er- 
schieneQ  Leipzig.  A.  Felix.  8^ 

Die  vorliegende  Schrift  giebt  eine  weitere  Ausführung  der 
von  Herrn  Mohr  begründeten  Methode  der  graphischen  Darstellung 
von  Trägheits-  und  Centrifugalmomenten  (Civiling.  XXXIII,  F. 
d.  M.  XIX.  1887.  921).  Der  Grundgedanke  dieser  Methode  ist 
folgender:  Denkt  man  sich  durch  den  Schnittpunkt  P  der  beiden 
Geraden,  deren  Centrifugalmoment  gesucht  wird,  irgend  einen 
Kreis  gelegt,  welcher  von  diesen  Geraden  in  A'  und  £'  zum 
zweiten  Mal  geschnitten  wird,  so  ist  das  Centrifugalmoment  der 
in  einem  Punkte  Z  vereinigten  Punktmasse  gleich  dem  statischen 
Moment  einer  in  dem  zweiten  Schnittpunkte  Z'  der  Geraden  PZ 
und  des  Kreises  vereinigten  Masse  bezüglich  A*B\  Und  zwar 
ist  diese  „Trägheitsmasse''  nip  gleich  dem  Quotienten  aus  dem 
polaren  Trägheitsmoment  Jp  der  gegebenen  Masse  und  dem  Durch- 
messer des  Kreises.  Handelt  es  sich  um  mehrere  Einzelmassen 
oder  eine  continuirliche,  in  einer  Ebene  ausgebreitete  Masse,  so 
kann  man  die  tlber  die  Peripherie  des  Kreises  verteilte  Träg- 
heitsmasse ntp   in   ihrem    „Trägheitsschwerpunkt^    Tp   vereinigt 
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denken.  Will  man  nach  Bestimmung  des  „Trägheitsschwerpanktes* 
das  Centrifugalmoment  bezüglich  zweier  Geraden  PA^  PB  oder  das 
Trägheitsmoment  bezüglich  PA  ermitteln,  so  braucht  man  nur 
wip  mit  dem  Abstände  des  Punktes  Tp  von  A*  B'  resp.  der  Tan- 
gente in  A'  zu  multipliciren.  Bezogen  auf  die  Tangente  in  F 
als  Abscissenaxe  und  den  Durchmesser  durch  P  als  Ordinaten- 
axe,  erhält  man  die  Coordinaten  Xtj  yt  von  T^  unmittelbar  ausge- 
drückt durch  das  Centrifugalmoment  /xy  bezfiglich  der  beiden 
Coordinatenaxen  und  durch  das  Trägheitsmoment  J,  in  Bezof 
auf  die  Abscissenaxe  vermittelst  der  Formeln 

Xt  =  —=—  a,       yt  =  —f--  o. 
jp  Jp 

Man  übersieht  leicht,  dass  man  an  Stelle  des  Kreises  durch 

P  irgend  einen  Kreis   in    der  Ebene  benutzen    kann;  an   Stelle 

der  durch  P  gehenden  Geraden  hat  man  dann  Parallelen  durch 

irgend  einen  Punkt  0  (Pol)  der  Kreisperipherie  zu  benutzen,  so 

dass   man  sich    also    für   alle    Punkte   P  der  Ebene  desselben 

Kreises  und   desselben  Poles   bedienen  kann.    Jedem  Punkte  P 

entspricht  dann  ein  bestimmter  Trägheitssehwerpunkt  Jp.     Wenn 

der  zum  Schwerpunkt  gehörende  Punkt  Tg  mit  der  Masse 

T,        Frl 

^"'  =  -^-  =  -5- 

gegeben  ist,  kann  man  die  zu  P  gehörenden  Elemente  sehr  leicht 
construiren.  Es  ist  bekannt,  dass  das  Centrifugalmoment  in  Be- 
zug auf  zwei  gerade  Linien,  welche  sich  in  einem  Punkte  P  mit 
dem  Abstand  p  vom  Schwerpunkte  schneiden,  gleich  ist  dem 
Centrifugalmoment  in  Bezug  auf  zwei  parallele  Geraden  durch  5, 
vermehrt  um  das  Moment  einer  in  P  vereinigt  gedachten  punk- 
tuellen Masse,  welche  der  gegebenen  gleichkommt.  Ebenso  ist 
das  polare  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  P  gleich  der  Summe 
zweier  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  S,  nämlich  dem  der  ge- 
gebenen Masse  und  der  in  P  vereinigten  Masse  jP.  Man  kann 
also  die  Momente  bezüglich  der  durch  P  gehenden  Geraden  auf 
fassen  als  Momente  bezüglich  solcher  Geraden,  die  durch  S  gehen. 
Der  eine  Bestandteil  wird  geliefert  durch  die  statischen  Momente 
der  in  f«  vereinigten  Masse  fii«,  der  andere  durch  die  statischen 
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welche  sich  in  dem  Schnittpunkte  P  des  Kreises  und  der  durch 
O  gelegten  Parallelen  zu  SP  befindet.  Die  Masse  m^  ist  also 
gleich  mpttigj  und  der  „Trägheitsschwerpunkt"  Tp  ist  der  Schwer- 
punkt dieser,  beiden  in  P  und  J«  befindlichen  Massen.  Man 
kann  denselben  sehr  leicht  construiren,  wenn  man  den  Radius 
is  des  polaren  Trägheitsmomentes  in  Bezug  auf  S  einführt,  be- 
sonders einfach,  falls  d  =  t«  gemacht  wird. 

Sind  die  Gentrifugalmomente  in  Bezug  auf  drei  durch  den- 
selben Punkt  gehende  Geradenpaare  gegeben,  so  findet  man  den 
Trägheitsschwerpunkt  folgendermassen :  Man  zeichne  zunächst 
die  den  Oeradenpaaren  entsprechenden  Sehnen,  und  in  den  Ab- 
ständen, welche  sich  wie  die  Gentrifugalmomente  verhalten,  ziehe 
man  Parallelen.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken 
der  beiden  auf  diese  Weise  entstandenen  Dreiecke  schneiden 
sich  in  einem  Punkte,  dieser  ist  der  gesuchte  Trägheitsschwer- 
punkt Tp. 

Conjugirte  Axen  werden  dadurch  definirt,  dass  ihr  Centri- 
fugalmoment  gleich  Null  ist,  und  dass  also  ihre  Sehne  durch 
Tp  gehen  muss.  Hieraus  folgt  unmittelbar  eine  einfache  Gon- 
struction  der  zu  einer  gegebenen  conjugirten  Axe.  Die  Haupt- 
axen  sind  conjugirte  Axen,  welche  senkrecht  aufeinander  stehen; 
ihre  Sehne  muss  also  ein  Durchmesser  sein.  Sind  A\  B'  die 
Endpunkte  des  durch  Tp  gehenden  Durchmessers,  so  braucht 
man  nur  den  Pol  0  mit  A'  und  B'  zu  verbinden,  um  die  Rich- 
tung der  Hauptaxen  zu  erhalten. 

Lässt  man  jetzt  wieder  0  mit  P  zusammenfallen,  so  erkennt 
man  nach  dem  Gesagten,  dass  Tp  auf  demjenigen  Durchmesser 
liegen  muss,  welcher  die  Schnittpunkte  A^  B  des  Kreises  und 
der  beiden  Hauptaxen  von  P  verbindet,  und  dass  die  Strecken 
TpA  und  TpB^  da  sie  die  Abstände  des  Punktes  Tp  von  den 
durch  A  und  B  gelegten  Tangenten  sind,  sich  wie  die  Haupt- 
trägheitsmomente verhalten  mtlssen.  Daraus  folgt,  dass  der 
geometrische  Ort,  welchen  Tp  beschreibt,  während  der  Kreis  sich 
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um  P  dreht,  ohne  seinen  Radius  zu  ändern,  derselbe  ist,  wie  der 
eines  Teilpunktes  einer  Strecke  von  gegebener  Länge,  deren 
Endpunkte  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  gleiten. 
Das  ist  aber  eine  Ellipse,  deren  Axen  mit  den  Schenkdo  ies 
rechten  Winkels  zusammenfallen. 

Teilt  man  jetzt  fQr  eine  bestimmte  Lage  den  Darchmesser 
AB,  welcher  den  Punkt  Tp  enthält,  durch  einen  inneren  Punkt 
Oj  so,  dass  sich  die  Strecken  0,  A  und  0^  B  verhalten  wie  die 
Radien  t,,  und  it  der  Trägheitsmomente  bezflglich  PA,  PB^  so  ist 
das  Verhältnis  der  Verbindungslinie  von  0^  mit  irgend  einem 
Punkte  C  der  Ereisperipherie  zu  dem  Trägheitsradius  t^  bezfig- 
lich  PC  unabhängig  von  der  besonderen  Lage  des  Punktes  0. 
Macht  man  d  =  ia  +  t«»  so  wird  0^C  direct  dem  Trägheitsradius 
ic  gleich.  Dasselbe  gilt  von  einem  äusseren  Punkte  0,;  nur  hat 
man  dort  den  Durchmesser  gleich  der  Differenz  von  t«,  und  1*6  zu 
machen. 

Wenn  eine  Figur  eine  Symmetrieaxe  besitzt,  d.  h.  eine  Linie 
PQ,  welche  alle  Sehnen  halbirt,  die  eiuer  Richtung  PR  parallel 
sind,  so  ist  das  Centrifugalmoment  in  Bezug  auf  P@  und  PR 
gleich  Null.  Zieht  man  also  durch  den  Punkt  0  Parallelen  zu  diesen 
Linien,  welche  den  Hauptkreis  in  @'  und  A'  schneiden  mögen, 
so  muss  die  Sehne  &R'  den  Trägheitsschwerpunkt  T^  von  P 
enthalten.  Schneiden  sich  in  einem  Punkte  mehrere  Symmetrie- 
axen,  so  kann  man  unschwer  den  Trägheitsschwerpunkt  Tp  con- 
struiren.  Auch  ergiebt  sich  ein  hieraus  leicht  abzuleitender  Satz 
über  gewisse  Ereissehnen. 

Bewegt  sich  der  Punkt  P  auf  einer  durch  den  Schwerpunkt 
SP  gehenden  Geraden,  so  bleibt  die  Parallele,  welche  man  durch 
0  zu  SP  ziehen  kann,  unveränderlich  und  mit  ihr  der  Punkt  F, 
in  welchem  der  Kreis  zum  zweiten  Mal  getroffen  wird.  Da  Tj, 
auf  der  Verbindungsgeraden  T»  P'  liegt,  so  durchläuft  Tp  dme 
Strecke  zweimal.  Tp  fällt  auf  F,  wenn  P  ins  Unendliche  rückt, 
auf  T„  wenn  P  auf  S  fällt.     Da  Tp  der  Schwerpunkt  der  in  T, 

befindlichen  Masse  ml  und    der   in  P'   befindlichen   ml  =  —^- 

ist,  so  teilt  der  Punkt  Tp  die  Strecke  T,P*  nach  einem  constanten 
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Verhältnis,  wenn  p  ungeändert  bleibt,  d.  h.  wenn  P  sich  auf 
einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  S  bewegt.  Bei  dieser  Be- 
wegung von  P  beschreibt  also  auch  Tp  einen  Kreis.  Bewegt 
sich  der  Pol  P  auf  irgend  einer  Geraden  PA,  so  bleibt  das  Träg- 
heitsmoment bezüglich  dieser  Geraden  ungeändert,  und  damit  das 
statische  Moment  bezüglich  der  Tangente  in  demjenigen  Punkte 
R\  in  welchem  die  durch  den  Pol  0  zu  PR  gelegte  Parallele  den 
Grundkreis  zum  zweiten  Male  trifft.  Da  nun  das  statische 
Moment  d,er  in  T«  befindlichen  Masse  m«  selbstverständlich  con- 
stant  ist,  so  gilt  dies  auch  von  dem  Moment  der  in  P'  befind- 
lichen Masse  mp ;  bezeichnen  wir  also  den  Abstand  des  Punktes 
P'  von  der  Tangente  in  R'  mit  hp^  so  hat  mp  hp  einen  unver- 
änderlichen Wert  a  :  m«.     Es  ist  ferner 

r,rp:T,P  =  iii;:(iw;-fm,)  =  a:(A;  +  a). 
Demzufolge  kann  man  den  Punkt  Tp  folgendermassen  construiren: 
zunächst  verlängere  man  den  zu  W  gehörenden  Kreisdurchmesser 
um  die  Strecke  a  über  R'  hinaus  bis  zum  Punkte  Ry  und  ziehe 
durch  diesen  Punkt  eine  Parallele  Qr  zu  der  Tangente  Tr  im 
Punkte  R\  Irgend  eine  Gerade  durch  P'  möge  diese  beiden 
zuletzt  erwähnten  Geraden  in  Q'^  und  Qr  schneiden.  Verbindet 
man  nun  Q'^  mit  7«  und  zieht  durch  Qr  eine  Parallele  zu  0^7,, 
so  ist  der  Schnittpunkt  dieser  Parallelen  mit  TgF  der  gesuchte 
Punkt  Tp.  Die  Gerade  P^Q'r  wird  den  Kreis  in  einem  zweiten 
Punkte  0'  schneiden,  und  offenbar  stehen  die  Punkte  Q'  und  der 
Schnittpunkt  Tg  von  T^Q'  und  TpQj  in  derselben  Beziehung  wie 
P'  und  Tp.  Der  Ort  der  Punkte  F  (der  Grundkreis)  und  der 
Punkte  Tp  stehen  also  in  der  Beziehung,  dass  die  Verbindungs- 
linien homologer  Punkte  durch  einen  festen  Punkt  (Tg)  gehen, 
und  dass   sich  homologe  Geraden  auf  einer  festen  Geraden  (t) 

« 

schneiden,  d.  h.  also  in  coUinearer  Beziehung.  Man  gelangt 
demnach  zu  dem  Resultat,  dass  sich  der  Trägheitsschwerpunkt 
auf  einem  Kegelschnitte  bewegt,  während  der  Pol  auf  einer  be- 
liebigen Geraden  fortschreitet. 

Nachdem  der  Verfasser  im  Anschluss  hieran  die  Construction 
des  Trägheitsschwerpunktes  für  einen  beliebigen  Pol  durchgeführt 
hat,  deren  Einzelheiten  wir  hier  nicht  wiedergeben  können,  er- 
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urtert  er  in  einem  Schlusscapitel  die  Besiehangen  zwischeQ 
Grundkreis  und  Trägheitsschwerpunkt  einerseits  und  der  Träg- 
heitsellipse andererseits.  F.  K. 


E.   IjOBSCHEID.     Ueber  den  Schlusssatz  des  coroll.  2  zu 
problenia  42  in   Euler's  Theoria  motus  corporum  soli- 

dorum   seu    rigidorum.    Pr.  Realgymn  Barmen  (No.  439).  14 S.  i^ 

Euler  berechnet  an  dieser  Stelle  die  HaupttrftgheitsmomeDte 
für  den  homogenen  Würfel  von  der  Kante  a  und  macht,  da  die- 
selben gleich  ausfallen,  die  Bemerkung:  „Talis  aequalitas  in  ^ 
Omnibus  corporibus  regularibus  locum  habere  debet^.  Der  Ver-  I 
fasser  bestätigt  diese  Bemerkung  durch  Berechnung  der  Träg- 
heitsmomente der  fünf  Platonischen  Körper  fQr  die  Hauptaien 
nach  einheitlicher  Methode.  Ist  M  die  Masse,  a  die  Kante  ein^ 
solchen  Polyeders,  T  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine 
Hauptaxe,   so   findet  üerr  L.  (die  Dichte  =  1  gesetzt)  fOr  das: 

1)  Tetraeder:      T  =  ^Ma'  =  ^ V^; 

2)  Oktaeder:       T  =  ^ilfa'  =  ^  V^, 

3)  Ikosaeder :      T  =  ^ffMa\3  +  V5)  =  i  ^"^  +  ^ ^5)» 

4)  Hexaeder:      T  =  ^ilfa'  =  ia\ 

5)  Dodekaeder:  T  =  ^i^Ma'(db  +  39 V5)  =  ^ (279  +  125^^5). 

Lp. 

S.  T.  MüRKLAND.     Special  forma  of  tbe  niomeutal  ellip- 

SOid    of  a   body.     Annals  of  Math.  lY.  49-53. 

Sind  a,  6,  c  die  Halbaxen  des  Centralellipsoids  eines  Kör- 
pers, M  die  Masse  des  letzteren,  so  liegen  auf  den  Normalen 
zu   den    Kreisschnitten    des    Centralellipsoids  in  dem  durch  die 

Gleichung 
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bestimmten  Abstände  d  vom  Mittelpunkte  je  zwei  Punkte  (im 
ganzen  also  vier),  fOr  welche  die  Kreisschnitte  der  zugehörigen 
Trägheitsellipsoide  auf  einander  senkrecht  sind.  Die  Bedingung 
fQr  ihre  Existenz  ist  also,  dass  die  rechte  Seite  von  (1)  positiv 
oder  Null  sei.  (Im  letzteren  Falle  wandern  die  vier  Punkte  in 
den  Mittelpunkt  des  Gentralellipsoids.)  Ist  /?  =  Z.  (d,  c),  und  lässt 
man  b  sich  ändern,  während  a,  c,  M  constant  bleiben,  so  ist  der 
Ort  jener  vier  Punkte  die  Lemniskate: 

Indem  der  Verfasser  die  Äxen  des  Schnitts  der  Ebene  (ac)  mit 
den  Trägheitsellipsoiden  dieser  vier  Punkte  berechnet,  findet  er 
die  bekannte  Bedingung  für  die  Punkte,  in  denen  das  Trägheits- 
cllipsoid  eine  Kugel  wird.  Zuletzt  wird  darauf  hingewiesen, 
dass  wegen  der  Möglichkeit  der  gefundenen  vier  Punkte  ein 
Schluss  von  Poinsot  in  seiner  „Theorie  nouvelle  de  la  rotation 
des  corps^  p.  63  hinfällig  wird.  Die  Frage,  ob  es  ausser  jenen 
vier  Punkten  in  der  Ebene  (ac)  noch  andere  von  gleicher 
Eigenschaft  im  Räume  giebt,  bleibt  eine  offene.  Lp. 


W.  S.  ß.  WooLHOusE.     Solution  of  question  8922. 

Ed.  Timea  XL  VI  II.  72-74. 

Eine  dünne  homogene  viereckige  Platte  rotire  um  eine  durch 
ihren  Schwerpunkt  gehende  Axe.  Sind  y^y  y,,  y„  y^  die  Abstände 
der  Ecken  von  der  Kotationsaxe  (mit  den  zugehörigen  Vorzeichen), 
k  der  Trägheitsradius,  so  folgt 

6*'  =  -  (y^y, + y^y,  +  y^y^  +  y^y,  +  y^y^ + y.yJ- 

Lp. 
E.  Cesaro.     Moment  d'iiiertie  du  triangle  et  du  t^tra^dre. 

Matheeis  VIII.  183-186. 


V.  Lbbbau.     Moments  d'inertie.     Surfaces  et  centres  de 
gravitö  des  profils  quelconques:  formules  par  lesquelles 
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on  les  obtient.  Tableaux  des  surfaces,  poids,  ceutres 
de  gravit^  et  modules  de  flexion  des  profils  lamines 
employ^s  dans  rindustrie.     Li^ge.  71 S.  4«.  (autogr.) 


Hacker.      Statische    Berechnung    der    Spannungen    des 
Fachwerks  im  Räume  bei  schiefer  Behistung.    z.  f.  Bac- 

wesen.  XXXVIII.  43-82. 

Der  Artikel  bietet  kein  mathematisches  Interesse  dar. 

F.  K. 


B.     Hydrostatik. 
H.  ü.  Zeuthen.     Forelaesninger  over  Hydrostatik. 

Zeuthen  Tidee.  (5)  VI.  129-152. 

Vorlesungen  über  Hydrostatik.  Herr  Zeuthen  hat  in  diesen 
Vorlesungen  eine  ausgezeichnet  klare  und  leichtfassliche  Dar- 
stellung der  Grundprincipien  der  Hydrostatik  geliefert.  Hier 
werde  nur  das  Inhaltsverzeichnis  gegeben,  nämlich :  I.  Das  Gleich- 
gewicht der  Flüssigkeiten.  II.  Der  Druck,  welchen  Flfissigkeiten 
auf  feste  Flächen  ausüben.    III.  Schwimmende  Körper. 

V. 

S.  B.  MüKERjEE,      Elementary  hydrostatics,  with  numer- 
ous   examples   and  university   papers.     Calcutta.  Thacker, 

Spiok,  and  Co. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  76. 

H.   PoiNCARE.      Sur    r^qnilibre    d'une   inasse   h^t^rogfene 
en  rotation.     C.  R.  CVI.  1571-1575. 

Der  Herr  Verfasser  beweist  den  Satz: 
Wenn  ein  fester  Kern  vou  n  über  einander  gelagerten  fiös- 
sigen  Schichten  verschiedener  Dichtigkeit  bedeckt  ist,  so  können 


Gapitel  3.    Statik.  923 

die  Trennungsflächen,  falls  das  ganze  System  wie  ein  fester 
Körper  rotiren  soll,  nur  dann  Ellipsoide  sein,  wenn  sie  auch 
bomofocal  sind.  F.  K. 

A.  B.  Basset.  On  the  stability  of  a  liquid  ellipsoid 
which  is  rotating  about  a  principal  axis  under  the 
influeuce  of  its  own  attraction.   Lond.  M.S.Proc.  XIX.  46-56. 

Der  Verfasser  klassificirt  vorläufig  die  verschiedenen  ellip- 
soidischen  Gleichgewichtsfiguren  rotirender  flüssiger  Massen,  und 
untersucht  ihr  Verhalten  gegenüber  gewissen  durch  impulsiven 
Druck  auf  die  freie  Oberfläche  hervorgebrachten  Störungen  von 
der  Beschaffenheit,  dass  bei  Beginn  der  gestörten  Bewegung  das 
Ellipsoid  seine  Gestalt  nur  insofern  ändert,  als  die  Axen  andere 
Werte  annehmen.  Es  wird  zunächst  als  Kriterium  fUr  die  Sta- 
bilität die  Eigenschaft  aufgestellt,  dass  die  Energie  ein  Minimum 
sei,  und  dass  es  also  nicht  möglich  ist,  durch  eine  ellipsoidische 
Störung  diese  Energie  zu  vermindern.  Der  Verfasser  teilt  nun 
die  impulsive  Störung  in  zwei  Teile,  von  denen  der  erste  die 
Variation  der  Axen  bewirkt,  während  der  letztere  eine  Ab- 
v?eichung  des  Bewegungszustandes  ohne  Aenderung  der  Gestalt 
hervorruft.  Es  ist  klar,  dass  Eräftepaare,  welche  im  Sinne  der 
Rotation  wirken,  eine  Vermehrung  der  kinetischen  Energie  her- 
vorrufen, und  dass  also  diesen  gegenüber  die  Bewegung  stabil 
ist.  Ist  die  Wirkungsweise  eine  andere,  so  ist  offenbar  unter 
Umständen  eine  Verminderung  der  Energie  möglich.  Beweist 
die  Störung  eine  Axenänderung,  so  muss  das  Product  abc  unge- 
ändert  bleiben,  und  wir  erhalten  als  Stabilitätsbedingung 

dE        c    dE        ^       ,    öB         c    dE       ^ 

-^ 5—  =  0  und  -^i r-  -TT—  =  0. 

da        a    de  ab         0    de 

Stellen  wir  die  Energie  in  der  Form  dar 

M  i     r^        ,        r''  ^        .       /*"  dl 


^~bV(a-by  +  (o  +  ö?~    ^^     ^  J  V(äM^AX6M^~A)(cHA)l^ 

so  bleiben  bei  der  Störung  r  und  r'  ungeändert,  und  es  handelt 
sich  also  um  die  Auffindung  des  Minimums  der  Function  s  von 
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«  und  y: 


«  = 


r'  r"  /**  dA 

*  "  y  («•+i)(y*+*)(^.+i) 

wo  A  das  gegebene  Prodact  der  drei  Axen  ist 

Der  Verfasser  weist  die  Möglichkeit  des  Minimams  fbr  be- 
liebige Werte  von  r  und  r*  nach,  indem  er  x,  y,  z  als  recht- 
winklige Goordinaten   eines  Punktes   betrachtet  und   dann  die 

m 

durch  die  eben  angeftthrte  Gleichung  dargestellte  Fläche  untersucht 
Die  Minimumsbedingung  wird  nur  fDr  Maclaurin's  Sphäroid 
analytisch   formulirt,    sie  lautet,    wenn  e  die  Excentricit&t    be- 
zeichnet: 

und  ist  für  jeden  Wert  1  >  e  >  0  erfttllt. 

Nimmt  man  dies  mit  dem  ohne  Beweis  ausgesprochenen 
Resultat  von  Thomson  und  Tait  zusammen,  dass  das  Sphftroid 
instabil  wird,  wenn 

«>sin(54'^21'27")  =  0,  8127 
ist,   so  erkennt  man,   dass   die  von  den  genannten  Autoren  be* 
trachteten  Störungen   nicht   von   der   hier  betrachteten  Art  sein 
können.  F.  K. 

O.  Zanotti  Bianco.  II  problema  meccanico  della  figura 
della  terra  esposto  secondo  i  migliori  aatori:  Parte 
seconda,  libro  primo.  Figura  d'equilibrio  delle  masse 
fluide    rotauti    e    metodi   per  la  deteimiDazione  della 

densitä  della  terra.     Firenze,  Torioo,  Roma.  Fratelli  Bocca.  1^^^ 

Der  vorliegende  Band  (vgl.  den  Bericht  Ober  den  ersten  in 
F.  d.  M.  XV.  1883.  862)  giebt  eine  sowohl  durch  Klarheit  als 
durch  Vollständigkeit  und  Reichhaltigkeit  ausgezeichnete  Dar- 
Stellung  der  bisher  angestellten  theoretischen  Untersuchungen 
über  die  Gestalt  der  Erde  und  der  Methoden  für  die  Bestim- 
mungen der  mittleren  Erddichte.  Die  Literatur  ist  überall  an- 
geführt, so  dass  ein  Zurückgehen  auf  die  Quellen  ermöglicht 
wird;  auch  das  Zahlenmaterial  ist  hinreichend  angegeben. 


Gapitel  3.    Statik.  925 

Die  ersten  beiden  Gapitel  behandeln  das  bydrodynamisehe 
Problem  der  Gleichgewiehtsfigur  einer  flüssigen  Masse,  welche 
wie  ein  fester  Körper  um  eine  Axe  mit  constanter  Geschwindig- 
keit rotirt.  Zunächst  wird  vorausgesetzt,  dass  auf  die  Teile  der 
FlQssigkeit  eine  nach  dem  Mittelpunkt  gerichtete  Kraft  wirkt; 
dann,  daSs  die  Teile  sich  gegenseitig  nach  dem  Newton'schen 
Attractionsgesetz  anziehen.  Unter  Benutzung  der  im  ersten  Bande 
abgeleiteten  Formel  für  das  Potential  eines  Ellipsoides  werden 
die  beiden  Beziehungen  aufgestellt,  welche  zwischen  den  Axen- 
Verhältnissen  und  der  Geschwindigkeit  bestehen  müssen,  wenn 
ein  EUipsoid  eine  Gleichgewichtsfigur  sein  soll.  Dieselbe  wird 
discutirt,  wobei  natürlich  der  für  den  vorliegenden  Zweck  wich- 
tigste Fall  eines  Rotationsellipsoids  besondere  Beachtung  erfährt. 
Im  zweiten  Gapitel  wird  das  Gleichgewicht  für  variable  Dichtig- 
keit behandelt,  und  zwar  besonders  der  Fall,  in  welchem  die 
Flächen  gleicher  Dichtigkeit  sehr  wenig  von  Kugeln  abweichen. 
Es  wird  die  Abplattung  der  Oberfläche  und  der  übrigen  Niveau- 
fläche bestimmt. 

Im  letzten  Gapitel  werden  eingehend  die  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  Erddichte  auseinandergesetzt.  Zunächst  wird  be- 
schrieben, wie  man  mit  Hülfe  der  Anziehung  von  Bergen  die 
mittlere  Dichte  der  Erde  bestimmen  kann.  Dann  folgt  die  Be- 
stimmung der  Erddichte  aus  Pendelbeobachtungen,  welche  am 
Fasse  und  auf  dem  Gipfel  eines  Berges  angestellt  sind,  und 
aus  Pendelbeobachtungen,  die  an  der  Erdoberfläche  und  in  einiger 
Tiefe  unter  derselben  gemacht  sind.  An  vierter  Stelle  wird  die 
Bestimmung  der  mittleren  Dichte  vermittelst  der  Drehwage  be- 
sprochen. F.  K. 

Th.  Schmid.      üeber    das    Gesetz    der    Veränderlichkeit 
der  Schwere  für  das  Jacobi'sche  Gleichgewichtsellipsoid. 

Schlomilch  Z.  XXXIII.  188-190. 

L.  Matthiessen.     Bemerkungen  zu  Schraid's  Mitteilung: 
„üeber  das  Gesetz  der  Veränderlichkeit  der  Schwere" 
etc.,  8.  188  dieses  Bandes.    Schlomilch  z.  xxxiii.  306-307. 
Herr  Schmid  beweist,  dass  auf  der  Oberfläche  eines  Jacobi'- 
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sehen  dreiaxigen  Gleichgewichtsellipsoids  die  Schwere  propor- 
tional ist  den  Abschnitten  der  Normalen  durch  eine  der  Haupt- 
ebenen.  Dieser  Satz  ist,  wie  Herr  Matthiessen  bemerkt,  nicht 
neu,  findet  sich  vielmehr  schon  in  zweien  seiner  älteren  SchriAen 
[„Ueber  die  Gleichgewichtsfiguren  homogener,  freier  rotirender 
Flüssigkeiten^,  Kiel  1857,  und  „Neue  Untersuchungen  fiber  frei 
rotirende  Flüssigkeiten"  etc.,  Kieler  Univ.-Chron.  1859].  Ans 
den  genannten  Schriften  führt  Herr  Matthiessen  noch  zwei  wei- 
tere Resultate  an,  die  sich  auf  die  isodynamischen  (isobaren) 
Flächen  und  Curven  beziehen.  Erstere  sind  concentrische  Ellip- 
soide  im  Innern  der  Masse,  deren  Halbaxen  sich  verhalten  wie 
die  Quadrate  der  Halbaxen  des  Hauptellipsoides;  letztere  sind  die 
Schnitte  der  eben  erwähnten  Flächen  mit  dem  Hauptellipsoide. 

Wb. 

Gr.  H.  Bryan.  On  the  waves  on  a  viscous  rotatiug 
cylinder,  an  illustration  of  the  influence  of  viscosity 
on  the  stability  of  rotating  liquid.  Cambr.  Proc.  VL 24S-2ii4. 
Als  Gleichgewichtsfigur  für  eine  gleichförmig  rotirende  hc^- 
mogene  Flüssigkeit,  deren  Molecüle  sich  nach  dem  Newton'sehen 
Gesetze  anziehen,  waren  das  Rotationsellipsoid  und  gewisse  drei- 
axige  Ellipsoide  (Jacobi)  bekannt.  Herr  Poincare  (Acta  Math. 
VIT,  259-380,  F.  d,  M.  XVII.  1885.  864)  hat  weitere  Gleichge- 
Wichtsfiguren  gefunden  und  gleichzeitig  Untersuchungen  fiber  die 
Stabilität  angestellt.  Er  findet,  dass  das  Gleichgewicht  stabil 
ist,  wenn  die  Energie  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist,  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Flüssigkeit  keine  Viscosität  besitzt  Um 
den  Einfluss  der  Viscosität  auf  die  Stabilität  zu  untersuchen,  bat 
Herr  Bryan  das  vorliegende  Beispiel  gewählt,  das  er  mit  Hülfe 
Besserscher  Functionen  ausführlich  discuty;t.  Wie  man  von  vom 
herein  erwarten  konnte,  findet  er,  dass  die  Poincarä'sche  Bedin- 
gung hier  nicht  mehr  Gültigkeit  bat.  St 

B.  Martinecq.      Guide    des  ealculs   de  ddplacement  et 
de  stabilitö  hydrostatique  des  navires.      PariB.  200  s.  u. 

6  Taf.  ö«. 


Capitel  4.     Dynamik.  927 

Capitel  4. 

Dynamik. 

A.     Dynamik  fester  Körper. 

C.   Neümann.      GrundzUge   der   analytischen    Mechanik, 
insbesondere  der  Mechanik  starrer  Körper.    Leipz.  Ber. 

22-88. 

Auf  der  Oberfläche  eines  starren  Körpers  M  seien  zwei  zu 
einander  orthogonale  Curvensysteme  festgesetzt.  Die  Parameter 
f)  und  w  derselben  mögen  als  Goordinaten  dienen  zur  Bestim- 
mung eines  Punktes  auf  der  Oberfläche.  Analoge  Bedeutungen 
mögen  ferner  f)*  und  w*  besitzen  für  einen  zweiten  starren  Kör- 
per JM*.  Sind  nun  beide  Körper  mit  einander  in  Berührung,  so 
wird  die  relative  Lage  der  beiden  Körper  zu  einander  völlig 
bestimmt  sein,  sobald  gegeben  sind  1)  die  Goordinaten  p,  tr  und 
€5*,  «>*,  welche  der  Berührungspunkt  auf  der  einen  und  auf  der 
andern  Oberfläche  besitzt,  2)  der  Winkel  ip,  unter  welchem  die 
beiden  durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Curven  v  =■  const. 
und  V*  =  const.  gegeneinander  geneigt  sind. 

Denkt  man  sich  also  den  Körper  M  absolut  festliegend,  und 
den  Körper  M*  in  irgend  welcher  Bewegung  begrifl^en,  bei 
welcher  er  mit  M  fortdauernd  in  Berührung  bleibt,  so  wird  diese 
Bewegung  völlig  bestimmt  sein,  sobald  man  die  fünf  Argumente 

C,  IT,  t3*,  tr*,  xp 
als  bestimmte  Functionen  der  Zeit  sich  vorstellt.    Die  augenblick- 
liche lebendige  Kraft  T*  des  Körpers  M*  muss  daher  ausdrück- 
bar sein  durch  diese  fünf  Argumente  und  durch  deren  Difi*eren- 
tialquotienten  nach  der  Zeit. 

Ein  derartiger  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  T*  wird  nun 
vom  Verfasser  [in  (9),  Seite  55]  wirklich  hergestellt,  jedoch  ohne 
Mitteilung  der  zu  demselben  führenden  Rechnungen.  Hingegen 
wird  in  den  folgenden  Paragraphen  eine  allgemeine  Methode 
entwickelt,  um  diese  und  ähnliche  Rechnungen  möglichst  zu  er- 
leichtern. N. 
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J.  König,      lieber   eine  neue  Interpretation  der  Funda- 
mentalgleichungen der  Dynamik.    Math.  Add.  xxxl  1-4*2. 

üogar.  Ber.  V.  131-179. 

Der  Verfasser  charakterisirt  die  Aafgabe,  welche  er  sich  ge- 
stellt hat,  folgendermassen  (S.  3): 

FUr  die  einfachste  aller  BewegungserscheinungeD,  die  freie 
Bewegung  eines  einzelnen  Punktes  von  der  Masse  m  unter  der 
Einwirkung  einer  Kraft  P,  hat  man  die  folgenden  beiden  Sätze: 

1)  Die  Grösse  der  Beschleunigung  (oder  auch  der  in  die 
Richtung  der  Kraft  fallenden  Beschleunigungscomponente)  ist 
P/m. 

2)  Beschleunigung  und  Kraft  sind  gleich  gerichtet 

Es  hat  ein  unbestreitbares  Interesse,  ein  solches  allgemeines 
Grundgesetz  der  Mechanik  aufzustellen,  das  für  die  Bewegung 
eines  unter  dem  Einfluss  ganz  beliebiger  Kräfte  stehenden  Punkt- 
systems bei  der  Annahme  irgend  welcher  auch  die  Zeit  und  Ge- 
schwindigkeit enthaltenden  Bedingungsgleichungen  g&ltig  ist, 
diese  Bewegung  vollständig  bestimmt  und  dabei  nur  aus  der 
Verallgemeinerung  jener  beiden  Sätze  besteht.  Da  der  erste 
jener  Sätze  eine  Gleichung,  der  zweite  ein  System  von  gleich- 
berechtigten Gleichungen  vertritt,  die  wieder  in  einem  Maximums- 
oder Minimumssatze  vereinigt  werden  können,  wird  dieses  Grund- 
gesetz sich  dementsprechend  aus  zwei  Teilen  zusammensetzen. 

In  dem  ersten  Abschnitte,  „einleitende  Festsetzungen'',  wird 
betont,  dass  bei  Ermittelung  des  Grundgesetzes  der  Bewegung 
in  erster  Reihe  die  Invarianteneigenschaften  der  Bewegung  zu 
fixiren  sind.  Der  zweite  Abschnitt  führt  eine  Reihe  neuer  mecha- 
nischer Begriffe  ein.  Sind  Xi^  y^,  Zi  die  Coordinaten  eines  System- 
punktes,  m.  seine  Masse,  X;,  F,-,  Zi  die  parallel  zu  den  Coordi- 
natenaxen  genommeneu  Gomponenten  der  zur  Zeit  t  auf  m,  ein- 
wirkenden Kraft,  so  heisst  die  Summe: 

^m,(s;'-  +  y'r  +  zn  (t  =  1,  2,  3,  . . , ,  «) 

die  „ Beschleunigungsenergie''  des  Punktsystems,  ferner  die  Summe 

2(XM  +  Y,y[  +  Z,«;)  (t  =  I,  2,  3,  . .  . ,  II) 

das  „Geschwindigkeitsvirial''  der  wirkenden  Kräfte;  dasselbe  ist 
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also  der  nach  der  Zeit  genommene  Differentialquotient  der  bis 
zum  Zeitpunkte  t  geleisteten  Arbeit.    Ferner  erbält  die  Summe 

^ -1  (X?  +  r.' +  Z?)  =  E  (i  =  1,  2,  3,  . . .,  m) 

tili 

den  Namen  »Energem^  des  Kräftesystems,  als  charakteristische 
Eigenschaft  des  wirkenden  (Kräfte-)  Systems,  welcher  im  beweg- 
ten Systeme  die  Energie  entspricht.    Ist  ferner 

M  =  Sttii^  R*  =^  M .  E^  X|  =  ilf«<,  Yi  =  Mßiy  Zi  =  Jfy,-, 
so  drückt  die  Gesamtheit  der  Coefficienten  a,-,  ßi,  yi  eine  zweite 
Eigenschaft  des  Eräftesystems  aus  und  wird  als  „Disposition 
des  Kräftesystems^  bezeichnet.  Jedes  Eräftesystem  kann  in 
einer  und  nur  in  einer  Weise  so  in  zwei  partielle  Systeme  zer- 
legt werden,  dass  das  eine  dieser  Systeme  eine  gegebene  Dis- 
position besitzt  und  die  Summe  der  Energeme  der  beiden  par- 
tiellen Systeme  gleich  dem  Energeme  des  gegebenen  Systems 
ist.  Es  folgen  noch  mehrere  Sätze  über  die  Dispositionen  von 
Kräftesystemen,  deren  Aufzählung  hier  unmöglich  ist. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  werden  im  dritten  Abschnitte 
die  „Grundgesetze  der  Bewegung^  aufgestellt.  Man  findet  zu- 
nächst im  §  15  (S.  27)  die  Sätze  (erstes  Gesetz): 

Das  Beschleunigungsvirial  der  freien  Componente  des  auf 
das  Punktsystem  wirkenden  Eräftesystems  ist  in  jedem  Zeit- 
punkte gleich  dem  Energem  dieser  freien  Componente  des  Eräfte- 
systems. 

Unter  allen  Bewegungen,  die  den  Zwangsgleichungen  und 
dem  in  Bezug  auf  das  Beschleunigungsvirial  soeben  ausge- 
sprochenen Satze  gemäss  erfolgen  könnten,  findet  in  Wirklich- 
keit diejenige  statt,  für  welche  die  Beschleunigungsenergie  in 
jedem  Zeitpunkte  ein  Minimum  ist. 

Zur  Erklärung  des  Begriffes  ^freie  Componente^  diene  die 
Bemerkung,  dass  beim  Vorhandensein  von  Zwangsbedingungen 
das  Eräftesystem  für  jeden  Zeitpunkt  in  einer  (und  nur  einer) 
bestimmten  Weise  so  in  zwei  Componenten  zerlegt  werden  kann, 
dass  die  eine  dem  Zwange  unterworfen,  die  andere  eine  freie 
Componente  ist. 

In  den  folgenden  §§  15-17    wird    nun   gezeigt,    wie   dieses 
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Gesetz  immer  zu  den  gewöhnlichen  DifferentialgleichuDgen  der 
Bewegung  und  nur  zu  diesen  führt;  der  §  18  dagegen  deutet 
an,  wie  ein  anderes  Grundgesetz  der  Bewegung  erbalten  werden 
kann,  wenn  man  die  dem  Besehleunigungsvirial  und  der  Be- 
schleunigungsenergie zukommenden  Rollen  mit  einander  ver- 
tauscht. Ein  Satz,  dem  der  erste  Teil  des  Gesetzes  fehlt  nsd 
welcher  zwar  notwendige,  aber  nicht  hinreichende  Angaben  zur 
vollständigen  Bestimmung  der  Bewegung  enthält,  lautet : 

Bei  der  wirklich  stattfindenden  Bewegung  ist  das  Beschleu- 
nigungsvirial  in  jedem  Zeitpunkt  grösser  als  bei  jeder  anderen 
Bewegung,  welche  den  Zwangsgleichungen  entspräche,  nnd  ffer 
welche  die  Beschleunigungsenergie  in  jedem  Zeitpunkte  dieselbe 
wäre,  wie  für  die  wirklich  stattfindende  Bewegung. 

Es  trennen  sich  bei  der  weiteren  Behandlung  die  freie  und 
die  Zwangsbewegung: 

Das  Beschleunigungsvirial  eines  ohne  Zwang  wirkenden 
Kräftesystems  ist  in  jedem  Zeitpunkte  gleich  der  Beschleunigungs- 
energie des  Punktsystems;  das  Energem  des  wirklich  auftreten- 
den Kräftesystems  ist  kleiner  als  das  jedes  anderen  Kräfte- 
systems, dessen  Beschleunigungsvirial  gleichfalls  in  jedem  Zeit- 
punkte der  Beschleunigungsenergie  des  Punktsystems  gleich  ist. 

Das  Energem  des  Systems  der  Zwangskräfte  ist  ein  Mini- 
mum, verglichen  mit  dem  Energem  aller  jener  Kräftesysteme, 
nach  deren  Hinzufügung  zu  dem  ursprünglich  gegebenen  Systeme 
der  wirkenden  Kräfte  die  freie  Bewegung  des  Punktsystems 
eine  den  Zwangsgleichungen  entsprechende  wäre.  Lp. 


D.  BoBYLEw.     Ueber  die  Transformation  der  Coordinateu 
in   den  Diflferentialgleichungen   der  Dynamik.     Potereb. 

Abb.  LVIII.  No.  3.  1-21.  (RuBsisch) 

In  diesem  Aufsatze  werden  Formeln  abgeleitet,  die  in  vielen 
Problemen  der  Mechanik  zum  Uebergange  von  den  cartesischen 
Coordinaten  zu  von  einander  unabhängigen  Variabeln  und  um- 
gekehrt dienen,  für  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Bedingungs- 
gleichungen die  Zeit  explicite  enthalten. 
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Mittels  dieser  Formeln  drückt  der  Verfasser  die  lebendige 
Kraft  T  des  Systems  durch  die  Variabein  t^  q  und  p  aus,  wo  q 

unabhängige    neue    Variabein    sind    und   p  =  ^-7-  ist,     wenn 

q'  =  — ^:  der  erhaltene  Ausdruck  lässt  sich  als  Summe  zweier 
dt  ' 

Glieder  darstellen,  von  denen  das  erste  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  von  p  ist,  und  das  zweite  eine  p  nicht  enthal- 
tende Function  zweiten  Grades  von  den  partiellen  nach  t  ge- 
nommenen Differentialquotienten  der  Bedingungsgleichungen. 

Indem  ferner  die  Existenz  einer  Kräftefunction  vorausgesetzt 
wird,  führt  der  Verfasser  in  den  Ausdruck  der  „principalen 
Function^  statt  q  cartesische  Coordinaten  ein,  welche  durch  die 
Zeit  explicite  enthaltende  Bedingungsgleichungen  verbunden  sind, 
und  erhält:  1)  Ausdrücke  für  die  Projectionen  der  Geschwindig- 
keit durch  die  partiellen  Differentialquotienten  der  principalen 
Function  und  2)  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung, welcher  die  principale  Function,  in  cartesischen  Coordinaten 
ausgedrückt,  genügt  Ms. 

G.    K.    SüSLOW.       üeber     die     partiellen     Differential- 
gleichungen   der    Bewegung    eines   unfreien   Systems. 

St.  Petersburg.  64  S.  (RasBiBch.) 

Die  Abhandlung  besteht  aus  zwei  Teilen. 

Im  ersten  wird  derjenige  Fall  untersucht,  bei  welchem  die 
Veränderlichen,  welche  die  Lage  des  Systems  bestimmen,  Be- 
dingungsgleichungen unterworfen  sind,  also  die  Hamilton'schen 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  folgende  sind: 

(^)      "^=ä^'  "^='"ö^+,5^^"ä^       (•  =  l,2,...,ti), 

wo  F,(/,  q,,  . . .,  g«)  =  C^i»  •  •  -1  '^t(^  ^1»  ••  •»  9«)  =  C"*  die  gege- 
benen Bedingungsgleichungen  bedeuten.  Der  Verfasser  beschäf- 
tigt sich  mit  der  Zurückführung  der  Integration  des  Systems 
(1)  auf  die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

C2)    ^-f'^^#  +  ^  =  <^' 

59* 
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wo  statt  p,,  . . .,  Pm,  fip  .. .,  ^j^  ihre  AusdrQcke  durch  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  FuDCtion  Y  und  die  VariabelD 
')  9n  •  •  M  9«  AttB  den  Gleichungen: 

^^^      ''•  =  ä^--^''^ä^       (.=  1,2,...,«), 

BF-     BE       SF' 
(^)        «  =  f^-f +^      0-=l,2.....*) 

eingef&hrt  werden. 

Ist  V(i^  9p  . . .,  7„  o,,  . . .,  an)'\'a  die  vollständige  Lösung 
der  Gleichung  (2),  so  sind  die  Integralgleichungen  des  Systems 
(1)  die  Gleichungen  (3)  und 

wo  a,, . . .,  Oa,  /},,...,  /7»  Constanten  sind. 
Femer  zeigt  der  Verfasser: 

1)  dass  die  Zahl  der  Veränderlichen  in  der  Gleichung  (2) 
um  k  Einheiten  kleiner  wird,  wenn  statt  der  Verilnderlicheo 
9if  9ii  •  *  M  9i^  di^  ^ij  ^ty-j  ^k  Als  neue  Variabein  eingefdbrt 
werden; 

2)  dass  zwischen  den  Multiplieatoren  l  und  ^u  die  Relation: 

A>  =  -^         (j  =  l,2,...,i) 

stattfindet. 

Der  zweite  Teil  des  Aufsatzes  ist  der  Ableitung  des  Systems 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
gewidmet,  welchen  die  Rr&ftefunction  genfigen  muss,  die  n — 1 
gegebene  Integrale  der  Bewegung  zulässt,  nämlich: 

wo  9„  ...,  9»  unabhängige,  die  Lage  des  Systems  bestimmende 
Variabein  und  C,, . .  /,  Cn~i  Constanten  bedeuten. 

Die  theoretischen  SchlQsse  werden  durch  sehr  einfache  Bei- 
spiele beleuchtet. Ms. 

H.  Lamb.     On  reciprocal  theorems  in  dynamics.      Losd 

M.  S.  Proc.  XIX.  144151. 

Herr  H.  von  Helmholtz   hat   in   seiner   Arbeit   «Ueber   die 


Capitel  4.    DyDftmIk.  933 

physikalische  Bedeutung  des  Princips  der  kleinsten  Wirkung*' 
(J.  fär  Math.  C.  137-166,  213-222,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  941) 
auf  S.  218  ein  „Gesetz  der  Reciproeität''  ausgesprochen  und  be- 
gründet, das  für  jedes  bewegte  System  gültig  ist,  welches  dem 
Gesetze  der  kleinsten  Wirkung  unterworfen  ist  und  umkehrbare 
Bewegungen  hat.  Der  Verfasser  des  vorliegenden  Aufsatzes 
macht  darauf  aufmerksam,  dass  man  dieses  Oesetz  aus  einer 
Fornael  in  Lagrange's  Mäcanique  analytique  ableiten  kann  (S. 
300  ff.  der  ßertrand'schen  Ausgabe).  Ausser  dieser  neuen  Her- 
leitung werden,  wie  dies  schon  bei  Herrn  v.  Helmholtz  geschehen 
ist,  fär  verschiedene  mechanische  und  physikalische  Betrachtungen 
Folgerungen  aus  dem  Gesetze  in  der  gewählten  Gestalt  gezogen, 
die  der  Verfasser  für  etwas  aligemeiner  hält  als  die  v.  Helm- 
boltz'sche.  Zuletzt  wird  auch  das  zweite  v.  Uelmholtz'sche  Reci- 
procitätsgesetz  (a.  a.  0.  S.  222)  auf  die  angeführte  Lagrange'- 
sehe  Gleichung  als  gemeinschaftliche  Quelle  zurückgeführt. 

Lp. 

R.  Marcolongo.     Teorenaa  di  meccanica.     Palermo  Rend. 

II.  193-196. 

Im  Anschluss  an  einen  Satz  von  C.  G.  J.  Jacobi  (J.  für 
Math.  LX.  149,  Ges.  Werke  V.  157,  unten)  beweist  der  Verfasser 
folgenden  Satz:  „Jedes  Problem  der  Mechanik,  bei  welchem  die 
geometrische  Lage  des  Systems  nur  von  drei  Grössen  abhängt 
und  für  welches  besteht :  1)  das  Integral  der  lebendigen  Kräfte, 
2)  eines  der  Flächenintegrale,  3)  eines  der  Schwerpunktsintegrale 
bezüglich  einer  der  Axen  der  Ebene,  für  welche  der  Flächen- 
satz stattfindet,  ist  auf  Quadraturen  zurückführbar."        Lp. 


R.  Marcolongo.     Sul  teorema  di   Poisson.     NapoH  ReDd. 

(2)  IL  419-423. 

Wenn  man  von  den  Bewegungsgleicbungen  in  der  kanoni- 
schen Form 

dq^_dH^        dp,  __       dH 
dt    ""  dp, '       dt   ~       ög,  ' 
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vfo  U  —  T-^U  ist,  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  U  die  Kräfte- 
function  bezeichnet,  zwei  Integrale  H  =^  h^  and  H  =^  k^  kennt, 
die  anabhängig  von  der  Zeit  ond  nach  den  willkflrlichen  Can* 
stanten  gelöst  sind,  so  giebt  die  Combination  H  =  (ff,,  J7,)  =  k^ 
ein  neaes  Integral  der  Bewegungsgleichung  mit  der  wiilkllrlichen 
Constante  A,.  Hier  steht  nach  Poisson  (J.  deTJ^.  Pol.  eah.  XV. 
266)  das  Symbol  (ff^,  if,)  für 

Aus  diesem  Satze  hatte  Poisson  schon  gefolgert,  dass,  wenn  zwei 
Flächenintegrale  bestehen,  auch  das  dritte  vorhanden  ist 

Herr  Marcolongo  stellt  nnn  ähnliehe  Betrachtangen  ttber  die 
Integrale  bezüglich  des  Schwerpunktes  an  (nach  Jacobi,  Vor- 
lesungen ttber  Dynamik,  S.  271).  Als  einzigen  neuen  Satz  findet 
er:  Wenn  bei  einem  dynamischen  Problem  das  Fiächenintegral 
bezüglich  einer  der  Coordinatenebenen  und  das  Schwerpunkts- 
integral  bezüglich  einer  der  Axen  dieser  Ebene  besteht,  so  be- 
steht auch  das  entsprechende  Integral  f&r  die  andere  Axe  dieser 
Ebene.  Polglich:  Wenn  bei  einem  mechanischen  Problem  zwei 
Flächenintegrale  und  ein  Schwerpunktsintegral  bestehen,  so  sind 
auch  das  dritte  Fiächenintegral  und  die  beiden  anderen  Schwer- 
punktsintegrale vorhanden.  Die  Combinationen  eines  Schwer- 
punktsintegrales mit  dem  Integrale  der  lebendigen  Kraft  oder 
einem  anderen  Schwerpunkts-  oder  Flächenintegrale  ergeben  kein 
neues  Resultat.  Lp. 

E.  Betti.     Sopra  la  entropia  di  un  sistema  Newtoniano 

in   motu   stabile.      Rom.  Acc.  L.  ReDd.  (4)  IV,.  113*115,  195-1^ 

Die  Bewegung  des  Systems  heisst  stabil,    wenn   der    Wert 

der  Jacobi'schen  Function  0  =  IS — ^'  r/,     unendlich    viele 

Maxima  und  Minima  annimmt,  aber  sich  dabei  immer  innerhalb 
zweier  endlichen  Grenzen  hält.  Ist  die  Zeit,  die  vom  ersten  bis 
n'*".  Maximum  oder  Minimum  der  Function  (D  vergeht,  /«,  so  wird 

die  sogenannte  „mittlere  Periode"  — -r  entweder  von  n  unab- 
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hängig  sein  oder  sich  mit  wachsendem  n  einem  bestimmten 
Grenzwerte  nähern.  Für  solche  Systeme  giebt  der  Verfasser  in 
der  ersten  Mitteilung  folgende  Sätze:  Bei  den  Veränderungen 
der  Bewegung  bleibt  das  Verhältnis  des  Kubus  der  mittleren 
Entfernung  zum  Product  aus  der  Masse  und  dem  Quadrate  der 
mittleren  Periode  constant.  Die  Entropie  des  Systems  ist  gleich 
dem  Logarithmus  des  Products  aus  der  Masse  und  der  mittleren 
Entfernung. 

In  der  zweiten  Mitteilung  wird  nachträglich  bewiesen,  dass 
der  Clausius'sche  Satz  auf  die  in  Rede  stehenden  Systeme  an- 
wendbar ist.  Sbt. 

J.  Brill,  R.  H0LMBS9  B.  Easton.     Solution  of  question 

9054.     Ed.  Times  XL VIII.  43. 

Ein  Massenpunkt  m  bewegt  sich  in  einem  conservativen 
Kräftefeld  und  erleidet  die  Einwirkung  einer  verzögernden  Kraft, 
die  der  Geschwindigkeit  proportional  (kv)  ist.  Ist  nun  D  die 
während  der  Zeit  i  zerstreute  Energie^  so  ist 

wo  V  die  potentielle  Energie  des  Systems  zur  Zeit  i  und  £  die 
gesamte  Energie  des  Systems  zur  Zeit  t  =  0  bezeichnet. 

Lp. 

F'r.  SchOlbr.     Die  Planetenbewegung.      Hoflfmann  z.  xix. 

16M78. 

Die  Arbeit  ist  veranlasst  durch  eine  zwischen  dem  Verfasser 
und  H.  Vogt  in  Hoffmann  Z.  XVIII.  581  ff.  geführte  Controverse, 
welche  Bezug  hat  auf  eine  Programmschrift  des  ersteren:  Die 
Falllinie  und  die  Planetenbahnen  als  involutorische  Punktreihen 
auf  Grund  des  Princips  der  Erhaltung  der  Kraft,  elementar  be- 
handelt. Freising  1881.  —  Es  handelt  sich  hauptsächlich  um 
die   Frage,    ob    die    in    jener    Arbeit    aufgestellte    Gleichung 

1 v  =  ^  hinreichend   sei,    um    die    Planetenbahnen    als 

r  r 

Kegelschnitte  zu  bestimmen.  Lg. 
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E.   Betti.      8opra  una  estensione  della    terza    legge  di 

Keplero.     Palermo  Reod.  II.  145-147. 

Beweis  des  Satzes:  „Die  Variationen  der  Bewegung  und  der 
Masse  eines  Newtou'schen  Systems  ändern  nicht  das  Verhältnis 
zwischen  dem  Kubus  der  mittleren  Entfernung  und  dem  Pro- 
dructe  aus  der  Masse  und  dem  Quadrate  der  mittleren  periodi- 
schen Zeit."  Lp. 

R.  CüRTis,  F.  X.  DE  Wächter,  A.  Harker.     Solution  of 

question    9070.     Bd.  Times  XLV[Il.  29-30. 

Synthetische  Beweise  mehrerer  Sätze  ttber  die  Projectionen 
von  Gentralbewegungen,  insbesondere  der  Bewegung  in  ellipti- 
scher Bahn.  Lp. 

G.  ScHOUTEN.      De    regel    voor    den    baanvorm    en    de 
eigenschappen  der  centrale  beweging  graphisch  toege- 

licht.     Amst.  Verel.  eo  Meded.  (3)  V.  14-43. 

Siehe  F.  d.  M.  XIX.  1887.  930.  G. 


W.  Vblde.  Ueber  einen  Specialfall  der  Bewegung  eines 
Punktes,  welcher  von  festen  Centren  angezogen  wird. 

Dißs.  Kiel.  26  8.  4^ 

R.  Haussner.  Die  Bewegung  eines  von  zwei  festen 
Centren  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  angezogenen 
materiellen  Punktes.     Dies.  Göttingeo.  38  8.  s*». 


O.  Gerlach.     Zur  Theorie  des  Hodographen.    Diss. Rostock. 

G7S.  8».  

S.  C.  Föbre.  Die  Beschleunigung  der  Tangential  -  Be- 
wegung von  Planet  zu  Planet  ist  eine  Summiruug 
der  Schwerkraft.     Halle.  15S.  u.  iTaf.  (iS^l.) 
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A.  Naggy.     Sul  moto  di  un  punto  in  un  mezzo  resistente. 

Bau.  G.  XXVI.  369-374. 

Der  Verfasser  legt  seinen  Betrachtungen  Qber  die  Bewegung 
einer  schweren  Punktmasse  im  widerstehenden  Mittel  die  Glei- 
chungen 


m 


f  =  -''Kt).  "^="»-''K49 


dt' 

zu  Grunde,  macht  also  (abgesehen  von  dem  einen  Falle,  dass 
f(u)  einfach  proportional  zu  u  ist)  die  V^irkungsweise  des  Wider- 
standes von  der  Wahl  des  Goordinatensystems  abhängig.  Die 
durchgeführten  einfachen  Beispiele  haben  daher  nur  den  Wert  von 
Rechenöbungen.  F.  K. 

ü.  Staude.    Ueber  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
auf  einer  Rotationsfläche.     Acta  Math.  XL  303-332. 

Die  Abhandlung  gehört  einer  Reihe  von  Arbeiten  des  Ver- 
fassers an,  welche  wegen  ihrer  functioneDtheoretischen  Unter- 
suchungen in  die  reine  Analysis  gehören  (vergl.  F.  d.  M.  XIX. 
1887.  486  und  944  ff.,  besonders  aber  die  Abhandlung  J.  fttr 
Math.  CV.  298.  1889),  wegen  ihrer  Anknüpfung  an  die  Bewe- 
gung eines  materiellen  Punktes  auf  gegebener  Oberfläche  aber 
in  die  Dynamik  einzustellen  sind. 

Auch  der  vorliegende  Aufsatz  enthalt  in  den  beiden  ersten 
Paragraphen  zum  Zwecke  der  Anwendungen  die  Hauptsätze  des 
Verfassers  über  eine  Gattung  bedingt  periodischer  Functionen 
und  über  Grenzfälle,  die  hierbei  auftreten.  Danach  wird  aber 
das  besondere  mechanische  Problem  in  Angriff  genommen,  dessen 
Lösung  der  Verfasser  sucht.  Ist  nämlich  mit  der  Auffindung 
der  Jacobi'schen  Integralgleichungen  für  eine  gewisse  Gruppe 
von  Differentialgleichungen  der  Bewegung  die  Integration  als 
solche  erledigt,  so  bleibt  das  Umkehrproblem  der  Integrale 
übrig,  d.  h.  die  Darstellung  der  Variabein  g,,  7,,  bezw.  gege- 
bener Functionen  derselben,  durch  die  Zeit  t.  Diese  Aufgabe 
ist  selbst  für  die  einfachen  Fälle  noch  nicht  allgemein  behandelt, 
wo  die  Integralgleichungen  die  Variabein  9,  und  9,  separirt  ent- 
halten.   Auf  Integralgleichungen,  bei  denen  eine  solche  Verein- 
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fachung    eintritt,   ftthrt   die   Bewegung  eines  sebwereo  Pol 
auf  einer  Rotationsfläche  mit  yerticaler  Symmetrieaxe.    H 
dem  die  hierher  gehörigen  Arbeiten    über   Beweg-ungen   auf 
sonderen  Flächen,  bei  denen  das  Umkehrproblem  auf  elUptk 
und  hyperelliptische  Functionen   geführt    hat,    zasammengoil 
sind,    wirft  der  Verfasser  die  Frage   auf   nach    der  ailgemei^ 
Lösung  des  Umkehrproblems  für  alle  Rotationsfläcben  and  gl 
die  Ergebnisse  seiner  Arbeit  in  folgender  Weise  an- 

Die  Untersuchung  umfasst  alle  Rotationsfläebeiiy  die 
einer  Horizontalebene  in  nicht  mehr  als  zwei  Parallelkreisea.. 
schnitten  werden,  unter  näher  angegebenen  Voraussetzan 
(§§  3  u.  8)  und  fahrt  zu  zwei  Hauptresultatea.  Das  erste  i 
selben  besteht  in  dem  Nachweis  einer  von  der  gegebenen  Hl 
tionsfläche  unabhängigen  Rotationsfläche  dritter  Ordnaog  C§ 
welche  in  der  Verteilung  ihrer  Schnittcurven  mit  der  geg'ebei 
Rotationsfläche  den  Charakter  der  Bewegung  eines  sebwef 
Punktes  auf  dieser  bestimmt  und  im  besonderen  die  Stabili 
oder  Instabilität  der  Bewegung  entscheidet  Dem  anderen  Haq 
resultate  zufolge  sind  für  die  beiden  Normalformen  (§§  4  n.  \ 
jeder  stabilen  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  Bi 
tationsfläche  die  Coordinaten  des  Punktes  bedingt  periodisel 
Functionen  der  Zeit,  welche  durch  zweifach  unendliche  trigom 
metrische  Reihen  darstellbar  sind.  Hierbei  ist  noch  heryorzahebei 
dass  eine  durch  ihre  Diflferentialgleichungen  erster  Ordnong  dl 
finirte  Bewegung  der  betrachteten  Art,  ähnlich  wie  eine  algebrai 
sehe  Curye,  aus  mehreren  Zweigen  bestehen  kann,  von  deoca 
zwei  benachbarte  unter  Vermittlung  von  singulären  Bewegung^ 
formen  (§  6),  etwa  einer  Curve  mit  Doppelpunkt  oder  isolirten 
Punkt  entsprechend,  auch  in  einen  einzigen  Zweig  yeraehmelzei 
können.  Auf  specielle  Beispiele  zur  Erläuterung  dieser  allge- 
meinen Resultate  ist  nur  in  Kürze  (§§  7  u.  10)  eingegangen 
worden.  Lp. 

0.  Staude.     Das  System  der  Wendeflächen  bei  gewissen 
BewegUDgeu   eines  Punktes   in   einer  Ebene  oder  auf 

einer   Rotationsfläche.     Dorpat.  Naturf.-Ges.  Ber.  399-405. 
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Ist  r  =  y^j'  +  y',  ü(r^z>)  die  Kräftefunction  für  den  Massen- 
punkt  nt,  sind  ferner  h  und  k  Integrationsconstanten,  so  beweist 
der  Verfasser  den  Satz:  Gilt  fQr  die  Bewegungeines  materiellen 
Punktes  in  der  Ebene  oder  auf  einer  Rotationsfläebe  das  Integral 
der  lebendigen  Kraft  und  das  Integral  der  Flächen,  so  zerlegt 
die  Ungleichung  2[U(r,z)  +  h]  \x*  +  y'\  -k^^O  die  Fläche  in 
ein  erreichbares  und  ein  unerreichbares  Gebiet.  Die  Grenzen 
beider  Gebiete  bestimmt  die  gleich  Null  gesetzte  linke  Seite 
jener  Ungleichung.  Die  Schnittcurven  der  hierdurch  definirten 
Fläche  mit  der  ebenen  oder  Rotations-Fläche,  auf  der  die  Be- 
wegung stattfindet,  sind  die  Enveloppen  oder  Wendecurven  des 
betrachteten  Systems  von  Bahncuryen;  deshalb  wird  die  somit 
eingeföhrte  Fläche  als  „Wendefläche"  bezeichnet.  Bei  unbe- 
stimmten Werten  von  h  und  k  stellt  die  Gleichung  ein  zweifach 
unendliches  System  von  Wendeflächen  dar ;  es  umfasst  für  fc  =  0 
das  der  Niveauflächen.  Lp. 


K.  Oekinghaüs.    Die  elliptischen  Integrale  der  Bewegung 
eines    schweren   Punktes    in    der    verticalen    Parabel. 

Hoppe  Arch.  (2)  VII.  34-53. 

Bekanntlich  führt  die  Aufgabe  der  Bewegung  eines  Massen- 
punktes auf  einer  Parabel  mit  verticaler  Axe  unter  der  Einwir- 
kung der  Schwere  zu  elliptischen  Integralen  zweiter  Gattung,  für 
die  Zeit.  (Vergl.  u.  a.  Glaisher,  „Note  on  the  time  of  descent 
down  the  arc  of  a  yertical  parabola".  Quart.  J.  XIX.  F.  d.  M. 
XV.  1883.  813).  Indem  der  Verfasser  eine  passende  Ellipse  be- 
stimmt, deren  Bogen  durch  dasselbe  Integral  ausgedrückt  wird, 
kann  er  die  Zeit  jenes  Falls  auf  der  Parabel  durch  die 
Länge  des  Ellipsenbogens  messen.  „Mit  der  Bewegung  eines 
Punktes  in  der  Parabel,  deren  Axe  vertical  nach  oben  gerichtet 
ist,  steht  demnach  eine  entsprechende  gleichförmige  Bewegung 
eines  anderen  Punktes  in  einer  Ellipse  derart  in  Wechselbezie- 
hung, dass  der  Polarwinkel  der  Parabel  zu  jeder  Zeit  dem 
Focalwinkel  des  bezüglichen  in  der  Ellipse  gleich  ist."* 

Für  die  Parabel   mit  yertical  abwärts  gerichteter  Axe  wird 
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eine  gleiche  Beziehung  zu  einer  gewissen  Hyperbel  aufge^ 
In  diesem  Fall  mttssen  einige  OrenziäUe  genauer  unten 
werden. 

In  einem  Anhange  wird  die  Aufgabe  ausgedehnt  auf 
Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  Trochoide  ( 
längerten  oder  verkürzten  Gykloide),  yerglichen  mit  der  Boj 
länge  der  Fusspunktencurve  eines  Kegelschnitts  (bezw.  Hype 
und  Ellipse).  Endlich  wird  das  elliptische  Integral  erster 
.tung  mit  Hülfe  der  Polargleichung  einer  solchen  Fasspunk 
curve  (r*  =.  o'jl— i'sin'cjpj)  optisch  gedeutet,  wonach  z.  B. 
Beleuchtung  der  Curven  vom  Mittelpunkte  aus  dem  Polar  wie 
proportional  ist.    (Eine  schon  öfter  behandelte  Frage.) 

Lp. 

E.  Lampe.  Ueber  die  Anwendung  einer  von  Gai 
gegebenen  Reihenentwickelung  bei  der  elementai 
Behandlung   von    mechanischen   Aufgaben.      Beri.  p>j 

Ges.  Verh.  VII.  47-52. 

Die   Entwickelung   von  (1  —  sin'asin'x)*  nach  den  Cotjin 
der  Vielfachen  von  x: 

(l-sin'osin'j?)*  =  cos^-^(Ä^ '\'2SAkCOB2kx), 

A,  =  tang^*|-2(p(^^  .  )tang«-J     (t  =  0, 1,  2,3,  ..0 

wird  für  solche  mechanischen  Probleme  empfohlen,  die  auf  eil; 
tische  Integrale  erster  oder  zweiter  Gattung  fahren^  weil  die) 
Entwickelung  rasch  convergirt.  Als  derartige  Aufgaben  werdt 
ausser  dem  Ereispendel  angeführt  und  kurz  behandelt  die  re 
bungslose  Bewegung  eines  schweren  Massenpunktes  auf  eim 
Parabel  mit  verticaler  Axe,  auf  der  Kardioide,  der  zweispitzige 
Epicykloide,  der  Astroide.  Lp. 


Pu.  Gilbert.      Sur    les  difförentes  mani^res  de  traite 
un  problfeme  de  mecanique.    Brax.  s.  sc.  xil,A.  65-71. 

„Zwei  Massenpunkte,    die   auf  zwei  concentrischen  Kreisto^ 
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ohne  Reibung  sich  bewegen,  unterliegen  ihrer  gegenseitigen  Ein- 
wirkung, einer  Function  ihres  Abstandes.  Ihre  Bewegung  und 
den  von  ihnen  ausgeübten  Druck  zu  bestimmen.''  Der  Verfasser 
behandelt  diese  Aufgabe  durch  die  Betrachtung  der  tangentialen 
und  der  normalen  Kraftcomponente,  durch  die  Principe  der 
lebendigen  Kraft  und  der  Flächen,  endlich  durch  die  Lagrange'- 
sehen  Gleichungen.  Die  yerschiedenen  Methoden  ergänzen  sieh 
gegenseitig.  _  _  Mn.  (Lp.) 

W.  TiMPE.  Ueber  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
auf  einer  schiefen  Ebene  mit  ßerOcksichtigung  der 
Drehung  der  Erde.    Dias.  Halle.  53  8.  8^. 


W.  Hoffmann,     üeber  eine  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes    auf   einem    Ringe,    dessen    Querschnitt    ein 

Kegelschnitt   ist.       Diss.  Halle.  25  S.  49.  (1887). 


F.  Roth.  Ueber  die  Bahn  eines  freien  Teilchens  auf 
einer  sich  gleichmässig  drehenden  Scheibe.     (Schluss.) 

ExDer  Rep.  XXIV.  65-78. 

F.  Roth.  Die  Trägheitscurve  auf  wagerechter  Ebene 
bei  dem  Vorhandensein  eines  Reibungswiderstandes, 
der  von  der  zweiten  Potenz  der  Geschwindigkeit  ab- 
hängt.    Exner  Rep.  XXIV.  648-659. 

Im  Jahrbuch  sind  seit  dem  Jahre  1883  (Bd.  XV)  die  Ar- 
beiten des  Verfassers  erwähnt  worden.  In  rein  mathematischer 
Hinsicht  bestehen  die  Leistungen  in  der  Integration  linearer 
Differentialgleichungen  fQr  solche  Fälle,  in  denen  die  Kesultate 
allbekannt  sind.  Bezüglich  der  zu  machenden  Anwendungen  auf 
die  relative  Bewegung  eines  Teilchens  an  der  Erdoberfläche  ver- 
misst  der  Referent  die  Berücksichtigung  der  einschlägigen  Literatur 
und  kann  nicht  überall  den  Aussprüchen  und  Sehlussfolgerungen 
des  Verfassers  beipflichten.  Lp. 
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K.  Weihrauch.     Die  elementaren  Ableitungen  des  Satzes 
von  der  ^^ablenkenden  Kraft  der  Erdrotation*.       Met. 

Zeitsehr.  (2)  V.  81-82. 

Der  Ausdruck  fQr  die  ablenkende  Kraft: 

K  =  2ü»8in9> 
(e  Horizontalgeschwindigkeit,  oi  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde, 
g>  geographische  Breite)  wird  durch  ein  Verfahren  erhalten,  das 
demjenigen    fQr    das    Foucault'sche    Pendel    nachgebildet    ist 
(Exner  Rep.  XXII.  480,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  865.) 

Lp. 

E.  Cksaro.       Formole    relative    al    moto    d'un    panto. 

Rom.  Acc.  L.  Eteod.  (4)  IVi.  18-19. 

Ausdehnung  zweier  von  Herrn  Siacci  herrührenden  Formelo 
(Torino  Atti  XIV.  946-952,  F.  d.  M.  XI.  1879.  654)  für  ebene 
und  r&umliche  Curven  auf  (n--!)- fach  gekrümmte  Linien  im 
Räume  von  n  Dimensionen.  Lp. 

G.  DiLLNBR.     Om  Integration  af  differential-eqvationema 
i  iV-kroppars  problemet    stockh.  öfv.  367-37a 

Fortsetzung  der  Arbeiten  des  Verfassers  Ober  das  iV-Körper- 
Problem,  die  schon  früher  hier  besprochen  sind.  E. 


D.  BoBYLKW.  Eine  Aufgabe  der  Dynamik  eines  Systems 
materieller  Punkte,  chark.  Ges.  (2)  i.  129-138. 
fi  materielle  Punkte  sind  gezwungen,  auf  einer  in  der 
xy-Ehene  befindlichen  Geraden  zu  bleiben.  Alle  Punkte  werdeo 
nach  d§m  Coordinatenanfang  hin  von  Kräften  angezogen,  die 
den  Massen  und  den  Abst&nden  vom  Ursprung  proportional  sind; 
ausserdem  finden  zwischen  je  zwei  Punkten  gegenseitige  An- 
ziehungen statt,  proportional  demProducte  der  Massen  und  den 
Entfernungen  von  einander.  Die  Lösung  der  Aufgabe  Ober  die 
Bewegung  des  Systems  wird  vollständig  durchgeführt.  (S.  F.  d. 
M.  XIX.  1887.  941.  PfaflF.)  Bb. 
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H.  AM  Endb.  Ueber  die  Bewegung  zweier  materiellen 
Punkte,  welche  durch  eine  gewichtslose  starre  Gerade 
mit  einander  verbunden  sind.   Pr.Bealgymn.Sprottaa.(No.208). 

27  S.  4». 

Die  Aufgabe  wird  für  den  Raum  behandelt.  Im  ersten 
Teile  wird  von  äusseren  Kräften  (mit  Ausnahme  der  zu  Anfang 
wirkenden  Momentenkräfte)  abgesehen.  Im  zweiten  Teile  nimmt 
der  Verfasser  die  Schwerkraft  als  einzige  continuirliche  Kraft 
hinzu.    Neue  Ergebnisse  sind  nicht  hervorzuheben.         Lp. 


A.   Handl.     Das  IVlitnehmen  durch  Reibung.     Poske  z.  i. 

107-110. 

Der  Verfasser  will  die  ungenaue  Erklärung  vieler  dahin 
gehörigen  Versuche  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  beseitigt 
haben  (z.  B.  Kartenblatt  mit  Münze  auf  einer  Fläche ;  das  Karten- 
blatt wird  weggeschnellt,  die  Münze  fällt  hinein).  Zu  diesem 
Zweck  berechnet  er  den  Weg,  welchen  der  scheinbar  ruhen  ge- 
bliebene Körper  in  Folge  der  Reibung  als  bewegender  Kraft  in 
der  Versuchsdauer  /  zurücklegen  muss.  Lp. 


B.  Faladini.     Sul  meto  di  rotazione  di  un  corpo  rigido 
attorno  ad  un  punto  fisso.    Pisa  Aod.  V.  167-226. 

Der  erste  Teil  der  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  voll- 
ständigen Durchführung  der  Integrationen,  welche  bei  dem  Pro- 
bleme der  Rotation  eines  starren  symmetrischen  Körpers  um 
einen  Punkt  seiner  Symmetrieaxe  /  vorkommen,  wenn  das  Poten- 
tial der  auf  denselben  einwirkenden  Kräfte  die  Form: 

(a)        £r,cos'Ö  +  F,cosÖ 

hat  Hier  bedeutet  0  den  Winkel  von  /  mit  einer  festen  Rich- 
tung A;  H^  und  IT,  sind  constante  Grössen.  Es  ergiebt  sich, 
dass  die  Rotation  als  aus  drei  periodischen  Bewegungen  zu- 
sammengesetzt angesehen  werden  darf,  nämlich:  aus  zwei  gleich- 
förmigen fortschreitenden  Rotationen  um  /  bezw.  X  und  aus  einer 
Schwingungsbewegung  der  Hauptaxen  des  Körpers  um  die  festen 
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Coordioatenaxen  (vod  denen    die   jb  -  Axe  mit  l  zosammeiif! 

Was  die  kinematische  Seite  des  Problemes  betrifft,  80  red< 
sieh  die  betrachtete  Bewegung  auf  das  Rollen  eines  Kej 
dessen  Axe  l  ist,  auf  einer  Umdrehungsfläche  der  zweiten  Ordi 
um  A,  welche  ein  EUipsoid,  ein  Paraboloid  oder  ein  einsehal 
Hyperboloid  sein  kann. 

Der  zweite  Teil   ist   der   Bewegung   eines    starren   srn 
trischen   Körpers   in  einer  Flüssigkeit  gewidmet,  Torauscre!i| 
dass   das    Potential   der  einwirkenden    Kräfte   wie    vorher 
Form  (a)  hat.  Vi. 

W,  Hess,     üeber  das  Jacobi  sehe  Theorem  von  der 
setzbarkeit  einer  Lagrange'schen  Rotation  dnrch  z 
Poinsot'sche  Rotationen.    Sehiömiich  z.  xxxrn.  292-ao5. 

Die  vorliegende  Bearbeitung  des  Jacobi'scben  Theor« 
knQpft  an  die  Halphen'sche  Fassung  desselben  und  an  die 
Herrn  Darboux  gelieferte  Behandlung  an  (Journ.  de  Math 
I.  403-430,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  890).  Während  die  Darbo 
sehe  Beweismethode  sich  zwar  auf  die  Differentialgleichun 
der  Bewegung  und  ihre  ersten  Integrale  sttttzt,  aber  einfac 
synthetischer  Natur  ist,  indem  sie  unter  anderem  die  Eid 
Schäften  des  Centralellipsoids  benutzt,  macht  der  Verfasser  c 
Versuch  einer  rein  analytischen  elementaren  Herleitang.  Se 
Methode  führt  durch  Einführung  einer  geringeren  Anzahl  v 
Bestimmungsgrössen  und  durch  die  Verwendung  von  Det 
minanten  zu  rascher  Aufstellung  derjenigen  Elemente,  wele 
die  zwei  Bewegungen  um  den  Schwerpunkt  aus  der  Bewein 
des  schweren  Umdrehungskörpers  entstehen  zu  lassen  geeigi 
sind.  Die  wirklich  durchgeführte  geschickte  Bestimmung  der  < 
Elemente  der  zwei  Poinsot'schen  Rotationen  dient  also  dem  V( 
fasser  zur  Herleitung  des  Jacobi'schen  Theorems.  Lp. 

E.  J.  RouTH.      On   a  theorem   of  Jacobi   in    dynamio 

Qaart.  J.  XXIII.  34-45. 

Auch  diese  Abhandlung  geht  auf  das  Halphen'schc  Tbeore 
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und  die  Darboux'sche  Beweisführung  zurOck,  erwähnt  jene  Ar- 
beiten aber  nur^  um  dann  einen  eigenen  Gang  zu  nehmen. 
Es  sei 

Ax^  +  By^+C»^  =  K 
die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoids  für  den  festen  Punkt  des 
Körpers.    Bedeutet  T  die   lebendige   Kraft,   G  das  resultirende 
Moment,  so  hat  man  bekanntlich 

Awl+Bwl+Cwl  =  r, 

Der  Verfasser  construirt  nun  ein  neues  Ellipsoid 

A'x^  +  BY  +  Cy  =  K\ 
wo  gesetzt  ist 

A'  =  (A.4-il*)i,  Ä'  =  (AB-.B«)i,  C  =  (AC-C*)i, 
während  gleichzeitig 

il"  =  (fiA-^A')j,  B''  =  (fiB--B')j,  C"  =  (iiC^C')j 
ist.  Dieses  zweite  Ellipsoid  besitzt  folgende  Eigenschaften:  1) 
Die  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Radiusvector,  um  den  der 
Körper  sich  dreht,  ist  diesem  Radiusvector  proportional.  2)  Die 
Länge  des  Lotes  zur  Tangentialebene  im  Endpunkte  der  augen- 
blicklichen Axe  ist  constant.  3)  Die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Körpers  um  dieses  Lot  zur  Tangentialebene  ist  constant.  Der 
Verfasser  nennt  dieses  Ellipsoid  das  „conjugirte^  (zum  Träg- 
heitsellipsoid).  Zur  invariabeln  Linie  wird  die  „conjugirte 
Linie^  bestimmt  und  ihre  Bewegung  im  Räume  untersucht.  Wir 
können  dem  Verfasser  nicht  in  alle  Einzelheiten  seiner  Unter- 
suchung folgen,  durch  welche  auch  die  Kreiselbewegung  eine 
neue  Beleuchtung  erfährt,  und  deren  Hauptinteresse  in  der  Be- 
stimmung der  Bewegung  jener  „conjugirten  Linie''  liegt. 

Lp. 

G.  Grofe.      Ueber    die   Pendelbewegung    an    der  Erd- 
oberfläche.    DisB.  Dorpat.  39  S.  4«. 

Der  Dorpater  Geograph  und  Meteorologe  Karl  Weihrauch, 
von  dessen  frühzeitigem  Tode  die  betrübende  Kunde  beim  Ab- 
fassen dieses  Berichtes  gerade  eintrifft,  hat  sich  mit  der  Aufgabe 

Fortachr.  d.  Math.  XX.  3.  60 
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der  relativen  Bewegung  eines  Körpers  an  der  Erdoberfläche  and 
besonders  auch  mit  der  Aufgabe  der  Theorie  des  Foucaalf sdieo 
Pendels  in  jüngster  Zeit  wiederholt  beschäftigt  (vergl.  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  880,  XVIII.  1886.  865).  Auf  seine  Anregung  ist 
daher  auch  wohl  die  Entstehung  der  vorliegenden  Dissertation 
zurückzuführen,  die  bezeichnet  ist  als:  „Eine  zur  Erlangung  des 
Grades  eines  Magisters  der  angewandten  Mathematik  der  physiko- 
mathematischen  Facultät  der  Kaiserlichen  Universität  Dorpat  vor- 
gelegte Abhandlung^,  uud  die  auf  der  Rückseite  des  Titels  die 
vom  Decan  Weihrauch  bescheinigte  Druckgenehmigang  trägt 

Der  Verfasser  fasst  selbst  in  der  Einleitung  den  luhalt  seiner 
viele  Rechnungen  umfassenden  Arbeit,  wie  folgt,  zusammen. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  ist  die  Bewegung  eines  physika- 
lischen Pendels  mit  Berücksichtigung  der  Erdrotation  innerhalb 
gewisser  einschränkenden  Bedingungen  untersucht  worden.  Um 
den  Einfluss  der  Erdrotation  auf  die  Bewegung  des  Pendels  be- 
rücksichtigen zu  können,  mussten  zuerst  die  Gleichungen  der 
relativen  Bewegung  eines  festen  Körpers,  welcher  einen  fest  mit 
der  Erde  verbundenen  Punkt  hat,  aufgestellt  werden.  Als  Form 
der  Bewegungsgleichungen  ist  die  kanonische  oder  die  Hamilton'- 
sche  gewählt  worden,  welche  zuerst  von  Bour  (Journ.  de  Math. 
(2)  VIII)  aufgestellt  worden  ist.  Die  kanonische  Form  der  Be- 
wegungsgleichungen ermöglicht,  die  Integration  derselben  ab- 
hängig zu  machen  von  dem  vollständigen  Integral  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung,  woraus  durch  Differentiation  nach 
dazu  geeigneten  Constanten  die  Integrale  der  Bewegungsglei- 
chungen erhalten  werden. 

Im  vorliegenden  Problem  lässt  sich  die  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  nur  auf  dem  Wege  der  suceessiven 
Approximation  bewerkstelligen.  Die  gebrauchte  Approximations- 
methode ist  ihrerseits  an  die  relative  Kleinheit  der  Winkelge- 
schwindigkeit .der  Erde  gebunden.  Die  Anwendung  dieser 
Approximationsmethode  ermöglichte,  die  weitläufigen  Entwicke- 
lungen,  welche  mit  der  Variation  der  willkürlichen  Constantea 
verbunden  sind,  zu  umgehen. 

Der  Einfluss  des  Luftwiderstandes   und    der   Elasticität  des 
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Fadens  auf  die  Pendelbewegung  kann  mit  Hülfe  der  erwähnten 
Methode  nicht  berttcksichtigt  werden.  Derselbe  kann  kaum  in 
anderer  Weise  als  mit  Htllfe  der  Methode  der  Variation  der  Gon- 
stanten  ermittelt  werden  und  ist  von  Hansen  in  der  Abhand- 
lung: „  Pendelbewegung ^  u.  s.  w.  entwickelt  worden  (Neueste 
Schriften  der  Naturforscher-Gesellschaft  in  Danzig.  1853.  Bd.  V.) 

Die  Methode  der  Variation  der  Gonstanten  in  der  Anwen- 
dung auf  das  Problem  der  Bewegung  eines  physikalischen  Pendels 
auf  der  rotirenden  Erde  fand  hier  jedoch  Berücksichtigung,  so- 
weit dieselbe  sich  auf  eine  wichtige  Bemerkung  von  Serret  be- 
zieht.   (G.  R.  LXXIV.  275.) 

Von  den  besonderen  Ergebnissen  sei  nur  das  folgende  her- 
vorgehoben. Sind  e^  und  £,  die  Sinus  der  halben  Winkel  in 
der  kleinsten  und  grössten  Elongation  des  Pendels,  und  hat  das 
Pendel  zu  Anfang  der  Bewegung  gar  keine  Geschwindigkeit,  so 
dass  «,  =r  e^  (gleich  der  anfänglichen  Entfernung  aus  der  Gleich- 
gewichtslage), so  ist 

i,  = -^  (1 -«>  sin  A +  **'*« 


woraus   zu   ersehen    ist,    dass   die   kleinste    Elongation  e^   eine 

Grösse  von  der  Ordnung  w  ist,  und  zwar  sowohl  am  Aequator 

als  auch  am  Pol.    [Es  bedeutet  X  die  geographische  Breite,  n' 

den  Wert 

ff 
j-  wjsin^a  cosa^  cosil  +  cos^^^sinÄ }, 

C,  Aj  ii\  ^0,  a^  Constanten.]  Für  den  speciellen  Foucaulfschen 
Versuch,  der  im  letzten  Paragraphen  nach  der  vorangehenden 
allgemeinen  Theorie  behandelt  ist,  wird  die  Uebereinstimmung 
der  Resultate  mit  denen  in  der  oben  erwähnten  Hansen'schen 
Abhandlung  am  Schlüsse  nachgewiesen.  Endlich  finde  auch  noch 
die  zweite  These  hier  Platz:  „Das  Princip  der.  Erhaltung  der 
Schwingungsebene  kann  nicht  zur  Erklärung  des  Foucault'schen 
Versuchs  angewandt  werden,  wie  es  vielfach  geschieht. *" 

Lp. 

60* 
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G.  Egidi.  Applicazione  delle  aste  vibranti  od  oecillanti 
alle  osservazioni  dei  moti  sismici.     Rom.  Aco.  Pont.  d.  K. 

L    Mem.  III.  173-198. 

Eine  für  praktische  Zwecke  geschriebene  Abhandlang,  in 
welcher  nur  wenige  theoretischeErdrterangenYorkommen;  fibrigens 
eine  Fortsetzung  der  im  II.  Bande  derselben  Hemorie  yeröffent- 
lichten  Abhandlung  desselben  Verfassers:  Ck)n6iderazioni  ed 
esperienze  sugli  istrumenti  ad  aste  vibranti  ed  oscillanti. 

Lp. 

H.  Rbsal.  Mouvement  daiis  un  milieu,  dont  la  r^istance 
est  proportionnelle  au  carr6  de  la  vitesse,  d'un  point 
matdriel  attir^  par  uu  centre  fixe  en  raison  de  la 
vitesse.     0.  r.  cvi.  1329-1336. 

Wenn  man  einem  Pendel  Ton  geringem  Ausschlage,  bei- 
spielsweise unter  lö**,  eine  horizontale  Geschwindigkeit  ?on 
gleicher  Grössenordnung  mitteilt,  so  ist  die  Horizontalprojection 
eines  Punktes  des  Pendels  eine  Ellipse  mit  der  Projection  des 
Aufhängepunktes  als  Mittelpunkt,  deren  grosse  Axe  in  der  Rich- 
tung der  Bewegung  mit  einer  yerhältnismässig  kleinen,  dem 
Producte  der  Ellipsenaxen  proportionalen  Geschwindigkeit  fort- 
rtlckt.  Bei  der  Ausführung  des  Versuches  beobachtet  man  ausser- 
dem, dass  in  Folge  des  Luftwiderstandes  die  grosse  Axe  all- 
mählich abnimmt.  Man  kann  sich  daher  die  Frage  vorlegen,  ob 
dieser  Widerstand  keinen  merkbaren  Einfiuss  auf  die  Drehbe- 
wegung  der  Ellipse  hat.  Der  Verfasser  behandelt  diese  Auf- 
gabe nach  der  Methode  der  Variation  der  willkürlichen  Con- 
stanten,  indem  er  von  den  bekannten  Formeln  für  die  Bewe- 
gung eines  Punktes  unter  der  Einwirkung  einer  der  Entfernung 
proportionalen  Kraft  ftV  ausgeht  und  Entwickelungen  in  trigono- 
metrische Reihen  anwendet.  Aus  seinen  Rechnungen  folgt,  dass 
bei  der  Bewegung  eines  nur  wenig  aus  der  Verticale  abgelenkten 
Pendels  der  Luftwiderstand  nur  die  Axen  der  Ellipse  verkleinert 
und  die  Abplattung  vergrössert,  dagegen  das  Fortrücken  des 
Scheitels  nicht  beeinflusst.  Lp. 
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W.  Massny.      Ueber  die  Bestimmung  der  Fallbeschleu- 

nigUUg.     Pr.  Gymn.  GrosB-Strehlitz.  9S.  4^ 

Darstellung  der  bekannten  Pendelmethoden.  R.  M. 


F.   BrAubr.      üeber    die    Bewegung    des    Pendels    mit 
Cardaniseher  Aufhängung.    Dias.' EriaDgen.  27  8.  8^ 


Ä.   Hossfeld.     Das  Fadenpendel,   eine   erweiterte  Dar- 
stellung der  Pendelbewegung.     Dies.  Marburg.  35  s.  4^ 


Fj.  Güyou.  Sur  une  Solution  öl^mentaire  du  probifeme 
du  gyroscope  de  Foucault.    0.  R.  cvi.  1U3-1146. 

Unter  vielfacher  Beziehung  auf  die  Arbeit  des  Herrn  Gilbert : 
„Etüde  historique  et  critique  du  probleme  de  la  rotation  d'un 
Corps  solide"  (cf.  F.  d.  M.  X.  1878.  29)  giebt  der  Verfasser 
einfache  Ueberlegungen  an,  durch  welche  man  ohne  irgend 
welche  Rechnungen  die  Haupterscheinungen  des  Gyroskops  er- 
läutern kann.  Hierbei  wird  zuerst  die  Masse  der  Ringe  ver- 
nachlässigt; dann  wird  der  Einfluss  derselben  in  Betracht  ge- 
zogen. Der  Verfasser  findet  die  so  abgeleiteten  Ergebnisse  in 
Uebereinstimmung  mit  den  Rechnungsresultaten  von  Bour  und 
Quet.  Lp. 

A.  Baule.  Note  sur  le  gyroscope  collimateur  de  M.  le 
eapitaine  de  vaisseau  Fleuriais.  Brax.S.Bc.Xir,B.  121-176; 
Addition.    177-184. 

Beschreibung  und  Theorie  dieses  Instrumentes.  In  dem 
Nachtrage  beweist  der  Verfasser  das  Vorhandensein  eines  merk- 
lichen Einflusses  der  Erdumdrehung  auf  das  Instrument  und  giebt 
an,  wie  man  ihn  in  der  Praxis  berücksichtigen  kann. 

Mn.  (Lp.) 


950  ^-  Abscboitt    Mechanik. 

M.  Koppe.     Aufgaben  über  Trägheitemoineute.     Potke  z. 

I.  161-163. 

E.  Lampb.     Aufgaben  Über  Trägheitsmomente.     Poake  z. 

I.  163-164. 

Aufgaben  filr  Schüler,  von  denen  die  ersten  zur  Bildung  de» 
Begriffs  binleiten,  während  die  zweiten  die  Bekanntschaft  mit 
den  Trägheitsmomenten  von  Kugel  und  Cylinder  yoraussetzeo 
und  mittels  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Energie  die  rollende 
Bewegung  dieser  Körper  auf  der  schiefen  Ebene  zur  Unter- 
suchung bringen.  Lp. 

E.  Lampe.     Physikalische  Aufgaben.    Poske  z.  iL  74-76. 

Aufgaben,  welche  die  Einübung  des  Trägheitsmomentes  zum 
Ziel  haben  und  die  Berechnung  der  reducirten  Pendellänge  eines 
physikalischen  Pendels  von  verschiedener  Form  und  bei  geän- 
derter  Lage  der  Aufhängeaxe  verlangen,  wenn  die  Schwingungs- 
dauer constant  bleiben  soll.  Lp. 


6.  B.  Favbro.      Intorno    ad    un    recente    studio    suUa 

gravitä.     Rom.  Aoo.  L.  Bend.  (4)  IVi.  310-313. 

Der  Verfasser  wendet  sich  gegen  die  Arbeiten  des  Herrn 
Haussier  Ober  die  Erklärung  der  Schwere,  insbesondere  gegen 
den  Zahlenwert,  den  dieser  ftlr  die  Verminderung  der  Rotations- 
geschwindigkeit der  Erde  bei  Erhebung  eines  Kilogramms  um 
ein  Meter  ausgerechnet  hatte.  (Vgl.  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  930, 
XIX.  1887.  1043,  1044).  Ohne  auf  das  Wesen  der  Irrtümer  des 
Herrn  Haussier  einzugehen,  berechnet  Herr  Favero  diese  Ver- 
minderung und  findet 

r,-T,        bph       ,, 
-^  =  -^cosU, 

(A  geographische  Breite,  p  das  erhobene  Gewicht,  h  die  Hub- 
höhe in  Metern,  P  das  Gewicht  und  R  der  Radius  der  Erde). 
Dieser  Wert  stimmt,  abgesehen  von  der  Form,  mit  demjenigen 
Qberein,   den   der  Referent  in  seiner  Erwiderung  gegen  Herrn 
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HäoBBler  angegeben  hat  (Exner  Rep.  XXII.  574).    Herr  F.  scheint 
diese  Entgegnung  nicht  bemerkt  zu  haben.  Lp. 


G.  ScBOUTEN.     No.  3  der  prijavragen  van  het  jaar  1887 

beantWOOrd.       Nieuw  Arch.  XV.  188-232. 

Die  Aufgabe,  welche  hier  behandelt  wird,  lautet:  Ein  ge- 
wöhnlicher Ereisring  wird  über  eine  horizontale  Ebene  fortge- 
rollt. Es  soll  der  Weg,  welchen  der  Mittelpunkt  des  Ringes 
durchläuft,  bestimmt  und  die  Lage  der  Ringebene  nach  einiger 
Zeit  gefunden  werden,  wenn  dieselbe  nicht  horizontal  ist.  Dabei 
wird  angenommen,  dass  weder  rollende  Reibung  noch  Luftwider- 
stand die  Bewegung  hindert,  dass  jedoch  die  gleitende  Rei- 
bung gerade  im  Stande  ist,  die  Verschiebung  des  Berührungs- 
punktes zu  yerhindern. 

Im  ersten  Teil  der  Abhandlung  werden  die  allgemeinen 
Integralgleichungen  bestimmt,  im  zweiten  aus  ihnen  die  Eigen- 
schaften der  rollenden  Bewegung  eines  Umdrehungskörpers  ab- 
geleitet, im  dritten  die  allgemeine  Theorie  angewandt  auf  die 
Bewegung  eines  linsenförmigen  Körpers,  wobei  die  Integrale  auf 
elliptische  oder  hyperelliptische  Functionen  zurückgeführt  und 
daraus  die  besonderen  Eigenschaften  dieser  Bewegung  abgeleitet 
werden.  G. 


K,  Fuchs.     Ueber   die  Rückwirkung  der  Flutbewegung 

auf  den    Mond.      Exner  Rep.  XXIY.  328-329. 

„Es  besteht  zwischen  Flächengeschwindigkeit  F  und  pro- 
gressiver Geschwindigkeit  o,  im  Falle  kreisförmiger  Bewegung 
und  Geltung  des  Newton'schen  Gesetzes,  der  Zusammenhang 
iaMiv  =  F.  Wenn  man  unser  Theorem  acceptirt,  dann  kann 
man  annehmen,  dass  Erde  und  Mond  ursprünglich  sehr  nahe  zu 
einander  gelegen  sind,  dass  aber  die  Flutbewegung  sie  so  weit 
auseinander  geschraubt  hat,  wie  sie  heute  sich  befinden." 

Lp. 
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K.  Fuchs.      Ueber  den   Einfluss   der  Flut   auf  die  Be- 
wegungen des   Flutträgers   und   Fluterzeugers.      Bmer 

Rep.  XXIV.  348-356. 

Weitere  Durchfübrong  der  im  vorangehenden  Beriehte  er- 
wähnten Gedanken  und  Anwendung  derselben  auf  das  Sonnen- 
system. Lp. 

F.  August.     Ueber  die  Bewegung  von  Ketten  in  Curven. 

Schlömilch  Z.  XXXIII.  321-336. 

Herr  A.  fasst  die  allgemeinen  Resultate  seiner  Untersuchung 
selber,  wie  folgt,  zusammen:  Wenn  auf  eine  homogene  Kette, 
welche  entweder  a)  frei  im  Ranme,  oder  ß)  ohne  Reibung  auf 
einer  festen  Fläche,  oder  y)  ebenso  in  einer  festen  Gurve  be- 
weglich ist,  gegebene  äussere  Kräfte  wirken,  welche  nur  von 
der  Lage  abhängen,  und  wenn  die  nötige  Spannung  in  den  End- 
punkten durch  geeignete  Vorrichtungen  hervorgebracht  wird,  so 
kann  eine  Bewegung  derselben  in  einer  Bahn,  d.  h.  so,  dass 
soccessive  jedes  folgende  Element  in  die  Stelle  des  vorhergehen- 
den rttckt,    nur  in  einer  der  folgenden  Weisen  vor  sich  gehen: 

A.  In  jeder  mit  der  Beweglichkeit  verträglichen  Kürzesten, 
also  a)  im  Räume  in  einer  Geraden,  und  zwar  wenn  die  An- 
griffslinie der  Kraft  in  diese  Gerade  fällt,  ß)  auf  einer  Fläche 
in  jeder  geodätischen  Linie,  und  zwar  wenn  die  AngriflFislinie 
der  Kraft  in  die  Schmiegungsebene  fällt,  y)  auf  der  festen  Curve 
bei  beliebig  gegebenen  Kräften.  Die  Endspannungen  können 
hierbei  noch  als  beliebige  Functionen  der  Zeit  gegeben  sein  und 
die  tangentiale  Beschleunigung  kann  sich  hierbei  nach  den  ver- 
schiedensten Gesetzen  ändern. 

B.  In  den  Fällen  a)  und  ß)  ausserdem  in  gewissen  anderen, 
nicht  kürzesten  Linien,  aber  immer  nur  mit  constanter  tangen- 
tialer Beschleunigung  b.  Gestalt  und  Lage  dieser  Bahnen  ist 
bei  gegebenen  äusseren  Kräften  von  der  Grösse  der  tangentialen 
Beschleunigung  b  abhängig,  aber  unabhängig  von  der  Anfangs- 
geschwindigkeit. Die  Spannung  ist  bei  jeder  Lage  und  Ge- 
schwindigkeit für  jeden  Punkt  der  Kette  bestimmt.   —    In  den 
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Bahnen,  fttr  welche  6  =  0  ist,  kann  die  Kette  sich  gleichförmig 
bewegen  oder  ruhen.    (Gleichgewichtslagen.) 

C.  Wenn  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden  sind,  kann  die 
Kette  jede  mit  ihrer  Bewegungsfreiheit  verträgliche  Bahn  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  c  und  constanter  Spannung  c* 
beschreiben. 

Wird  in  den  Fällen  ß)  und  y)  auch  noch  Reibung  voraus- 
gesetzt, so  modificiren  sich  diese  Gesetze.  Im  Falle  y)  ist  der 
Einfluss  der  Reibung  leicht  zu  berücksichtigen;  im  Falle  ß)  be- 
dürfte es  noch  einer  grundlegenden  Feststellung  über  den  Ein- 
fluss der  Reibung  bei  krummliniger  Bewegung  auf  Flächen. 

Lp. 

P.   Appell.     Sur  le  mouvemeDt  d'un   fil   dans  un  plan 

fixe.       Acta  Math.  XIL  1-50. 

lieber  die  Behandlung  der  Bewegungsgleichungen  fttr  einen 
biegsamen  und  unausdehnbaren  Faden,  welcher  unter  dem  Ein- 
fluss äusserer  Kräfte  sich  in  einer  Ebene  bewegt,  ist  bereits  in 
den  C.  R.  CHI.  991-993  ein  Bericht  des  Verfassers  erschienen. 
Es  ist  deshalb  in  diesem  Jahrbuche  XVIII.  1886.  891  die  Me- 
thode der  Behandlung  kurz  gekennzeichnet  worden,  und  es  darf 
in  dieser  Beziehung  auf  jenes  Resultat  verwiesen  werden. 

Eine  Anwendung,  welche  der  Verfasser  in  vorliegender 
Schrift  von  jener  Behandlung  der  Bewegungsgleichungen  macht, 
bezieht  sich  auf  die  Frage,  ob  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  auf  ein  Element  des  Fadens  wirkende  äussere  Kraft  allein 
von  der  Lage  dieses  Elementes  abhängig  ist,  die  Bewegung  des 
Fadens  in  einem  Gleiten  längs  einer  festen  geometrischen  Curve 
bestehen  kann,  oder  mit  anderen  Worten,  ob  der  Faden  eine 
Gestalt  scheinbarer  Ruhe  in  der  Ebene  bilden  kann.  Diese 
Frage  wird  untersucht  einmal  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Faden  homogen,  dann  unter  der  Annahme,  dass  derselbe  heterogen 
ist.  An  diese  Untersuchung  knüpft  der  Verfasser  die  Behand- 
lung einer  Aufgabe  allgemeinerer  Natur.  Er  verfolgt  nämlich 
die  Frage,  ob  eine  Bewegung  des  Fadens  existirt,  welche  sich 
in  einem  Gleiten  längs    einer   unveränderlichen  Curve  darstellt, 
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während  diese  Curve  ihrerseits  einer  Translationsbewegung  unter- 
worfen ist,  und  sucht  unter  solcher  Voraussetzung  die  Bewegung 
des  Fadens  zu  bestimmen. 

Endlich  wird  angenommen,  dass  der  Faden  in  einer  Lage 
in  stabilem  Gleichgewicht  sich  befinde,  und  dass  er  aus  dieser 
Lage  dadurch  entfernt  werde,  dass  seinen  Punkten  sehr  kleine 
Geschwindigkeiten  erteilt  werden.  Unter  solcher  Voraussetzung 
macht  der  Faden  kleine  Oscillationen  um  seine  Gleichgewichts- 
lage. Die  Untersuchung  ihrer  Natur  bildet  den  Gegenstand  des 
letzten  Capitels  der  vorliegenden  Arbeit.  Sehn. 


E.  Vallibr.     Note  sur   la   dötermination   de  Tangle  de 

plus   grande   portde.      Rev.  d'Art.  XXXI.  362-367. 

Im  Hinblick  auf  die  jfingst  wieder  aufgeworfene  Frage  (vgl. 
Siacci,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  954),  ob  unter  gewissen  UmständeD 
der  zum  Maximum  der  Schussweite  gehörige  Abgangswinkel 
grösser  als  ^n  sein  könne,  unternimmt  Herr  Vallier  die  Unter- 
suchung des  Gegenstandes  mit  Benutzung  seiner  frQheren  For- 
schungen im  Gebiete  der  Ballistik  (vgl.  F.  d.  M.  XV.  1883.  829. 
XVIL  1885.  900,  XIX.  1887.  953).  Er  gelangt  zu  folgenden 
Ergebnissen,  die  von  denen  des  Herrn  Siacci  abweichen: 

Ein  Geschoss  mit  schwachem  ballistischen  GoefGcienten,  d.  h. 
von  starkem  Kaliber,  von  länglichogivaler  Gestalt  und  betr&cht- 
liebem  Gewicht  dtlrfte  vielleicht  einen  Winkel  grösster  Schuss- 
weite haben,  der  \n  übertrifft.  Aber  jedes  Geschoss  schwachen 
Kalibers  (d.  h.  unterhalb  24  cm,  wie  aus  den  Versuchen  hervor- 
geht) hat  seine  grösste  Tragweite  unterhalb  45^,  und  dieser 
Winkel  grösster  Tragweite  fällt  um  so  geringer  aus,  je  stärker 
der  ballistische  Coefficient  ist,  d.  h.  je  leichter  das  Geschoss  ist 

Diese  Folgerungen  sind  unabhängig  von  der  analytischen 
Form  des  LuftwiderstandBgesetzes;  sie  setzen  nur  voraus,  dass 
die  ballistischen  Formeln  anwendbar  sind,  d.  h.  dass  der  Wider- 
stand tangential  wirke,  und  dass  das  Geschoss  frei  von  unregel- 
mässigen Bewegungen  ist.  Lp. 
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M.  Kriwanek.     Ueber  die  Winkel  der  grössten  Schuss- 
weite und   andere   Fragen.     Mitt.  ab.  Art.  n.  Geoie.  XIX.  49-60. 

Wiedergabe  der  Abhandlung  des  Herrn  Siacci  aus  der  Rivista 
d'artiglieria  e  genio  von  1887:  „Sugli  angoli  di  gittata  massima 
ed  altre  questioni^.  Den  Auszug  aus  dieser  Abhandlung,  der  in 
Roo3.  Aec.  L.  Bend.  (4)  III,  (1887)  ver(}ffentlicht  wurde,  haben 
wir  F.  d.  M.  XIX.  1887.  954  besprochen;  das  dort  gegebene 
Referat  reicht  aus.  Lp. 

N.  Sabudskl     Ueber  die  Lösung  der  Probleme  des  in- 
directen   Schiessens    und    über    den    Winkel    für    die 

grosseste   Schussweite.     St.  Petersbarg.  IV  n.  143  S.  (Rassisch.) 

Das  Werk  besteht  aus  zwei  Teilen.  Der  erste  Teil  (S.  1-82) 
behandelt  die  Lösung  der  ballistischen  Probleme,  wenn  der  Ele- 
vationswiukel  zwischen  14°  und  65°  liegt  und  der  Luftwiderstand 
proportional  der  vierten  Potenz  der  Geschossgeschwindigkeit  ist. 
Der  zweite  Teil  behandelt  die  Frage  nach  dem  Abgangswinkel 
für  die  grösste  Schussweite  (S.  83-116). 

Für  die  flachen  Flugba^inen,  d.  h.  bei  Abgangswinkeln  unter 
15°,  ist  die  Methode  des  italienischen  Gelehrten  Herrn  Siacci 
zur  Lösung  der  ballistischen  Probleme  geeignet;  sie  genügt  aber 
nicht  fttr  gekrUmmtere  Flugbahnen. 

Für  gekrümmte  Flugbahnen  und  für  Anfangsgeschwindigkeiten 

bis    etwa    240    '  können  die  ballistischen  Tafeln  des  Generals 

sec. 

Otto  dienen,    da   der   Luftwiderstand   gegen  Langgeschosse  bei 

Geschwindigkeiten  unter  240  einfach  proportional  dem  Quadrat 

der  Geschwindigkeit  angenommen  werden  kann. 

Die  vom  Verfasser  aufgestellte  Methode  soll  dazu  dienen, 
die  ballistischen  Probleme  zu  lösen  und  Schusstafeln  zu  berechnen 
für  Anfangsgeschwindigkeiten  über  240m  und  für  Abgangswinkel 
zwischen  14°  und  65°. 

Um  überhaupt  ein  Mittel  zu  haben,  die  ballistischen  Probleme 
zu  lösen,  drückt  man  gewöhnlich  den  Luftwiderstand  durch  einen 
Wert  aus,  den  man  proportional    irgend   einer   Potenz   der  6e- 
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schwindigkeit  annimmt  Der  General  Majewsky  (Trait^  de 
Balistique,  1872),  der  den  Luftwiderstand  durch  einen  einglie- 
drigen Ausdruck  proportional  einer  bestimmten  Potenz  der  Ge- 
schwindigkeit darstellte,  ermittelte  als  wahrscheinlichste  Potenz 
für  Langgeschosse  nahezu  genau  die  vierte,  wenn  er  alle  Re- 
sultate  fyon  kleinen  Geschwindigkeiten  bis  zu  420 j    der 

Versuche  berttcksichtigte,  die  in  Russland  (1868  und  1869)  und 
in  England  ttber  den  Widerstand  der  Luft  gegen  die  Bewegung 
der  Langgeschosse  angestellt  waren.  Herr  Sabudski  hat  gefun- 
den, dass  die  Herleitung  des  Generals  Mayewsky  betreffs  der 
wahrscheinlichsten  Potenz  sich  auf  die  Versuchsresultate  stützt, 
welche  in  der  Krupp'schen  Fabrik  (1882)  Ober  den  Luftwider- 
stand gegen  Geschosse  von  der  jetzt  gebräuchlichen  Form  ge- 
wonnen sind,  und  dass  bei  der  Lösung  der  Probleme  des  in- 
directen  Schiessens  mit  Anfangsgeschwindigkeiten  von  240  bi$ 
600  m  es  bequemer  sei,  eine  ganze  Potenz  und  zwar  die  yierte 
anzunehmen,  aber  man  muss  dann  den  GoefGcienten  des  Luft- 
widerstandes verändern.  Nach  der  Methode  von  Herrn  Sabudski 
ist  fUr  jede  Aufgabe  dieser  Goefficient  bestimmt  als  arithmeti- 
sches Mittel  aus  den  Goefficienten,  die  f&r  alle  Geschwindig- 
keiten berechnet  sind,   von   der    Anfangsgeschwindigkeit  bis  zu 

der  geringsten  Fluggeschwindigkeit  um  je  5  '  fallend. 

sei/. 

Auf  Grund  des  Luftwiderstandsgesetzes : 

(wo  A  einen  Zahlencoefficienten,  /Z  die  Luftdichtigkeit  beim  jedes- 
maligen Schiessversuche,  ilg  die  Luitdichtigkeit  von  1,206  kg^ 
2A  das  Kaliber  und  o  die  Geschwindigkeit  bedeutet)  kommt 
Herr  Sabudski  zu  den  Differentialgleichungen: 

(1)  -i^'-SY^^       «'.^=-JC08'ö, 

WO  Vj  =  ocosd,  6  =  Tangentenwinkel,  g  •=  Erdbeschl^anigang, 

P  =  Gesohossgewicht  und 

P      JT. 
*        AnR*    n  ' 


Capitel  4.    Dynamik.  957 

Werden   diese   Gleichungen    integrirt,   so   erh&It   man    die 
Formeln  für  die  Goordinaten 

pdp 


9i      V2y-I(p)'  9J      l/2y-§Cp) 

und  die  Formel  fUr  die  Flugzeit 

(3)        t=^f'' ^ 


9i      (2y-«p))*  ' 


^y--   (FcosOJ-    +^».). 


WO  p  s=  tgö,  Po  =  t&^o»  *^  =  Anfangsgeschwindigkeit,  0^  =  Ele- 
vationswinkel  und 

?(p)=4  Al+p')*dp  =  4p  +  2p»+... 

u 

Um  die  Berechnung  dieser  Integrale  zu  erleichtern,  hat  Herr 
Sabudski  eine  Methode  eingeführt,  welche  auf  der  Anwendung 
der  Legendre'schen  Tafeln  für  die  elliptischen  Integrale  beruht. 
Wenn  der  Elevationswinkel  bis  zu  30^  oder  35®  steigt,  so  muss 
man  $(p)  =  4p4-2p'  annehmen  und  kann  mit  genügender  Ge- 
nauigkeit unter  Benutzung  der  Legendre'schen  Tafeln  die  Inte- 
grale (2)  und  (3)  berechnen,  nämlich  (Seite  34-50) 


=  ^  iPi9)-P(%)l 


'  9 

wo 

y  =  2a  +  o«,    a  =  tgA,     L  =  l/2  +  3o*, 
der  Modul 


'2^4    L' 
*  2        '  Lco8;ico8Ö'     ''^  2  ""  '    IcosAcosö, 
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F(q>)   und   E(g>)  sind    nach    der    Legendre'schen    Bezeicbnang 
elliptische  Integrale.    Weiter: 

(4)    t  =  ^ywi  I  v^^^ß  [p,  wp + [p c««»)]^-}, 

wo 

/rsinqp  =  B\uß\    k  =  sin/?,    ^9»  =  eosß\ 

cosv  =  Vcofg/^tg/J',     tg-^  =  Vcotg/?', 

P.W  =  ^»'tgi.+iF(0-£W. 

Wenn  der  Abgangswinkel  30°  oder  35^  übersteigt,  so  hat 
der  Verfasser  die  Quadratur  der  Ausdrucke  (2)  und  (3)  in  zwei 
oder  drei  Summen  zerlegt  und  dadurch  das  Mittel  gefunden,  jede 
Quadratur  durch  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  auszudrücken.  Auf  den  Seiten  121  bis  136  giebt  er  das 
Resultat  seiner  Berechnungen  in  ballistischen  Tafeln  bei  Ele- 
vationswinkeln  zwischen  14**  bis  65^ 

Die  vom  Verfasser  gegebenen  Beispiele  zeigen  eine  fast 
völlige  Uebereinstimmung  zwischen  Rechnung  und  Praxis. 

Im  zweiten  Teile  werden  die  Untersuchungen  Aber  die  Frage 
des  Winkels  für  die  grösste  Schussweite  geführt  (Seite  83  bis 
116).  Der  französische  Artillerie-Oberst  Astier  hat  im  Jahre 
1877  einen  Fall  angegeben,  in  dem  man  erwarten  kann,  dass 
der  Winkel  der  grössten  Schussweite  45*  übersteigt,  den  Fall 
nämlich,  wenn  der  Luftwiderstand  proportional  v*  ist  und  wenn 
f>  nicht  zu  gross  ist  (Revue  d'artillerie,  tome  IX). 

Herr  Sabudski  giebt  (Seite  92-94)  den  strengen  Beweis  des 
Satzes,  dass  der  Winkel  fttr  die  grösste  Schussweite  45®  Über- 
schreiten muss,  wenn  der  Luftwiderstand  durch  einen  einglie- 
drigen Ausdruck  dargestellt  wird,  welcher  proportional  der 
vierten  oder  einer  höheren  Potenz  der  Geschwindigkeit  ist, 
und  wenn  das  Verhältnis  zwischen  dem  Luftwiderstand  und 
Geschossgewicht  klein  ist.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die 
Resultante  des  Widerstandes  mit  der  Tangente  der  Flugbahn  zu- 
sammeni&llt  Der  Verfasser  gründet  den  Beweis  des  Satzes  auf 
Integrationen,    die   er  aus  den  Bewegungsgleichungen   der  Ge- 
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scho886  unter  der  Voraussetzung  herleitet,   dass  der  Luftwider- 
stand proportional  o"  ist.  *  Bb. 


Les  cauons  pneumatiques  Zalinski.  Rev.  d'Art.  xxxi.  230-249. 

Der  Artikel  stellt  die  Resultate  zusammen,  welche  in  Amerika 
mit  Kanonen  erzielt  sind,  die  mit  comprimirter  Luft  unter  einem 
Drucke  bis  zu  70  Atmosphären  arbeiteten  und  vorzugsweise  zum 
Schleudern  von  Sprenggeschossen  (mit  Dynamit  und  Schiess- 
baumwolle) bestimmt  sind.  Lp. 


F.   KöTTKR.     Beitrag  zur  theoretischen  Ballistik.        Berl. 

phys.  Ges.  Verh.  VII.  27-32. 

Durch  die  Aufpflanzung  des  Seitengewehrs  (auf  der  rechten 
Seite)  wird  eine  Linksabweichung  der  Geschosse  herbeigeführt. 
P.  du  Bois-Reymond  hat  zur  Erklärung  dieser  Erscheinung  dar- 
auf hingewiesen,  dass  durch  das  Bajonett  der  Schwerpunkt  des 
Gewehrs  nach  der  rechten  Seite  des  Laufes  verlegt  werde  und 
daher  die  Pulverkraft  eine  Drehung  des  Gewehrs  nach  links 
bewirke.  Der  Verf.  berechnet,  unter  Bezugnahme  auf  die  von 
ihm  in  F.  d.  M.  XVIL  1885.  902  angezeigte  ungenaue  Behand- 
lung der  Aufgabe  durch  Herrn  Cranz,  die  Abweichung  ohne 
eine  Voraussetzung  über  die  Entwickelung  der  Pulverkraft  mit 
Hülfe  der  allgemeinen  Principien  der  Mechanik,  insbesondere 
des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunktes 
und  des  Flächensatzes.  Lp. 

Meier,      üeber  Verlegung   des   Treflfpunktes    nach    der 

Höhe.      Arch.  f.  Art.  XOV.  289-293. 

Herleitung  der  Formel 

_  2aQmiß .  cos(a-f  a^+  jß) 

~"  cos  a.  cos  a'  ' 

in  welcher  x  die  Verlegung  durch  einen  Winkel  ß  auf  der  Ent- 
fernung a,  a  den  ursprünglichen  Abgangswinkel,  a*  den  Fall- 
winkel bezeichnen.  Lp. 
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Lardillon.      Transformation    des    tables   balistiqnes  de 

GrävenitZ.     Rev.  d'Art.  XXXII.  437-459. 

Die  hier  gegebenen  Tafeln  sollen  zur  Ergänzung  derjenigen 
dienen,  die  von  Hrn.  Siacci  für  Abgangswinkel  zwischen  30* 
und  75"  aufgestellt  sind  (vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  901).  Sie 
schreiten  demgemäss  von  1*  bis  30"  fort  und  sind  nach  den 
18  typischen  Bahncurven  aufgestellt,  welche  v.  Grävenitz  nach 
den  Anweisungen  Euler's  f&r  den  Fall  berechnet  hatte,  dass  der 
Luftwiderstand  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional 
ist.  Lp. 

S.     Studien    zur    Mechanik    des    Langgeschoss  -  Fluges. 

Arch.  f.  Art.  XOV.  1-74. 

Der  Verfasser  hat  die  einschlagenden  Abhandlungen  vod 
Magnus  und  Kummer  gelesen  und  verfährt  bei  seinen  lieber- 
legungen  als  ein  Praktiker,  der  sich  die  theoretischen  Grund- 
lagen  nach  seinen  Anschauungen  zu  Nutze  macht.  Einen  tieferen 
Wert  können  die  „Studien"  nicht  beanspruchen.  Lp. 


Dabhne.  Neue  Theorie  der  Flugbahn  von  Lang- 
geschossen auf  Grund  einer  neuen  Theorie  der  Dre- 
hung der   Körper.      Berlin.  EiseDsehmidt.  63  S. 


K.  B.  Bender.  Die  Bewegungserscheinungen  der  Lang- 
geschosse und  deren  Beziehungen  zu  den  Eigen- 
schaften   des  Feldgeschützes    der   Zukunft.     OarmBUdt 

A.  Bergsträsser  1888.  y-hl20S. 

Das  vorliegende  Werkchen  beabsichtigt,  einen  Beitrag  zar 
Lösung  der  wichtigen  Frage  nach  der  geeignetsten  Construction 
der  Geschütze  zu  geben,  und  sttttzt  sich  dabei  im  wesentlichen 
auf  Folgerungen,  die  an  das  Studium  der  Bewegungserscheinungen 
der  Geschosse  geknüpft  sind.  Es  ist  selbstverständlich,  dass 
ausser  dem  eben  bezeichneten   Gesichtspunkte   noch   mancherlei 


Capitel  4.    Dynamik.  961 

GrOnde  teohnischer  und  praktischer  Art  in  Frage  kommen,  denen 
gegenüber  ein  Mathematiker  kaum  competent  ist.  Notgedrungen 
verziehten  wir  daher  in  dieser  Besprechung  auf  eine  Wiedergabe 
der  Abschnitte  XI-XIII  mit  den  Ueberschriften :  „Ein  Feldge- 
seh  fitz  auf  die  Eriegslehre  gegründet".  „Ein  Feldgeschtttz. 
Technische  Grundsätze".  „Einheits-Feldgeschfltz  der  Zukunft"*. 
Wir  beschränken  uns  auf  die  vorhergehenden  Abschnitte,  die  sich 
mit  der  Bewegungslehre  des  Geschosses  befassen  und  dem  Titel 
der  Abhandlung  nach  ja  auch  für  den  Verfasser  die  wichtigsten 
zu  sein  scheinen.  Die  Abschnitte  I-IV  geben  eine  klare  Ablei- 
tung der  Euler'schen  Gleichungen  für  die  drehende  Bewegung 
eines  starren  Körpers,  die  auch  für  die  Kreise  der  Nicht-Mathe- 
matiker, für  welche  das  Werkchen  berechnet  ist,  bei  einigem 
guten  Willen  verständlich  sein  wird.  Weniger  einverstanden  ist 
Referent  mit  dem  Inhalt  des  folgenden  Abschnittes,  der  sich  mit 
der  Integration  der  Gleichungen  beschäftigt,  so  schon  nicht  mit 
der  Trennung  und  gesonderten  Behandlung  der  Drehung  von 
der  fortschreitenden  Bewegung.  Zunächst  wird  als  eine  der  im 
Raum  festen  Axen  die  Richtung  der  Bahntangente  genommen, 
die  doch  höchstens  annäherungsweise  als  fest  angenommen  wer- 
den kann.  Als  Axe  des  Momentes  wird  die  zur  Richtung  der 
Bahntangente  und  der  Schwere  senkrechte  Richtung  angesehen; 
trotzdem  wird  angenommen,  dass  die  auf  die  Geschossaxe  fallende 
Componente  gleich  Null,  die  Rotationsgeschwindigkeit  p  um  die 
Geschossaxe  also  constant  ist.  Das  Moment  wird  constant  gleich 
M  angenommen  und,  in  einer  uns  nicht  recht  klar  gewordenen 
Weise,  in  die  beiden  Componenten 

JIfcosp/,  Msinpi 

für  die  beiden  anderen  im  Körper  festen  Axen  zerlegt.  Die  so 
gewonnenen  Gleichungen  für  die  beiden  noch  fehlenden  Compo- 
nenten der  Rotationsgeschwindigkeit  p  und  q  lassen  sich  integriren. 

Der  Verfasser  discutirt  die  Werte  von  j/^'  +  r' und  findet,  dass 
dieselben  periodisch  sind;  dasselbe  gilt  dann  natürlich  auch  von 
der  Neigung  der  augenblicklichen  Drehungsaxe  zur  Geschossaxe. 
Die  hieraus  gezogene  Folgerung,  dass  die  Geschossaxe  um  die  Bahn- 
tangente  einen  gemeinen  Kreiskegel  beschreibt,  scheint  uns  unter 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  3.  61 
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anderem  auch  auf  einer  Verwechslung  von  Bahntangente  and 
augenblicklicher  Drehungsaxe  zu  beruhen. 

Abschnitt  VI  behandelt  die  GrQnde  flir  das  Flattern  der 
Geschosse  und  sucht  ihre  Wirkungen  auch  in  Rechnung  zu  ziehen. 
Im  Abschnitt  VII  wird  der  Einfluss  des  Windes  auf  die  Seiten- 
abweichung untersucht  und  ermittelt,  dass  sein  Einfluss  zu  be- 
deutend ist,  als  dass  aus  Beobachtungsresultaten  die  regelmässig 
Abweichung  constatirt  werden  könnte.  Der  achte  Abschnitt  be- 
schäftigt sich  mit  dem  „Unterschied   der  Anordnung  des  Dralls 

fQr  Flachbahnwaffen  und  für  Wurf- Feuer ''. 

• 

Der  neunte  Abschnitt  bestimmt  die  Flugbahn  fQr  Langge- 
schosse. Zu  Grunde  gelegt  wird  die  Vorstellung,  dass  der  Luft- 
widerstand aus  zwei  Componenten  bestehe,  von  denen  eine  gegen 
die  Spitze  des  Geschosses,  die  andere  senkrecht  zur  Axe  ge- 
richtet ist,  jede  proportional  dem  Quadrat  der  betreffenden 
Componente  der  fortschreitenden  Geschwindigkeit.  Indem  der 
Verfasser  noch  die  anziehende  Kraft  der  Erde  nach  den  beiden 
Componenten  zerlegt,  erhält  er  die  Gesamtheit  der  Kraftcompo- 
nenten.  Ist  nun  V  die  Geschwindigkeit,  sind  d  und  b  die  Nei- 
gungen von  Geschossaxe  und  Bahntangente  zum  Horizont,  so 
setzt  der  Verfasser  die  Beschleunigungen  gleich 

dFco8(3-g)  (iF8in(J-g) 

dt  dt 

was  nur  bei  der  thatsächlich  nicht  vorhandenen  Constanz  von  i 
richtig  wäre.  Aus  diesem  Grunde  könnten  wir  den  letzten  Ent- 
wickelungen  auch  dann  nicht  zustimmen,  wenn  wir  die  Vor- 
stellungen über  die  Wirkungsweise  des  Luftwiderstandes  als 
richtig  zugeben  wollten.  F.  E. 


F.  Bashforth.     Calculation  of  ranges,  etc.,  of  elongated 

projectiles.      Natare  XXXVIII.  468 

Unter  Benutzung  seiner  alten  Constanten,  deren  Abänderung 
abgelehnt  wird,  berechnet  der  Verfasser  eine  Schusstafel  ftlr  ein 
bestimmtes  Geschütz.  Lp. 
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H.  Putz.      Memoire   snr  les  principes  fondamentaux  de 
Tapplication  du  calcul  des  probabilitäs  aux  questions 

d'artillerie.     Rev.  d'Art.  XXXII.  213-240,  313-343. 

Durch  die  in  den  ü.  R.  veröffentlichten  Untersuchungen  des 
Herrn  Bertrand  über  die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf  die  Aufgaben  der  Artillerie  ist  der  Verfasser  dazu 
angeregt  worden,  seine  Arbeit  noch  einmal  durchzugehen,  ttber 
welche  F.  d.  M.  XVI.  1884.  817  berichtet  worden  ist  Die  Fol- 
gerungen, zu  denen  er  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  ge- 
laugt, sind  nicht  wesentlich  verschieden  von  denen  des  älteren 
Aufsatzes.  Indem  er  dieselben  jedoch  ausschliesslich  aus  dem 
Principe  des  arithmetischen  Mittels  f&r  Beobachtungsresultate  ab- 
leitet, glaubt  er  sie  in  der  einfachsten  und  allgemeinsten  Form 
dargelegt  zu  haben. 

Die  Abhandlung  zerfällt  in  sieben  Capitel.  Die  ersten  drei 
beschäftigen  sich  mit  den  Gesetzen  der  wahrscheinlichen  Ab- 
weichungen bei  der  Untersuchung  der  Lage  eines  Punktes  auf  einer 
Linie,  in  einer  Ebene  und  im  Räume.  Das  vierte  sucht  den  Einfiuss 
der  Anzahl  der  Versuche  auf  die  Genauigkeit  der  daraus  abge* 
leiteten  Ergebnisse  abzuschätzen.  Das  fünfte  stellt  die  ge- 
wonnenen Formeln  zusammen  und  giebt  die  zu  ihrer  Anwendung 
nötigen  Tafeln.  Im  sechsten  Gapitel  giebt  der  Verfasser  eine 
Uebersicht  über  die  praktischen  Folgerungen  seiner  Theorie  mit 
Bezug  auf  die  Einrichtung  der  Schusstabellen  und  der  Grund- 
sätze beim  Einschiessen. 

Wir  geben  aus  dem  fünften  Capitel  die  folgenden  Resultate : 

1)  Im  Falle  der  Untersuchung  der  Lage  eines  Punktes  auf  einer 
Geraden  giebt  die  Formel 

P  =  ■^/'e-''dt  =  0(0 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  neuen  Versuchen  die  zu 
befürchtenden  Abweichungen  (|)  zwischen  Grenzen  eingeschlossen 
sind,  welche  durch  die  Gleichung 


-J^  =  <•  oder  |=+all/2 


bestimmt  sind. 
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2)  In  dem  Falle  der  Untersaehung  der  Lage  eines  Panktes 
auf  einer  Ebene  giebt  die  Formel 

0 

die  WabrBcheinlichkeit  dafür,  dass  bei  neuen  Beobachtungen  die 
Abweichungen  ($,  17)  in  dem  Inneren  einer  Ellipse  eingeschlossen 
bleiben,  welche  durch  die  Gleichung 


dargestellt  wird. 

3)  In  dem  Falle  der  Untersuchung  der  Lage  eines  Punktes 
im  Räume  giebt  die  Formel 

P  =  -^  A-'Td<  =  »(0-  -^  /«-'•  =  y(0 

y  TT  -j;  Mn 

die  Wahrscheinlichkeit  dafOr,  dass  bei  neuen  Versuchen  die  Ab- 
weichungen ($,  17,  0  '^  ^^°^  Inneren  des  Ellipsoids  eingeschlossen 
bleiben,  das  durch  die  Gleichung 

(6'c'-i^*)  r  +  (c  V-A*)i7'  +  (a  V-~n  ^  +  2(i/'Ä>-c7')S9 

+  2(fcV-a'ffO»??  +  2(f 'y'-b'*")!?  =  ^/' 
dargestellt  wird,  wo 

A  =  2(aVc'-a»^*-5'&*-cVH2fyA0 

ist.  Die  Grössen  a^  6',  c',  f  *,  9',  &'  sind  die  Quadrate  der  mitt- 
leren Abweichungen: 


^^    -21'  .._    -^§17 


""   ^^i=l'-*''  ^  -  n-l  Lp. 


A.  Croizä.  Note  relative  k  la  rögularitö  des  tirs  d'ex- 
p^riences  et  aux  rfegles  k  suivre  pour  d^terminer  le 
regime    d'tin    tir     avec     une     probabilit^     süffisante. 

Rev.  d'Art.  XXXII.  572-582. 

Der  Verfasser  betrachtet:   L  Die  Begriffe  der  mittleren  Ab- 
weichung, der  wahrscheinlichen  Abweichung,  der  mittleren  qua- 
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dratiBoben  Abweichung.  II.  Die  zu  beobachtenden  GrösBen. 
III.  Die  zu  befolgenden  Regeln,  um  den  wirklichen  Verlauf  des 
Schiessens  mit  einer  genügenden  Wahrscheinlichkeit  zu  be- 
stimmen. IV.  Die  Minimalzahl  der  abzufeuernden  Schlisse.  V. 
Die  zu  befolgenden  Regeln  bei  der  Bestimmung  des  mittleren 
Verlaufes  eines  Schiessens.  VI.  Vergleichungen  zweier  Schiessen 
nach  ihrem  wirklichen  oder  nach  ihrem  mittleren  Verlauf. 

Lp. 

G.  Krall.      Zur    Lösung    ballistischer    Aufgaben    auf 

photographischem   Wege.    Mitt.  üb.  Art.  n.  Oenie  XIX.  Notizen. 
118-126. 

Unter  Bezugnahme  auf  die  von  Herrn  P.  Salcher  veröfTent- 
lichten  Resultate  der  ^photographischen  Fixirung  der  durch  Pro- 
jectile  in  der  Luft  eingeleiteten  Vorgänge*'  (in  „Mitteilungen  aus 
dem  Gebiete  des  Seewesens"  Heft  9.  1887)  bespricht  der  Ver- 
fasser folgende  yier  Aufgaben:  1.  Die  Bewegung  der  Geschoss- 
Axe  durch  ein  Lichtbild  zu  registriren.  2.  Die  Rotationsge- 
schwindigkeit des  Geschosses  in  einem  beliebigen  Punkte  seiner 
Bahn  zu  bestimmen.  3.  Ermittelung  der  Geschossbewegung 
innerhalb  des  Rohres.  4.  Ermittelung  der  Geschossbewegung 
innerhalb  des  Panzers.  Lp. 


L.  KucHiNKA.     Der  Comparateur-Regulateur  von  A.  und 
V.  Flamache  zur  Verification  der  ballistischen  Chro- 
nographen.    Mitt  ab.  Art  n.  Qenie  XIX.    Notizen.  1-16. 
Der  Apparat,  auf  Zeitmessung  durch  Elektricität  beruhend, 
dient  1)  zur  Vergleichung  und  absoluten  Elassification  der  seiner 
Eontrolle  unterzogenen  Chronographen;   2)  zur  Bestimmung  der 
Grösse  und  Beschaffenheit  der  die  chronographischen  Versuchs- 
resultate behaftenden  Fehler  und  zur  Ermöglichung,   die  stören- 
den Ursachen  zu  beseitigen  oder  den  Fehlern  bei  den  der  R6glage 
folgenden  Versuchen  Rechnung   zu   tragen,    die  Resultate  daher 
dementsprechend  zu  berichtigen.    (Bearbeitung  nach  der  „Revue 
militaire  beige"  IL  1885.)  Lp. 


966  ^*  Abschnitt.    Mechanik. 

N.  VON  WüiCH.      Theorie    des    Quadranten-   (Klappen-) 

Aufsatzes.     Mitt.  üb.  Art.  u.  Genie  XIX.  Notizen.  27-30. 

Ermittelung  der  Lage  des  beweglichen  Visirpunktes,  wie  sie 
einem  bestimmten'  Elevationswinkel  entspricht,  in  streng  analy- 
tischer Behandlungsweise.  Lp. 


B.  MoNTEUX.      Calcul   des  ^l^ments  d'nn  frein  hydrau- 
lique    k    r^sistance   constante   et  k   orifices   variables. 

Rev.  d'Art.  XXXI.  193-210. 

Der  Verfasser  kritisirt  die  in  der  Praxis  benutzte  Formel 
^mo'  s=  A./,  in  der  m  die  Masse  des  Systems  (Kanone  and 
Lafette  etc.),  v  die  Maximalgeschwindigkeit  des  EQckstosses  bei 
Abwesenheit  aller  Widerstände,  /  die  Weglänge  beim  Rückstosse, 
R  den  constant  vorausgesetzten  Widerstand  einer  hydraulischen 
Bremse  bedeutet.  Der  Fehler  dieser  Formel  bestehe  darin,  dass 
die  Periode  der  Bewegung  bis  zur  Erreichung  der  Maximal- 
geschwindigkeit nicht  berücksichtigt  sei.  Durch  Berücksichtigung 
dieser  Periode  gelange  man,  bei  gegebener  Weglänge  /  des  Rück- 
stosses,  zu  Widerständen,  die  kleiner  seien,  in  einem  durchge- 
rechneten Beispiele  statt  R  =  12000  kg  zu  A  =  9000  kg.  ^suih 
diesen  Ueberlegungen  geht  der  Verfasser  an  die  Losung  der 
von  ihm  gestellten  Aufgaben,  1)  den  Widerstand  der  Bremse  zu 
berechnen,  2)  das  Gesetz  der  Aenderung  der  Einströmungs- 
öffnungen zu  finden,  durch  welches  die  Constanz  der  Wirkung 
gesichert  wird.  Die  entwickelte  Theorie  scheint  mit  den  ge- 
machten Erfahrungen  besser  übereinzustimmen  als  die  bisherige. 

Lp. 

H.  Pütz.     Theorie  mdcanique  du  frein  Lemoine  appliqu^ 

aux  afifüts  de  campagne.    Rev.  d'Art.  xxxii.  113-142. 
MuiEA.      Die  Bremse    von    Lemoine   und   ihre   Theorie. 

Mitt.  üb.  Art.  u.  Genie.  XIX.    Notizen.  149-156. 

Diese  in  Frankreich  bei  90mm-Kanonen  in  Verwenduni 
stehende  Bremse  wurde  im  Jahre  1885  in  der  Artillerie-Schier- 
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schule  ZU  Chälons  mit  Erfolg   zur  Anwendung   gebracht,   ferner 
während  der  grossen  Manöver  des  ersten  Armeecorps. 

Zuerst  wird  eine  Beschreibung  dieser  Bremse  gegeben,  so- 
wie eine  Schilderung  ihres  Wirkens  beim  Sperren  der  Räder, 
sowohl  während  des  Marsches  als  auch  beim  Schiessen,  in 
welchem  letzteren  Falle  sie  selbstthätig  den  Rücklauf  des  6e- 
sehfltzes  beschränkt.  Danach  wird  ihre  Theorie  entwickelt;  die- 
selbe kommt  auf  die  Integration  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zurück.  Die  Wiedergabe  dieses 
theoretischen  Teiles  der  Arbeit  ist  deshalb  nicht  gut  möglich, 
weil  dazu  eine  umständliche  genaue  Beschreibung  der  Bremse 
erforderlich  wäre.  Der  Artikel  des  Herrn  Muika  ist  ein  Auszug 
aus  der  Putz'schen  Abhandlung.  Lp. 


Le  Boülengk.  Le  chronographe  Le  Bouleng^  inodifi^. 
Rev.  d'Art.  xxxu.  189-192.  Abänderung  des  Le  Bouleng^'- 
schen  Chronographen.  Arch.  f.  Art.  xov.  561-563.  Der 
raodißcirte  Chronograph  von  Le  Boulengö.  Mitt.  üb.  Art. 

u.  Genie.  XIX.  Notizen.  126-128. 

Beschreibung  der  Abänderungen  an  diesem  elektrischen 
Chronographen  för  Geschossgeschwindigkeiten  bis  zu  1000  m  in 
der  Secunde.  _____  ^P* 

F.   SiACCi.     Balistica.     Seconda  edizione  interamente  ri- 

fusa.       Torino. 

L.  SiGAUT.      fitude    sur  Torganisation   du    tir   dans   les 

places.      Rev.  d'Art.  XXXII.  268-288. 

F.  DE  Fonds- Lamothe.    Note  sur  le  pointage  des  canons 

de   Campagne.       Rev.  d'Art.  XXXII.  289-294. 

Percin.     Au  sujet  d'un  nouveau  mode  d'organisation  du 

tir  dans  les  places.    Rev.  d'Art.  xxxn.  477-483. 
E.  MuzEAU.     Nouvel  exercice  pröparatoire  de  tir  sur  but 

mobile.      Rev.  d'Art.  XXXII.  536-543. 
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P.  Frocard.     De  Tasage  des  t4l6mhtves  ponr  le  r^glage 
direct  da  tir  fusant.   Bev.  d'Art  xxxii.  341-201. 


A.  CoENU.  Sur  le  r^glage  de  ramortissement  et  de  la 
phase  d'une  oscillation  synchronis^e  r^dnisant  au 
maximum  rinfluence  des  actions  perturbatrices. 
Räglage  ap^riodiqae.    c.  B.  cvi.  1206-1213. 

Der  Artikel  bildet  die  Fortsetzung  der  beiden  in  C.  R.  CIV 
erschienenen  Noten,  ttber  welche  F.  d.  M.  XIX.  1887.  968  be- 
richtet  ist  Eine  Schwingung  heisst  „synchronisirt*,  wenn  sie 
unter  dem  Einflüsse  einer  periodischen  Kraft  in  einen  derartigen 
andauernden  Zustand  versetzt  ist,  dass  die  Phase  unveränder- 
lich bleibt.  Aus  den  in  den  früheren  Artikeln  aufgestellten 
Formeln  schliesst  der  Verfasser: 

1.  Die  Grenzphase  y  einer  synchronisirten  Schwingung  ist 
von  der  Intensität  u  der  synchronisirenden  Einwirkung  und  von 
der  Grenzamplitude  ß  unabhängig. 

2.  Die  Grenzphase  ist  der  Periodendifferenz  proportional. 

3.  Der  Dämpfungscoefficient,  den  man  bei  dem  schwingen- 
den, zu  synchronisirenden  Systeme  zur  Compensation  einer  ge- 
gebenen Periodendifferenz  G — T  benutzen  muss,  ist  durch  die 
Phase  definirt,  welche  man  zwischen  der  synchronisirten  Schwin- 
gung und  der  leitenden  Einwirkung  aufrecht  erhalten  will,  und 
umgekehrt.  Der  Fehler  in  der  Phase,  der  durch  eine  langsame 
Aenderung  der  Periodendifferenz  veranlasst  wird,  nimmt  ab, 
wenn  der  Dämpfungscoefficient  zunimmt.  Aus  der  Betrachtung 
der  logarithmischen  Spiralen,  welche  als  Indicatrices  der  Syn- 
chronisation auftreten,  schliesst  Hr.  C.  weiter:  Die  Zeit,  welche 
notwendig  ist,  um  während  des  veränderlichen  Zustandes,  der 
Folge  einer  plötzlichen  Aenderung  der  synchronisirenden  Erafi, 
den  periodischen  Fehler  der  Phase  auf  einen  gegebenen  Bruch- 
teil zu  bringen,  ist  bei  sonstiger  Gleichheit  der  Umstände  dem 
Dämpfungscoefficienten  umgekehrt  proportional.  Der  zu  befllrdi- 
tende  Maximalfehler   bei   der  Phase  ist  dem  Sinus  der  Grenz- 
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phase  proportional.  Daher  ist  es  wichtig,  dem  Dämpfungscoef- 
ficienten  den  grössten,  mit  den  Versuchsbedingungen  verträg- 
lichen Wert  zu  erteilen  und  die  Grenzphase  der  Null  nahe  zu 
bringen.  Vorschläge  und  Erläuterungen  zu  Versuchen  bilden 
den  Schluss  der  Note.  Lp. 


J.  B.  Webb  and  S.  Jacobüs.     Effect  of  friction  at  con- 
nec^ing-rod  bearings  on  the  forces  transmitted.    AnnaiB 

of  Math.  IV.  169-181. 

Der  Artikel  ist  dem  wesentlichen  Inhalte  nach  von  tech- 
nischem Interesse  und  erfordert  zur  Darstellung  seines  Inhaltes 
eine  solche  Menge  verschiedener  Bezeichnungen  und  Erklärungen, 
dass  wir  uns  mit  dem  Hinweise  hierauf  begütigen  mttssen. 

Lp. 

Daurrt.     Sur  la  d^termination  de  la  force  du  vent  en 

grandeur  et  en  direction.    Belg.  Ball.  (3)  XV.  192-197. 
HouzBAU  et  Folie.     Rapports,     ibid.  11-13. 

Vergleichung  der  Stromeinwirkung  des  Windes  auf  zwei 
Pendel,  von  denen  das  eine  die  schwingende  Platte  senkrecht, 
das  andere  schief  zur  Windrichtung  hat.  Mn.  (Lp.) 


E.  Bbrtinbt.     Theorie  ^Idmentaire  du  cerf-volant. 

Reims.  69  S.  S»  a.  1  Taf. 

HolzmOller.     Mechanisch  -  technische  Plaudereien. 

Z.  dtBch.  log.  XXXIir.  9-13. 


A.  ÄUDEBRAND.      Etudc    sur    le    rendement    du    cheval 

d'Artillerie.      Rev.  d'Art.  XXXII.  24-67,  143-164. 


970  X.  AbschDitt.  .  Mechanik. 

B.     Hydrodynamik. 

A.  B.  Basset.      A     treatise    on    hydrodynamics;    witb 
numerous  exatnples.     Two  volumes.    Cambridge.  Deightoo. 

Bell  and  Co.     London.  George  Bell  and  Sons.  XII +  264,  XV-h32^p. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  sehr  umfangreich;  es  enthält 
die  Ergebnisse  der  wichtigsten  Forschungen  in  der  mathemati- 
schen Theorie  der  Hydrodynamik  neuerer  Zeit;  dabei  ist  es  je- 
doch hauptsächlich  der  Bewegung  von  Flüssigkeiten  gewidmet. 
Wie  die  Natur  des  Gegenstandes  und  die  Ordnung  der  Themata 
es  erheischt,  so  sind  die  höheren  mathematischen  Metboden  und 
Functionen  frei  benutzt  worden;  gleichzeitig  ist  meistens  alle 
nötige  Hülfe  geleistet,  und  für  den  Studirenden  der  reinen  Ma- 
thematik dürften  die  in  dem  Lehrbuche  sich  findenden  Anwen- 
dungen der  verschiedenen  Functionen  von  grossem  Interesse 
sein.  Die  erhebliche  Anzahl  von  Beispielen,  die  dem  Studirenden 
zur  Uebung  vorgelegt  werden,  erhöht  den  Wert  des  Buches  be- 
trächtlich; der  erfolgreiche  Versuch  zur  Auffindung  von  Lösungen 
in  gegebenen  Fällen  giebt  Zutrauen  und  Kraft  beim  Unternehmen 
eigener  Arbeiten,  und  dadurch  ist  jene  Eigentümlichkeit  des 
Buches  hinreichend  gerechtfertigt,  wofern  dies  notwendig  scheint 
Eine  kurze  Uebersicht  über  den  Inhalt  kann  nützlich  sein. 

Die  beiden  Bände  enthalten  23  Capitel,  von  denen  die 
letzten  vier  die  Bewegung  einer  zähen  Flüssigkeit  behandeln. 
Im  L  Capitel  werden  Ausdrücke  für  die  Geschwindigkeit  und 
die  Beschleunigung  sowohl  bei  festen  als  auch  beweglichen  Axen 
gefunden  und  die  Continuitatsgleichung  aufgestellt.  Im  II.  Ca- 
pitel werden  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  einer  voll- 
kommenen Flüssigkeit  bewiesen  und  verschiedene  Transforma- 
tionen derselben  (von  Weber,  Glebsch,  ur  s.  w.)  erörtert.     Das 

III.  Capitel  handelt  von  „Sources,  Doublet^,  and  Images".     Das 

IV.  giebt  eine  allgemeine  Besprechung  der  Wirbelbewegung 
und  der  cyklischen  rotationslosen  Bewegung,  während  die  Er- 
örterung der  geradlinigen  und  der  kreisförmigen  Wirbel  bis  zum 
XIII.  und  XIV.  Capitel   bezw.  verschoben  wird.     Im  V.  Capitel 
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werden  conjugirte  Functionen  auf  die  Bewegung  einer  Flüssig- 
keit in  zwei  Dimensionen  angewandt.  Im  VI.  Capitel  wird 
KirchhofiTs  Lösungsmethode  für  Fälle  discontinuirlicher  Bewegung 
benutzt.  Die  Capitel  VII,  VIII,  IX,  X,  XI  beschäftigen  sich 
mit  der  Bewegung  fester  Körper  in  Flüssigkeiten;  das  VII.  Ca- 
pitel handelt  von  der  Kinematik  des  Gegenstandes,  wogegen  in 
den  vier  anderen  die  Lagrange'schen  und  Hamilton'schen  Glei- 
chungen zur  Erörterung  der  meisten  Aufgaben  gebraucht  werden, 
welche  bisher  behandelt  sind.  Der  zweite  Band  wird  mit  einer 
Besprechung  der  Kugelfunctionen  und  verwandter  Functionen 
eröffnet,  mit  Einschluss  der  toroidalen  Functionen  sowie  der- 
jenigen,  welche  durch  Verwandlung  von  x  in  ix  bei  der  Bessel'- 
ßchen  Gleichung  entstehen  (Cap.  XII).  Capitel  XV,  dessen  Vor- 
trefflichkeit vielleicht  besonders  zu  betonen  ist,  behandelt  die 
Bewegung  eines  flüssigen  Ellipsoids  unter  dem  Einflüsse  seiner 
eigenen  Anziehung,  während  Capitel  XVI  die  stetige  Bewegung 
zweier  Massen  rotirender  Flüssigkeit  untersucht.  Dem  Thema 
der  Flüssigkeitswellen  ist  Capitel  XVII  gewidmet.  Stabile  und 
instabile  Bewegung  ist  der  Gegenstand  von  Capitel  XVIII.  Ca- 
pitel XIX  wird  von  der  Theorie  der  Gezeiten  angefüllt  und  be- 
spricht die  Gleichgewichtstheorie,  die  Theorie  von  Laplace  und 
Airy's  Kanaltheorie.  Wie  bereits  erwähnt,  handeln  die  übrigen 
Capitel  von  der  Bewegung  einer  zähen  Flüssigkeit.  Alles  in 
allem  genommen,  bildet  das  vorliegende  Werk  einen  beachtens- 
werten Zuwachs  englischer  Lehrbücher.  (Anzeige  in  Nature 
XXXVIIL  243-244).  Gbs.  (Lp.) 

1).  BoBYLEW.     üeber  die  Fortschritte  der  Hydrodynaniik 
während  der  letzten  30  Jahre.     Samml.  des  Wegebau- Ing.- 

iDBt.  St.  Petersburg.  VIIL  1-23.  (1887*  Ruasisch.) 


A.  Cayley.      Note    on    the    hydrodynaniical    equations. 

Edinb.  Proc.  XV.  342-344. 

r)  r)  c)  r) 

Wenn  man  D  für  -^  +  w^ — f-  t?^ — "^  ^~^    schreibt    und 
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aus  den  Gleichungen 

O'-U'^-fl  "-'U'-V'  '^=lr(''-f) 

ohne  Benutzung  der  Gleichung 

du        dv        dw       ^ 


dx        dy         d% 

V — —  eliminirt,  so  erhält  man  Gleichungen,  welche  den  Helm- 

holtz'schen  nicht  äquivalent  sind,  welche  aber,  falls  man  sie  ver- 
mittelst der  ausgelassenen  Gleichung  transformirt,  mit  diesen 
Gleichungen  ttbereinstimmen.  Die  Gleichungen  werden  in  ihrer 
ursprünglichen  Form  erhalten,  und  es  wird  auf  einen  Quaternionen- 
Ausdruck  in  Herrn  McAulay's  Aufsatz  Bezug  genommen:  nSome 
general  theorems  in  quaternion  Integration*'  (Mess.  XIV.  1884. 
26-37,  F.  d.  M.  XVI.  235).  Cly.  (Lp.) 


P'  G.  Tait.     Quaternion  notes.    Edinb.  Proc,  XV.  379-380. 

a)  bezieht  sich  auf  eine  alte  Untersuchung  des  Verfassers, 
die  in  einem  kurzen  Auszuge  in  Edinb.  Proc.  VII.  143  abge- 
druckt ist  und  mit  der  vorangehenden  Cayley'schen  Note  zu« 
sammenhängt. 

b)  enthält  Zusätze  zu  dem  Artikel  des  Verfassers  ,0d 
quaternion  integrals''  (Edinb.  Proc.  VIL  318  u.  784). 

_      Cly.  (Lp.) 

A.  N.  Whitehbad.     On  the  motion  of  viscons  incom- 
pressible  fluids,    a   method  of  approximation.     Qoart 

J.  XXIII.  78-93. 

Bei  der  Behandlung  der  Bewegung  in  reibenden  FlQssig- 
keiten  unterdrückt  man  meistens  die  quadratischen  Glieder  der 
Geschwindigkeiten,  was  darin  seine  Berechtigung  hat,  dass  ja 
die  Vorstellungen  über  die  Reibung  streng  gQltig  nur  fjlr  kleine 
Geschwindigkeiten  sind. 

Der  Verfasser  entwickelt  in  dem  vorliegenden  Artikel  eine 
Methode  fttr  die  Ableitung  einer  zweiten  Näherung. 
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Ist 

so  können  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  gesehrieben 
werden : 

mit  zwei  ähnlichen  Gleichungen  für  v  und  to,  und 

du         de        dw       ^ 


9x         9y         öis 

Für  den  Fall,  dass  die  Bewegung  von  der  Zeit  unabhängig  ist, 
sind  die  Ableitungen  nach  i  gleich  Null.  Es  sei  nun  für  diesen 
Fall  tig,  i?o,  tToi  ^0  eine  erste  Näherung  dieser  Gleichungen, 
welche  den  Grenzbedingungen  Genüge  leistet,  so  dass  die  Glei- 
chungen gelten 

dx         dy         di 

Eine  genauere  Lösung  m, +  «,,  »o  +  Pu  «'o  +  *'n  ''•  +  '*i  erhält 
man  dann  durch  die  Gleichungen 

ÖP,    ,    tifd\      d\  .    d\\         -,    ^  ,  -.     ^ 

öS"  +  "öiT  "^  ^  ~ 
Aus  denselben  folgt  zunächst 

5V,     ö'p,     ev,  __   /ö^„     öÄ,  ,  sc,  X 

Bezeichnet  man  nun  mit  dt'  ein  Volumenelement  der  Flüssigkeit 
mit  den  Coordinaten  x\  y\  &*  und  mit  a  die  Entfernung  des 
Punktes  (x,  y,  z)  von  demselben,  so  kann 

gesetzt  werden,  wo  die  Integration   ttber   die   ganze  FlOssigkeit 
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ZU  erstrecken  ist,  und  ^^  der  partiellen  Diflferentialgleichang 

g'/T,      a'TT,      a^/T,  _ 

genügt.  Ebenso  erhält  man  fQr  die  Correcturen  der  Geschwindig- 
keitscomponenten  Gleichungen,  von  denen  hier  nur  die  erste  an- 
gegeben werden  soll: 


Q 
wo 


d^V,       d^U,       dW,  _ 


öx'         dy^         dz' 

ist.  Aus  der  Gleichung  der  Continuität  erhält  man  hieraus  nach 
einigen  Umformungen  folgende  Beziehung  zwischen  V^^  F,,  H', : 

Q\dx^dy'^    dz  y 

=  -T —  I \-')  ^  — 2(i4oC08wa?4-*oCosiiy  +  CoC08n5n—    • 

Da  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  ein  Oberflächenintegral 
ist,  80  genügt  die  linke  Seite,  wie  es  sein  muss,  der  Differential- 
gleichung 

Ö'S       ö^       Ö"S  _ 

In  den  bisher  behandelten  Fällen  ist  P^  constant;  infolge 
dessen  genügen  hier  m^,  t?^,  to^  ebenfalls  der  angeführten  partiellen 
Differentialgleichung,  und  die  Grössen  ^^  r^^,  £^  sind  die  Ablei- 
tungen einer  Function  t^,  welche  derselben  Differentialgleichung 
genügt.     Deshalb  wird  hier 

und 

Der  Druck  wird 

Mit  Hülfe  der  vorstehend  skizzirten  allgemeinen  Untersuchungen 
behandelt  der  Verfasser  mehrere  specielle  Fälle,  zunächst  d\e 
Bewegung  einer  Flüssigkeit,  welche  eine  Kugel  vom  RadiusJj 
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umgiebt,  die  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o»  um  eine  Axe 
rotirt.  Durch  Kugelcoordinaten  ausgedruckt,  lauten  die  ent- 
sprechenden Componenten  der  Geschwindigkeit 

0  =      i~ ri- Jsin^cos^, 


0  =  —  V-siöö. 


wo' 


r' 

Bezüglich  des  Durchflusses  durch  eine  lange  Röhre,  welche  zum 
Schluss  behandelt  wird,  bemerken  wir,  dass  der  Eintritt  quadra- 
tischer Glieder  durch  eine  Einführung  von  P  an  Stelle  von  p 
bewirkt  wird,  dass  es  also  befremdlich  wäre,  wenn  durch  die 
Berücksichtigung  quadratischer  Glieder  eine  Aenderung  des  Re- 
sultates bewirkt  würde.  F.  K. 

A.   N.  Whitehead.      Second    approximation    to    viscous 

fluid    motion.      Quart  J.  XXIII.  143-152. 

Für  die  Bewegung  eines  Stromes  reibender  Flüssigkeit,  wel- 
cher ein  kugelförmiges  Hindernis  trifft,  sucht  der  Verfasser  eine 
zweite  Annäherung,  wie  in  dem  soeben  besprochenen  Artikel 
allgemein  angegeben  und  für  zwei  specielle  Probleme  durchge- 
führt ist.  Vernachlässigt  man  die  quadratischen  Glieder,  so  er- 
hält man  für  die  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit 
eines  FlOssigkeitsteilchens  in  Richtung  des  Kugelradius  und  in 
der  senkrecht  darauf  stehenden  Richtung  in  der  Meridianebene 
^  die  Werte: 

Durch  Reihenentwickelung  findet  der  Verfasser  fttr  die  Corrections- 
glieder  bei  Berücksichtigung  der  zweiten  Potenzen  die  Werte 

.,  =  -  A^  (  °  -  l)'(^  +  f  +  2)i(30«s-*-l), 
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Denselben  haftet,  wie  der  Verfasser  herrorhebi,  der  Nacbteil  an, 
dass  sie  im  Unendlichen  nicht  den  Wert  Nall  annehmen. 

F.  K. 


DE  Saint -VjENANT    et  Flamant.      De    la    houle    et  du 

clapotis.      Ann.  des  ponts  et  eh.  XV.  705-808. 

Die  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Teile.  Der  erste  von  de 
Saint  -  Venant  herrührende  Abschnitt  behandelt  die  historische 
Entwickelung  der  Wellenlehre,  der  zweite  von  Flamant  her- 
rührende Teil  giebt  eine  Uebersicht  des  jetzigen  Standpunktes 
der  Wellenlehre,  an  deren  Abfassung  der  erstgenannte  Autor 
durch  seinen  zu  frühen  Tod  gehindert  wurde. 

Der  erste  Teil  bespricht  zunächst  die  ältesten  Versuche  zur 
Lösung  des  Wellenproblems  von  Newton  und  Daniel  Bemoulü. 
Dann  gelangen  die  Arbeiten  von  Laplace  und  Lagrange  zur 
Besprechung.  Nach  einer  kurzen  Bemerkung  über  de  la  Coudraye 
und  Br^montier  gelangt  der  Verfasser  zu  Poisson  und  Gauchy, 
denen  sich  unmittelbar  Ostrogradski  anschliesst  Die  Arbeit  tod 
de  Corancez  (1818)  erwähnt  der  Verfasser  besonders  deshalb^ 
weil  in  ihr  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  und  der  trigo- 
nometrischen Reihen  zur  Anwendung  gelangt,  welche  der  Ver- 
fasser als  Schüler  Fourier's  kennen  gelernt  hatte.  Eis  werden 
die  Arbeiten  der  Gebrüder  Weber  erwähnt;  den  Schluss  des 
fünften  Abschnittes  bildet  die  Besprechung  der  Untersuchungen 
von  EiAy. 

Im  sechsten  Abschnitt  werden  die  Untersuchungen  besprochen« 
welche  von  englischen  Gelehrten  angestellt  sind,  von  Rüssel 
Kelland,  Airy,  Stokes  und  Rankine.  Den  siebenten  und  achten 
Abschnitt  füllen  die  in  Frankreich  seit  1862  angestellten  Unter- 
suchungen, im  neunten  endlich  werden  Beobachtungen  and 
Experimente  besprochen.  In  drei  angehängten  Noten  kommen 
die  Theorie  von  Laplace,  Lagrange  und  Poisson  zur  ausführlichen 
Darstellung. 

Im  zweiten  Teile  werden  zunächst  die  Differentialgleichuo- 
gen  aufgestellt  von  welchen  das  Problem  abhängt,  dann  kommt 


Capitel  4.    Dynamik.  977 

die  Oerstner'sche  Wellenbewegung  in  einem  unendlich  tiefen 
Ocean  zur  Besprechung.  Danach  werden  die  Gleichungen  abge- 
leitet, welche  Boussinesq  fQr  die  Wellenbewegung  in  einem  Kanal 
von  endlicher  Tiefe  aufgestellt  hat.  Den  Schluss  bilden  zwei  Ab- 
schnitte Über  die  Zusammensetzung  zweier  Wellen.        F.  K. 


E.    RiECKK.      Beiträge    zur    Hydrodynamik.      Gott.  Nachr. 

847-357. 

Im  ersten  Abschnitt  wird  zunächst  die  Bewegung  eines 
FlQssigkeitsstromes  gegen  eine  ruhende  Kugel  auf  äusserst 
interessante  Weise  abgeleitet.  Die  FlQssigkeitsbewegung  wird 
dann  zeichnerisch  erläutert  durch  Aufzeichnung  der  Strömungs- 
linien und  derjenigen  Gestalten,  welche  ein  Teil  der  Flüssigkeit 
—  nämlich  ein  solcher,  welcher  zu  irgend  einer  Zeit  eine  zur 
Strömungsrichtung  senkrechte  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  bildet  —  am  Ende  gleicher  Zeitabschnitte  annimmt.  Giebt 
man  dem  ganzen  System  eine  Bewegung,  die  gleich  gross,  aber 
entgegengesetzt  der  Strömung  der  Flüssigkeit  im  Unendlichen 
ist,  so  gelangt  man  zur  Lösung  des  Problems  der  bewegten 
Kugel  in  einer  im  Unendlichen  ruhenden  Flüssigkeit.  Die 
Bahnen,  welche  jetzt  ein  einzelnes  Flüssigkeitsteilchen  durch- 
läuft, kann  man  nun  so  construiren,  dass  man  die  der  erteilten 
Geschwindigkeit  und  den  betreffenden  Zeitpunkten  entsprechen- 
den Wegstrecken  von  den  Schnittpunkten  der  Strömungslinien 
und  Gestaltcurven  nach  der  passenden  Richtung  abträgt.  Die 
so  entstehenden  Bahnlinien  eines  einzelnen  Teilchens  sind 
schleifenförmige  Curyen. 

Im  zweiten  Abschnitt  behandelt  der  Verfasser  eine  Flüssig- 
keitsbewegung in  einem  Gebiet  von  zwei  Dimensionen,  welche 
durch  die  Strömungsfunction  definirt  wird 


Dieselbe  stellt  eine  Bewegung  mit  zwei  ruhenden  Wirbelcentren 
dar,    bei    welcher    im  Unendlichen    die  Flüssigkeit  mit  der  6e- 

FortMbr.  d.  Math.   XX.  8.  62 
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AM 

schwindiffkeit  ^^ im    Sinoe   der    w-Axe   strömt      Durch   die 

FLiche  SS  =  0  wird  die  Flüssigkeit  in  zwei  Bestandteile  yer- 
schiedenen  Bewegungscharakters  zerlegt.  Innerhalb  denselben 
erfolgt  eine  Circulation  um  die  beiden  Wirbelcentren,  während 
der  andere  Teil  die  Fläche  SB  =  0  wie  einen  festen  Körper 
(Wirbelkörper)  umfliesst.  Giebt  man  nun  wieder  dem  ganzen 
System  eine  Geschwindigkeit  entgegengesetzt  derjenigen  im  Un- 
endlichen, so  hat  man  es  mit  der  Bewegung  zweier  Wirbel  in 
einer  im  Unendlichen  ruhenden  FlQssigkeit  zu  thun.  Dann  ?er- 
hält  sich  der  eine  die  Wirbelcentren  umschliessende  Kern  gegen- 
über der  übrigen  Flüssigkeit,  wie  ein  in  letzterer  fortschreiten- 
der fester  Körper. 

Der  dritte  Abschnitt  beschreibt  Experimente  über  das  Strömen 
in  quadratischen  Platten,  welche  Herr  Krttger  angestellt  hat 
Eine  quadratische  Hohlplatte  von  75,5  mm  Seitenlänge  und 
6,4  mm  Höhe  wurde  dadurch  hergestellt,  dass  Glasplatten 
in  die  ausgekehlten  Seiten  eines  Rahmens  eingelassen  wurden. 
Der  Rahmen  war  an  zwei  gegenüberliegenden  Ecken  in  Kanälen 
durchbrochen,  durch  welche  Flüssigkeit  aus  einem  Reservoir  R 
zu-  und  in  ein  zweites  Reservoir  B^  abströmen  konnte.  Beide 
wurden  auf  constanter  Niveaudifferenz  gehalten.  Um  die  Strö- 
muDgsIinien  zur  Anschauung  zu  bringen,  wurden  auf  den  Grund 
der  Platte  Fuchsinkrystalle  geklebt.  Bei  geringen  Druckhöben 
(2  mm)  verhielten  sich  die  Strömungslinien  wie  galvanische 
Linien;,  aber  schon  bei  einem  Druck  von  3  mm  bildeten  sich 
Wirbel,  welche  sich  hei  wachsendem  Drucke  mehr  und  mehr 
ausdehnten.  F.  K. 

F.  MoLKNBROEK.      Zur  Theorie  der  Flüssigkeitsstrahlen. 

Wiedemann  Ann.  XXXV.  02-76. 

Für  das  Gebiet  zweier  Veränderlichen  führt  der  Herr  Ver- 
fasser als  unabhängige  Veründerliche  die  Grössen  l  und  /u  ein, 
welche  durch  die  Gleichung 

öy  _;^  dtp  •.  . 

-gp-  "-  xe  '■  cosjU,      -^  =  x^-^sin^ 
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defioirt  sind,  in  welchen  x  die  Geschwindigkeit  an  der  freien 
Grenze  ist,  so  dass  für  letztere  Ä  =  0  wird.  Auf  zwei  Wegen 
leitet  der  Verfasser  dann  die  Gleichungen 

-557  =  —  gj-  =  c-^ocos^-irsin^), 

g-  =   +  -^  =  «"%08in/l  +  ITCOSiU),  • 


ab,  wo 


dt)        dw  dt  dw 


dfi        dl'       dX   "'        dfi 
ist.    Ist  f(A,  /u)  =  const.  die  Gleichung  einer  festen  Grenze,   so 
muss  fttr  letztere  sein 

an  der  freien  Grenze  muss  ausser  l  auch  e  =  0  sein.  Die  An- 
wendung dieser  Formeln  führt  Herrn  Molenbroek  nicht  auf  neue 
Fälle  strahlenförmiger  FlQssigkeitsbewegung.  Auch  fQr  ein  Ge- 
biet von  drei  Dimensionen  nimmt  der  Herr  Verfasser  eine  Um- 
formung der  Gleichungen  vor,  indem  er  als  Unabhängige  die 
aus  den  folgenden  Gleichungen  bestimmten  Grössen  A,  /x,  v 
einfahrt : 

d(p         j  dg>         3  .  dw         j  . 

--—  =  c^cosfi,  -^  =  c^sin/itcosy,  -~-  =  c^siujusinv. 

Bekanntlich  bleiben  die  in  Frage  kommenden  Differentialglei- 
chungen dann  nicht  mehr  linear,  und  so  wird  denn  auch  Herr 
Molenbroek  auf  eine  recht  complicirte  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  und  zweiten  Grades  mit  einer  Grenzbedingung 
für  A  =  0  geführt,  die  ebenfalls  vom  zweiten  Grade  ist.  Herr 
Molenbroek  sagt  selbst,  dass  seine  Untersuchungen  ihn  nicht  zu 
brauchbaren  Lösungen  geführt  hätten.  F.  E. 


N.   QüINT.       De    wervelbeweging.     Dies.  AmBterdam.  von  Heterea. 
138  8. 

J.  C.  VAN  DEN  Berg.     De  wervelbeweging.     Dies.  Haarlem, 

Boekhandel.  154  8. 

62* 
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Zwei  Dissertationen  ober  denselben  Gegenstand,  die  unab- 
hängig von  einander  gearbeitet  sind  und  sieh  er^ozen.  Um 
ein  Bild  ihres  Inhaltes  zu  geben,  führen  wir  die  Titel  der  dn- 
zelnen  Abschnitte  an.  Die  erste  Arbeit  umfasst  die  folgenden: 
Einleitung.  Capitel  I.  Grundsätze  der  Wirbelbewegung.  Capitel  11. 
Parallele  gerade  Wirbelfl&den,  Wirbelebenen,  Wirbelcy linder. 
Capitel  III.  Wirbelringe.  Capitel  IV.  Einfluss  der  Reibung. 
Capitel  V.  Experimentelle  Untersuchungen.  Capitel  VI.  Die 
Wirbelatomhypothese  (von  Thomson).  Den  Scbluss  bildet  eine 
Zusammenstellung  der  zum  Gegenstande  gehörenden  Literatur. 

Die  zweite  Dissertation  ist  folgendermassen  eingeteilt:  Ein- 
leitung (Qber  die  hydrodynamischen  Grundgleichungen).  Capitel I. 
Betrachtung  der  FIflssigkeitsbewegung  nach  Helmholtz.  Capitel  IL 
Eigenschaften  der  Wirbelbewegung.  Capitel  III.  UntersuchuDgen 
von  üankel  und  Thomson.  Capitel  IV.  Bestimmung  der  Ge- 
schwindigkeit ans  der  Rotationsbewegung.  Capitel  V.  AUge- 
meine  Eigenschaften  von  parallelen,  geraden  Wirbelf&den;  An- 
wendungen auf  einen  und  auf  zwei  Wirbelfäden.  Capitel  VL 
Bewegung  von  drei  und  mehr  parallelen  geraden  Wirbelfäden. 
Capitel  VII.  Wirbelcylinder.  Capitel  VIII.  Kreisförmige  Wirbel- 
Cäden.  Die  obengenannte  Literaturangabe  wird  ergänzt  durch 
die  Anführung  einiger  englischen  und  deutschen  Abhandlungen. 
Besonders  die  Bewegung  von  drei  und  mehr  parallelen  gerad- 
linigen Wirbelfäden  ist  hier  nach  Gröbli's  Untersuchungen  ein- 
'  gehend  auseinandergesetzt  und  durch  Zeichnungen  erklärt  Zu- 
sammen geben  beide  Dissertationen  eine  ziemlich  vollständige 
Uebersicht  aller  theoretischen  Untersuchungen,  die  Qber  die 
Wirbelbewegung  angestellt  sind.  G. 


C.    Chree.       Vortex     rings     in     a    compressible    fluid. 

EdiDb.  M.  S.  Proc.  VI.  r>9-68. 

Der  Artikel  bespricht  die  Wirkung  der  ZusammendrQckbar- 
keit  bei  einer  Flüssigkeit  auf  die  Bewegung  kreisfSrmiger  Wirbel- 
ringe. Eine  besondere  Sorgfalt  wird  darauf  verwandt,  den  Ein- 
fluss der  relativen  Grösse  vernachlässigter  Glieder  bei  den  Formeln 
abzuschätzen.  Gbs.  (Lp.) 
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L.  Lecornu.     Sur  les  mouvements  giratoires  des  fluides. 

0.  EL  CVI.  J.6Ö4-1657. 

Sind  bei  einer  symmetrischen  FlQssigkeitsbewegung  um  eine 
Axe  K,  V,  w  die  Componenten  der  Gesebwindigkeit  in  Richtung 
des  Radius,  der  Ereistangente  und  der  Axe,  so  sind  die  Com- 
ponenten  der  Wirbelbewegung  bestimmt   durch  die  Gleichungen 

2^  =  -—.^^      2ß=  — -—       2C  =  — ^^^ 
r      ÖÄ    '  dz         9r  '  r      dr   ^ 

und  die  Differentialgleichungen  der  Wirbellinien  lauten 

dr      _  r^de  _      dz 

^^^  ""     ^^  _  ^tt>      ""  d  (rr)  ' 
dz  dz         dr  dr 

von  welchen  sich  unmittelbar  das  eine  Integral 

N. 

er  =  wr'  =  const, 

ergiebt.  Sind  die  Projectionen  der  Wfrbellinien  concentrische 
Kreise,  so  ist  i4  gleich  Null;  sind  die  Wirbellinien  selbst  Kreise, 
80  ist  il  =  C  =  0,  und  or  =  wr^  hat  in  dem  ganzen  Gebiet  den- 
selben Wert.  Nach  einem  bekannten  Satze  ändert  sich  die  Dre- 
hungsgeschwindigkeit so,  dass  sie  proportional  mit  dem  Product  aus 
der  Dichtigkeit  und  der  Entfernung  zweier  benachbarten  Teilchen 
der  Wirbellinie  bleibt.  Es  hat  also  in  dem  eben  bezeichneten 
Falle  für  jede  Wirbellinie  der  Ausdruck 

du        dto 
dz         dr 


gr 

einen  von  der  Zeit  unabhängigen  Wert.  Bei  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  kann  also,  wenn  in  einem  Augenblick  dieser  Aus- 
druck für  alle  Wirbellinien  denselben  Wert  hat, 


dz         dr 

gesetzt  werden,    wo  k  einen   constanten  Factor  bezeichnet.     Die 
Gleichung  der  Continuität  lautet  hier 
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Man  kann  also 

u  = 5^,     «?  =  — *r' ^ 

r    dz  r    ör 

setzen,  wo  q>  der  Gleichung 

9  V      9*y 1_  dq> 

dz*       dr*        r     dr 

genügt,    Lösungen  dieser  Gleichung  sind 

y  =  6((«-[-c)'— rMogr)     und     qp  =  —  6}/r^+(M-o)*. 
Bei  der  zweiten    Lösung   liegen   die  Trajectorien  der  Teilchen 
auf  den  Rotationsflächen 


ifcr*  -  fcVr*  +.(»  +  ay  =  const. 

Die  aufsteigende  Bewegung  wird  von  der  absteigenden  getrennt 
durch  die  Fläche 


r'Vr^  +  (iz  +  ay=-y.  ^    ^ 


A.   E.  H.  LovE.      Vortex    motion    in   certaiu    triangles. 

American  J.  XI.  löH-171. 

Hängt  eine  Fltlssigkeitsbewegung  von  zwei  Dimensionen  ab, 
80  kann  man  die  Bewegung,  falls  das  Gebiet  die  unendliche  Halb- 
ebene ist,  in  welcher  sich  ein  Wirbel  befindet,  darstellen  durch 
die  Gleichung 


wo  4>  das  Geschwindigkeitspotential,  V  die  Strömungsfunction, 
Z  die  aus  den  Coordinaten  gebildete  complexe  Veränderliche, 
Zq  der  Wert  von  Z  für  den  Wirbel  und  endlich  Z^  die  Conjugirte 
von  Zq  ist.  Will  man  die  entsprechende  Aufgabe  fbr  ein  be- 
liebig begrenztes  Gebiet  z  lösen,  so  hat  man  fQr  Z  nur  die- 
jenigen Functionen  von  z  zu  setzen,  vermittelst  deren  das  ge- 
gebene Gebiet  auf  die  unendliche  Halbebene  abgebildet  wird, 
und  ftlr  Zq  den  Wert  dieser  Function  für  z^^  sowie  für  Z[  wieder 
die  conjugirte  Grösse  zu  Z^.  Für  gewisse  Dreiecke  lässt  sich 
nun  Z  durch  elliptische  Functionen   von   z  darstellen,    nämlich 
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wenn  die  Winkel  sind 

n     n     n        n     n     n  ^     2n    n     n        n     n     n 

"3"'"3"'"3"'    T'~S'~W'    T'T'T'    T'T'T' 

Der  Verfasser  stellt  für  diese  vier  Fälle  IP-l-tO  dar,  indem  er 
den  unter  dem  Zeichen  In  stehenden  Ausdruck  durch  a-Functionen 
auBdrttckt  F.  E. 


G.  H.  Bryan.     The  waves  on  a  rotating  liquid  spheroid 
of  finite   ellipticity.      Lond.  r.  S.  Proc.  XLV.  42-45. 

Auszug    aus   einer   Schrift,    welche   wahrscheinlich    in    den 
Transactions  erscheinen  wird.  Cly.  (Lp.) 


V.  A.  Julius.      Ovar    de    trillende    beweging    van    een 

verVOrmden     vloeistofbol.        Amst.    Verel.    eo    Meded.    (3)    V. 
139-148. 

Der  Verfasser  knüpft  an  die  Untersuchungen  von  Rayleigh 
über  die  schwingende  Bewegung  einer  Flüssigkeitskugel  an, 
welche  eine  unendlich  kleine  Formänderung  erfahren  hat  und 
der  Wirkung  der  Molecularkräfte  überlassen  ist  Während  hier- 
bei  die  Formänderung  symmetrisch  ist  in  Bezug  auf  eine  Mittel* 
linie,  zeigt  er  weiter,  dass  die  Auflösung  des  allgemeineren 
Falles  einer  willkürlichen  Störung  wahrscheinlich  zu  demselben 
Ergebnis  führt.  Dieser  Punkt  wird  hier  näher  untersucht.  Der 
Verfasser  nimmt  an,  dass  die  unzusammendrückbare  Flüssigkeit 
frei  von  Wirbelbewegung  ist,  und  also  ein  Geschwindigkeits- 
potential besitzt  Die  Gleichungen  werden  mittels  Eugelfunc- 
tionen  in  Reihen  entwickelt.  Aus  den  erhaltenen  Resultaten 
wird  gefolgert,  dass  in  der  That  bei  einer  willkürlichen  Form- 
änderung jeder  Punkt  der  Eugeloberfläche  eine  zusammengesetzte 
schwingende  Bewegung  erhält,  welche  ebenso  wie  bei  einer 
symmetrischen  Formänderung  in  eine  Reihe  von  einfachen 
schwingenden  Bewegungen  zerlegt  werden  kann,  deren  Schwin- 
gungsdauer bekannt  ist.  Auf  diese  Weise  ist  die  Behauptung 
Rayleigh's  bestätigt.  G. 
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A.  E.  H.  LovE.     On  Dedekind's  tbeorem  conceming 
raotion  of  a  liquid  ellipsoid  under  its  owii  attract 

Phil.  Mag.  (5)  XXV.  40^5. 

Herrn  Dedekind's  Beciprocitätssatz  and  sein  Ellipaoid  h\ 
den  Gegenstand  der  Forschung  des  gegenwärtigen  Aofsa 
Eine  Wiedergabe  des  Brioscbi'schen  Beweises  fSr  das  Recip» 
tätstheorem  eröffnet  ihn;  dann  folgen  zwei  Beweise  ftir  die  i 
Ellipsoid  geforderten  Bedingungen.  Obs.  C^pO 


A.   £.  H.  LovE.      On    the   motion  of  a   liquid    elli| 
cylinder  under  its  own  attractiou.    Quart.  J.  XX lll.  i:^^ 

FOr  die  beiden  Axen  des  Gylinderquerschnittes  and  die  i 
Coefficienten  der  Stromfunction,  welche  eine  homogene  qaadraii'^ 
Function  der  Coordinaten  sind,  und  fttr  die  Geschwindig'keit,  j 
welcher  sich  die  Axen  drehen,  hat  man  zunächst  die  Gleichn 
ab  =  const.;  eine  Gleichung  erhält  man  aus  der  partiellen  D: 
rentialgleichung  fttr  die  Strömungsfunction.  Zwei  weitere  Gli 
chungen  fliessen  aus  der  Bedingung,  dass  stets  dieselben  Teilclj 
in  der  Oberfläche  bleiben  sollen;  endlich  die  letzten  beiden  i 
der  Bedingung,  dass  der  Druck  in  der  Oberfläche  oonstant  i 
Diese  sechs  Differentialgleichungen  mit  der  Zeit  als  unabbän^i^ 
Veränderlichen  werden  dann  integrirt,  so  weit  sich  diese  Lei 
gration  in  geschlossener  Form  durchfahren  lässt.  F.  K. 


A.  E.  H.  LovE.  The  oscillations  of  a  mass  of  grav 
tating  liquid  in  the  form  of  on  elliptic  cylinder  wbic 
rotates  as  if  rigid  about  its  axis.     Qaart.  Joura.  xiii 

158-165. 

Bezeichnet  man  mit  V^  das  Potential,  mit  w  die  Rotatioci 
geschwindigkeit,  mit  p  und  g  wie  gewöhnlich  den  Druck  und  di 
Dichtigkeit,  so  genügt  die  Function 
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der  partiellen  DifferentialgleichuDg 

mit  der  Nebenbedingung,  dass  an  der  Oberfläche  p  constant  sein 
soll.  Setzen  wir  fest,  dass  die  Bewegung  aus  einzelnen  Gliedern, 
die  mit  e^*""*  multiplicirt  sind,  zusammengesetzt  ist,  so  ist  fttr 
einen  einzelnen  Bestandteil  die  Normalyerscbiebung 

"^   4w'-fi'  \dv  n    ^  da  y' 

wo  die  Ableitung  sich  auf  Normale  und  Umgrenzung  desCylinders 
bezieht.    Wird 

gesetzt,  und  u^  derjenige  Wert  genannt,  welchen  dieser  Ausdruck 
bei  der  stationären  Bewegung  hat,  so  ist 

WO  v'  das  Potential  der  Oberflächenverteilung  X  ist    Setzen  wir 

«+»»  =  cosh(jy  +  iö, 
so  kann  gesetzt  werden: 

\f)  =  ^(ai„coshmi7C08m^-{- j^msinhifij^sinml). 

Der  Verfasser  entwickelt  nun  auch  die  übrigen  Grössen  in  der- 
selben Weise  und  erhält  so  schliesslich  zwei  homogene  lineare 
Gleichungen  für  am  und  ß^*  Dieselben  geben  dann,  wenn  f]^ 
der  Wert  von  fj  an  der  Oberfläche  ist,  und 

1  1 

A  =  -j —  coshfi»7o,       A  =  -j —  sinh  »«7^, 

B  =  sinhywi^^^lm  .y  —  e~"''?''COshm>j^J, 

B'  =  coshmi;,,!  m^— -Tvf  —«"''''''»sinhiiijjo  J 

gesetzt  wird,  für  n  die  Gleichung 

(4  w'-ii")[fiMil'--n*(i4Ä'  +  A'B  +  4  wM .  .4')  +  BB'], 

Ä  und  A'  sind  positiv;  sollen  nun  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
reell  sein,  so  muss  auch  BB'  positiv  sein.  Der  Verfasser  leitet 
hieraus   weiter   als  Bedingung  fttr  die  Stabilität  der  stationären 
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Bewegung  die  Bedingung 

36>a 

ab.    Es  muss  also  die  Excentricität  <  |y2  =  0,9428  sein. 

F.  K. 

A.  B.  Basskt.      Oll    tbe  steady   motion   of  an  annular 
mass  of  rotating  liquid.    American  J.  XI.  172-I8I. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  in  dem  Querschnitt 
eines  Ringes  mit  kreisförmiger  Mittellinie  bedient  sieb  der  Herr 
Verfasser  gewisser  Coordinaten  |,  jy,    welche   mit  den  Cylinder- 

ooordinaten  2,  9  =  V^'  +  y'  durch  die  Gleichung  verbunden  sind  : 

j5  +  tc  =  atgK^  +  tjy). 
Für  kreisförmigen  Querschnitt  wäre  an  der  Oberfl&che  c~9  con- 
stant  =  6;  der  Verfasser  nimmt  an,   dass   der  Querschnitt  sehr 
klein  ist  im  Vergleich    zum    Radius   der  Ringöffnung    und  setzt 
dann  die  Gleichung  der  Oberfläche  in  der  Form  an: 

e-n  =  6(l  +  J/?^cosfi|), 
wo  ßn  unendlich  klein  von  der  Ordnung  von  6*  ist.  Das  Poten- 
tial der  Masse  wird  dann  weiter  nach  den  von  üicks  einge- 
führten Toroidalfunctionen  entwickelt,  und  zwar  für  äussere  wie 
für  innere  Punkte.  Die  Constanten  der  Entwickelung  ergeben 
sich    daraus,    dass    beim    Durchgang   durch    die    Fläche  V  sich 

höchstens  um  eine  Gonstante,  -3—  gar  nicht  ändern  kann.     Aus 

dn 

der  bekannten  Oberfiächenbedingung  für  das  Gleichgewicht  rotiren- 

der  flüssiger  Massen  ergiebt  sich  dann  bei  der  hier  beobachteten 

Genauigkeit  /9j,  während  sich  aus  der  Bedingung,  dass  der  Druck 

im  Innern  Oberall  positiv  sein  soll,  eine  beschränkende  Beziehung 

zwischen  b  und  der  Winkelgeschwindigkeit  ableiten  lässt. 

F.  K. 

Lord  Rayleigh.      On    the  stability  or  inatability  of  rer- 
tain   fluid   motions.     Lond.  M.  S.  Proc.  XIX.  67-74. 

Eine  von  zwei  Coordinaten  abhängende  Bewegung,  welche 
in  einem  von    zwei    zur   a?-Axe   parallelen    Geraden   begrenzten 
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Raum  vor  sich  gehen  kann,   erhält  man  durch  die  Gleichungen 

Eine  gestörte  Bewegung  U-{-u^v  soll  nun  so  angenommen  wer- 
den, dass  u  und  o  proportional  mit  6'^  und  e'"'  sind.  Dann  gilt 
die  Gleichung 

Es  soll  nun  in  dem  ganzen  Gebiet  — p|-  ==  0  sein;  es  soll  aber 

-^—  för  zwei  Werte  von  y  unstetig    werden    und    die  SprQnge 

z/,  und  J,  erleiden,  während  V  selbst  stetig  bleibt,  so  dass  das 
ganze  Gebiet  in  drei  Gebiete  zerfällt,  in  welchen  einzeln  be- 
trachtet eine  constante  Vorticität  herrscht. 

Dann  lautet  die  Differentialgleichung  für  v 

dy'  -  *  "' 
mit  den  Grenzbedingungen,    dass  an  den  festen  Wänden,    d.  h. 
wenn  y  =  0,    oder  y  =  6,  +6'  +  *»  ißt,    t?  =  0  wird;    während 
für  die  beiden  Unstetigkeitsstellen  y  =  6,  und  y  =  fcj4-6'  der 

Sprung  von  -p—  definirt  ist  durch  die  Gleichungen 

(f +'')^(lr)-^-'  ""•  (f +^)''(|- )--''.-'• 

Der  Verfasser  setzt  in  den  drei  Gebieten 

D  =  c,  =  sinhÄy,      r  =  t?,,  =  r,  -f-  ,V,  8inh[fc(y  —  6,)], 
c  =  t3,  +  Jlf,sinh[*(y-6,-6')] 

und  erhält  dann  drei  Nebenbedingungen,  weil  r  =  0  wird  für 
y  =r  0,  nämlich 

sinh*(6,+6'+6,)  +  ilf,sinhÄ(fe,+  6')  +  Ä,8inhA6,  =  0, 
(n +  *{/,)*,— ^,8inh*5,  =0, 
(ii  +  /fl/,)*f,-^/,(i»f,8inh*6'  +  8inh*(6,  +  V))  --^  0. 

Damit  diese  Gleichungen  sich  nach  M^ ,  iKf,  auflösen  lassen,  muss 
zwischen  den  Coefficienten  eine  Gleichung  bestehen,  welche  in  n 
vom  zweiten  Grade  wird.     Die   Stabilität  fordert,   dass  die  Dis- 
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criminante  dieser  Gleichung 
B^-^ACcrz  {t(t#,-tt,)8inh[ik(6,+6'+6,)] 

+  z/,  8inhto,8inh*(*,  +  *')-^,8inhto,8inh*(6,  +*')j» 

+  4^,/f,8iohUfr,8iDh*^ 

positiv  werde.     Der  Verfasser  untersueht  mehrere  besondere  Fälle 
nach  dieser  Hinsicht.  F.  K. 


H.  HuGONiOT.  Memoire  sur  la  propagation  du  mouvenieut 
dans  un  fluide  ind^Bni.    (Seeonde  Partie.)   Journ.  de  Math. 

(4)  IV.  153-167. 

In  dem  ersten  Teil  der  Arbeit  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  980) 
hatte  der  Verfasser  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Be- 
wegung unter  Benutzung  der  Euler'schen  Differentialgleichangen 
abgeleitet,  in  dem  vorliegenden  zweiten  Teile  soll  dieselbe  Auf- 
gäbe  gelöst  werden  unter  Benutzung  der  Differentialgleichungen 
von  Lagrange,  welche  bekanntlich  die  augenblicklichen  Coordi- 
naten  eines  Flüssigkeitsteilchens  als  Functionen  der  Zeit  und 
des  anfänglichen  Ortes  enthalten.  Dann  wird  aber  die  Bedeu- 
tung der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  doppeldeutige,  und 
man  wird  daher  gut  thun,  um  Verwirrung  zu  vermeiden,  beide 
genau  zu  präcisiren.  Man  kann  die  Fläche  S  aufsuchen,  welche 
zur  Anfangszeit  alle  diejenigen  Teilchen  enthält,  die  zur  Zeit  / 
auf  der  Trennungsfläche  der  beiden  Bewegungen  liegen.  Nennt 
man  dann  dn  das  Stück,  welches  man  auf  der  Normale  im  Zeit- 
element dt  durchlaufen  muss,   um   zu   der  Fläche  für  f-^dl  zu 

An 

gelangen,  so  kann  man  offenbar  in  einem  gewissen  Sinne  — r— 

als  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bezeichnen.     Man    kann   aber 

auch  — T~  als   Fortpflanzungsgeschwindigkeit   bezeichnen,    wenn 

dfik  dasjenige  Stück  bezeichnet,  welches  man  auf  der  Normale 
der  augenblicklichen  Trennungsfläche  durchlaufen  muss,  um  zu 
der  für  t-\-di  zu  gelangen.  Bezeichnen  nun  a;,  y,  %  die  antllng- 
liehen  Coordinaten,  ti,,  r^,  tr^  und  m,,  t?„  tr,  die  zur  Zeit  t  in  den 
beiden    Gebieten,   so   gelten    für   die    Differenzen    (/  =  ii,  —  ii„ 
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F  =  »,—!>„  W=  IC,— IT,  an  der  Fläche  die  Gleichungen 

MT    ^     9u     ^    du     ^    du     ^    du     . 

W-Q       ^^-0       ^^-0       ^-0       ^^-0 

^  =  ^'    "öT-^'    -äJ-"'    "öT""'    "9l-"- 

Da  nan  diese  Gleichungen    flBr   alle  Punkte   der  Fläche  S 
gelten,  so  hat  man  zunächst  die  Gleichungen 

k  1*  V 


ew 

d'U 

dW 

dx* 

dxdy 

dxdi 

X 

h 

V 

d*u  ~ 

dW 

~     d*U 

dxdy 

dy' 

dyd» 

X 

M 

V 

aw  ~ 

d'U 

~     dW 

dxdz  dydz  ds' 

wo  ly  fiy  V  die  Richtungscosinus  der  Normale  von  S  sind. 
Ferner  erhält  man  durch  totale  Differentiation  nach  i  aus  den 
genannten  Gleichungen: 

dC    +    dt  \  dxdi  "^  ^  dydt  "^  •'öaö//' 

dxdt'^    dt  \^  dx'    +  ^dxdy  "^  *'öxö»/ 

u.  8.  w.;  aus  ihnen  folgt  weiter 

;       dW_  1   /  dn\'dW 
dt'  "  V\  dty   dx'' 

Unter  Benutzung  der  Differentialgleichungen  erhält  man 
dann  die  folgende  Gleichung,  in  welcher  0  die  Determinante  der 
Grössen  t<,  f>j  w  nach  x,  y^  a  ist: 
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Ott  d*ü  .  dv  d*r     dw  a»B 


f  »"(piwK 


dx    dx* 


de   i 

'^1 


dx  dy 

und  zwei  andere,  welche  aus  derselben  berrorgehen,  indem  wir 
,.  ,      öii        dv        öfo     ,   j      ,     du        dv       dw 

''"•^^  öJ'   öJ'  -ä^'  *  '*"''''  -ö7'  -öiT'  -W'" 

resp.  -^,    -^-,    -^— ,  V  ersetzen.    So  erhält  man  schliesslich 

für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   in  dem  erst  bezeichneteo 
Sinne 


(•f)= 


öa?  9y  9ä 

Bezeichnet  man  nun  mit  X'j  ^\  v^  die  Richtungseosinus  der 
Normale  von  S\  mit  i4,  B,  C  die  Ausdrücke 

,     dd       ,         dd       ,        de 


-  +^ — 5:^  ^-^ 


Q  du       ^  Q^JL  d^ 

dx  dy  dz 

u.  s.  w. ;  so  gelten  zunächst  die  Gleichungen 


ABC       YÄ'+B'+C 
l'A-\-fz'B  +  v'C=^yr+~B^C\ 


i 


Capitel  4.    Dynamik.  991 

Es  ergiebt  sich  dann  weiter  für  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit im  zweiten  Sinne  der  Ausdruck 


oder 


<^)'     »-(-g-)' 

il'A  +  fi'B  +  y'Cy  A'+B'+C*         F'ip)         dq 


dn'  \'  V  d/  /  \  dt  J  1  dp 


dn^  _J  dp 


dt        '   dQ  '  . 

» 

also  genau  derselbe  Wert,  wie  er  sich   aus  der  ersten  Abhand- 
lung ergeben  hatte.  F.  K. 

K.  Wagner,  lieber  die  Bewegung  einer  incompressibeln 
Flüssigkeit,  welche  begrenzt  ist  von  zwei  in  gegebener 
Rotation  beßndlichen  Flächen.     DisB.  Tübingen.  70 s.  8^ 


J.  BoussiNKSQ.  Compl^nient  k  la  th^orie  des  d^versoirs 
en  niince  paroi,  qui  s'^tendent  k  toute  In  largeur  du 
lit  d'un  cours  d'eau:  influence,  sur  le  d^bit,  des  vi- 
tesses   d'arriv^e    des    filets    fluides.     C.  R.  cvil.  513-519, 

538-543. 

.  Im  Jahre  1887  (vergl.  F.  d.  M.  XIX.  1006  ff.)  hatte  Hr.  Bous- 
sinesq  den  Abfluss  durch  Oeffnungen  in  ddnner  Wand  untersucht, 
unter  der  Annahme,  dass  an  der  Stelle  stärkster  Contraction 
die  einzelnen  FlQssigkeitsfäden  denselben  Krümmungsmittel- 
punkt haben.  Dabei  ist  jedoch  die  ideine  Geschwindigkeit  un- 
berücksichtigt geblieben,  mit  welcher  die  Flüssigkeit  oberhalb  der 
Abflussöffnung  ankommt.  Das  erfordert  eine  Cprrectur  des  ge- 
wonnenen Resultates.  Bezeichnet  h  die  Druckhöhe,  «  die  Er- 
bebung des  am  meisten  contrahirten  Qucrsclinittes  über  der  Kante 
der  Wand,  nQg{h—B}  einen  gewissen  Druck,  h  die  Wurzel  der 
Gleichung 

ist  ferner 

m  =  [*yrH._(fcvrTio']^(i-x)* 
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80  hatte  sieh  früher  die  Abflussmenge 

q  =  mh  y2gh 

ergeben.    Bei  Rüeksicht  auf  die   mittlere  Ankunftsgeschwindig- 
keit  U  ergiebt  sich 

,  =  Ay2^«(i+i.^), 

wo 

r2(l+n)(l+a)'+[l--3fc'(l+n)](l->2a)'       J 
L  3[l^k\l+n)]  '^^^r 

""  logÄ  Li  — Ä  ^  logÄ   ^    2ÄMogÄ  ^  (ÄlogÄ)'  J 
und  endlich,  wenn  W^  die  Ankunftsgeschwindigkeit  an  der  Ober- 

fläche  ist,  a  = -~ — 1.     Ist  ff   die   Tiefe    der    ankommenden 

Schicht,  so  kann  aucli 

q  =  m(l  +  ivm'^)ky2gh 

geschrieben  werden.  F.  E. 

U.  Masoni.      Su    di   una    nuova    formola  proposta   pel 
calcolo  della  portata  iielle  bocche  a  stratnazzo.        Nap. 

Rend.  (2)  II.  73-79. 

Unter  Benutzung  des  von  Boussinesq  zuerst  angewandten 
Principes  des  gemeinschaftlichen  KrAmmungsmittelpunktes  der 
StrömuDgslinien  im  contrahirten  Querschnitt  und  des  Principe 
des  grössten  Abflusses  von  Belanger,  berechnet  der  Verfasser 
für  die  Abflussmenge  den  Wert 

0  =  0,5216  (l+fcjJ  V2^(ff-0*, 
wo 

*•""    2Kff-ß) 
und  u  die  Ankunftsgeschwindigkeit,  B  die  Druckhöhe  ist,  und  $ 
dieselbe  Bedeutung  wie  bei  Boussinesq  hat.     Bezeichnet  ff-|-p 


i 
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die  Tiefe  des  Wassers,   so   ist  die  zuströmende  Wassermenge 
ii(£r-4'P))  und  daraus  ergiebt  sich 

Setzen  wir  jetzt 

so  erhalten  wir 

«  =0,5216  |l  +  iO,272(l  --i.y-^^^j(l-^)* 


Nach  Bazin  ist  -^  =  0,13  und  also 


m  =0,423(1  + 0,31 -.^5^> 


(H+pyy        F.  K. 


H.  Minkowski,  lieber  die  Bewegung  eines  festen  Kör- 
pers in  einer  Flüssigkeit.  Beri.  Ber.  i09ö-iiio. 
Bezieht  man  die  Bewegung  eines  Körpers  auf  ein  in  dem 
Körper  festes  Coordinatensystem ,  so  sind  die  üomponenten  der 
Rotationsgeschwindigkeit  p,  9,  r  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Coordinatenanfangspunktes,  hingegen  sind  die  Componenten  der 
fortschreitenden  Geschwindigkeit  v ,  v,  w  eines  Punktes  abhängig  von 
den  Componenten  der  Geschwindigkeit  u,  D,  kD  des  Anfangspunktes, 
also  abhängig  von  der  Wahl  dieses  letzteren  Punktes.  Die  Bewegung 
kann  man  sich  entstanden  denken  durch  eine  impulsive  Einzelkraft 

mit  den  Componenten   u  =  -^ ,  c  =  -^— ,  w  =  -^-—    und    ein 

impulsives  Kräftepaar  mit  den  Componenten  p  =-^,  q  = -^— , 

r  =  -^ —     Von  diesen  sechs  Grössen  sind  die  drei  ersten  un- 
or 

abhängig  von  der  Wahl  des  Anfangspunktes.  Drückt  man  nun 
die  lebendige  Kraft  T  durch  die  sechs  Grössen  m,  o,  tr,  p,  g,  r 
aus,  so  erhält  man  eine  Darstellung,  welche  unabhängig  von 
der  Wahl  des  Anfangspunktes  ist,  und  welche  ausserdem  un- 
mittelbar in  zwei  von  nur  je  drei  Grössen  abhängende  Bestand- 
teile zerfällt: 

T  =  £(u,  D,  w)  +  (?(p,  ?,  r). 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  3.  63 
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Die  Grössen  u,  D,  to  sind  solche  linearen  Functionen  der  i 
Grössen  m,  ü,  m?,  p,  g,  r,    dass  der  Punkt  mit  den  Coordia 

*V  dq  ^   drJ'      * V  Ör  Öp  /'      *v  ö/>  9^  -' 

eine  von  der  Wahl  des  Anfangspunktes  unabhängige  Bedeo 
hat.  Macht  man  ihn  zum  Coordinatenanfangspunkt,  so  wei 
die  Grössen 

dE  dE  dE 

9m'  9p  '  dw 

die  Ableitungen  einer  homogenen  quadratischen  Fqdc 
—  jF(p,  g,  r)  nach  p,  g,  r,  und  die  Grössen 

9G  9G  9G 


fl  -  -3:ri     1^  - 


^       dp'      ^        dq'      ^         dr 

stellen  sich  als  die  nach  u^  v,  fr  genommenen  Ableitungen 
F(tt,  V,  tt?)  dar.    Es  zerfällt  also  nicht  nur  die  lebendige  Kraft.  * 
dem  die  augenblickliche  Bewegung  in  zwei  Teile,  nämlich  er4 
in  einen  Teil,  für  welchen  p  =  q  =  r  =  0  ist,    d.  h.   eine  « 

X7       1..  1.  '.   j,       m  ,        dE     dE     dE         , 

Verschiebung  mit  den  Gomponenten  -^— ,  -^— ,  -^ — ,   und  eu 

zweiten  Teil,  für  welchen  «  =  0,  t)  =  0,  u?  =  0  ist,  d.  h.  ei 
Bewegung,  deren  Impuls  ein  impulsives  Kräftepaar  mit  deD  C« 

,       dG       dG       dG    .  ^ 

ponenten  ^,    — ,    _  ,8t. 

Die  letztbezeichnete  Bewegung,  sowie  der  zur  erstbez?« 
neten  Bewegung  gehörende  Impuls  lassen  sich  leicht  verlols 
unter  Einführung  gewisser  Linien.  Es  mögen  |,  17,  C  die  Km 
tungscosinus  zweier  Halbgeraden  zu  den  im  Körper  festen  Ai 
sein,  welche  durch  die  beiden  Punkte 

.   /.  9F  dF\       .f^dF      ^dF\       ,f    dF      ,cf 

gezogen  sind;  diese  Geraden  sollen  der  zur  Richtung  i. '/ 
gehörende  erste  resp.  zweite  Radius  des  Körpers  heissen.  Osn 
das  impulsive  Kräftepaar  entsteht  dann  eine  Schraubenbewe;!:!! 
um    den    zur    Richtung    p  :q:r    gehörenden    Radius    mit  '' 

DrehungsgescLwindigkeit     yp''  +  q^  +  r^     und     der    Steigt'* 
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» _L  '«  !     a  •     Ganz   analog   reducirt   sich   der  Impuls   der 

Versehiebungsgesch windigkeit  -^,  -^,  -^—  auf  eine  impul- 
sive Kraft  l&ngs  dem  zu  der  Richtung  u,  Vy  w  gehörenden  zwei- 
ten    Radius    und    ein    impulsives    Kräftepaar      ,  , 

^  ^  j/tt»  4-  o«  + 10' 

um  diesen  Radius. 

Der  zweite  Abschnitt  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  den 
stationären  Bewegungen,  welche  möglich  sind,  falls  weder  auf 
den  Körper  noch  auf  die  Flüssigkeit  äussere  Kräfte  wirken. 
Es  ist  wesentlich,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung  bei 
jeder  möglichen  Bewegung  die  impulsive  Einzelkraft  sowohl  als 
das  in  einer  auf  derselben  senkrechten  Ebene  wirkende  impulsive 
Kräftepaar  in  der  räumlichen  Lage  und  in  der  Intensität  von  der 
Zeit  unabhängig  sind,  und  dass  auch  die  Arbeit  des  Impulses, 
also  die  kinetische  Energie  constant  sind.  Die  Grösse  des  Im- 
pulses ist  bestimmt  durch  die  beiden  Gleichungen 

tl'  +  13»  +  IT»  =  J', 

u)f  +  f>q  +  u>x  =  JJ^. 
Die  stationären  Bewegungen  sind  dadurch    ausgezeichnet,    dass 
bei  gegebenem  Impulse  die  erste  Variation  der  kinetischen  Ener- 
gie verschwindet. 

Im  dritten  Abschnitte  drückt  der  Verfasser  zunächst  die 
Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeit  durch  die  Compo- 
nenten  der  impulsiven  Einzelkraft  und  deren  Ableitungen  nach 
der  Zeit  aus.  Da  ferner  /*  =  ii'+c'-f«?'  constant  ist,  so  kann 
man  u,  v,  tr,  p,  g,  r  durch  zwei  Grössen  e^,  e^  und  die  Diffe- 
rentialquotienten nach  der  Zeit  ausdrücken.  In  dem  Zeitelement 
dt  möge  irgend  ein  fixirter  Punkt  (a,  fr,  c)  in  Richtung  der  un- 
veränderlichen Axe  des  Impulses  den  Weg 

da  =-j\u(vi+cq—br)  +  f)(r)'\-ar—cp)  +  w(p+bp—aq)\dt 

und  eine  fixirte  Richtung  (a,  ß,  y)  um  diese  Axe  den  Weg 
.      _    ,  up+vq+wr-^(au+ßf)+yw)(ap+ßq+rr) 

zurücklegen. 

63* 
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Ferner  drücke  man  mit  Hfllfe  der  Constanz  der  lebendigen  Kraft 

T  =  L 
das  Zeitdifferential  durch  die  Differentiale  von  e,,  e,  aus.    Sind 
nun  die  Stellungen  der  unveränderlichen  Axe,    d.  h.  e^,  e,,  am 
Anfang  und  am  Ende  einer  Periode  bekannt,   so   ist  der  wirk- 
liche Weg  dadurch  bestimmt,  dass 

ein  Minimum  werden  muss. 

Dadurch  ist  nun  aber  nach  bekannten  Sätzen  von  Hamilton 
und  Jacobi  das  Problem  auf  eine  partielle  DifferentialgleichaDi; 
erster  Ordnung  mit  zwei  Variabein  reducirt.  Ist  von  dieser 
eine  Lösung  bekannt,  welche  ausser  einer  additiven  eine  zweite 
willkürliche  Constante  M  enthält,  so  erhält  man  die  noch  feh- 
lenden Integrale  durch  blosse  Differentiationen.  Sa  sei  9^  die 
Differenz  der  Lösung  für  beliebige  e,,  e,  und  für  die  constantcn 
Anfangswerte  e^,  e^,  so  ist 


dL         '       dM 
dW  1 


a.  =  — 


=  -j(-«P+2Ll-/.o,). 


dJr 

Hierdurch  ist  aber  die  Lage  des  Körpers  bestimmt  Es  bleibeu 
dann  also  in  jedem  Falle  noch  die  beiden  Aufgaben  zu  lösen, 
erstens  die  Auffindung  eines  allgemeinen  Integrals  der  partiellen 
Differentialgleichung,  zweitens  die  Lösung  des  Umkehrproblems. 

Zum  Schluss  der  Abhandlung   verweist  der  Verfasser   auf 
die  Beziehung  seiner  Resultate  zu  denen  von  Clebsch  und  Weber. 

F.  K. 

G.  H.  Halphen.      Sur  le   mouvement   d'un    solide  dans 

un    liquide.      Journ.  de  Math.  (4)  IV.  5-81. 

Der  Verfasser  schickt  der  Behandlung  des  durch  den  Tite\ 

i 

bezeichneten  Gegenstandes  eine  eingehende  Untersuchung  Aber 
die  Darstellung  der  Rotation  eines  festen  Körpers  durch  ellipti-\ 
sehe  Functionen  voraus.     Er  geht  aus  von  der  Thatsache,  dass 
die  Ausdrücke  ^ 
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die  Eigenschaften  haben,  welche  den  Ausdrücken 

cos(a;s),  cos  (ax)  -f  tcos(ay)f  C08(ax) — t  cos(ay) 
zukommen,  wenn  x,  j^,  js  drei  auf  einander  senkrecht  stehende 
Richtungen  bezeichnen,  a  eine  vierte  Richtung.  Legt  man  dem 
Index  o  seine  drei  Werte  bei,  so  gelangt  man  zu  drei  Richtungen 
Oj  6,  c,  von  denen  zunächst  nachgewiesen  wird,  dass  sie  senk- 
recht auf  einander  stehen,  so  dass  die  genannten  Formeln  dazu 
dienen,  die  Bewegung  eines  Goordinatensystemes  gegen  ein  an- 
deres zu  bestimmen. 

Der  zweite  Abschnitt  ist  rein  analytisch  und  behandelt  die 
Zerlegung  von  gewissen  Summen  in  Producte.  Dieselben  ge- 
langen zur  Anwendung  im  III.  Abschnitt,  welcher  von  der  Zu- 
sammensetzung zweier  der  eben  bezeichneten  Bewegungen  han- 
delt, d.  h.  von  der  gegenseitigen  Bewegung  zweier  Goordinaten- 
Systeme,  die  sich  gegen  ein  drittes  in  der  eben  bezeichneten 
Weise  bewegen.  Im  Abschnitt  IV.  wird  der  Nachweis  geführt, 
dass  durch  die  bezeichneten  Formeln,  wenn  u  eine  lineare  Func- 
tion der  Zeit  ist,  eine  Poinsot'sche  Bewegung  dargestellt  wird, 
d.  h.  eine  Bewegung,  welche  durch  das  Rollen  einer  Ebene  auf 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  repräsentirt  werden  kann,  die  ge- 
zwungen ist,  in  einem  constanten  Abstände  von  dem  Mittelpunkte 
der  Fläche  zu  bleiben.  Der  Y.  Abschnitt  definirt  den  Begriff 
der  Goncordanz  zweier  Poinsot'schen  Bewegungen.  Der  Ab- 
schnitt VI.  behandelt  eine  Form  der  Umkehrung  elliptischer 
Integrale. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gelangt  der  Verfasser  im  VII. 
Abschnitt  zu  seinem  eigentlichen  Probleme.  Es  werden  die  Eirch- 
hoff'schen  Differentialgleichungen  angegeben,  und  zwar  in  der 
Form,  welche  Glebsch  ihnen  gegeben  hat,  indem  er  die  Com- 
ponenten  der  impulsiven  Einzelkraft  und  des  impulsiven  Kräfte- 
paares als  abhängige  Veränderliche  einführte;  die  drei  allge- 
meinen Integrale  werden  angeführt.    In  dem  Falle,  welchen  der 
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Verfasser  weiter  behandelt,  nämlich  wenn  27*  die  Forni 
P«  +^;)  +  p'^;+  2(/(a:,y,  +x,y,)  +  2q^x,y,  +  r(yf  +yj)  4-r'y| 
hat,  existirt,  wie  Clebsch  nachgewiesen  hat,  ein  yiertes  algebrai- 
sches Integral  y,  =  const.  In  Folge  dessen  iässt  sich  mit  Hfilfe 
des  Theorems  Tom  letzten  Multiplicator  die  Auffindung  der  bei- 
den  noch    fehlenden   Integrale    auf  Quadraturen    zarückf&hreo. 

Zunächst  Iässt  sich  (—ifj   Als   ganze    Function  vierten  Grades 

von  x^  darstellen,  so  dass  das  vorliegende  Problem  auf  elliptische 
Functionen  führt.  Die  Grössen  x^  +  ta?,  fordern  eine  Quadratur, 
weil  ja  x]  -f  x]  sich  ohne  Quadratur  aus  dem  Integral 

x^  +  ^l  +  ^l  =  const. 
berechnen  Iässt.  Ferner  lassen  sich  aus  dem  Integral  der  leben- 
digen Kraft  und  aus  x^  y,  +  a;,y,  +a;,y,  =  const.  y,  -f  ty„  y^—^t 
ohne  weitere  Quadratur  bestimmen.  Indem  die  Äxe  des  Im- 
pulses zur  is-Axe  im  Räume  genommen  wird,  erhält  man  zu- 
nächst die  Richtungscosinus  der  im  Körper  festen  Axen  zu  der 
letzteren,  und  daraus  dann  nach  kurzer  Rechnung  die  Richtungs- 
cosinus der  Hauptaxe  des  Körpers  gegen  die  beiden  anderen  im 
Räume  festen  Axen.  Zwei  von  den  Goordinaten  des  in  dem 
Körper  festen  Anfangspunktes  sind  ohne  Quadratur  zu  finden, 
die  dritte  führt  auf  Integrale  zweiter  Gattung.  Eine  erste  Be- 
trachtung der  gewonnenen  Formeln  führt  auf  das  Resultat,  dass 
die  Bewegung  zusammengesetzt  werden  kann  aus: 

1)  einer  Schraubenbewegung  um  die  Axe  des  Impulses, 

2)  einer  Rotation  um  die  Axe  des  Körpers  und 

3)  einer  periodischen  Bewegung. 

Es  werden  nun  zunächst  die  Gonstanten  discutirt,  nament- 
lich die  Elemente  der  elliptischen  Darstellung  durch  die  gegebenen 
Gonstanten  ausgedrückt. 

Ein  Vergleich  der  Formeln  für  die  Richtungscosinus  mit 
denjenigen,  welche  für  die  Zusammensetzung  der  Bewegung 
zweier  Poinsot'schen  Bewegungen  aufgestellt  sind,  führt  nun  zu- 
nächst zu  einer  Zerlegung  der  in  Frage  stehenden  Bewegung  in 
zwei  einfachere,  von  denen  die  eine  direct  eine  Poinsot'sche  ist, 
während  die  andere  sich  zerfallen  Iässt  in  eine  Poinsot'sche  Be- 


i 
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wegung  und  in  eine  Rotation  um  eine  Axe.  So  gelangt  der 
Verfasser  zu  dem  folgenden  bemerkenswerten  Theorem: 

„Beschreiben  zwei  Axensysteme  X,  Y,  Z  und  X^  Yj,  Z,  um 
die  gemeinschaftlichen  Symmetrieaxen  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnung  in  Concordanz  befindliche  Poinsot'sche  Bewegungen, 
dreht  sich  ferner  ein  drittes  System  von  Axen  A,  By  C,  dessen 
dritte  Axe  stets  mit  der  Z^-Axe  zusammenfällt,  um  die  letztere 
mit  der  Geschwindigkeit 

-^=irco8(z,z), 

SO  stellt  bei  passender  Wahl  der  Gonstanten  M  die  relative  Be- 
wegung von  A,  By  C  gegen  X,  F,  Z  die  Rotation  des  festen 
Körpers  bei  der  Bewegung  in  der  Flüssigkeit  dar.  Ist  der 
Körper  ein  Rotationskörper,  so  wird  ^f  =  0  und  die  Bewegung 
zerfällt  dann  nur  in  zwei  Poinsot'sche  Bewegungen.^ 

F.  K. 

F.  KöTTER.     Beitrag  zur  Lehre  von  der  Bewegung  eines 
festen    Körpers  in   einer  incompressiblen   Flüssigkeit. 

Hoppe  Arch.  (2)  VI.  157-167. 

Der  Verfasser  dehnt  einige  der  Resultate,  die  Dirichlet  für 
eine  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  sich  bewegende,  homo- 
gene Kugel  gefunden  hat,  auf  den  Fall  aus,  in  dem  die  Massen- 
verteilung der  Kugel  nicht  mehr  homogen  ist.  An  Stelle  der 
Kugel  kann  zugleich  ein  beliebiger  Körper  treten,  der  zwei  sich 
schneidende  Symmetrieaxen  besitzt,  in  denen  sich  je  zwei  Paare 
von  Symmetrieebenen  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  d.  h.  ein 
Körper,  der  den  hydrodynamischen  Gharakter  der  Kugel  hat. 

Die  Untersuchung,  die  zu  mehreren  interessanten  Resultaten 
führt,  stützt  sich  auf  die  von  Kirchboff  für  die  Bewegung  eines 
Körpers  in  einer  Flüssigkeit  aufgestellten  Gleichungen  [Journ. 
für  Math.  LXXI,  F.  d.  M.  II.  1869-1870.  731;  vergl.  auch  Kirch- 
hofif,  Mechanik,  Vorlesung  19,  und  KirchhoflF,  Gesammelte  Ab- 
handlungen, p.  376].  Sind  m,  ü,  w  die  Geschwindigkeiten,  welche 
der  Anfangspunkt  eines  im  Körper  festen  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems  parallel  diesen  Axen  besitzt,  p,  ^,  r  die  Drehungs- 
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geschwindigkeiten  des  Eörpere  um  diese  Axen,  so  muss  der 
Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von  der  Flfissigkeit  herrflbrt^ 
die  Form  haben: 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Einfluss  der  Flassigkeit  auf  die 
Bewegung  des  festen  Körpers  derselbe  ist,  als  wftre  mit  dem 
Körper  eine  Masse  M*  verbunden,  deren  Schwerpunkt  der  Kugel- 
mittelpnnkt  und  deren  drei  Trägheitsmomente  gleich  L  sind. 
Fuhrt  man  diese  fictive  Masse  Äf',  die  als  mitgefQhrte  Masse  be- 
zeichnet  wird,  an  Stelle  der  Flüssigkeit  ein,  wählt  dann  den 
Schwerpunkt  5  der  so  erhaltenen  Gesamtmasse  zum  Anfangs-  | 
punkt  des  im  Körper  festen  Systems,  die  Hauptträgheitsaxen 
dieses  Punktes  zu  Goordinatenaxen,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft 
des  ganzen  Systems  die  Form  an 

Aus  dieser  Form  von  T  folgt,  wenn  man  zu  einem  im  Räume 
festen  Axensystem  übergeht,  folgendes  Resultat:  „Bei  der  Be- 
wegung eines  festen  Körpers,  dessen  Gestalt  den  hydrodynami- 
schen Charakter  einer  Kugel  hat,  in  einer  incompressiblen,  rei- 
bungslosen unendlichen  Flüssigkeit  beschreibt  ein  gewisser 
zwischen  seinem  Mittelpunkt  und  seinem  Schwerpunkt  gelegener 
Punkt  (der  obige  Punkt  S)  dieselbe  Bahn,  welche  der  Schwer- 
punkt eines  aus  der  eignen  und  der  mitgeffihrten  Masse  gebil- 
deten Körpers  unter  Einfluss  derselben  äusseren  Kräfte  im  leeren 
Räume  beschreiben  würde^.  Dies  Resultat  wird  auf  die  Fälle 
angewandt,  wo  keine  äussere  Kraft  wirkt,  oder  wo  allein  die 
Sch\>ere  wirkt;  im  letzteren  Falle  wird  durch  das  Vorhanden- 
sein der  Flüssigkeit  nur  die  Constante  der  Beschleunigung  ver- 
ringert. In  den  beiden  genannten  speciellen  Fällen  wird  auch 
die  zu  der  fortschreitenden  Bewegung  hinzukommende  Rotation 
des  Körpers  discutirt.  Wirken  keine  Kräfte,  so  erfolgt  die  Ro- 
tation ebenso  wie  im  leeren  Räume.  In  einer  schweren  Flüssig- 
keit dagegen  rotirt  der  Körper  in  derselben  Weise  wie  im  leeren 
Räume  ein  gewisser  schwerer  Körper  rotiren  würde,  von  welchem 
ein  vom  Schwerpunkt  verschiedener  Punkt  befestigt  ist 

Wn. 
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A.  M.  LiAPüNOW.    üeber  constante  Schraubeubeweguugen 
eines  starren  Körpers  in  einer  Flüssigkeit.    Chark.  Ges. 

(2)  I.  7-60.  (RaBsisch.) 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  der  Lösung  der  Frage 
über  die  Stabilität  der  coDstanten  Schraubenbewegungen  eines 
starren  Körpers  in  einer  Flüssigkeit,  d.  h.  solcher  Bewegungen, 
wo  die  Axe  der  Schraube  unbeweglich,  die  Winkelgeschwindig- 
keit und  der  Schraubengang  constant  sind. 

Ueber  die  Flüssigkeit  werden  hier  dieselben  Annahmen  ge- 
macht, wie  von  Kirchhoff  bei  der  Ableitung  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  eines  starren  Körpers  in  einer  unbe- 
grenzten Flüssigkeit;  ausserdem  wird  angenommen,  dass  sowohl 
auf  den  Körper,  als  auf  die  Flüssigkeit  keine  Kräfte  wirken. 

Alle  Constanten  Schraubenbewegungen  eines  starren  Körpers 
in  einer  Flüssigkeit  werden  durch  Lösung  der  Aufgabe  über  das 
Maximum  oder  Minimum  der  lebendigen  Kraft  der  Bewegung 
des  starren  Körpers  und  der  Flüssigkeit  erhalten,  vorausgesetzt, 
dass  entweder  die  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Schraubengang 
bekannt,  oder  dass  die  Werte  des  Vectors  und  des  kleinsten 
Moments  der  die  Bewegung  hervorbringenden  Impulse  gegeben 
sind.  Demnach  entsprechen  jedem  bestimmten  Werte  (^)  des 
Verhältnisses  der  Winkelgeschwindigkeit  zum  Vector  der  Impulse 
zwei  Gruppen  von  Schraubenbewegungen:  in  einer  derselben 
haben  die  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Vector  eine  Richtung, 
in  der  anderen  eine  entgegengesetzte. 

Im  allgemeinen  Falle  enthält  jede  Gruppe  drei  Bewegungen, 
deren  Axen  zu  einander  senkrecht  sind.  Diese  drei  Bewe- 
gungen entsprechen  den  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
in  fAi 

-^la»  -^831  -^j      ^ 

wo  die  Coefficienten  A  in  bestimmter  Weise  aus  X  und  den 
Coefficienten  im  Ausdrucke  T  der  lebendigen  Kraft  der  Bewe- 
gung des  starren  Körpers  und  der  Flüssigkeit  gebildet  sind. 
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Indem  der  Verfasser  auf  die  in  Frage  stehenden  BewegangeD 
den  Satz  von  Routh  in :  „The  advaneed  part  of  a  treatise  on  tbe 
dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies"  (4^**  ed.  1884.  p.  52,  53) 
anwendet,  gelangt  er  zu  folgenden  Schlüssen: 

Von  den  drei  constanten  Schraubenbewegungen,  welche  bei 
gegebenem  Werte  von  l  ein  in  einer  FlQssigkeit  sich  bewegen- 
der starrer  Körper  haben  kann  (die  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
verschieden  vorausgesetzt),  macht  die  der  kleinsten  Wurzel  fi  der 
Gleichung  (1)  entsprechende  Bewegung  T  zu  einem  absoluten 
Minimum%  bei  bekannten  Werten  des  Hauptveetors  h  und  des 
kleinsten  Moments  f  der  Impulse,  und  die  Bewegung  ist  unbe- 
dingt stabil  für  alle  möglichen  Störungen ;  die  Bewegung,  welche 
der  mittleren  Wurzel  der  Gleichung  (1)  entspricht,  kann  T  unter 
gewissen  Bedingungen  bei  bekanntem  h  und  f  auch  in  ein 
Minimum  verwandeln,  doch  nur  in  ein  relatives,  und  die  Bewe- 
gung ist  zugleich  unbedingt  stabil  fQr  alle  Verrückungen,  so 
lange  sie  nicht  in  den  Grenzfall  übergeht  (d.  h.  den,  wo  zwei 
oder  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (l)  gleich  werden)  für  Bewe- 
gungen, die  T  in  ein  Minimum  verwandeln;  die  der  grössten 
Wurzel  der  Gleichung  (1)  entsprechende  Bewegung  kann  T  nie 
zum  Minimum  machen. 

Ist  aber   die   kleinste  Wurzel   der   Gleichung  (1)  der  mitt- 

n 

leren  gleich,  und  entsprechen  dazu  jedem  Werte  von  -^,  welcher 

zwischen  bestimmten  Grenzen  liegt,  nur  zwei  Bewegungen,  so 
verwandelt  jede  von  ihnen  T  unter  denselben  Bedingungen  in 
ein  absolutes  Minimum,  und  die  Bewegung  ist  unbedingt  stabil 
für  jede  Störung. 

Zum  Zwecke  einer  vollständigeren  Lösung  der  Frage  über 
die  Stabilität  der  constanten  Bewegungen  eines  Körpers  in  einer 
Flüssigkeit  bildet  der  Verfasser  dann  die  Differentialgleichungen 
der  gestörten  Bewegung,  und  indem  er  sich  mit  der  ersten  An- 
näherung begnügt,  erlangt  er  ausser  den  vorigen,  die  Stabilität 
botreffenden  Resultaten  noch  die  folgenden:  Die  der  grössten 
Wurzel  von  (1)  entsprechende  Bewegung  ist  stabil  bei  genügend 
grossem  Werte  von  i',    dagegen    ist   die   der  mittleren    Wurzel 
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entsprechende  Bewegung  bei  genügend  grossem  Werte  von  V 
labil;  die  Bewegung,  welche  folgt,  wenn  die  grösste  und  die 
mittlere  Wurzel  gleich  sind,  ist  im  allgemeinen  labil. 

In  der  Abhandlung  werden  aueh  einige  Specialfälle  discutirt. 

Ms. 


A.  B.  Basset.     On  the  inotion  of  a  sphere  in  a  viscous 

liquid.       Lond.  Pbil.  Trans.  OLXXIX.  43-64. 

Der  Verf.  bezieht  sich  auf  den  Aufsatz  von  Stokes  (1850) 
„On  the  effect  of  the  internal  friction  of  fluids  on  pendulums^ 
und  auf  spätere  Untersuchungen  von  Meyer,  0  verbeck,  v.  Helmholtz 
und  Piotrowski,  sowie  von  Stearn.  Er  stellt  sich  die  Aufgabe,  die 
Lösung  für  eine  Kugel  zu  finden,  die  sich  in  einer  zähen  Flüssig- 
keit bewegt,  und  zwar  in  den  folgenden  Fällen:  1)  wenn  die 
Kugel  sich  geradlinig  unter  der  Einwirkung  einer  constanten 
Kraft  wie  der  Schwere  bewegt;  2)  wenn  die  Kugel  von  einer 
zähen  Fltlssigkeit  umgeben  ist,  um  einen  festen  Durehmesser  in 
Umdrehung  gesetzt  wird  und  dann  sich  selbst  überlassen  bleibt. 
Während  der  ganzen  Untersuchung  werden  Glieder  mit  den 
Quadraten  und  Producten  der  Geschwindigkeiten  vernachlässigt. 

Cly.  (Lp.) 

A.  E.  H.  LovE.     The  motion  of  a  solid  in  a  liquid  when 
the  impulses  rednce  to  a  couple.    Cambr.  Proc.  vi.  270-281. 

Vergl.  Halphen,  Sur  le  mouvement  d'un  solide  dans  un 
liquide,  (Äben  S.  996)  und  Halphen,  Trait6  des  fonctions  ellip- 
tiques.     T.  II.     Chap.  4.  St. 


L.   Fennel.     Ueber  die  Bewegung  eines  festen   Körpers 
in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit.     Uise.  Marbarg    43  s.    Pr. 

Stadt.  Realdch.  za  Cassel. 

Bekanntlich  lassen  sich  die  sämtlichen  Integrale  der  sechs 
KirchhofF'schen  Dififerentialgleicbungen  für  die  Geschwindigkeits- 
componenten  eines  in  einer  incompressibelu  Flüssigkeit  beweg- 


1004  X.  AbBchoitt.     MechftDik. 

liehen  Körpers  finden,  sobald  man  ausser  den  drei  allgemeinen 
Integralen  irgend  ein  viertes  von  /  freies  Integral  kennt  Ein 
solches  existirt  nach  Clebsch,  wenn  die  lebendige  Kraft  des 
ganzen  Systems  auf  die  Form 

2T  =  Ay+By+Cy+Ap^+Bq^+Cr^ 
gebracht  werden  kann,  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  sechs 
Coefficienten  die  Relation 

AAXC,-B,)  +  BBXA,^C,)  +  CCXB,-A,)  =  0 
besteht.  Schon  Clebsch  hat  das  betreffende  Integral  aufgestellt^ 
aber  die  Darstellung  der  in  Betracht  kommenden  Grossen  aU 
Functionen  der  Zeit  nicht  unternommen.  Unter  der  beschrän- 
kenden Annahme,  dass  eine  Integrationsconstante,  nämlich  der 
Wert  des  Ausdrucks 

dT  dT    ,    dT  dT    ^    dT  dT 


du    dp         dx>    dq         dw    dr 

gleich  Null  ist,  hat  Herr  Weber  sämtliche  Gomponenten  der 
Geschwindigkeit  sowie  die  neun  Richtungscosinus  durch  Theta- 
quotienten  dargestellt,  deren  beide  Argumente  lineare  Functionen 
der  Zeit  sind.  Diese  Quotienten  lassen  sich  nattirlich  auch  als 
hyperelliptische  Functionen  eines  Grössenpaares  darstellen,  wel- 
ches dann  die  oberen  Grenzen  für  die  hyperelliptischen  Integrale 
liefert,  deren  Summe  je  einer  der  linearen  Functionen  der  Zeit 
gleich  wird.  Bezeichnet  man  mit  ju  und  v  zwei  willkürliche 
Constanten,  mit  d,,  d,,  d,  die  Ausdrücke 

so  sind  diese  oberen  Grenzen  bestimmt  als  Worzeln  der 
Gleichung 


+  -r^^+-eV=0. 


X — d,         X — d,         X — d. 

Bezeichnen  /,  m,  n  gewisse  Integrationsconstanten,  deren  Summe 
gleich  1  ist,  so  erhält  man  die  beiden  Stellen  d«,  d^,  an  welchen 
der  Radicand  jener  hyperelliptischen  Integrale  ausser  fttrd,,  d„  d^ 
verschwindet,  durch  Auflösung  der  Gleichung 

—L- 4- —^  4- _?— =  0 
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Und  zwar  muss,  damit  die  Grössen  p,  9,  r  reell  sein  können, 
zwischen  den  Grössen  x  und  d^^  d^  folgendes  Verhältnis  statt- 
finden : 

«,  <^i  <a?,  <d5. 

Es  ergeben  sieh  also  im  ganzen  vier  Fälle: 

I.  d,  <  a?j  <  d^  <  d,  <  aj,  <  J5  <  d„ 

IL  d,  <  a?,  <  d^<  d,  <  a?,  <  d,  <  d„ 

III.  d^<:x,<d^<:d^<x^<d^<  d„ 

IV.  d,  <  «,  <  dj  <  d^  <  a?,  <  d,  <  dj. 

Wenn  jetzt  zwei  der  Grössen  d  einander  gleich  werden, 
verwandeln  sich  die  hyperelliptischen  Integrale  in  elliptische, 
and  die  Thetareihen  mit  zwei  Argumenten  verwandeln  sich  in 
einfach  unendliche  Thetareihen.  Sehen  wir  von  dem  Falle  ab, 
dass  d,  einer  der  Grössen  d,  und  d,  gleich  wird,  und  der  Kör- 
per den  Charakter  eines  Rotationskörpers  annimmt,  so  sind  hier 
zwei  Gruppen  von  Fällen  zu  unterscheiden,  nämlich  solche,  wo 
die  Gleichheit  zweier  d  die  Constanz  eines  x  mit  sich  führt,  und 
solche,  bei  denen  das  nicht  der  Fall  ist.  Die  erste  Gruppe 
umfasst  vier,  die  andere  fünf  Fälle.  Auf  Grund  der  Beziehungen, 
welche  Sosenhain  im  ersten  Capitel  seiner  berühmten  Abhand- 
lung über  vierfach  periodische  Functionen  mitgeteilt  hat,  führt 
der  Verfasser  die  Rechnung  in  allen  neun  Fällen  vollständig 
durch.  In  den  vier  ersterwähnten  Fällen  bleibt  die  Richtung 
einer  der  Hauptaxen  des  Körpers  stets  dieselbe,  sie  ist  beständig 
die  Rotationsaxe,  und  die  fortschreitende  Bewegung  erfolgt 
senkrecht  zu  dieser  Richtung.  Die  Richtungscosinus  und  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  stellen  elliptische  Functionen 
dar,  deren  Argument  von  der  Zeit  linear  abhängt;  die  Coor- 
dinaten  des  Anfangspunktes  des  in  dem  Körper  festen  Systems 
werden  durch  ein  Integral  zweiter  Gattung  bestimmt.  In  den  fünf 
anderen  Fällen  treten  ausser  einfach  unendlichen  Thetareihen 
noch  Exponential-,  resp.  trigonometrische  Functionen  auf,  deren 
Argumente  ebenfalls  lineare  Functionen  der  Zeit  sind. 

F.  K. 
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B.  Paladini.  Sul  movimento  di  rotazione  che  prei 
nel  vuoto  od  iu  un  fluido  incompressibile  ud  co3 
a  forze  di  potenziale  HiCos^ 0  i-HiCosß.       Rom. 

Rend.  IV,.  187-196. 

Die  Rotation  eines  schweren  Körpers  am  eiDen  festen  Pai 
ist  bekanntlich  stets  dann  auf  Quadraturen  zurUckzuf&hreiL,  we 
das  Potential  V  der  wirkenden  Kräfte  nur  Ton  dem  Wrn 
abhängt,  welchen  die  Rotationsaxe  mit  einer  festen  Richtung 
Räume  bildet.  Die  bezüglichen  Gleichungen  ftlr  die  2^il  t  -j^ 
die  beiden  Euler'schen  Winkel  g)  und  tp  lauten,  wenn  w  =  cm 
gesetzt  wird: 

und  zwar  bedeuten  A^  A^  C  die  Hauptträgheitsmomente,  k  u: 
g  die  Gonstanten  der  lebendigen  Kraft  und  des  Fläehensatze 
r^  die  Componente  der  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  Ai 
des  Körpers,  und  endlich  F((o)  die  Function 

(2A(iV+h)^ACrl)(\^w')-(Cr,u>-gy. 
Ist 

y   _      g,  cos* g  4- g,  cos' g  +  g,  008*0  +  ^4  COS g 

~" '  sin'g 

so  führt  das  Problem  ersichtlich  auf  elliptische  Integrale.     D 
Verfasser  drückt  nun  die  Winkel  q)  und  xp  durch  d'-FanctioDPi 
aus,    deren  Argument   eine    lineare  Function  der  Zeit  ist.     Fü 
den  Fall  H^  =^  —  H^^  ^4  =  —  ^s  vereinfacht  sich  der  Ausdru«! 
von  V  auf  die  Form 

r=  +(g;co8'e+g;cosö). 

Unter  dieser  Voraussetzung  stellt  der  Verfasser  die  neun  Rieb 
tungscosinus  durch  die  Functionen  0,  6,,  H,  H,  dar  and  ge 
winnt  dabei  das  folgende  bemerkenswerte  Theorem.  Die  Beweguor 
des  Körpers  kann  ersetzt  werden  durch  das  Rollen  eines  ojit 
ihm  coaxialen  Kegels  auf  einer  Rotationsfläche,  welche  die 
durch  den  Aufhängungspunkt  gehende  feste  Riebtang  zur  Ase 
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bat.     Die  Fläche  ist  ein  Ellipsoid,  ein  Paraboloid  oder  ein  ein- 
schaliges  Hyperboloid,  je  nachdem  r^  grosser,  gleich  oder  kleiner 

als   J-^ — YT  ist.      Die  Basiscurve   des  Kegels   im    Abstände   r^ 
von  A  hat  die  Gleichung 

^  =  '^.+'•.('0-0 

"   Cr,(Crl-2h)-H',g-(2H',g  +  r,CH'^)ü,       dw 


+/ 


Dass  die  Bewegung  des  Körpers  in  einer  Flüssigkeit  im  wesent- 
lichen identisch  ist  mit  der  im  leeren  Räume,  kann  man  leichter 
ableiten  als  der  Herr  Verfasser,  wenn  man  die  Ueberlegung  benutzt, 
dass  die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  offenbar  auch  die  Form 

haben  muss,  und  dass  also  der  Einfluss  der  Flüssigkeit  lediglich 
in  einer  Modification  der  Grössen  A  und  C  bestehen  kann. 

F.  K. 

E.   GfiRLACH.     Zur  Theorie  des  Segeins.    Pr.(No.99)Lni8en- 

Btadt.  Oberrealschale  Berlin.  32  S.  n.  1  Taf.  4». 

Anlass  zur  Verfassung  der  vorliegenden  Arbeit  war  die 
Frage,  ob  es  möglich  sei,  segelnd  eine  grössere  Geschwindigkeit 
als  die  des  treibenden  Windes  zu  erreichen.  Der  Verfasser  legt 
seinen  Berechnungen  die  Vorstellung  zu  Grunde,  dass  der  Druck 
von  Flüssigkeiten  gegen  feste  Wände,  entsprechend  den  Unter- 
suchungen von  Lord  Rayleigh  und  Kirchhoff,  durch  die  Formel 

jV  ^  £,  yi  ^1  (4-+7r)co8^  ^, 
2g  4  +  7rcos^ 
gegeben  werde,  wo  w  die  relative  Geschwindigkeit,  ^  die  Rich- 
tung des  Stromes  gegen  die  Normale,  F,  die  getroffene  Fläche, 
y^  das  Gewicht  des  Kubikmeters  der  Flüssigkeit,  5,  eine  Con- 
stante  bedeutet.  Diese  Formel  wendet  der  Verfasser  zur  Be- 
rechnung des  Winddruckes  auf  das  Segel  eines  Schiffes  an. 
Bildet  die  Fahrtrichtung  mit  der  Kielrichtung  den  Winkel  a,  so 
setzt  er  ferner  den  Widerstand    des   Wassers   in    Richtung   des 
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Kieles  üTe'coso  and  in  Richtung  senkrecht  zur  Breite  K^v^ma, 
Ferner  wird  mit  y  der  Winkel  zwischen  dem  wahren  Wind  and  ■ 
der  Fahrtrichtung  bezeichnet,  der  Winkel  zwischen  der  letzteren 
und  dem  scheinbaren  Wind  mit  ß]  endlich  mit  d  der  Winkel 
zwischen  der  Segelnormale  und  der  Schiffsrichtung.  Dann  be- 
stehen zwischen  der  Schiffsgeschwindigkeit  v,  der  wahren  Wind- 
geschwindigkeit a  und  der  scheinbaren  Windgeschwindigkeit  w 
die  rein  geometrischen  Gleichungen 

V  u>  a 

sin(/J— y)""    siny         sin/?' 
ferner  erkennt  man,  dass 

(9)        a  +  ß  =  d  +  &. 
Setzt  man 

so   erhält   man   aus    dem    Gleichgewicht    der    Krftfte   folgende 

Gleichungen : 

(7)        tgd  =  itga, 

(6)        cosasin'C/J— y)  =  x  sin }^ cos d cos ^:  (l+  -j-cos^)- 

Endlich  ergiebt  sich  fttr  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  des 
Schiffes  zu  derjenigen  des  Windes 

^  ^  8in(/>-y) 
sin/? 
Die  Frage,  um  welche  es  sich  handelt,  ist  nun  die,  bei 
welcher  Segelstellung  ist  für  gegebene  Fahrt-  und  Windrichtung 
r  ein  Maximum;  dies  kommt  darauf  hinaus,  ß  bei  gegebenem  ^ 
zu  einem  Maximum  zu  machen.  Wird  tou  der  Abtrift  abg^ 
sehen,  ferner  ein  vereinfachtes  Widerstandsgesetz  zu  Grunde  ge- 

legt,  so  vereinfachen  sich  die  Gleichungen,  falls =*'ge- 

setzt  wird,  folgendermassen : 

(6')        8in*(iff-y)  =  Jlt'sinVcosdcos*, 

(9')  ß  =  d  +  &. 

Dann  wird 

dß  ^         tg»-tgJ 

dd        te»  +  2cte(ß-Y)  ' 
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Damit  ein  Maximum  eintrete,  muss  also  werden 

Endlich  erhalten  wir  aus  (6')  die  Gleichung 
(11)        ctgy  =  ctg2J  +  ifc  cosecd. 
EKe  Schiffsgeschwindigkeit  wird 

IL  siny 
'     smo  ' 

oder  wenn  cosd  =  a;  gesetzt  wird: 

kx 


r  = 


yi-2Äx  +  ÄV4-4Äa?» 

Im  Anschluss  an  diese  Gleichung  untersucht  der  Verfasser 
die  Frage,  ob  r  den  Wert  1  erreichen  könne,  und  findet,  dass 
der  hierzu  erforderliche  Wert  4'  =  3|  bei  weitem  nicht  erreicht 
wird.  Weiter  wird*  die  Frage  untersucht,  in  welcher  Art 
man  am  besten  kreuzt,  um  ein  Ziel  möglichst  schnell  zu  er- 
reichen; es  ergiebt  sich,  dass  dieses  nur  nach  zwei  festen,  dem 
Schiffe  eigentümlichen  Hauptkreuzungsrichtungen  geschehen  kann, 
so  dass  von  dem  Ziele  nur  die  Länge  der  auf  die  einzelnen 
Richtungen  entfallenden  Weglängen  abhängt. 

Im  weiteren  Verlauf  löst  der  Verfasser  dieselbe  Aufgabe 
unter  Berücksichtigung  der  Abtrift  (a)  und  des  genaueren  Luft- 
druckgesetzes. Es  ergiebt  sich,  dass  die  günstigste  Lage  der 
Segelnormale  erheblich  näher  am  Kiele  liegt,  als  sich  bei  der 
Annäherung  ergeben  hatte.  Ein  Vergleich  der  Theorie  mit  der 
.Erfahrung  bildet  den  Schluss  der  Abhandlung.  F.  E. 

Leglkr.      Zur  Theorie    der  Stabscbwimmer    mit  Nutz- 
anwendung auf  die  Wassermessungen  beim  Rheinfall 

1887.     Schweiz.  Bauztg.  XI.  70-71,  152-154. 

J.  Amsler-Laffon.     Zur   Theorie  der  Stabschwimmer. 

Ebenda  92-94. 

Vorausgesetzt  wird  bei  der  hier  vorgetragenen  Theorie,  dass 
die  Geschwindigkeit  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Tiefe  x 
durch  die  parabolische  Formel 


©  =  v^—kx^ 


FortMhr.  d.  Math.  XX.  9. 
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bestimmt  sei.  Die  Tiefe  I,  der  mittleren  Geschwindigkeit  ist  mit 
der  ganzen  Tiefe  t  verbanden  durch  die  Formel 

/,  =  -7=-  =  0,577  L 

'     ys 

Der  Stabschwimmer  hat  eine  zwischen  der  grössten  nnd  der 
kleinsten  Geschwindigkeit  des  Stromes  liegende  mittlere  Ge 
schwindigkeit.  Dieselbe  ist  dadurch  bestimmt,  dass  der  Antrieb 
der  oberen  Schichten  gleich  dem  Widerstand  der  unteren  sein 
muss.    Wir  erhalten  diese  Tiefe  h  aus  der  Formel: 


/\v^v,ydx  ^f\v,'-vydx 


ü  h 

oder 

Sie  liefert  die  Gleichung 

(»_UÄV  +  5**«-^fc*  =  0, 
deren  Wurzel 

Ä  =  0,  610« 
ist.    (Legier  findet  in  Folge  eines  Rechenfehlers  0,5670-    Durch 
Vg  und  Vk  ausgedrückt,  erhält  man 

Nun  hat  der  eingetauchte  Stab  nicht  die  volle  Länge  der  Tiefe 
Tj  sondern  ist  nur  ein  Bruchteil  a  der  letzteren.  Daher  bat 
man 

Ä  =  0,  eiOaT. 

T 

Die  mittlere  Geschwindigkeit  gehört  zur  Tiefe -y:^,  und  also  ist 

Für  a  =  0,85  giebt  das 

v„,  =  PAl,240-ro  0,240.  F.  K. 


G.  ToLKMiTT.     üeber  das  Zuschlagen  der  Schleusenthore 
im  strömenden  Wasser,     z.  f.  Banwesen.  xxxvill.  410-423. 
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Wenn  eine  Platte,  die  senkrecht  zur  Richtung  eines  Stromes 
von  der  Geschwindigkeit  v  steht,  um  eine  yerticale  Axe  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  oi  gedreht  wird,  so  wird  der  Druck  in 
der  Entfernung  x  von  der  Axe  k(o — xcu)',  und  zwar  ist  der 
Druck  im  Sinne  der  Drehrichtung  oder  entgegengesetzt  gerichtet, 
je  nachdem  wx   kleiner   oder   grösser   als  v  ist.    Ist  die  Breite 

der  Thüre  /,  so  ergiebt  sich,  wenn =  u   gesetzt   wird,    für 

das  Moment  dieses  Druckes 

M  =  kt'Fia—^u  +  iu')  oder  *c'F/{i(— )  — |  +  |.|i— ^m»!, 

je  nachdem  u  ^  oder  >  1  ist.  Wirken  keine  anderen  Kräfte 
als  der  Stoss  des  Wassers,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  Bewegung  des  Schleusenthores  die  Gleichung  (T  =  Träg- 
heitsmoment): 

^^  =  «-     . 

Die  weiteren  Folgerungen  aus  dieser  Gleichung  bieten  um  so 
weniger  Interesse,  als  Herr  Tolkmitt  ihre  Gültigkeit  auch  für 
andere  Lagen  als  ffir  die  zur  Stromrichtung  senkrechte  anzu- 
nehmen scheint.  Die  Verdeutschung  des  Begriffs  relative  Ge- 
schwindigkeit durch  vergleichsweise  Geschwindigkeit  scheint  uns 
sehr  unglücklich  gewählt  zu  sein.  F.  K. 


Bernardi.     Sopra  un  curioso  problema  di  idrodinamica 

pratica.      Ven.  lat.  Atti.  (6)  VI.  1309-1348. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  sogenannten  Ausfluss- 
reaction,  d.  h.  mit  denjenigen  Kräften,  welche  auf  ein  Gefäss 
ausgeübt  werden,  wenn  Flüssigkeit  in  dasselbe  ein-  oder  aus- 
strömt. Es  möge  in  der  Zeiteinheit  die  Masse  m  an  einer 
Stelle  ^ofVo/^o  ™'^  den  Geschwindigkeitscomponenten  y^y^i^o 
eintreten,  und  an  einer  anderen  Stelle  x^^y^^  »^  mit  den  Gompo- 
nenten  ti^,  v,,  tD^  das  Gefäss  verlassen.  Wirken  dann  keine  anderen 
Kräfte  auf  die  Flüssigkeit  als  diejenigen,  welche  der  feste  Körper 
auf  dieselbe  ausübt,   so  sind  die  auf  den  festen  Körper  ausge- 

64* 
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fibten  Kräfte 
ond  die  Momente 

G^  =  -»»(*i«,--«,»,-»o»o  +  *o»«)t 

Man  kann  also  dieses  Kräflesystem  dorcb  je  eine  im  Eintrins* 
punkt  bez.  Austrittspankt  angreifende  Kraft  ersetzen,  welche 
gleich  resp.  entgegengesetzt  gerichtet  ist  der  an  der  betreffenden 
Stelle  herrschenden  Geschwindigkeit,  und  deren  Grösse  gleich 

«y«r+^^    resp.    m'fu\  +  e\^w\ 
ist 

Nach  anderen  Anwendungen  macht  der  Verfasser  hienron 
Gebrauch,  um  die  Anflussreaction  in  einer  Terticalen  Warn! 
eines  Gefässes  zu  bestimmen.     Dieselbe  ist  offenbar 

F=  mv. 
Die  Masse,  welche  das  Gefass  verlässt,   ist,    wenn  d  das  speci- 
fische  Gewicht,  &;  die  Grösse  der  Oeffnung,  und  ^  die  Contractiu 
yenae  bezeichnet: 


d 

1»  =    /UUW, 


so  dass  sich  ergiebt 


wo  A  die  Druckhöhe  ist     Mit  /u  =  0,62  ergiebt  dies 

F  =  l,24dwÄ.  F.  K. 


H.  RiEHN.      Die    Wirkungsweise    der    Schiffsschrauben. 

Z.  dUcb.  log.  XXXIl.  633*637,  658-662. 

Der  Verfasser  bemängelt  die  in  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  910 
besprochene  Arbeit  von  Herrn  Gerlach  insofern,  als  dieser  den 
Druck  des  Wasserstromes  gegen  eine  feste  Wand  proportional 
dem  Cosinus  des  Winkels  zwischen  Stromrichtung  und  Normale 
der  Wand  setzt.  Er  bemerkt  dazu:  „Derartige  [theoretische] 
Entwickelungen  kniipfen  sich    im  Interesse   der  Einfachheit  der 
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Rechnung  leider  immer  an  Voraussetzungen,  welche  mit  den 
thats^chlichen  Erscheinungen  in  bedenklichem  Widerspruch  stehen, 
sodkss  man  ihnen  von  vornherein  keine  grössere  Berechtigung 
als  den  auf  wesentlich  empirischer  Grundlage  stehenden  An- 
nahmen der  technischen  Hydromechanik  zugestehen  kann.''  Ein 
weiterer  Mangel  der  Formeln  des  Herrn  Gerlach  soll  der  sein, 
da88  in  ihnen,  wie  in  den  älteren  Formeln,  der  Treibdruck  sich 
proportional  dem  Quadrate  des  Rücklaufes  ergiebt,  trotzdem 
dieser  Rücklauf  unter  Umständen  Null  oder  selbst  negativ  wer- 
den kann. 

Dem  entsprechend  unternimmt  der  Verfasser  eine  neue  Be- 
handlung des  Gegenstandes  vom  Standpunkte  des  Empirikers 
aus.  Uns  erscheinen  die  Voraussetzungen  und  Annahmen,  die 
der  Rechnung  zu  Grunde  liegen,  nicht  frei  von  Willkürlichkeiten. 

F.  K. 

Sir  William  Thomson.  Five  applications  of  Fourier's 
law  of  diffusion,  illustrated  by  a  diagram  of  curves 
with  absolute  numerical  values.     Nature  XXXVIIL  571-573. 

Vortrag  in  der  British  Association,  über  die  Themata:  1)  Be- 
wegung einer  zähen  Flüssigkeit.  2)  Geschlossene  elektrische 
Ströme  in  einem  homogenen  Leiter.  3)  Wärme.  4)  Substanzen 
in  Lösung.  5)  Elektrisches  Potential  in  dem  Leiter  eines  unter- 
seeischen Kabels,  wenn  die  elektromagnetische  Trägheit  vernach- 
lässigt werden  kann.  Lp. 

A.   Halkowich.     Das  Hydro- Locomobile  Nossian^s. 

,  Mitt.  ab.  Art.  n.  Genie.  XIX.  351-366. 

I 

Neben  einer  Beschreibung  dieses  Motors  findet  man  auch 
eine  Entwickelung  der  zur  Berechnung  des  Effectes  nötigen 
Formeln.      •  Lp. 

j    F.  Grashof.     Theoretische  Maschinenlehre,   III.   4. 

Hambarg  u.  Leipzig.  L.  Voss.  S.  481-640. 

Diese   vierte   Lieferung   der    „Theorie  der  Kraftmaschinen" 
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enthilt  die  allgemeinen  Erörternngen  der  Verh&ltDisse  von  Dampf- 
masehinen  ond  'demnächst  die  Bestimmungen  des  indicirtec 
Effects  für  Ein-  nnd  Zweicylindermaschinen.  Sbt. 


H.  Leaute.  Sor  un  moyen  d'obtenir  un  diagramme 
de  d^tente  d'une  forme  donn^e  dans  les  macbines  de 
genre  ( Wliss  ä  admission  et  ecbappement  ind^pendanu. 

Soc.  Philom.  U^m.  43-50. 

Der  Verfasser  bestimmt  fftr  die  Corlissmaschinen  näherun^ 
weise  die  Bewegung  eines  Schiebers  aus  derjenigen  des  Kolben 
und  löst  dann  die  umgekehrte  Aufgabe:  fftr  eine  gegebene  B^ 
Ziehung  zwischen  beiden  die  daftlr  geeigneten  Werte  der  Ele 
mente  des  Mechanismus  zu  ermitteln.  Sbt 


! 


L.  Nikolai.  Ermittelang  der  Dnrchflussweite  vou  Brficken. 

Samml.  d.  Wegeb.-lDg.-Inst.  i.  St.  Petersburg.  XIII.  39  S.  (Boseisch) 

Diese  Abhandlung  ist  nicht  beendet;  sie  entb&lt  eine  Ueber- 
sicbt  verschiedener  Formeln  und  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Geschwindigkeit  und  des  Wasserquantums.  Bb. 

Pfl.  Maximbnko.     Vorlesungen  über  Hydraulik.      Samml 

d.  Wegeb.-Iog.-lDBt.  zq  St.  Petersborg.  XIII.  XV.  129-167.  (Rowiscb.) 
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Potentialtheorie. 

C.  Nkumann.      Ueber    das    Verhalten    der    Green'schen 
Function    an    der   Grenze   ihres   Gebietes.      Leipi.  Ber. 

H)3-167. 


Gapitel  5.     Poteotialtheorie.  1015 

Dieser  Aufsatz  ist  nur  ein  kurzer  Auszug  aus  der  hier  fol- 
genden Abhandlung.  N. 

C.   Neumann.      Uel)er    die   Methode   des  aritbmetiscbeu 
Mittels.     Zweite  Abhandlung.     Leipz.  Abb.  xiv.  565-726, 

Ruch  sep.  Leipzig,  flirzel. 

In  der  a;y^Ebene  sei  eine  geschlossene  Curre  a  gezeichnet, 
durch  welche  diese  Ebene  in  einen  äussern  Teil  9  und  einen 
innern  Teil  3>  zerfällt.  Ferner  mag  unter  einer  Fundamental- 
function  des  Gebietes  ^  eine  Function  von  x^  y  verstanden  sein, 
die  folgenden  Anforderungen  entspricht:  Erstens  soll  sie  auf  % 
inclusive  cf,  eindeutig  und  stetig  sein.  Zweitens  sollen  auf  % 
exclusive  a,   die   ersten   und  zweiten  Ableitungen  der  Function 

stetig  und  ^  -^  +  ^t  =  0  sein.    Gomplicirter  ist  die  Definition 

einer  Fundamentalfunction  des  Gebietes  3(,  worauf  hier  nicht 
weiter  eingegangen  werden  soll. 

Es  sei  ($,  17)  ein  auf  der  Curve  a  liegender  Punkt;  die 
Bogenlänge  desselben  (gerechnet  von  irgend  einem  festen  Punkte 
aus)  mag  ebenfalls  o  heissen.  Ferner  sei  &  das  Azimuth,  unter 
welchem  die  in  ($,  rj)  an  die  Curve  gelegte  Tangente  gegen  die 
x-Axe  geneigt  ist.  Denkt  man  sich  nun  längs  der  Curve  irgend 
welche  Werte  f  vorgeschrieben,  und  betrachtet  man  f  und  d'  als 
Functionen  der  Bogenlänge  a,  so  gilt  folgender  Satz  (Seite  82): 

Sind  ^,  ~J~^  \r^t  f)  -^stetigeFunctionen  von  a,  ist  ferner 
-r\  eine  abteilungsweise  stetige  Function  von  a,  und  ist  endlich 

-~r-  Überall  ^  0,  so  wird  die  den  Werten  f  entsprechende  Fun- 
damentalfunction V  =  ^  (^)  y)  des  .  Gebietes  2>  ^^^^^  allein 
existiren,  sondern  zugleich  auch  von  solcher  Beschaffenheit  sein, 
dass  die  Differentialquotienten 

— ^—  und  -3— 
öx  oy 

bei  einer  Annäherung    des  Punktes  {x^  y)  an  den   Rand  a  des 
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Gebietes  3  gegen  bestimmte  endliche  Werte  convei^ren.  Oder 
genauer  und  vollständiger  ausgedräckt:  Es  werden  alsdann  diese 
Differentialquotienten  mclusive  ihrer  soeben  genannten  Conver- 
genzwerte  wiederum  zwei  Fundamentalfunctionen  des  Gebietes 
3  sein. 

Man  kann  den  Satz  auch  so  aussprechen:  Sind  die  in  Be- 
zug auf  ^  und  f  gemachten  Voraussetzungen  erf&llt,  so  existiren 
drei  Fundamentalfunctionen  V,  *P, ,  V,  des  Gebietes  %  von  denen 
die  erste  die  vorgeschriebenen  "Randwerte  f  besitzt,  und  die 
gleichzeitig  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  fhr  jeden  inner- 
halb S  gelegenen  Punkt  (x,  y)  die  Relationen  stattfinden: 

Ganz  Analoges  gilt  für  das  Gebiet  S.  —  Femer  werden 
vom  Verfasser  folgende  Sätze  aufgestellt  (Seite  140): 

I.  Die  das  Gebiet  3  begrenzende  Curve  sei  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  ^,  -7—,  -^-^  stetige  Functionen  der  Bogen- 

länge  a  sind,  und  dass  überdies  -r—  durchweg  ^  0  ist  Ferner 

sei  c  ein  fester  Punkt  innerhalb  %  Alsdann  werden  stets  drei 
Fundamentalfunctionen  t/,  ff,,  U^  des  Gebietes  3  existiren  von 
solcher  Beschaffenheit,   dass   erstens   für  jedweden   Bandpnnkt 

[/  =  log    -  ist,  wo  r  den  Abstand  des  Randpunktes  vom  festen 
r 

Punkte  c  vorstellt,   und   dass   zweitens   für  jeden  Punkt  (x,  y) 

innerhalb  3  ^^^  Relationen  stattfinden: 

Diese  Function  U  kann  die  dem  Punkte  c  entsprechende  Green'- 
sehe  Function,  und  0  ihr  Gentralpunkt  genannt  werden. 

IL  Setzt  man  nun  mit  Bezug   auf  einen   beliebigen  Punkt 

ß  =  (iog-^)-r, 
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SO  wird  ii  eine  FuDCtion  von  (x^  y)  sein,  welche  am  Rande  von 
3  überall  ==  0  und  innerhalb  3  überall  >  0  ist. 

III.  Ferner  wird  alsdann    der    nach    der  innern  Normale  v 

des  Randes   gebildete  Diflferentialquotient  -^  längs  des  Randes 

stetig  nnd  >  h  sein,  wo  k  eine  bestimmte  positive  und  von  Null 
verschiedene  Constante  vorstellt. 

IV.  Unter    Anwendung    der   in    I.    genannten    Functionen 
t/,,  V^  'definire  man  jetzt  eine  neue  Function  K  durch  das  Integral: 

dabei  soll  der  feste  Anfangspunkt  (a?^,  y^)  der  Integrationscurve 
innerhalb  3  liegen,  und  die  Curve  selber  in  ihrer  Bewegung 
auf  das  Innere  von  3  beschränkt  sein.  Sodann  bezeichne  man 
die  Coordinaten  des  festen  Punktes  c  mit  a,  fr  und  definire  die 
complexen  Grössen  a,  c,  W^  w  durch  die  Formeln :  »  =  a?  -|-  ly, 
c  =  a  +  ib^  W^=r/+iF,  und  durch  die  weitere  Formel: 

Alsdann  besitzt  to  folgende  Eigenschaften: 

a.  Der  Differentialquotient  -r—  existirt  in  jedwedem  Punkt 

s  des  Gebietes  3«  Auch  ist  die  Entstehungsweise  desselben  in 
jedem  solchen  Punkt  z  eine  von  allen  Seiten  her  äquiconvergente. 

Auch  sind  to  und  —,—  Fundamentalfunctionen   des   Gebietes  % 

ß.  Der  mod  w  ist  in  jedem  Randpunkt  =  1,  und  in  jedem 
Punkt,  der  innerhalb  3  l'^g^  <  ^• 

v.  Der  mod— T—  ist  längs   des  Randes   überall  verschieden 

dz 

von  Null. 

V.  (Seite  146.)    Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  durch  die 

Function 

u)  =  (ä— c)e^ 

eine  Abbildung  des  Gebiets  3  bewirkt  wird,  die  für  alle  Punkte 

des  Gebietes  (inclusive  der  Randpunkte)  eine  in  den  'kleinsten 

Teilen  ähnliche  ist,  und  dass  das  Resultat  dieser  Abbildung  eine  in 
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der  tr-Ebene  um  den  Punkt  tr  =^  0  mit  dem  Radios  1  beschrie- 
bene Kreisfläche  ist. 

Der  Weg,  auf  welchem  der  Verfasser  zu  diesen  Sätsen  ge- 
langt, ist  sehr  complicirt  und  beschwerlich.  Es  wäre  wohl  zu 
wünschen,  dass  es  gelingen  möchte,  einen  einfacheren  Weg  zu 
entdecken.  N. 


G.  Appelroth.      Einige    Sätze    ttber    das    Potential. 

Moek   Math.  Samml.  XIV.  329-33Ö.  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  untersucht  die  Bedingungen,  welche  voll- 
ständig das  Körper-  und  Oberflächenpotential  in  jedem  Pankte 
des  Raumes  bestimmen;  unter  denselben  Bedingungen  giebt  es 
nur  eine  Verteilung  der  Massen,  welche  gegebene  analytische 
Ausdrücke  für  das  innere  und  äussere  Potential  besitzen. 

Ms. 

E.   PiCARD.     Siir  un   tb^or^me  relatif  k  rattraction. 

0.  R.  CVII.  984-985. 

J.  Bkrtrand.     Remarques  relatives  k  la  comninnication 
de  M.  Picard.     C.  R.  CVIL  985-986. 

In  einer  Vorlesung  am  College  de  France  hatte  Herr  Ber- 
trand den  Satz  mitgeteilt:  Eine  Schar  geschlossener  Oberflächen 
habe  folgende  Eigenschaft:  Belegt  man  irgend  eine  der  Flächen 
mit  einer  Massenschicht,  deren  Dichtigkeit  dem  Abstand  von  der 
unendlich  nahen  Fläche  umgekehrt  proportional  ist,  so  möge  jene 
Schicht  auf  einen  im  Innern  der  Fläche  gelegenen  Punkt  keine 
Anziehung  ausüben.  Dann  sind  die  ausserhalb  der  Massenschicht 
liegenden  Flächen  Niveauflächen.  Diesen  Satz  beweist  -Herr 
Picard  folgendermassen :  Ist 

f(^,  tf,  ä)  =  * 
die  Gleichung  der  Flächenschar,   so  ist  die  Dichtigkeit  der  Be- 
legung proportional 

Zwei  Flächen  S  und  S'  der  Schar,   die  beide  den  angezogenen 
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Punkt  A  umschliesseo,  seien  nach  jenem  Gesetze  mit  Masse  be- 
legt. Das  Potential  jeder  dieser  Flächen  ist  dann  von  der  Lage 
von  A  unabhängig.  Dasselbe  gilt  mithin  von  der  Differenz 
beider  Potentiale.  Diese  Differenz  aber  lässt  sich  durch  ein 
dreifaches,  über  das  von  S  und  S'  begrenzte  Volumen  zu  er- 
streckendes Integral  ausdrücken.  Dasselbe  geht,  wenn  die  Flächen 
S  und  S'  einander  unendlich  nahe  liegen,  in  ein  mit  dl  multi- 
plicirtes  Oberflächenintegral  über.  Daraus,  dass  letzteres  con- 
stant  46t,  folgt,  dass  der  Punkt  A  auch  dann  keine  Anziehung 
erleidet,  wenn  die  Fläche  S  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit 


i/(-S)"+(fy+(f)" 

belegt  ist.  Die  beiden  Belegungen  (1)  und  (2)  können  sich  aber 
für  dieselbe  Fläche  nur  um  einen  constanten  Factor  unterschei- 
den; das  Verhältnis  der  Ausdrücke  (1)  und  (2)  muss  also 
gleich  F(f)  sein,  d.  h.  die  betrachtete  Flächenschar  muss  aus  iso- 
thermen Flächen  bestehen. 

Herr  Bertrand  teilt  im  Anschluss  daran  die  rein  geometrischen 
Betrachtungen  mit,  die  ihn  auf  den  Satz  geführt  haben. 

Wn. 

A.  R.  Johnson.      Harmonie  decomposition    of  functions 
and  some  allied  expansions,    Lond.  m.  s.  Proc.  XIX.  75-89. 

Die  bekannte  Aufgabe,  aus  dem  Wert,  den  das  Potential 
an  einer  gegebenen  Kugelfläche  annimmt,  das  Potential  für 
äussere  und  innere  Punkte  zu  bestimmen,  wird  hier  für  den 
Fall,  dass  der  gegebene  Potentialwert  eine  rationale  ganze  Func- 
tion der  Coordinaten  ist,  in  einer  neuen  Form  gelöst.  Der  Wert, 
den  das  Potential  an  der  Kugel  r  =^  a  annehmen  soll,  sei  zu- 
nächst eine  homogene  ganze  Function  n^^^  Ordnung  der  Coor- 
dinaten fn{x^  y,  2),  ^ß  wird  für  das  Potential  eines  beliebigen 
inneren  resp.  äusseren  Punktes  die  Reihe  angenommen: 
(B)         V,  =  q>J,  +  y,  vY«  +  qp,  vV»  '+•••, 

(C)  Va  =   (p'Jn  +  9;  VYn  +  ^i  V Yn   +  '  '  ' , 
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WO  v^  ^^^  bekannte  Operation  bedeutet,  während  die  Functionen 
(p,  <p'  zu  bestimmende  Functionen  yon  r,  dem  Abstände  vom  Mittel- 
punkte, sind.  Bildet  man  nun  \y^V^  so  erhält  man  eine  Summe 
von  Termen,  die  ebenfalls  /"„,  V^fn»  V*/«  etc.  zu  Factoren  haben. 
Der  Gleichung  y^  K  =  0  kann  man  dann  dadurch  genfigen, 
dass  man  die  Coefficienten  von  /«,  v^A?  V*/«  ©tc.  för  sich  ver- 
schwinden lässt.  Dadurch  ergiebt  sich  fflr  die  Functionen  9,  ip' 
die  nötige  Zahl  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen;  die- 
selben lassen  sich  leicht  integriren.  Bestimmt  man  die  Mbi  der 
Integration  auftretenden  willkürlichen  Constanten  so,  dass  an 
der  Kugelfläche  r  =  a  die  Functionen  7,,  9^,  ...,  9',,  g>[j  ... 
verschwinden,  während  %  und  g}'^  dort  gleich  1  werden,  so  ist 
die  Aufgabe  gelöst.     Die  Ausführung  der  Rechnung  ergiebt: 

9>o  =  h         (Po  =  (7)  "    , 

2(2» -^45  4- 4p +  1)     (2fi~45+2p-l)!(n-~^+p)i    ^^^^^a, 
pl(«-p)!  (2n-2«-l-2p-fl)!(fi-2«+p-l) 

wo  qp"»  aus   9)2,  durch  Vertauschung   von  a   und   r   hervorgeht. 

Fasst  man  in  der  Entwickelung  (B)  die  Glieder  gleicher 
Ordnung  in  Bezug  auf  r   zusammen,    so   sind    die  CoefScienten 

der  einzelnen  Potenzen  von  —  die  Glieder  der  Reihe,  die  man 

a 

erhält,  wenn  man  fn(x,  y,  s)  nach  Kugelfunctionen  entwickelt. 

Der  Ausdruck  fflr  F«  lässt  sich  übrigens,  wie  gezeigt  wird, 
noch  auf  eine  andere  Weise  darstellen,  nämlich  mit  Hülfe 
einer  gewissen  Determinante,  deren  erste  Verticalreihe  die  Glieder 
^^  fnj  vYnj  VY«i  •  •  •  enthält,  während  die  Glieder  der  ersten 

Horizontalreihe  F,  (—j  ,  ^ — j     ,    ...,    alle    übrigen    Glieder 

aber  rein  numerische  Coefficienten  sind. 

Der  Verfasser  berechnet  noch  die  Dichtigkeit,  mit  der  man 
die  Kugelfläche  belegen   muss,   um   das   obige  Potential   zu  er- 
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halten,  und  löst  dann  das  analoge  Problem  für  die  von  zwei 
concentrischen  Kngeln  begrenzte  Schale.  Ist  der  gegebene  Po- 
tentialwert nicht  mehr  eine  homogene  Function  /«,  wohl  aber 
noch  eine  ganze  Function  der  Goordinaten,  so  gelangt  man  durch 
mehrmalige  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  zum  Ziel;  es 
erfordert  dies  allerding»  weitläufige  Rechnungen. 

Zum  Schluss  wird  der  obige  Ansatz  (B),  (G)  noch  auf  den 
Fall  angewandt,  dass  an  Stelle  der  ganzen  homogenen  Function 
fn  eine  homogene  Function  nullter  Ordnung  f(a?,  y,  ä)  tritt.  Die 
Reihen  für  Vi  und  F«  sind  dann  nicht  mehr  endlich,  wie  vorher; 
die  Frage,  ob  dieselben  convergiren,  wird  zwar  berührt,  aber 
nicht  in  genügender  Weise  erledigt.  Wn. 


E.  Liebenthal.     Das  Potential  des  Ellipsoids.    Hamb.  Mitt. 

237-255. 

Die  bekannten  Formeln  für  die  Anziehung  der  Ellipsoide 
werden  hier  nach  zwei  Richtungen  hin  erweitert,  indem  einmal 
an  Stelle  der  constanten  Dichtigkeit  eine  nach  einem  gewissen 
Gesetze  variable  Dichtigkeit,  sodann  an  Stelle  des  Newton'schen 
Gesetzes  ein  anderes  Anzi^hungsgesetz  tritt.  Ist  Yß  das  Poten- 
tial eines  Ellipsoids,  dessen  Dichtigkeit  eine  rationale  ganze 
Function  der  Goordinaten  ist,  Pß  das  Potential  desselben  Ellip- 
soids für  die  Dichtigkeit  1,  während  die  Anziehung  Aach  dem 
Gesetze  r^  erfolgt,  so  wird  zunächst  gezeigt,  dass  sich  die  Be- 
stimmung von  Vß  auf  die  von  P  mit  verschiedenen  Indices  zu- 
rückführen lässt.  'Diese  Reduction  beruht  wesentlich  auf  wieder- 
holter Anwendung  der  teilweisen  Integration  sowie  auf  der  Dar- 
stellung der  höheren  Differentialquotienten  der  Entfernung  r  durch 
eine  nach  Potenzen  der  ersten  Ableitungen  von  r  fortschreitende 
Reihe.  Als  Resultat  ergiebt  sich  für  Vß  eine  endliche  Doppel- 
reihe, deren  einzelne  Glieder  Differentialquotienten  verschiedener 
Ordnung  von  P  sind,  multiplicirt  mit  ganzen  Potenzen  der  Goor- 
dinaten des  angezogenen  Punktes  sowie  mit  numerischen  Goef- 
ficienten.  Inbesondere  lässt  sich  das  Newton'sche  Potential  FL.2 
mit  Hülfe  von  P_2,  Po,  P+a  etc.  ausdrücken. 

Weiter  wird  P^n  für  iniere  Punkte  (t)  nach  dem  bekannten, 
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zuerst  von  LagraDge  benutzten,  Verfahren  berechnet,  das  in  der 
Einführung  räumlicher  Polarcoordinaten  besteht,  deren  Pol  der 
angezogene  Punkt  ist.  Durch  Ausführung  der  betreffenden  Rech- 
nung folgt  die  Formel 

worin    a^^    a,,    a,     die    Axen     des    Ellipsoids    sind,     während 

b  r=  ya^^s  ist.      Wünschenswert  wäre  es  gewesen,   wenn  der 

vorstehende  Ausdruck  für  P^n  in  eine  symmetrische  Form  ge- 
bracht wäre,  was  ohne  grosse  Mühe  möglich  ist. 

Mittels  des  verallgemeinerten  Ivorj'schen  Satzes  ergeben 
sich  ferner  die  Anziehungscomponenten  für  äussere  Punkte,  end- 
lich wird  auch  V^  durch  eine  Summe  von  einfachen  Integralen 
dargestellt.  Das  Resultat  wird  auf  einige  specielle  Fälle  ange- 
wandt und  schliesslich  noch  ermittelt,  wie  man  die  im  Innern 
des  Ellipsoids  enthaltene  Masse  (von  variabler  Dichtigkeit)  über 
die  Oberfläche  zu  verteilen  hat,  ohne  die  Wirkung  auf  äussere 
Punkte  zu  ändern.  Wn. 

.1.  Bkrtrand.     Gönöralisation  d'un  th^orfeme   de  Gauss. 

C.  B.  CVir.  537-58-^. 

Wenn  eine  Kugel  ausserhalb  eines  anziehenden  Körpers 
liegt,  so  ist  der  Mittelwert  des  Potentials  in  den  verschiedenen 
Punkten  der  Kugel  gleich  dem  Potential  bezüglich  des  Mittel- 
punktes dieser  Kugel.  Indem  Hr.  Bertrand  die  Vollkugel  durch 
eine  Kugelfläche  ersetzt,  gelangt  er  zu  den  folgenden  Sätzen,  die 
jedoch,  ebenso  wie  der  vorangehende,  auch  schon  von  Gauss 
ausgesprochen  sind  (Werke  V.  222.  Art.  20): 

„Wenn  die  Kugelfläehe  den  anziehenden  Körper  einschliesst, 
so  ist  der  Mittelwert  des  Potentials  gleich  der  durch  den  Kugel- 
radius geteilten  anziehenden  Masse.  Wenn  der  anziehende  Kör- 
per zum  Teil  innerhalb,  zum  Teil  ausserhalb  der  Kugel  liegt^ 
so  ist  der  Mittelwert  des  Potentials  auf  der  Kugelfläche  gleich 
dem  Potential  im  Kugelmittelpunkte  für  die  äussere  Masse,  wenn 
es  um  die  durch  den  Kugelradius  geteilte  innere  Masse  vermehrt 
wird."  •  Lp. 
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U.  BiGLBR.      Potential    einer   elliptisclien    Walze.    «Hoppe 

Arch.  (2)  VI.  225-275. 

Die  vorliegende  Arbeit,  eine  Fortsetzung  des  Aufsatzes,  über 
den  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  926  berichtet  ist,  betrifft  lediglich 
das  Potential  einer  ebenen  Ellipse  von  constanter  Dichtigkeit. 
Der  Ausdruck  für  das  Potential  wird  zunächst  aus  dem  in  der 
früheren  Arbeit  bestimmten  Potential  des  Ellipsenumfangs  abge- 
leitet; späterhin  wird  zur  Ableitung  der  Diricblet'sche  discon- 
tinuirliche  Factor  benutzt.  Das  Resultat  ist  nicht  neu;  die  von 
anderen  Autoren  dafür  gegebenen  Ableitungen  sind  bedeutend 
einfacher,  als  die  des  Herrn  Bigler. 

Weiter  werden  das  Potential  sowie  die  Eraftcomponenten 
der  Ellipse  durch  elliptische  Integrale  in  der  Normalform  aus- 
gedrückt  und  die  gewonnenen  Ausdrücke  auf  specielle  Lagen 
des  angezogenen  Punktes  angewandt.  Die  hierbei  sich  ergeben- 
den Resultate  haben  ebenso  wenig  ein  erhebliches  Interesse  wie 
die  langen  zum  Ziele  führenden  Rechnungen,  die  wesentlich  den 
Charakter  von  Uebungsbeispielen  haben. 

Der  Verfasser  versucht  im  Verlaufe  seiner  Arbeit,  den  Satz 
über  die  Discontinuität  der  normalen  Anziehungscomponente 
einer  Fläche  einfacher  zu  begründen,  als  es  sonst  geschieht.  Er 
stützt  sich  dabei  aber  auf  die  Anziehung  eines  Kreises  von  con- 
stanter Dichtigkeit,  und  daher  kann  seine  Ableitung  durchaus 
nicht  als  ausreichend  angesehen  werden.  Wn. 


W.  BüRNSiDB.     Note  on  the  potential  of  an  elliptic  cy- 
linder.     Mess.  (2)  xvirr.  84-85. 

Pas  Potential  eines  elliptischen  Cylinders  wird  gewöhnlich 
dadurch  erbalten,  dass  man  in  dem  Ausdrucke  für  das  Potential 
eines  Ellipsoids  c  unendlich  werden  lässt.  la  dem  gegenwärtigen 
Aufsatze  erhält  der  Verf.  dasselbe  durch  eine  directe  und  ver- 
hältnismässig einfache  Integration.  Der  Verf.  ermittelt  auch  das 
Potential  eines  Vollcylinders  und  einer  dünnen  von  ähnlichen 
hyperbolischen  Cylindern  begrenzten  Schale.  Glr.  (Lp.) 
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ZOge^     Das  Potential  homogener   ringförmiger  Körper, 
insbesondere   eines  Kingkörpers   mit  Kreisqaerschnitt 

J.  für  Math.  CIV.  89-101. 

Das  Potential  eines  homogenen  Ringkörpers,  d.  h.  eines 
solchen,  der  durch  Rotation  eines  ebenen  Flächenstttcks  am  eine 
dasselbe  nicht  schneidende  Gerade  entstanden  ist,  lässt  sieh  durch 
einfache  Transformation  in  die  Form  bringen 

V  z:^  m  I      V  cos  q>  dq> -\'    /       -^ —  dq>. 

Darin  ist  V  das  Potential  des  ebenen  FlächenstQcks,  durch  dessen 
Rotation  der  Ringkörper  entsteht,  W  das  Potential  derselben 
Fläche  für  den  Fall,  dass  die  Anziehung  statt  nach  dem  Newton- 
seben Gesetze  mit  constanter  Kraft  erfolgt;  m  ist  der  Abstand 
des  angezogenen  Punktes  von  der  Ringaxe,  a  endlich  der  Ab- 
stand der  Projection  des  angezogenen  Punktes  auf  die  Ebene 
des  Meridianschnitts  von  einer  zur  Ringaxe  parallelen,  im  Me- 
ridianschnitt liegenden  Geraden.     Für  den  Ringkörper  mit  Kreis- 

dW 
Querschnitt  ist  V  bekannt.    -^ —  wird  vom  Verfasser  durch  ein 

analoges  Verfahren  ermittelt,  wie  es  Heine  zur  Bestimmung  des 
Potentials  eines  homogenen  Kreises  angewandt  hat  [J.  für  Math. 
LXXVI,  F.  d.  M.  V.  1873.  502].  Dadurch  ergiebt  sich  för  den 
Rin^^  mit  Kreisquerschnitt,  falls  zur  Abkürzung 

M*  =  Q*s^ — 5(fii'+y'+r' — ^')  — iii'+2TO«r  cos9)-f  in*cos*g» 
gesetzt  wird: 

r  ist  hier  der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  rotirenden  Kreises 
von  der  Ringaxe,  q  der  Radius  dieses  Kreises,  y  das  Lot  vom 
angezogenen  Punkte  auf  die  Aequatorebene  des  Ringes;  s^  ist 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung  u  =  0. 

Das  Integral ,  das  in  Bezug  auf  beide  Variabein  m  und  <p 
elliptisch  ist,  geht  für  m  =  0  in  ein  einfaches  elliptisches  Inte- 
gral über.  Im  allgemeinen  aber  lässt  sich  U  nicht  weiter  ver- 
einfachen, auch  dann  nicht,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Inte- 
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gration  vertauseht,  wodurch 

——---j===-  J      (m  cos  <p  +  r$)udq> 

a,       «(»+1)*V«+1   -{ 

wird.     Dabei    ist  9>,  diejenige  Wurzel   der  Gleichung   m  =  0, 
die  kleiner  als  n  ist, 


= ? '    ."'- ? 


Falls  der  angezogene  Punkt  innerhalb  des  Körpers  liegt,    wird 

<^o  =0- 

Zum  Schluss  wird  noch  gezeigt,  dass  durch  Anwendung  der 
Substitution 

msino) 

^=  tgx 

u 

der  Ausdruck  der  Anziehungscomponente  -^—  sich  in  drei  Teile 

zerlegen  lässt,   von  denen  der  eine  in  endlicher  Form  darstell- 
bar ist.  Wn. 


H.  DE  LA  GoüPiLLiERE.  Transformation  propre  ä  con- 
server  le  caractfere  du  potentiel  cylindrique  d'un  nombre 
limitä  de  points.      Soc.  Phil.  M^m.  27-33. 

Es  sei 

V  t=  2m\ogd 

das  logarithmiscbe  Potential  einer  gewissen  Zahl  fester  Centren. 
ö  ist  dabei  die  Entfernung  eines  variablen  Punktes  mit  den 
Polarcoordinaten  /,  t  von  einem  festen  Punkte,  dessen  Masse 
m  ist,  und  dessen  Coordinaten  A,  &  seien.  Wendet  man  auf  V 
eine  isotheime  Transformation  an,  indem  man 

Foruohr.  d.  Math«  XI.  3.  65 
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setzt,  unter  O  und  V  conjugirte  Functionen  verstanden,  so  ent- 
steht die  Frage,  wie  mttssen  die  Functionen  (D  und  W  bescbaffeD 
sein,  damit  der  transformirte  Ausdruck  wieder  das  logarithmisebe 
Potential  einer  andern  Zahl  von  festen  Centren  darstellt.  Dazu 
ist,  wie  die  Betrachtung  von  e^^  leicht  ergiebt,  erforderlich,  dass 
die  Function  (D  der  Bedingung  genügt 

unter  U   das    Product   einer   Anzahl   Factoren    von   der   Form 

(2— Ci)''*  verstanden.    Nimmt  man  zunächst   an,    dass  alle  Ex- 

m!  * 

ponenten  —  =1  sind,  so  kommt  die  Transformation  darauf  hin- 
m 

aus,  dass  der  Radiusvector  eines  veränderlichen  Punktes  durch 
das  Product  der  Abstände  dieses  Punktes  von  n  neuen  festen 
Centren  und  zugleich  das  Azimut  jenes  Radius  durch  die 
Summe  der  Azimute  der  letztgenannten  Abstände  ersetzt  wird. 
Aus  diesem  einfachen  Falle  ergiebt  sich  der,  bei  dem  die  Ex- 
ponenten—  positive  ganze  Zahlen  sind,  dadurch,  dass  man 
mehrere  der  neuen  Centren  zusammenfallen  lässt.  In  dem  Falle 
endlich,  wo  die  Exponenten  —  auch  negative  ganzzahlige  Werte 

annehmen  können,  sind  nur  fUr  die  betreffenden  Abstände  ihre 
reciproken  Werte  zu  setzen,  während  gleichzeitig  die  zugehörigen 
Azimute  negativ  zu  nehmen  sind.  Damit  sind  alle  Fälle,  in 
denen  (Z>  eine  rationale  Function  ist,  erschöpft;  auf  weitere  Fälle 
geht  der  Verfasser  nicht  ein.  Wn. 


A.  C.  Elliott.  The  potential  of  a  spherieal  magnetie 
shell  deduced  from  the  potential  of  a  coincident  layer 
of  attracting  matter.     Edinb.  m.  s.  Proc.  VI.  12-13. 

Bezeichnet  man  den  inneren   und   den  äusseren  Radius  der 
tiehale  bezw.  mit  a  und  a  -f  da,  so  ist  das  Potential  F^  in  einem 
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Punkte  ausserhalb  der  Schale  und  auf  der  positiven  Seite,  welches 
von  negativer  magnetischer  Masse  von  der  Dichte  a  auf  der 
Innenseite  und  von  positiver  auf  der  Aussenseite  herrflhrt; 

(1)      F.  =  -F+(F+-^3a+^da;  =  -^--(Ja  +  -^^-(Jo, 

wo  K  das  Potential  in  dem  Punkte  ist,  welches  von  einer  ein- 
fachen Belegung  von  der  Dichte  a  und  dem  Radius  a  herrührt. 
Da  nun  die  magnetische  Gesamtmasse  Null  sein  muss,  so  ist 

(2)        a^a  =  const,  (3)         V  :=  Aa, 

wo  A  von  a  unabhängig   ist.    Vermöge   der   Gll.   (2)   uud   (3) 

geht  (1)  über  in  V^  =  «'  -ö—  (^ — r~J   oder,  wenn  man  aia  =  q> 

setzt  und  mit  P  das  Potential  in  dem  Punkte  bezeichnet;  welches 
von    einer    Belegung   von   der   numerischen   Dichte  rp  herrührt, 

-^—i—Tj'    Dieser  Ausdruck  wird  mit  dem  von  Maxwell 

erhaltenen  verglichen  (Elect.  and  Magu.  §  670). 

Obs.  (Lp.) 

O.  Callandrbau.     Energie  potentielle  de  la  gravitation 
d'une  plannte.     0.  R.  CVlL  555-557. 

Der  Verfasser  zeigt,    dass   mau  die  potentielle  Energie  der 
Gravitation  eiues  Planeten,  d.  h.  das  Integral 


F,„  =  a 


i  f  Vdm, 


wo  V  das  Potential  der  Masse  in*  Bezug  auf  das  Element  dm 
ist,  mit  sehr  grosser  Annäherung  berechnen  kann,  ohne  die 
Dichtigkeitsverteilung  im  Innern  zu  kennen.  Zur  Ermittelung 
des  angenäherten  Wertes  ist  nur  die  Kenntnis  der  Dimensionen 
des  Planeten,  seiner  Masse  sowie  seiner  Winkelgeschwindigkeit 
erforderlich.  Für  die  Erde  ist  der  Fbhler  des  angenäherten  Wertes 
höchstens  ^  des  ganzen  Betrages.  Wn. 


65* 
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A.  Kurz.     Ueber  Mesanngen  der  irdiachen  Schwerkraft 
Eine  kritische  Abhandlung.    Bzner  Rep.  xxiv.  202-206. 

Bemerkungen,  welche  durch   die  von  den  Herren  A.  König 
und  F.  Richarz  yorgeschlagene  Methode  yeranlasst  sind. 

Lp. 

G.  MoRERA.      Intorno  alle  derivate  normali   della    fun- 
zione  potenziale  di  superficie.    Naovo  Cimeoto  (ß)  xxiii.  mo. 

Vergl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1036. 


Elfter  Abschnitt. 

Mathematische  Physik. 

Capitel  1. 

Molecnlarphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

A.    Molecu  larpfaysik. 
P.  G.  Tait.     Die  Eigenschaften  der  Materie,     Autorisirte 

UebersetZUng   von    6.  SiEBBRT.       Wien.     A.  Plchler's  Wittwe 
&  Sohn.  VI  4-  322  S.  8°. 

Das  Werk  ist  nach  der  Vorrede  des  Verfassers  als  Einleitung 
zum  CursuB  der  Physik,  mit  Ausnahme  weniger  Abschnitte,  für 
solche  Studirende  bestimmt,  welche  nur  die  Elementarmathematik 
kennen,  also  etwa  die  Kenntnisse  der  Abiturienten  deutscher 
Gymnasien  besitzen.  Es  behandelt  diejenigen  Eigenschaften  der 
Materie,  welche  in  unseren  Lehrbtlchern  als  „allgemeine- Eigen- 
schaften der  Körper''  bezeichnet  zu  werden  pflegen,  nämlich:  die 
Hypothesen  über  die  letzte  Structur  der  Materie;  Zeit  und  Raum ; 
Undurchdringlichkeit,  Porosität  und  Teilbarkeit;  Trägheit,  Beweg- 
lichkeit und  Centrifugalkraft;  Gravitation;  Deformabilität  und 
Elasticität;  ZusammendrQckbarkeit  der  Gase  und  Dämpfe,  der 
Flflssigkeiten,  der  festen  Körper;  Cohäsion  und  Capillarität; 
Diffusion,  Osmose,  Transpiration,  Zähigkeit;  Aggregation  der 
Massenteilchen.  Ein  Anhang  fttgt  hinzu:  Hypothesen  über  das 
Wesen  der  Materie   von  Prof.  Flint,   Auszüge   aus   dem  Artikel 
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Atom  TOD  Clerk  Maxwell,  das  Experiment  des  Archimedes  nach 
Vitruv,  eine  Bemerkung  über  eine  Stelle  in  Newton's  Principieo 
bezüglich  Mariotte's. 

Diejenigen  Abschnitte,  welche  zugleich  in  dem  „Treatise  on 
Natural  Philosopby^  der  Herren  Thomson  und  Tait  behandelt 
sind,  stimmen  zum  Teil  wörtlich  mit  dem  dort  in  grösserem 
Druck  Ausgeführten  überöin,  entlehnen  ihm  auch  manche  elementar- 
mathematischen Betrachtungen,  wie  z.  B.  den  Beweis  für  die 
Anziehung  einer  homogenen  Eugelfläche  auf  einen  ausserhalb 
gelegenen  Punkt. 

Der  specifisch  englische  Standpunkt  des  Verfassers  ist  hin- 
länglich bekannt,  und  obschon  der  Nichtengländer  mit  den  vor- 
getragenen Anschauungen  wohl  nicht  immer  übereinstimmen 
wird,  so  ist  es  doch  anregend,  diesen  Standpunkt  in  einem  seiner 
rücksichtslosesten  Vertreter  kennen  zu  lernen.  Um  als  Deutscher 
nicht  pro  domo  zu  sprechen,  will  Referent  nur  ein  Beispiel  her- 
vorheben, das  einen  Italiener  betrifft.  Dem  Forscher,  der  über 
jedes  vermeintliche  Unrecht  empört  ist,  das  der  Conti nent  nach 
seiner  Ansicht  an  einem  Engländer  begeht,  dürfte  es  wohl  ziemen, 
das  Trägheitsgesetz  nicht  bloss  als  „erstes  Newton'sches  Bewe- 
gungsgesetz^  zu  proclamiren;  sondern  es  wäre  billig,  dabei  za 
sagen,  dass  Galilei  dieses  Gesetz,  zuerst  ausgesprochen  und  be- 
gründet hat.  Dagegen  hat  Herr  Tait  in  einem  umgekehrten 
ähnlichen  Falle  gar  nicht  nötig,  mit  dem  ihm  eigentümlichen 
Ungestüm  das  sogenannte  Mariotte^sche  Gesetz  für  Boyle  zu  be- 
anspruchen; dies  ist  längst  in  Poggendorff*s  Geschichte  der 
Physik  in  voller  Klarheit  geschehen.  Die  Sprache  der  Ueber- 
Setzung  ist  gewandt;  den  Originaltext  konnte  Referent  jedocl 
nicht  vergleichen.     Die  Ausstattung  ist  gut.  Lp. 


J.  G.  Wallentin.     Lehrbuch  der  Physik  für  Gymnasien. 
5te  veränderte  Auflage.     Wieo.  a.  Pichler.  310  s. 

Die  neue  Auflage  weist  nach  dem  Berichte  in  der  Vorrede 
gegen  die  früheren  bedeutende  Kürzungen  und  wesentliche  Ver 
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änderangen  auf,  teils  um  aus  augenhygieniBchen  Rücksichten 
den  Druck  yergrössern,  teils  um  den  Preis  des  Buches  vermin- 
dern zu  können.  Das  Buch  geht  einerseits  zu  weit,  indem  es 
z.  B.  die  ganze  anorganische  und  die  organische  Chemie  be- 
handelt; andererseits  werden  wichtige  Dinge  nur  beiläufig  er- 
wähnt, so  dass  sie  für  jeden,  der  nicht  anderweitig  unterrichtet 
ist,  unklar  bleiben  mtlssen,  wie  z.  B.  die  Commutatoren  bei  den 
Funkeninductoren  und  bei  den  magnetoelektrischen  Maschinen. 
Die  ganze  Erystallographie  wird  in  der  Einleitung  (S.  9)  mit  den 
Worten  erledigt:  „Die  Formen  der  verschiedenen  Krystalle  sind 
mannigfaltig,  können  jedoch  in  bestimmte  Gruppen  gebracht 
werden".  Auch  der  Ausdruck  ist  nicht  überall  klar,  was  nament- 
lich bei  der  Beschreibung  «von  Apparaten  und  Versuchen  auf- 
fällt. Die  hydraulische  Presse  besteht  (S.  62)  aus  ^wei  Haupt- 
bestandteilen, der  Pumpe  und  der  Presse :  vermittelst  der  Pumpe 
wird  das  Wasser  gesogen,  welches  dann,  durch  eine  Röhrenvor- 
richtung mittelst  eines  Kolbens  gepresst,  einen  Druck  ausübt. . . 
Hebt  man  (S.  92)  das  eine  Gefäss  B  einer  Quecksilberluftpumpe, 
so  füllt  sich  das  andere  A  mit  Quecksilber  „und  tritt  aus  der 
Hahnöffnung  aus''.  „Erwärmt  man  (S.  79)  so  lange,  bis  das 
Quecksilber  an  dem  Ende  der  verticalen  offenen  Thermometer- 
röbre  erscheint,  so  wird  dieselbe  zugesehmolzen''.  Bei  der 
Dampfmaschine  (S.  117)  geht  die  Kraft  während  einer  Umdrehung 
zweimal  verloren  (todte  Punkte).  Dass  warme  Winde  viel,  kalte 
wenig  Wasserdampf  mit  sich  führen,  und  dass  daher  durch  das 
Sinken  des  Barometers  Regenwetter,  durch  das  Steigen  desselben 
schöne  Witterung  angezeigt  wird,  ist  doch  keine  allgemein  gül« 
tige  Regel.  Doch  genug.  —  An  eine  strenge  Scheidung  der 
einzelnen  Capitel  hat  sich  der  Verfasser  nicht  gebunden;  so 
werden  Wesen  und  Wirkungen  der  Wärme  in  der  Mechanik 
§§  58-63,  die  Meteorologie  teils  beim  Barometer  und  in  der  Aero- 
dynamik, teils  in  den  einzelnen  Capiteln  der  Wärmelehre  abge- 
handelt. Im  Übrigen  ist  der  Inhalt  S.  1-10  Einleitung,  10-102 
Mechanik,  102-126  Wärme,  126-139  Magnetismus,  139-188  Elek- 
tricität,  188-217  Wellenlehre,  Akustik,  217-270  Optik,  270-273 
Strahlung  der  Wärme.    In  einem  Anhang  finden  sieh  die  Grund- 
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lehren  a)  der  mathemati sehen  Geographie  und   der  Astronomie, 
b)  der  Chemie.  Lg. 

F".  LiNDBMANN.  ücber  Molecularphjsik.  Versuch  einer 
einheitlichen  dynamischen  Behandlung  der  physikali- 
schen und  chemischen  Kräfte.  Berlin.  R.  PriedÜnder  &  Sohn. 
51  8.  4^  Schriften  der  phys.-okon.  Ges.  Königsberg.  XXIX. 

Die  vorliegende  Abhandlung  ist  ein  Versuch,  die  Vorstellungen 
von  Sir  William  Thomson  über  Molecularphysik  mathematisch 
zu  formuliren  und  in  ihren  Anwendungen  auf  Optik,  Wärmelehre, 
Chemie  und  Elektricitfttslehre  durchzuföhren. 

Den  Entwickelungen  wird  die  Vorstellung  zu  Grunde  ge- 
legt, dass  die  ponderablen  von  Aether  umgebenen  Atome  aus 
einzelnen  um  einen  unelastischen  Kern  gelagerten  concentrischeo 
Kugelscbalen  bestehen,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  geraden  Linie 
Schwingungen  ausführen.  Die  elastischen  Kräfte,  welche  zwei 
benachbarte  Kugelscbalen  auf  einander  ausüben,  werden  pro- 
portional angenommen  den  relativen  Verschiebungen  der  beiden 
Mittelpunkte;  dasselbe  gilt  von  der  äussersten  Kugelschale  und 
dem  Aether. 

Zwischen  den  Amplituden  der  Schwingung  des  Aethers  (1) 
und  derjenigen  der  äussersten  Kugelschale  (x^)  besteht  dann  eine 
Gleichung  von  der  Form 


+ 


1^  +  ...+     ^^     ) 


wo  Cj,  mp  Aj,  A„  ...;  Rj^  ^i^  ^^^  •••)  ^j  Constanten  bezeichnen, 
T  die  Schwingung8dauer  ist.  Legt  man  nun  statt  jeder  discreten 
Kugelschale  eine  continuirliche  sich  ändernde  Dichtigkeit  der  elasti- 
schen Masse  zu  Grunde,  so  erhält  man  für  das  Reciproke  fi  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  die  Gleichung 

wo  /,  Q,  c,  weitere  Gonstanten  bezeichnen. 

Die  hier  auftretenden   Grössen  jtj    sind  offenbar  diejenigen 
kritischen  Werte,  welche  die  Schwingungsdauer  haben  muss,  da- 
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mit  die  Eugelschalen  schwingen,  ohne  dass  der  Aether  sich  be- 
wegt; sie  liefern  also  die  Schwingangsdauer  für  das  von  dem 
betreffenden  Medium  absorbirte  Licht.  Die  zweite  Gleichung  giebt 
den  Brechungsindex  des  Mediums  für  die  betreffende  Schwin- 
gungsdauer.  Diese  Gleichung  wird  zunächst  für  den  Fall  einer 
kritischen  Schwingungsdauer  nähec  discutirt  und  führt  unter 
Berücksichtigung  der  annähernden  Gonstanz  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit für  verschiedenes  Licht  auf  die  auch  nach  Be- 
obachtungen gerechtfertigte  Darstellung  des  Brechungsexpo- 
neuten  durch  die  Wellenlänge  X: 

Auch  der  Fall  von  zwei  oder  mehr  kritischen  Werten  x  ge- 
langt zur  Erörterung.  Im  §  3  werden  die  Resultate  der  Dis- 
cussion  zur  Erklärung  der  Dispersion  angewandt.  Auch  wird 
erörtert,  wie  die  Constanten  beschaffen  sein  müssen,  damit  u*, 
wjenn  es  negativ  ist  (also  Reflexion  eintritt),  einen  wesentlich 
Constanten  Wert  besitze,  oder,  anders  gesprochen,  dass  alle  Farben 
wesentlich  gleich  reflectirt  werden. 

Im  §  4  wird  der  Eirchhoff'sche  Satz  über  das  Spectrum 
leuchtender  Gase  dadurch  abgeleitet,  dass  zwei  Molecüle  bei  der 
vorausgesetzten  Constitution,  falls  sie  sich  bei  einem  Stosse  treffen, 
in  Schwingungen  geraten  müssen,  deren  Dauer  eben  jene  kriti- 
schen Werte  sind.  Dass  die  Fortschreitungsgeschwindigkeit  der  ein- 
zelnen Molecüle  mit  wachsender  Temperatur  zunehmen  muss, 
v^ird  dadurch  erklärt,  dass  die  durch  die  inneren  Schwingungen 
der  Kugelschalen  repräsentirte  Energie  ein  ganz  bestimmtes 
Maximum  nicht  überschreiten  könne.  Erleidet  dieses  Molecül 
nach  Erreichung  dieses  Maximums  eine  weitere  Störung  des 
Gleichgewichts,  sei  es  durch  eine  Lichtwelle  oder  durch  mechani- 
schen Stoss,  so  wird  eine  Vermehrung  der  Energie  nur  durch  den  Ein- 
tritt einer  fortschreitenden  Bewegung  des  Molecüls  möglich  sein. 

Im  Abschnitt  (6)  wird  die  Doppelbrechung  erklärt  und  die 
Abhängigkeit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der  Schwin- 
gungsrichtung durch  die  Annahme  abgeleitet,  dass  die  Constante 
in  den  obigen  Gleichungen  für  die  verschiedenen  Schwingungs* 
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richtungen  verschiedene  Werte  haben.  Die  Eigenschaften  des 
Spectrums  chemischer  Verbindungen,  namentlich  seine  sänlen- 
streifige  Natur,  werden  zunächst  im  allgemeinen  erklärt,  indem 
das  aus  zwei  Atomen  gebildete  MolecQl  durch  einen  elliptischen 
Körper  ersetzt  wird,  der  sich  ähnlich  verhält  wie  jene  oben  be- 
schriebenen Kugeln. 

Dann  wird  die  Theorie  genauer  verfolgt,  indem  jetzt  auch 
die  Bewegung  des  Kernes  in  Betracht  gezogen  wird.  Weiter 
wird  die  Bildung  chemischer  Verbindungen  durch  den  Einfluss 
von  Licht  und  Wärme  erläutert;  die  chemische  Molecalar- 
theorie,  die  zersetzende  Wirkung  von  Licht  und  Wärme,  end- 
lich die  Ableitung  der  Fluorescenzerscheinungen  bilden  den 
Schluss  des  ersten  Capitels.  Besonders  hervorzuheben  ist,  dass 
man  zur  Erklärung  chemischer  Processe  bei  der  vorliegenden 
Theorie  nicht  einer  chemischen  Verwandtschaft  bedarf.  Um  den 
Unterschied  in  dem  Verhalten  einatomiger  und  zweiatomiger 
Molecüle  zu  erklären,  muss  man  annehmen,  dass  bei  den  ersteren 
die  Masse  der  äusseren  Kugelschale  gegen  die  der  inneren  ver- 
hältnismässig  klein,   bei  den  letzteren   hingegen  sehr  gross  Ist 

Bei  den  eben  besprochenen  Wellenbewegungen  des  Aethers 
wurde  vorausgesetzt,  dass  die  Wellenlänge  sehr  gross  gegen  die 
Dimensionen  der  Molecüle  ist.  Die  Erscheinungen  der  Elektri- 
cität  werden  auf  Wellenbewegungen  zurQckgef&hrt,  deren  Wellen- 
länge als  klein  gegen  die  Dimensionen  des  Körpers  erseheint 
Auf  Grund  dieser  Hypothese  wird  zunächst  die  elektrostatische 
Anziehung  abgeleitet;  dann  wird  das  elektrodynamische  Poten- 
tial zweier  Ströme  bestimmt  und  daraus  das  Weber'sche  Grund* 
gesetz  abgeleitet.  Die  §§  15  und  16  behandeln  die  Erregung 
und  die  Wirkungen  der  Elektricität,  §  17  die  Drehung  der 
Polarisationsebene,  §  18  den  Magnetismus  und  Diamagnetismus, 
§  19  giebt  einen  kritischen  Vergleich  der  elektrodynamische 
Lichttheorien  mit  der  hier  vorgetragenen  Lehre.  F.  K. 

F.  Lindemann.     Molecular    physics:    an    attempt    at   a 
comprelieiisive  dynamical  treatment   of  physical  and 

Chemical    forces.      Nature  XXXVIII.  404-407,  458-461,  578-581. 
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UebersetzuDg  des  im  Torhergebenden  Referate  besprochenen 
Vortrags  von  Hrn.  Lindemann  in  der  physikalisch-ökonomischen 
Gesellschaft  zu  Königsberg  i.  Pr.  Lp. 


F.  S.  Provenzali.      Sulla  energia  potenziale.    Rom.  Acc. 

Pont.  d.  N.  L.  Mem.  IV.  3-18. 

Eine  Uebersicht  über  die  moderne  Lehre  von  der  Erhaltung 
der  Energie.  Lp. 

H.  Resal.  Trait^  de  physique  mathdmatique.  2™«  6d. 
Tome  II:  Chaleur,  Thermodynamique,  Magnötisme 
statique.      Mouvements   des   airaants  et  des  courants. 

Paris.  Gaathier- Villars  et  Fils. 


M.  Brillouin.      D^formations   permanentes   et  Thermo- 

dynamique.      0.  R.  C vi.  416-4X8,  482-485,  537-540,  589-592,  Almeida 
J.  (2)  VII.  327-347. 

Gegenstand  der  vorliegenden  Arbeit  sind  die  bleibenden 
Veränderungen^  die  ein  fester  Körper  erfährt,  wenn  er  nach 
einer  Reihe  von  Zustandsänderungen  zu  den  Bedingungen  zurück- 
kehrt, unter  denen  er  anfangs  stand,  also  elastische  Nachwir- 
kungen, bleibender  Magnetismus  u.  s.  w.  Der  Verfasser  will 
zeigen,  wie  die  llDtersuchungen  anzustellen  sind,  um  diese  Er- 
scheinungen unter  einem  einheitlichen  Gesichtspunkte  aufzufassen, 
und  wie  die  Grundsätze  der  Thermodynamik  auf  alle  langsamen 
Veränderungen  der  meisten  festen  Körper  angewandt  werden 
können. 

Ftlr  die  meisten  elastischen  festen  Körper  existirt  keine 
endliche  Relation  zwischen  einer  geometrischen  Veränderlichen 
dP,  einer 'mechanischen  Veränderlichen  X  und  der  Temperatur  /. 
Beispielsweise  kann  die  Länge  eines  Stabes  bei  derselben  Tem- 
peratur und  bei  demselben  Druck  innerhalb  gewisser  Grenzen 
verschieden  sein,  je  nach  den  durchlaufenen  Zwischenzuständen. 
.Dagegen  nimmt  der  Verfasser  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Wärmeausdehnungs-  und  Elasticitätscoefiicient  den  gleichen  Wert 
haben  bei  demselben  Anfangs-  und    Endzustande,    welche    Ver- 


1036  XI.  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

änderuDgen  der  Körper  auoh  erfahren  habe,  an,  dass  rine  lifi« 
Differentialgleichung  bestehe  zwischen  x^  X  nnd  I,  oder  ei^c 
lieh  so  viele  Gleichungen,  als  unabhängige  geometriacbe  V 
änderliche  vorhanden  sind.  Diese  Gleichung  wird  im  einfache 
Falle  lauten: 

dx:=adX  +  bdT, 
wo  a  und  b  Functionen   der  drei  Verftnderliehen  sind,    die  € 
pirisch  bestimmt  werden  müssen,  und  die  die  Ansdehnungs-  q 
Elasticitätsgesetze    des    betreffenden    Körpers     enthalten.     F 
flüssige  Körper  ist  diese  Gleichung  integrirbar,    f&r    feste  nie 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  mehrere  Folgerunge 
Jede  Deformation  ist  umkehrbar.  Für  »eine  nicht  g^eachlosse 
Reihe  von  Transformationen  ist  die  Unterscheidung  des  vorfii>^ 
gehenden  und  des  bleibenden  Anteils  einer  Deformation  dd^ 
stimmt;  und:  welche  Veränderungen  der  Körper  auch  erfahr 
möge,  auf  unendlich  viele  Arten  kann  der  Kreis  so  geBcUwM 
werden,  dass  keine  bleibende  Veränderung  entsteht,  nnd  s 
unendlich  viele  Arten  so,  dass  die  eintretende  bleibende  Va 
änderung  einen  der  Grösse  und  dem  Zeichen  paeh  gegebene 
Wert  hat  Für  kleine  Processe  solcher  Art,  die  eine  gering 
Anzahl  mal  wiederholt  werden,  ist  die  von  jedem  einxelnen  h« 
vorgebrachte  bleibende  Veränderung  proportional  dem  Quadrat 
der  grössten  Veränderung  der  unabhängigen  Ver&nderÜcheii 
(Beispiele:  Torsion,  Veränderung  des  Nullpunktes  der  Therm«^ 
meter,  Magnetisirung.)  Die  Gesamtveränderung  eines  mehrmaL 
wiederholten,  hinlänglich  kleinen  Processes  wächst  anfangs  mi 
der  Zahl  der  Wiederholungen. 

Durch  die  Anwendung  des  ersten  Hauptsatzes  der  ThemiO' 
dynamik  auf  die  in  Rede  stehenden  Vorgänge  ergiebt  sieb  die 
Energie  U  des  Körpers  als  Function  von  x,  X  und  T,  nnd  eni- 
stehen  ferner  Gleichungen  für  die  latenten  und  specifischeD 
Wärmen.  Folgerungen  aus  dem  zweiten  Hauptsatze  werden  er- 
halten durch  Anwendung  eines  besonderen  umkehrbanm  Kreis- 
processes,  der  aus  drei  adiabatischen  und  drei  isothermen  Tia&tr. 
formationen  besteht;  die  Untersuchung  wird  indessen  nieht  näher 
ausgeführt,  sondern  nur  angedeutet.    Das  aus  beiden  Sätzen  er- 
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haltene  Schlassergebnis  bilden  die  OleichuDgeo: 

JTRdS'-Xdx—dü  =  0  und    dQ  =  TRdS, 

mit  der  einzigen  Bedingung,  dass 
/du      J\rdS   dR       dR   dS\      dV (  BS  dR dS  dR\ 

\dx  +^Aöx  dT     ax  arJ^  dx\dT  dx    -dx  ötJ 

au  /dS  dR        dS    dR\_ 

^  dT\dx  ax     ax  ax)" ^' 

J  ist   das   mechanische   Wärmeäquivalent,   A  und  S  sind  Func- 
tionen von  Xy  X  und  T.  Sbt. 


E.  Ü£8AR0.     Moti  rigidi  e  deformazioni  termiche  negli 

spazii  cur  vi.     Rom.  Aco.  L.  Rend.  (4)  IV,.  376-384. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  dem  Betti'schen  Theorem,  das 
auch  fflr  nicht-euklidische  Räume  gültig  ist,  und  zieht  daraus 
Folgerungen.  Es  zeigt  sich,  dass  in  einem  Räume  mit  einer 
Constanten,  von  0  verschiedenen  Krümmung  keine  Bomogenen 
Deformationen  eintreten  können.  Eng  verknüpft  damit  ist  die 
andere  Thatsache,  dass  es  unmöglich  ist,  in  allen  Punkten  eines 
elastischen  Mittels  die  gleiche  Temperaturänderung  herbeizu- 
ftlhreD,  ohne  dass  Spannungen  auftreten-,  letztere  verschwinden 
mit  der  Krümmung  des  Raumes.  Die  einer  constanten  Aende- 
rung  der  Temperatur  entsprechende  Deformation  ist  vergleichbar 
derjenigen  im  euklidischen  Räume,  wenn  die  Temperatur  pro- 
portional mit  l  +  ^a.r*  wächst,  wo  a  das  Mass  der  Krümmung 
des  betreffenden  Raumes  und  r  die  Entfernung  jedes  Punktes 
von  einem  festen  Punkte  ist. 

Eine  solche  Deformation  kann  auch  durch  äussere  Kräfte 
bewirkt  werden,  indem  man  den  Körper  einem  gleichmässig  über 
die  Oberfläche  verteilten,  constanten  Druck  aussetzt. 

Interessant  sind  auch  die  thermischen  Deformationen,  bei 
denen  jeder  Punkt  sich  in  der  Richtung  der  auf  ihn  wirkenden 
Kraft  um  eine  der  Grösse  dieser  Kraft  proportionale  Strecke 
verschiebt.  Solche  Deformationen  treten  nicht  auf  im  euklidischen 
Räume,   sie  entsprechen   aber   den  Anschauungen  von  Faraday 
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und    Maxwell    über   elektrische    Wirkungen    in    dielektrischen 
Körpern.  Sbt 

C.  Barus.     Maxweir»  theory    of  the  viscosity  of  solids 
and  its  physical  verificatiou.   Phil.  Mag.  (5)  xxvi.  183-217. 

Der  Artikel  beginnt  mit  einer  kurzen  Skizze  verschiedener 
Hypothesen  hinsichtlich  der  Natur  der  Zähigkeit  bei  festen  Kör- 
pern ;  sein  vornehmster  Gegenstand  jedoch  ist  der  Nachweis,  wie 
klar  die  MaxwelPscIie  Theorie  die  verworrenen  und  fast  regel- 
losen Erscheinungen  der  Zähigkeit  deutet,  die  sich  bei  gekQhlteiu 
Stahl  zeigen.  Maxwell's  Theorie  der  Zähigkeit  wird  als  das 
Analogou  zur  Clausius'schen  Theorie  der  Elektrolyse  betrachtet. 
Die  Ergebnisse  zahlreicher  Experimente  werden  mitgeteilt  und 
besprochen.  Gbs.  (Lp.). 

C.  Bakus.     Tbe   secular   annealing   of  cold  hard  steal. 

Phil.  Mag.  (f))  XXVI.  397-403.  Gbs. 


R.  H.  M.  Bosanqubt.      On    the   use   of  the  term  ^re- 
sistance^    in   the   description   of  physical  phenoinena. 

Phil.  Mag.  (5)  XXV.  419-425. 

Dieser  Artikel  ist  durch  die  aus  Hopkinson  von  Herrn 
S.  P.  Thomson  angefahrte  Bemerkung  veranlasst,  es  gebe  nicht» 
Derartiges  wie  magnetischen  Widerstand,  weil  der  Widerstand 
des  Eisens  gegen  den  &Iagnetismus  unter  veränderlichen  Um- 
ständen nicht  eonstaut  sei.  Deshalb  wird  die  Frage  betrachtet: 
Welches  ist  der  eigentliche  Begriff,  den  der  Gebrauch  des  Aas- 
drucks „Widerstand"'  bei  der  Beschreibung  physikalischer  Er- 
scheinungen einschliesst?  Die  mitgeteilten  Hauptpunkte  werdes 
wie  folgt  vom  Verfasser  zusammengestellt:  1)  Der  WMderstaod 
kann  ganz  allgemein  als  das  Verhältnis  von  Ursache  zu  Wir- 
kung aufgefasst  werden.  2)  Die  Einwürfe  gegen  die  Benatzuiig' 
des  Ausdrucks  „magnetischer  Widerstand'^  beruhen  anf  dem  aih 
genommenen   Erfordernis  der  Identität  statt  der  Analogie  xm- 
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sehen  dem  Verbalten  verschiedener  Gegenstände  und  können 
nicht  aufrecht  erhalten  werden.  3)  Die  Ausdehnung  der  Be- 
nutzung des  Ausdrucks  Widerstand  nach  der  obigen  Weise  führt 
zu  einigen  bemerkenswerten  Analogien,  deren  Tragweite  den 
Gebrauch  des  Ausdrucks  ^magnetischer  Widerstand^  an  und  für 
sich  rechtfertigt.  Qbs.  (Lp.) 

R.   Ulbricht.     Ueber  die  Beziehungen   zwischen  elasti- 
schen Systemen  und  stationären  elektrischen  Strömen. 

Civiling.  XXXIV.  177-184. 

Zwischen  den  Grössen  bei  einem  elektrischen  Strom,  der 
einen  linearen  Leiter  ohne  elektromotorische  Kraft  durchfliesst, 
nämlich  dem  Leitungs widerstand,  der  Stromstärke,  der  Potential- 
differenz  und  dem  specifischen  Leitungsvermögen,  finden  die- 
selben Gleichungen  statt  wie  zwischen  dem  Nachgiebigkeitsgrade, 
der  halben  Spannung,  der  relativen  Verschiebung  und  dem 
halben  Elasticitätsmodul  bei  einem  elastischen  Stabe.  Man  kann 
in  Folge  dessen  Sätze  aus  der  Elektricitätslehre  unmittelbar  auf 
die  Elasticitätslehre  übertragen.  Der  Verfasser  führt  dies  an 
einigen  Beispielen  durch.  F.  E. 


Ch.  Lagrangb.     Note  concernant  la  v^rification  num^* 
rique   (Tune  formule  relative  k  la  force  ^lastique  des 

gaz.        Belg.  Bull.  (8)  XVI.  171-193. 

Ausser  der  experimentellen,  im  Titel  berührten  Bestätigung 
enthält  diese  interessante  Note  einen  Versuch  zum  Beweise  der 
folgrenden  Formel: 

Q  — r 

f  ist  eine  vom  Gase  unabhängige  Constante,  r  der  Radius  des 
Gaselementes,  g  der  halbe  Abstand  der  elementaren  Mittelpunkte, 
A  ein  von  der  molecularen  Anziehung  abhängiges  Glied ,  T  die 
absolute  Temperatur,  P  der  Druck  des  Gases  für  die  Einheit 
der  Oberfläche.  Der  Verf.  ist  dazu  gekommen,  das  Dasein  einer 
allgemeinen  Anziehungskraft  anzunehmen,   die  den  Massen  pro- 
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portional,  im  umgekehrten  Verhältnisse  zum  Quadrate  des  Ab- 
standes,  von  constanter  Intensität  ist  und  sich  dnreh  die  Materie 
hindurch  fortpflanzt;  ferner  das  Dasein  einer  allgemeinen  Äb- 
stossung,  die  den  Oberflächen  proportional,  im  umgekehrtmi  Ver- 
hältnisse zum  Kubus  der  Entfernung,  von  veränderlicher  Inten- 
sität T  ist  und  von  der  Materie  aufgefangen  wird.  Die  Ab- 
stossung  (und  ebenso  die  Anziehung)  eines  Atoms  durch  ein 
anderes  ist  im  allgemeinen  nicht  gleich  der  des  zweiten  durch 
das  erstere.  Mn.  (Lp.) 

J:  BüCHANAN.     On  a   law  of  distribution  of  molecalar 
velocities  amongst  the  molecules  of  a  fluid.    Phil.  Mag. 

(5)  XXV.  165-169. 

Die  Sätze  betrefi^s  der  grössten  und  kleinsten  Werte  der 
kinetischen  Energie  eines  mechanischen  Systems,  wenn  es  durch 
Impulse  aus  der  Ruhe  aufgestört  wird,  finden  in  dieser  Abhand- 
lung ihre  Einführung  in  die  kinetische  Oastheorie.  Vermöge  der 
Definition  der  molaren  Geschwindigkeit  (Geschwindigkeit  des 
Schwerpunkts  aller  MolecOle  innerhalb  der  Wirkungssphäre)  eines 
Volumenelements  in  ähnlichen  Ausdrücken,  wie  bei  Clerk  Maxwell 
die  Geschwindigkeit  eines  Gases  definirt  wird,  ergiebt  sich  ein  Aus- 
druck für  die  moleculare  kinetische  Energie  des  Fluidums,  und 
danach  wird  die  Bedingung  dafür  ermittelt,  dass  di^  Verteilung 
der  molecularen  Geschwindigkeiten  die  wahrscheinlichste  ist  Dies 
führt  zu  dem  Resultate  dT  =  0,  wenn  T  die  molare  kinetisehtf 
Energie  des  Fluidums  ist,  woraus  der  Satz  folgt:  „Wenn  die 
molare  kinetische  Energie  eines  Fluidums  einer  Maximal-  oder 
einer  Minimal-Bedingung  genügt,  oder  einer  HaximaUMinimal- 
Bedingung,  so  befolgt  die  Verteilung  der  molecularen  (linearen! 
G*e8chwindigkeiten  ein  Gesetz  von  derselben  Form  wie  das 
Maxweirsche  für  die  Gase.*'  In  dem  Beweise  hierfür  wird  an- 
genommen, dass,  wenn  irgend  ein  Teil  der  molecularen  Ener^e 
in  der  Form  der  molecularen  Rotation  und  Vibration  besteht 
dieser   Teil   in    seinem  Werte  constant  bleibt. 

Qbs.  (Lp.) 
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A.  Rysanek.  Versuch  einer  dynamischen  Erklärung 
der  Gravitation.  Exoer  Rep.  XXI V.  90-114. 
Der  Verfasser  fasst  seine  Ideen  am  Schlüsse  in  folgenden 
Sätzen  zusammen:  „Aus  allem  Vorausgehenden  folgt  also,  dass 
die  Gravitation  sich  durch  die  Annahme  eines  Stoffes  erklären 
lässt,  dessen  Teilchen  mit  einer  mittleren,  5,4.10^^  m  weit  über- 
steigenden Geschwindigkeit  nach  allen  möglichen  Richtungen 
und  mit  Geschwindigkeiten,  die  nach  dem  MaxwelFschen  Gesetze 
verteilt  sind,  sich  bewegen,  und  so  fein  sind,  dass  sie  die  Him- 
melskörper zu  durchdringen  im  Stande  sind.  Die  enorme  Fein- 
heit dieses  Stoffes  geht  daraus  hervor,  dass  der  Radius  der 
Wirkungssphäre  zwischen  einem  Teilchen  desselben  und  einem 
Körperatome  weit  unter  15.10"*^  m  liegt.  Auf  diesem  Wege 
durch  die  Körper  wird  ein  Teil  der  Bewegungsgrösse  dieses 
Stoffes  zurückgehalten,  und  zwar  wächst  dieser  Teir  proportionirt 
mit  der  Länge  der  im  Körper  zurückgelegten  Strecke  und  mit 
der  daselbst  herrschenden  Dichte,  womit  das  Newton'sche  Gra- 
vitationsgesetz in  einer  anderen  Form  ausgesprochen  ist.  Wegen 
der  enormen  Geschwindigkeit  der  Teilchen  dieses  Stoffes  ist  der 
Einfluss  des  Bewegungszustandes  der  Körper  auf  ihre  gegen- 
seitige Anziehung  ein  verschwindend  kleiner.  Aus  demselben 
Grunde  ist  trotz  der  unendlichen  Feinheit  des  Stoffes  die  in 
einem  Kubikmeter  desselben  aufgespeicherte  Energie  so  gross, 
dass  sie  4,4.10^*  Kilogrammeter  bei  weitem  übersteigt.^  (Vgl. 
diesen  Band,  S.  59.)  Lp. 

A.   Häussler.      Die  Rotationsbewegung  der  Atome  als 
Ursache  der  molecularen  Anziehung  und  Abstossung. 

Exner  Rep.  XXIV.  179-196,  209-223. 

A.  HAusslbr.      Die  Rotationsbewegung   der    Atome  als 
Ursache  der  Emission  von  Licht-  und  Wärme-Wellen. 

fizner  Rep.  XXIV.  782-794. 


M.  Lanolois.     Sur  un  point  de  la  th^orie  du  mouvement 
atomique.     Assoc.  FraD9.  159-I6I. 

Fortachr.  d.  Math.  XX.  3.  66 
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Die  Atome  haben,  wie  die  aus  ihnen  b^tehenden  Kur] 
drei  Aggregatzustände.  Der  Uebergang  von  einem  nun  and 
geschieht  momentan.  Dabei  ändert  sich  das  Verhältnis  der  inne 
Energie  und  der  Translationsenergie  des  Atoms,  u.  8.  w. 

St, 

J.  J.  Thomson.      Applications   of  dynamics    to    phy 

and   chemistry.     London.  Macmilian  and  Co. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  585-587. 


H.  Frerichs.      Die  Hypothesen    der   Physik.      Versu* 
einer    einheitlichen    Darstellung    derselben.      2.  An 

Norden.  143  S. 

Bericht  auf  S.  56  dieses  Bandes. 


B.  Troost.  Eine  Lichtätherhypothese  zur  Erklärutj 
der  Entstehung  der  Naturkräfte,  der  Granddtoffe,  d 
Körper,  des  Bewusstseins  und  der  Geistesthätigke 
des  Menschen.     3.  Ausg.      Berlin.  244  s. 


P.  DR  Hben.     Recherches  touchant  la  physique  compare 

et   la   thöorie  des   liquides.     Paris.  Gauthier-Vülmrs  ©t  Fiia 


E.  M.  Caillärd.     The  invisible  powers  of  nature.    Som 
elementary  lessons  *in  physical  science.    Loadoo. 


J.  D.  EvERBTT.    Physikalische  Einheiten  und  Constanter 
Nach   der   dritten    englischen  Ausgabe  bearbeitet  vor 

P.    ChaPPUIS   und    D.    KrbICHGAUSB.      Leipsig.  löOS. 
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B.     Elasticit&tstheorie. 

G.  Bach.     Elasticität  und  Festigkeit.     Die  fQr  die  Tech- 
nik wichtigsten   Sätze    und    deren  erfahrungsmässige 

Grundlage.       Berlin.  J.  Springer.  XIV  +  376  S.  b^. 

Das  vorliegende  Werk  bildet  eine  wünschenswerte  Ergänzung 
vieler  theoretischen  Werke  über  die  Festigkeitslehre,  indem  der 
Verfasser  in  ganz  hervorragender  Weise  die  erfahrungsmässigen 
Grundlagen  dieses  Wissenszweiges  und  damit  die  Zulässigkeit 
der  ihr  zu  Grande  liegenden  Hypothesen  berücksichtigt.  Im 
Interesse  des  vorausgesetzten  Leserkreises  hat  sich  der  Verfasser 
bemüht,  die  einzelnen  Probleme  der  Festigkeitslehre  für  sich 
allein  verständlich  durchzuführen  und  den  hierzu  erforderlichen 
mathematischen  Apparat  unter  Heranziehung  von  Versuchen  nach 
Möglichkeit  zu  beschränken. 

Im  Abschnitt  I  werden  die  einfachen  Fälle  der  Beanspruchung 
gerader  stabförmiger  Körper  durch  Normalspannungen  besprochen. 
Bei  der  Zugfestigkeit  wird  zunächst  das  Gesetz  der  Proportio- 
nalität zwischen  Spannung  und  Dehnung  angegeben,  dann  aber 
an  der  Hand  von  Versuchsergebnissen  kritisch  beleuchtet.  Auch 
die  gewöhnlich  vorausgesetzte  Unabhängigkeit  der  Dehnung  von  « 
der  geometrischen  Form  des  Querschnittes  wird  auf  ihre  Zu- 
lässigkeit untersucht.  Bei  der  Druckfestigkeit  wird  das  Ver- 
balten der  Materialien  nach  Ueberschreitung  der  Proportionalitäts- 
grenze besprochen;  es  wird  die  Bauschinger'sche  empirische 
Formel  für  die  Druckfestigkeit  angegeben,  dann  wird  ebenfalls 
nach  Beobachtungsresultaten  auch  der  Fall  in's  Auge  gefasst^ 
dass  die  Druckbelastung  nicht  über  den  ganzen  Querschnitt 
gleichmässig  verteilt  ist,  sondern  nur  an  einem  Teil  desselben 
angreift.  In  üblicher  Weise  wird  zunächst  die  Biegungstheorie 
bebandelt;  dann  werden  ihre  Voraussetzungen  beleuchtet.  Es 
wird  namentlich  die  bei  der  Biegung  zulässige  Beanspruchung  kf, 
mit  der  Zugfestigkeit  verglichen.  Es  ergiebt  sich,  dass  die 
erstere  zunächst  nicht  unabhängig  von  der  Form  des  Querschnitts 
ist  und  sich  im  allgemeinen  wesentlich    grösser   ergiebt  als  die 

66* 
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zulässige  Zugbeanspruchang.  Capitel  IV  dieses  Abschnittes  be- 
handelt die  Knickung.  Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  die 
auch  von  ihm  adoptirte  Euler'sche  Formel  für  die  Knickfestig- 
keit, bespricht  aber  dann  auch  eingehend  die  Nayier'sche 
(Schwarz'sche)  Zerknickungsformel  mit  den  verschiedenen  Werten, 
welche  man  aus  Versuchen  fQr  den  in  derselben  auftretenden 
Coeffioienten  ermittelt  hat. 

Der  Abschnitt  II  behandelt  die  einfachen  Fälle  der  Bean- 
spruchung gerader  stabformiger  Körper  durch  Schubspannungen 
(Schiebungen).  In  einer  Einleitung  werden  zunächst  die  Begriffe 
Schiebung,  Schubspannung  —  und  Schubcoefficient  erläutert,  das 
paarweise  Auftreten  der  Schubspannungen  abgeleitet  und  der 
Zusammenhang  zwischen  Schiebungen  und  Dehnungen  erörtert 
Das  nun  folgende  Capitel  V  behandelt  in  sorgfältiger  und  ein- 
gehender Weise  die  Drehung  der  Stäbe.  Zunächst  werden  theo- 
retisch streng  die  Torsionsmomente,  bei  welchen  der  Bruch  ein- 
tritt, fQr  Stäbe  mit  kreisförmigen  und  ellipsenförmigen  Quer- 
schnitten behandelt,  dann  folgt  eine  angenäherte  Lösung  derselben 
Aufgabe  für  rechteckigen  Querschnitt.  Für  diese  und  auch  an- 
dere Querschnitte  werden  Versuchsresultate  bezüglich  der  Bruch- 
momente angegeben.    Sehr  hübsch,   wenn  auch  nur  angenähert 

*  ist  die  Methode  zur  Berechnung  der  Schnbspannung  in  gebogenen 
Balken,  welche  das  VI.  Capitel  bildet  Auch  hier  werden  die 
Kesultate  der  Rechnung  mit  Ergebnissen  Ton  Versuchen  yer- 
glichen. 

Nachdem  im  Abschnitte  III  die  Formänderupgsarbeit  f&r  die 
behandelten  Fälle  einfacher  Beanspruchung  bestimmt  ist,  gebt 
der  Herr  Verfasser  im  Abschnitt  IV  zu  den  Fällen  zusammen* 
gesetzter  Beanspruchung  über.  Es  behandelt  nämlich  das  Ca- 
pitel VII  die  aus  Biegung  und  Zug  oder  Druck  zusammengesetzte 

.  Beanspruchung;  dabei  wird  im  besonderen  erörtert,  in  wie  weit 
die  Art  der  Lagerung  zu  berücksichtigen  ist,  während  Abschnitt 
VIII  Schub  und  Drehung  behandelt.  Im  Abschnitt  IX,  welcher 
sich  auf  das  gleichzeitige  Wirken  von  Normalspannungen  und 
Schubspannungen  bezieht,  werden  zunächst  die  Forderungen  be- 
urteilt,   welche   bei  der  Herstellung   von    Constructionsteilen  be- 
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rflcksiohtigt  werden  sollen,  ob  nämlich  die  Forderung,  dass  die 
Drehung  unterhalb  zulässiger  Grenzen  bleiben  soll,  mehr  zu  be- 
rücksichtigen, oder  die  Forderung,  dass  die  Spannungen  inner- 
halb gewisser  Grenzen  bleiben.  Weiter-  wird  nach  Poncelet  die 
Maximalanstrengung  des  Materials  berechnet.  Das  gewonnene 
Resultat  wird  dann  auf  die  einzelnen  Fälle  combinirter  Bean- 
spruchung angewandt.  Der  fünfte  Abschnitt  behandelt  die  stab- 
f5rmigen  Körper  mit  gekrümmter  Mittellinie.  Es  wird  zu- 
nächst die  Beanspruchung  des  Materials  durch  Normalkraft, 
Biegungsmoment  und  Schubkraft  für  einfach  gekrümmte  Stäbe 
abgeleitet,  und  dann  werden  ftlr  einige  specielle  Querschnitte  die 
hierbei  auftretenden,  von  der  Gestalt  des  Querschnittes  abhängen- 
den Grössen  bestimmt.  Angewandt  werden  die  entwickelten  Begeln 
auf  die  Berechnung  der  Kettenhaken  und  des  als  Walze  dienen- 
den Hohlcylinders,  welcher  in  Bezug  auf  die  Längsaxe  gleich- 
massig  belastet  ist.  Für  dieses  zweite  Beispiel  werden  Ver- 
suchsergebnisse des  Verfassers  mitgeteilt.  Dann  werden  in  die- 
sem Abschnitt  noch  die  gewundenen  Drehungsfedern  behandelt. 
Den  Inhalt  des  letzten  Abschnittes  bildet  die  Behandlung  der 
Gefässe  und  plattenförmigen  Körper.  Nachdem  der  Verfasser 
die  cylinderförmigen  und  hohlkugelförmigen  Gefässe  für  inneren 
und  äusseren  Ueberdruck  behandelt  hat,  wendet  er  sich  der 
Untersuchung  yon  Platten  zu,  welche  auf  der  oberen  Seite  durch 
einen  Ueberdruck  belastet,  am  Rande  der  unteren  Seite  ge- 
stützt sind.  Die  Entwickelungen  dieses  Capitels  scheinen  uns 
nicht  einwurfsfrei  zu  sein;  jedoch  stimmen  die  Resultate  im  all- 
gemeinen mit  den  Ergebnissen  von  Versuchen  überein. 

Dem  gediegenen  Inhalt  des  Werkes  entspricht  die  äussere 
Ausstattung  desselben.  Besonders  gereichen  ihm  die  Tafeln  zur 
Zierde,  auf  welchen  die  Ergebnisse  verschiedener  Versuche  durch 
Abbildungen  veranschaulicht  werden,  wir  heben  besonders  die- 
jenigen hervor,  welche  sich  auf  die  Torsion  der  Stäbe  beziehen. 

Gerade  die  besondere  Betonung  der  Versuchsergebnisse  wird 
dem  Werke  nicht  nur  in  den  Kreisen  der  Techniker,  für  welche 
es  zunächst  bestimmt  zu  sein  scheint,  sondern  auch  unter  den 
Mathematikern  und  Physikern  vielen  Beifall  erringen.      F.  K. 
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R.  Klimpert.  Lehrbuch  der  Elasticität  und  Festigkeit 
'mit  212  Erklärungen,  186  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelnverzeichnis 
nebdt  einer  Sammlung  von  167  gelösten  und  unge- 
lösten analogen  Aufgaben  zum  Gebrauch  an  niederen 
und  höheren  Schulen  sowie  zum  Selbststudium  und 
Nachschlagen  für  Bau-  und  Maschinentechniker  bear- 
beitet nach  System  Kleyer.    Stuttgart.  J.  Maier.  vi-k298S.  ^^ 

Das  vorliegende  Werk  verfolgt  den  Zweck,  ohne  ZahQlfe- 
nahme  der  höheren  .Mathematik  die  ffir  die  Praxis  wichtigsten 
Regeln  und  Aufgaben  der  Festigkeitslehre  zu  bebandeln;  es  ist 
im  wesentlichen  also  wohl  für  die  niederen  Fachschulen  and 
die  Kreise  der  mathematisch  nicht  besonders  vorgebildeten  Tech- 
niker bestimmt. 

Man  muss  gestehen,  dass  das  bezeichnete  Ziel  als  erreicht 
betrachtet  werden  kann.  Die  Regeln  der  Zug-  und  Druckfestig- 
keit, der  Abscherungsfestigkeit,  Biegungsfestigkeit,  Torsions- 
elasticität  und  Zerknickungsfestigkeit  werden,  soweit  es  ohne 
höhere  Mathematik  möglich  ist,  abgeleitet.  Allerdings  wird  ja 
durch  die  principielle  Vermeidung  der  höheren  Mathematik  der 
Zusammenhang  zwischen  den  einzelnen  Teilen  gestört;  jedoch 
tritt  dieser  Nachteil  für  die  Zwecke  des  Buches  so  gut  wie  voll- 
ständig zurück,  da  der  Verfasser  jedem  der  bezeichneten  Ab- 
schnitte eine  eingehende  Beschreibang  der  bezüglichen  Versuche 
voranschickt  und  im  Anschluss  daran  das  betreffende  Funda- 
mentalgesetz  formulirt.  Bezüglich  der  Biegungsfestigkeit  macht 
sich  dieser  Nachteil  gar  nicht  merklich,  da  'der  Verfasser  diesen 
Teil  mit  den  ersten  Capiteln  durch  elementare  mathematische 
Betrachtungen  in  Zusammenhang  bringt.  Es  gelingt  ihm  sogar, 
die  Gleichung  der  elastischen  Linie,  falls  dieselbe  unendlich 
wenig  von  der  Geraden  abweicht,  auf  elementarem  Wege  abzu- 
leiten. Eigentlich  störend  wirkt  die  Beschränkung  auf  die  ele- 
mentare Mathematik  nur  an  einer  einzigen  Stelle,  nämlich  bei 
der  Ableitung  der  Euler'schen  Gleichung  für  die  Knickfestigkeit 
Der  Verfasser  sieht  sieh  dort  gezwungen,  die  Gleichung  der  ge- 
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bogenen  Linie  ohne  Ableitung  zu  geben  und  in  einer  Kote  mit 
Hfllfe  der  höheren  Mathematik  abzuleiten.  Aber  auch  im  übrigen 
ist  die  Untersuchung  nicht  fehlerfrei;  der  Verfasser  giebt  näm- 
lich fDr  die  gebogene  Linie  die  Gleichung 

an,  wo  $  der  Wert  von  y  für  a?=/,  d.  h.  der  Wert  der  Aus- 
biegung fttr  das  obere  Ende  des  auf  Knickung  beanspruchten 
Stabes  sein  soll.  Derselbe  erfüllt  zunächst  nicht  die  Bedingung 
y'  =  0  für  o;  =  0,  welche  für  den  betrachteten  Fall  des  unten 
eingeklemmten  Balkens  erfüllt  werden   muss.     Ferner  ist   die 

Gleichung  offenbar  nur  möglich,    wenn  smily  ^=;=j  =  1     ist. 

Ea  wird  also  das  zu  beweisende  Resultat  in  die  Voraussetzung 
mit  eingezogen. 

Abgesehen  von  dieser  einen  Unrichtigkeit,  haben  wir  keinen 
Fehler  bemerkt;  im  Gegenteil,  die  Erklärungen  sind  im  allge- 
meinen deutlich,  präcis  und  klar.  Wesentlich  unterstützt  werden 
sie  durch  die  zahlreichen  Zeichnungen.  Einen  Hauptvorzug  des 
Buches  erblicken  wir  in  der  schon  einmal  hervorgehobenen  Be- 
tonung der  physikalischen  und  experimentellen  Begründung  der 
allgemeinen  Begeln  der  Elasticitätslebre. 

Diesen  Vorzügen  des  Buches  stehen  einige  Eigenschaften 
gegenüber,  welche  wir  als  entschiedene  Nachteile  betrachten 
müssen;  dieselben  scheinen  uns  mit  dem  im  Zusammenhang  zu 
stehen,  was  im  Titel  als  System  Eleyer  bezeichnet  ist.  Das 
Ruch  ist  nämlich  in  der  Form  von  Fragen  und  Antworten  abge- 
fasst.  Lässt .  sich  nun  schon  zunächst  im  allgemeinen  darüber 
streiten,  ob  diese  Form  die  für  ein  Lehrbuch  geeignetste  sei,  so 
wirkt  sie  in  dem  vorliegenden  Falle  ganz  besonders  störend, 
durch  die  Art  ihrer  Anwendung.  Man  kann  doch  einen  Unter- 
richt in  der  Elasticitätslebre  schlechterdings  nicht  mit  der  Frage 
beginnen: 

„Was  versteht  man  unter  der  Elasticität  eines  Körpers?^ 
Ebensowenig  wird  man  an  einen  zu  Belehrenden  Fragen  von 
der   folgenden  Art  mit  Aussicht   auf  Antwort  richten   können: 
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Frage  14.  „Welches  Verfahren  wandte  Gerstner  bei  p€t 
gründlichen  Untersuchungen  Ober  die  Ansdebnung  aod  Ell 
cität  des  Eisendrahtes  an?'* 

Frage  49.  „Was  versteht  man  unter  der  nentraleD  Fat 
schiebt  oder  der  elastischen  Fläche?" 

Frage  12.     „Da  die  von  s'Gravesande  angewandte  MeÜM 
für  dickere  Drähte  und  fttr  Stäbe  nicht  mehr   moglieh    isl   a 
auch  aus  dem  in  Erklärung  3  angegebenen  Grunde  wandte  W4 
heim  welches  Verfahren  an,  um  die  Verlängerung  der  Stäbe 
messen?" 

Diese  Beispiele  mögen  genügen;   sie  liessen  sieh  ganz  1 
trächtlich  vermehren,  da  fast  auf  jeder  Seite  eins  oder  mehr 
finden  sind. 

Die  letzte  der  angeführten  Fragen  ist  bezeiehnend  fbr  eii 
stilistische  Eigentümlichkeit  des  Verfassers,  nämlich  ftlr  die  biui 
angewandte,  ganz  wunderbare  Stellung  des  Fragewortes,   z.  B 

Frage  23.  „Wenn  man  einen  grösseren  Streifen  Kaateehac 
oder  noch  besser  einen  Gummischlauch  an  seinen  beiden  Ende 
mit  beiden  Händen  anfasst  und  ihn  durch  Zug  verlängert,  a 
lässt  sich  bei  aufmerksamer  Beobachtung  ausser  der  VerlängeruD 
des  Stabes  noch  welche  Formveränderung  wahrnehmen?*  u.  s.  w 
u.  s.  w.  F.  E. 


P.  J.  Johnen.  Elemente  der  Festigkeitslehre  in  eleroen 
tarer  Darstellung  mit  zahlreichen,  teilweise  vollständig 
gelösten  üebungsbeispielen,  sowie  vielen  praktiscii 
bewährten  Constructionsregeln  für  Maschinen-  und 
Bautechniker,  sowie  zum  Gebrauch  in  technischen  Lehr- 

anstalten.      Weimar.  B.  Fr.  Voigt.  VIII  -h  321  8.  8<>. 

,,Zweek  der  vorliegenden  Arbeit  ist  zunächst,  den  Sehfileni 
der  oberen  Gewerbeklasse  der  MQhlhauser  Gewerbesebule  ein 
Buch  zu  liefern,  das  zur  Wiederholung  der  vom  Verfasser  beit 
Jahren  an  genannter  Anstalt  behandelten  Festigkeitslehre  dienen 
und  von  dem  Teil  der  SchQler,  welche  gleich  in  das  praktisek 
Leben  eintreten,  zum  weiteren  Studium  benutzt  werden  kann.' 
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Dem  Leserkreise  entspreehend,  ist  das  Buch  möglichst  ele- 
mcDtar  gehalten;  besonders  wird  von  der  Anwendung  der  höheren 
Mathematik  Abstand  genommen.  Trotzdem  gelangen  die  tech- 
nisch wichtigen  Probleme  der  Festigkeitslehre  in  ziemlicher  Voll- 
ständigkeit zur  Behandlung  und  werden  an  einer  grossen  Zahl 
passend  gewählter  Beispiele,  die  meistens  der  Praxis  des  Bau- 
und  Maschinenwesens  entnommen  sind,  erläutert.  Nur  hin  und 
wieder  macht  sich  der  Verzicht  auf  den  Gebrauch  der  höheren 
Mathematik  störend  geltend,  indem  der  Verfasser  gezwungen  ist, 
Resultate  ohne  Beweis  mitzuteilen,  für  deren  Herleitung  ihm  keine 
elementaren  Methoden   zu  Gebote   stehen.     Dabin   gehört  z.  B.  j 

der  §  3,  welcher  von  der  Stärke  der  Gefässwände  mit  innerem 
Ueberdruck  handelt.  Fttr  hohlkugelförmige  und  hohlcylindrige 
Gef&sse  werden  zunächst  unter  der  Annahme  gleichmässig  ver- 
teilter Spannungen  Näherungsformeln  (Mariotte)  fttr  den  Fall 
dünner  Gefässe  abgeleitet  und  dann  die  genaueren  Formeln  von 
Lama,  Briz  und  Grashof  ohne  Beweis  mitgeteilt.  An  einigen 
praktischen  Beispielen  werden  die  Resultate,  welche  die  ver- 
schiedenen Formeln  liefern,  mit  einander  verglichen. 

Auch   bei   der  Knickfestigkeit   wird   die   Grundformel   von 

7^     EJ 

Euler  '*  =  -7 — rt-  ohne  Beweis  mitgeteilt;  allerdings  geht  der 

Mitteilung  dieser  Formel  eine  elementare  Betrachtung  vorauf, 
welche  das  Problem  der  Knickung  auf  dasjenige  der  Biegung 
durch  eine  zur  Richtung  des  Stabes  senkrechte  Kraft  zurtlck- 
führt.  Ist  die  letztere  gleich  P,,  so  wird  die  Abweichung  des 
freien  Endes 

*~  3EJ' 
„Soll  nun  statt  der  Kraft  Pj  eine  in  Richtung  der  ursprünglichen 
Stabaxe  auf  das  freie  Ende  wirkende  Kraft  P  die  gleiche  Wir- 
kung erzielen,  so  muss  offenbar 

Ps  =  PJ 
sein.^    Das  ist  nicht  ganz  unanfechtbar,  denn  beide  Kräfte  geben 
zwar  dann  fttr  das  freie  wie  fttr  das  eingeklemmte  Ende  gleiche 
Momente,    während    das    fttr   die   mittleren  Teile  des   Balkens 
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keineswegs  der  Fall  sein  wird;  ein  angen&hertes  Resultat  wird 
man  allerdings  erhalten,  da  beide  Momente  vona  Werte  Null 
bis  zu  dem  Werte  fQr  das  eingeklemmte  Ende  steigen.  Begnügt 
man  sich  mit  der  betreffenden  Näherung,  so  erhält  man: 

3£/ 

Wie  die  Zug-  und  Druckfestigkeit  zur  Bestimmung  von  Ge- 
fassen  mit  innerem  Ueberdruck  verwendet  wurde,  so  kommt  die 
Knickfestigkeit  in  ganz  eigenartiger  Weise  zur  Anwendung  bei 
der  Bestimmung  von  Gefässen,  welche  äusseren  Ueberdruck  zn 
erleiden  haben. 

Im  allgemeinen  ist  die  Einteilung  des  Stoffes  die  übliche. 
Nach  einer  Einleitung,  in  welcher  die  Begriffe  des  Elasticitats-, 
Sicherheits-,  Trag-  bezw.  Bruchmoduls  erläutert  werden,  kommen 
im  ersten  Capitel  die  Zug-  und  Druck-,  die  Biegungs-,  die  Schab- 
und  die  Torsionsfestigkeit  zur  Behandlung.  Im  zweiten  Capitel 
wird  die  zusammengesetzte  Elasticität,  die  Zerknickungsfestigkeit, 
die  excentrische,  der  schiefe  Zug  oder  Druck,  und  die  Combina- 
tion  von  Biegung  und  Torsion  behandelt. 

Das  Werk  wird  fQr  den  Praktiker  einen  besonderen  Wert 
durch  die  zahlreichen  Tabellen  erhalten,  welche  demselben  bei- 
gegeben sind.  F.  K. 

E.  Sarrau.      Notions    sur    la    thöorie    de    l'^lasticit^. 

Noov.  Ann.  (3)  VII.  503-562. 

Der  vorliegende  kurze  Abriss  ist  die  Reproduction  eines 
auf  wenige  Vorlesungen  beschränkten  Cursus  über  Elastioitäts- 
theorie,  welchen  der  Verfasser  an  der  Ecole  Polytechnique  ge- 
halten hat. 

Zunächst  werden  die  allgemein  gültigen  und  von  der  spe- 
eiellen  Natur  eines  Körpers  unabhängigen  Beziehungen  zwischen 
den  Spannungen  erörtert.  Dann  werden  die  Eigenschaften  der 
Verschiebungen  untersucht.  Im  dritten  Abschnitt  werden  die 
Spannungen  durch  die  Ableitungen  der  Verschiebnngen  ausge- 
drtlckt,  und  im  Anschluss  daran  die  Differentialgleichungen  fDr 
die  Deformationen  elastischer  Körper  im  Abschnitt  IV  entwickelt 


Capitel  1.    Molecalarpbysik,  Blasticität  und  Capillaritat.        1051 

Im  Abschnitt  V  werden  einige  wichtige  Beispiele  f&r  das  Gleich- 
gewicht elastischer  Körper  behandelt.  Im  sechsten  Abschnitt 
werden  die  Schwingungen  und  zwar  besonders  die  einfachen 
Schwingungen  elastischer  Körper  untersucht.  F.  K. 


K,  Wesendonck.  üeber  die  Bedingungen,  denen  die 
Elasticitätsconstanten  genügen  müssen,  damit  die  Lö- 
sungen elastischer  Probleme   eindeutig  sind.    Wiedemann 

Ano.  XXXV.  121-125. 

Damit  die  im  Titel  gestellte  Bedingung  erfüllt  sei,  darf  die 
quadratische  Form  der  sechs  Grössen  x^,  t/y,  s«,  y«,  z^^  x^  mit 
im  allgemeinen  21  Coefficienten,  deren  Ableitungen  die  sechs 
Drackcomponenten  sind,  nur  dann  ihren  grössten  Wert  Null  er- 
reichen, wenn  die  sechs  Argumente  sämtlich  yerschwinden. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Kritik  des  von  Neumann  in  dem 
Falle 

«14    =    «1»    =    <»18    =    «n  =   «25    =    «86    =    ««4    =    «.S    =   «86    =  0, 

«U     =    ««6>      «21    =    »441      Ö|J    =    «56 

eingeschlagenen  Verfahrens  zur  Erfüllung  dieser  Bedingung  und 
giebt  im  Anschluss  an  Jacobi  (J.  für  Math.  LIII.  281)  die  rich- 
tigen Beziehungen  an.  '  F.  K. 


W.  Voigt.      Ueber    adiabatische    Elasticitätsconstanten. 

Gott.  N.  359-374. 

Der  schon  von  Maxwell  gemachte  Unterschied  zwischen 
isotbermischen  und  adiabatischen  Elasticitätsconstanten  gewinnt 
dadurch  an  praktischem  Interesse,  dass  gewisse  Erscheinungen 
von  den  ersteren,  andere  von  den  letzteren  abhängen. 

Bezeichnen  x^,  Xy  etc.  die  in  bekannter  Weige  aus  den  Ab- 
leitungen der  VerrUckungen  gebildeten  Ausdrücke,  von  denen 
der  elastische  Zustand  abhängt,  @  die  absolute  Temperatur,  dE 
den  Zuwachs  der  Energie  an  einer  bestimmten  Stelle,  dS  die  zu- 
geführte  Arbeit  und  dQ  die  zugeführte  Wärme,  so  gelten  die 
Gleichungen 


1052  XI.  Abschnitt    MftthemAtiBche  Physik. 

dE=^dS  +  ÄdQ, 

.-,        dE    .  dE    ,      ,     dE    ,      ,     dE    .      ,     dE    . 

wo  3s,  H„  etc.  die  Druckkr&fte,  ^edQ*  die  lebendige  Kraft  be- 
zeichnen.   Man  erhftlt  also,  wenn 

0  =  E—A9Ü 
gesetzt  wird, 

Demgem&88  kann  man  schreiben: 

Die  sogenannte  wahre  W&rmecapaoität  @  ergiebt  sich  hieraas, 
wenn  man  da;,,  dxy, ...,  d»,  gleich  Null  seist: 

WO  8  die  Dichtigkeit,  c  die  specifische  Wärme  bezeichnet  Die 
Wärmemenge,  welche  zuzuführen  ist,  wenn  die  Kr&fte  constaot 
sind,  erhält  man,  indem  man  x^g^  x^^  ...,  s«  als  Function  der 
Druckkräfte  und  der  Temperatur  auBieht,   und  dann  an  Stelle 

nX  dx 

der  Differentiale  -öj^^®?    "^ß"**®  ^^'  ®®^*^' 
Diese  specifische  Wärme  ist  also 

Bezeichnet  nun  0«)  Oyi  Q»  ^^^  durch  ein  zur  x-^  y-  oder  »-Axe 
senkrechtes  Flächenelement  fliessende  Wärmemenge,  so  ist  be- 
kanntlich 
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5/     ""  V    5l!      ■♦'      Sil      "♦"       ÖÄ     / 


dt  ^  dx  dy  9» 

und  demgemftss: 

~^^^dr''\  dx  '^  dy  '^   d^J 

BesoDders  wichtig  ist  der  Fall,  dass  die  Temperataränderung 
lediglich  durch  die  Aasdehnungsänderung  bewirkt  wird,  also  9 
mit  jeneD  erster  Ordnang  ist;  dann  wird  (D  eine  homogene  qua- 
dratische Function  der  sieben  Grössen  x^^  Xy^  . . . ,  ^,  und  man 
erhält 

AbcS" 

wo  c  von  ^,  Xg^  Xyy  ...  unabhängig  ist. 

Hieraus  erhält  man  die  allgemeine  specifische  Wärme  ver- 
mittelst der  Gleichung 

«Cd*  =  edV. 

Wirken  auf  den  Korper  keine  Drucke,  und  ist  die  Temperatur 
desselben  Überall  die  gleiche,  so  gentigt  man  den  Haupt- 
gleichungen  durch 

Hx  =  0,  Sy=^  0,  Z.  =  0, 

WO  ap  a,,  a,  die  Coefficienten  der  thermischen  linearen  Dila- 
tationen, a^y  a^,  o,  die  der  thermischen  Winkeländerungen  sind, 
welche  offenbar  den  Gleichungen: 

qk  =  ^CAköi  (Ä  =  1,  2,  3,  4,  5,  6) 

genügen  müssen.  Löst  man  dieselben  nach  a^  auf,  so  möge 
sich  ergeben: 

an  =  *^*A7t  (Ä  =  1,  2,  3,  4,  5,  6). 


1054  XI.  AbscbDitt    Mathematische  Physik. 

Dann  ergeben  sich  weiter  die  GleichuDgen 

wo  c'  zur  Abkürzung  fBr 

<^  +  -]j7(7i»,  +  —  +  «'•«.) 

gesetzt  ist  und   offenbar   die   speeifische  Wärme   fQr  constante 
Spannung  bezeichnet. 

Für  dreifach  Bymmetrische  Erystalle  ist  9^  =  f,  =  ^^  =  0, 
a^  =  a^  =  a,  =  0;  sind  x^  x„  x,  die  Wärmeleitungsfähigkeiteo, 
so  erhält  man  demnach 

*^  dt   ~  *'   öaj"^   "^  *»    Öy»  +  *'    öa" 

welche  für  reguläre  Erystalle  und  unkrystalliDische  Substanzen  in 
die  einfachere  Gleichung: 

€C  -TT-  =  X^Ü'  —  - 


dt  A     dt 

übergeht,  wo  d  die  kubische  Dilatation  bezeichnet 


Man  hat  ferner 


""      '^  ""      Ae   ' 


sodass  man  schreiben  kann 


€C  -TT-  =  xJd"  — 


dt  3a        dt  ' 

wo  a  der  thermische  Ausdehnungscoefficient  ist.  Ist  die  Wärme- 
strömung unmerklich  (z.  B.  bei  Sghwingungen),  so  kann  man 
setzen: 
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Dieses  sind  aber  Ausdrücke  von  derselben  Art  wie  die  Druck- 
kräfte —Xgj  — Xy,  ...y  nur  dass  an  Stelle  der  isothermiscben  Con- 
stanten Ckt  die  adiabatischen  Constanten  nk  ==  Cjn  +  zhSL^  ge- 

Aec 

treten  sind.     Ebenso   treten   an  Stelle  der  isothermiscben  Coef- 

ficienten  Skk  die  adiabatischen  Chk  =  «a* *  *,   > 

Aec 

Demgemftss  ergiebt  sich  der  adiabatische  Dehnungscoefficien^ 
E  einer  Richtung,  wenn  E  den  isothermischen  Dehnungscoeffi- 
cienten,  a  den  thermischen  linearen  Dilatationscoefficienten  be- 
zeichnet : 

Ebenso  ergiebt  sich  der  adiabatische  Drillungscpefficient  T  far 
ein  Prisma  aus  dem  isothermischen  Drillungscoefficienten  T 
vermittelst  der  Gleichung: 

Aec 
wo  al)i  die  thermische  Winkeländerung  zwischen  der  Längsrich- 
tung und  der  grösseren  Querrichtung  bezeichnet. 

Der  Verfasser  entwickelt  besonders  noch  für  den  Fall  regulär 
krystallinischer  oder  isotroper  Substanzen  die  in  Frage  kom- 
menden Grössen;  es  ergiebt  sich,  dass  ftlr  die  Druckkräfte  ein 
Unterschied  nur  dann  auftritt,  wenn  die  kubische  Dilatation  einen 
YOQ  Null  verschiedenen  Wert  hat. 

FUr  gewisse  Substanzen  werden  die  adiabatischen  und  iso- 
thermischen Coefficienten  berechnet. 

Zum  Schluss  bespricht  der  Verfasser  die  Modificationen, 
welche  einzuführen  sind,  wenn  zwar  die  Temperaturänderungen 
grösser,  aber  die  Deformationen  noch  immer  klein  sind 

F.  K. 

W.   Voigt,      ßestimmung  der  Elasticitätsconstanten   für 
Flussspat  und  Pyrit.    Gott.  N.  299-313. 

W.   Voigt.      Bestimmung  der  Elasticitätsconstanten  von 
Flussspat,   Pyrit,  Steinsalz  und  Sylvin,     Wiedemann  Aod. 

XXXV..642.riül. 
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Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  für  das  regelmässige 
Krystallsystem  Beziehungen  zwischen  der  Biegung  und  dem  Bie- 
gungscoefGcienten,  sowie  der  Drillung  und  dem  Drillungsooeffi- 
cienten,  und  stellt  diese  beiden  Goef&cienten  durch  Elastieitäts- 
Constanten  dar. 

Die  Beobachtungen,  auf  deren  Ergebnisse  hier  nicht  näher 
eingegangen  werden  kann,  sind  in  derselben  Weise  wie  die 
früheren  angestellt  worden.    (6ött.  N.  1887,  F.  d.  M.  XIX.  1055.) 

F.  K. 

P.  Groth.  üeber  die  Elasticität  der  Krystalle.  Mfioch.Bar.  256. 

Die  theoretischen  Ergebnisse  von  W.  Voigt  über  die  Bie- 
gungselasticität  von  Krystallen  haben  sich  bei  den  Versuchen 
von  W.  Voigt  selbst  und  von  Vater  bestätigt.  F.  K. 


FiNSTERWALDER.      üebcr   die  Verteilung  der   Biegungs- 
elasticität     in      dreifach     symmetrischen     Krystallen. 

Maoch.  Ber.  257-266. 

Der  Elasticitätscoefficient  eines  Stäbchens,  dessen  Längs- 
richtung mit  den  drei  Hauptaxen  die  Richtungscosinus  a,  ß.  y 
bildet,  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

Fasst  man  ^a,  qß^  gy  als  Coordinaten  eines  Punktes  auf,  so  kann 
mau  die  eben  genannte  Beziehung  durch  die  Fläche  ausdrücken : 

x'  +  y'  +  Ä*  =  ^• 

Einem  bestimmten  q  entspricht  dann  der  Schnitt  einer  Kugel  um 
den  Anfangspunkt  als  Mittelpunkt  *mit  einem  Inviduum  aas  einer 
Schar  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  concentrischer  Flächen 
vierter  Ordnung.  Die  so  entstandene  Fläche  kann  man  aber 
auch  auf  einer  Ebene  abbilden,  indem  man 

«>  =  X,   /?'  =  r,   y'==Z 

setzt;  dann  ist 

X+ Y  +  Z  =  1 
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und 

Jedem  q   entspricht    also    eine  .Gleichung    zweiten    Grades    in 
X,  F,  Z,  d.  h.  also  ein  Kegelschnitt  in  der  Ebene 

X+Y  +  Z  =  1. 

Da  a',  /9',  y^  positiv  sind,  so  kommt  nur  dasjenige  Stück 
der  Ebene  in  Frage,  welches  zwischen  den  drei  Coordinaten- 
ebenen  liegt,  d.  h.  ein  Dreieck.  Man  sieht  auch  ein,  dass  jedem 
Punkt  in  der  Ebene  acht  Punkte  auf  der  Flftche  entsprechen. 

Der  Verfasser  discutirt  die  Abbildung  und  wendet  die  ge- 
wonnenen Resultate   auf  die  verschiedenen  Krystallsysteme  an. 

F.  K. 

E.   H.  Amagat.      Sur   la   v^rification    exp^rimentale  des 
formules    de    Lam6    et    la    valeur    du    coefßcient    de 

PoisSOn.      C.  R.  OVI.  479-482. 

Der  Verfasser  untersucht  zwei  Hohlcylinder  gleichen  Materials, 

derselben  Höhe  und  desselben  inneren  Radius  Aq,  deren  äussere 

Radien  R  und  R^  von  einander  verschieden  sind,  und  zwar  ein 

Paar  Cylinder  von  Bronze   und   zwei  Paare  von  Stahlcylindern. 

Er  findet  folgende  Gesetze  bestätigt: 

1)  Wirkt  auf  die  äussere  und  auf  die  innere  Wandung  der- 
selbe Druck,  so  ist  die  Aenderung  des  inneren  Volumens  fUr 
beide  Cylinder  dieselbe. 

2)  Bei  demselben  äusseren  Druck  verbalten  sich  die  Aen- 
derungen  des  Volumens  wie 

(•-f  )<■-#> 

3)  Dasselbe  gilt  bezüglich  des  äusseren  Volumens  bei  innerem 
Druck. 

4)  Bei  demselben  Cylinder  ist  die  Aenderung  des  äusseren 
Volumens  bei  innerem  Druck  gleich  derjenigen  des  inneren 
Volumens  bei  äusserem  Druck. 

Die  Poisson'sche  Constante  fi  findet  der  Verfasser,  indem  er 
die  Aenderungen  des  Volumens  unter  Einfluss  einer  Zugkraft  P 
und    unter    Einfluss    eines    äusseren     Druckes    P,    betrachtet, 

Fortschr.  d.  Math.  XX.  3.  C7 
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für  welche  die  Formeln 

«V,^  VPa     ^,_^. 

gelten. 

Es  ergab  Bich  bei  den  Cjlindern  von  Stahl  : 
II  =r  0,2609,    resp.    /i  =  0,2620, 
bei  denen  von  Bronze 

II  =  0,3190    und    0,3204.  F.  K. 


C.  SoMiGLiANA.     8o|)ra  la  dilatazione  cubica  di  nn  corpo 
elastico    isotropo  in  un  spazio  di    cui*yatiira  costante. 

Aonali  di  Mat.  (2)  XVI.  101-105. 

Der  Verfasser  stellt  zunächst  in  einem  Räume  eonstaoter 
Krümmung  fQr  einen  Körper,  auf  welchen  gegebene  Kräfte 
wirken,  die  kubische  Dilatation  durch  Integrale  dar,  welche  Ober  die 
Oberfläche  und  das  ganze  Gebiet  erstreckt  sind.  Von  dieser 
Formel  macht  der  Verfasser  Gebrauch  fUr  den  Fall  einer  Kugel 
auf  welche  lediglich  ein  constanter  Oberflächendruck  wirkt. 

F.  K. 

E.  Padova.     Suir  uso  delje  coordinate  curvilinee  in  al- 
cuni  problemi  delia  teoria  matematica  delja  elasticith. 

30  S.  Aus  dem  III.  Bde.  der:  Stndi  editi  dalla  Uoirereitä  di  Padova 
a  commemorare  Tottavo  ceDteoario  della  origiDe  della  Univeraiti  di 
Bologna.    3  Vo).    Padova.  Tipografia  del  Semioario.  4^ 

Wird  ein  orthogonales  krummliniges  Coordinatensystem 
9\i  991  9a  angenommen,  und  erhält  das  Linienelement  des  Raumes 
in  diesem  Systeme  die  Form: 

SO    werden    bekanntlich    (Siehe    E.    Beltrami:    Sülle    equaiioni  4 
generali  della  elasticiia,  Annali  di  Mat  (2)  X)   die  Dilatationen 
of,  /J,  y  („Verschiebungen"    nach    Weyrauch,    Theorie    elastischer 
Körper),    die    Gleitungeu    A,   /i,    y    („Normalgleitungen"    nach 


\ 
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Weyrauch)  und  die  Elementarrotationen  p,  9,  r  als  Functionen 
der  VerrQckungen  Aj,  A„  A,  durch  folgende  Gleichungen  aus- 
gedrückt: 

_  1  ra«.     1  ö*         1  a&     1 


(a) 


ög,        k,  dq,     •'        ft,   ö?, 
p  ==  ...,   y  =  .. ., 


-   k,  dg,  +  /r.  ag,        &,*.^ög,  "'  +  ög,  '*«> 


^  =  ,,.j     y  s= 


»^        Ä,  öj.        *,  dq,    ^  A,ft,  vö?,     '      dq,     •>" 


•  •  • 


9  =  ...,    r  = 

Damit  vorgegebenen  Werten  von  a,  /J,  y,  A,  ^,  v,  p,  g,  r  wirkliche 
VerrQckungen    entsprechen,    müssen    die   aus    den    obigen  Glei- 

dRi 

chungen  sich  ergebenden  Ausdrücke  F^,  von    -^— ^    den     Bedin- 
gungen: 

dFjs  _  dFjH 
dqn  ~  dqs 
genügen;  durch  £ntwickelung  dieser  Relationen  erhält  man  neun 
Gleichungen,  aus  welchen  sich  die  partiellen  Differentialquotienten 
von  p,  g,  r  als  Functionen  von  a,  ß^  y,  A,  fi,  y,  p,  g,  r,  /?,,  /?„  Ä, 
ergeben  (Gleichungen  (c)).  Handelt  es  sich  um  einen  euklidischen 
Baum,  so  fallen,  wegen  der  in  einem  solchen  Räume  bestehen- 
den Relationen: 

'd\      ^  1    dk,  dk^        1    dk,   dk^ 
dq.dq,    ""  k,  dq,  dq,         k,    dq,   dq,  ' 

1  a/r,  dk^^    ^W,  ag,>^    ^v^3  ag,A 

l_dk^dk^_  J_dk^dk^_ 

kl  dq,  dq,  '     k\  dq,  dq,  ' 

sämtliche  A,,  A,,  /?,  enthaltenden  Glieder  aus  den  Gleichungen 

(c)  weg.     Stellt  man  nun  die  Bedingungen  für  die  £xistenz  der 

Functh)nen   p,  g,  r  auf,    deren    Differentialquotienten    durch    die 

Ü7* 
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Gleichungen  (c)  gegeben  werden,  so  entstehen  faieraos  neun  ( 
chungen  (Gleichungen  (d)),  die  sich  aber  auf  sechs  redaciren. 
Gleichungen  (a),  nach  Anwendung  der  OleiehuDgen  (b),  eotha 
nur  Of  ß^  y^  A,  ^,  v  und  ihre  DifferentialquoticDten,  and  stellea 
Bedingungen  dar,    welchen    diese    Functionen    g'enOgen  m&i^ 
wenn  denselben  wirklich  eine  Verrttckung  entsprechen  soll. 
der  Raum  ein  constantes,  aber  nicht  verschwindendes  Erümma: 
mass,  so  fallen  1?^  /?,,  /2,  aus  (c)  nicht  weg;  das  findet  aber  in 
Gleichungen  (d)  statt,  welche  sich,  wie*  frQher,  auf  sechs  redoe. 
(Mit  der  Behandlung  des  Problemes  für   einen   beliebigen  H 
beschäftigt  sich  eine  spätere  Arbeit  des  Verfassers:   Sülle  dei 
mazioni  infinitesime,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  V.   174-78).    St 
man  endlich  in  den  Gleichungen  (d)  statt  a,  /?,  y^  X,  ^,  v  ihre  A 
drücke  (Gleichungen  (e))   durch   die   Normal-    und    Tangenti 
Spannungen  @j,  @,,  6^3,  Ü^^  ii^^  Si^    an    den    Seitenfi&cben   eii 
Elementarparallelepipedons,    so    ergeben   sich    die   Bedingno; 
dafttr,  dass   vorgegebene  Grossen  0,,  ß.-  ein  System    Ton  S].4 
nungen  im  Inneren  eines  elastischen  Körpers  bilden  können.   L 
Gleichungen  (e)  lauten  für  einen  isotropen  Körper: 

j  -    JL       - 

WO  A^  B  zwei  Gonstanten  sind. 

Eine  erste  Anwendung  bildet  die  Untersuchung  des  Giei«^ 
gewichtes  eines  von  einer  Umdrehungsfläche  und  zwei  Heridia: 
ebenen  begrenzten  isotropen  Körpers  unter  besonderen  Yoraoj 
Setzungen;  zweitens  wird  ein  von  einer  Kegelfläche  begrenzte 
Körper  betrachtet.  Im  ersten  Falle  werden  cylindrische,  ;/ 
zweiten  polare  Coordinaten  gebraucht.     .  Vi. 


E.  Padova.     Sopra  nn  teorema  della  teoria  matematicv 

della   elasticitk      Naovo  Cimento.  (3)  XXIII.  57-61. 

Eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Spannungen,  welc> 
in  einem  isotropen  elastischen  Körper  von  Torgegebenen  äussereo 
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Kräften  X,  Y,  Z  erregt  werden.    Man  gelangt  zu  den  folgenden 
Formeln: 

0  1      ö'f         dV 

d  1    ^*ip       d*P 

d  1      Ö"F         ÖV, 

^' ~  T+ö '^+ r+ö  ~ä^ "'' ^  "rar + *^" 

1    a'y     ay,     gy, 


wo 


. 1_  f/dX       dY   ,    dZ\  dS 

'  ^       4»  y  \  Öx  "*"  öl/   "•"   ö»  /    r   ' 


z/'v  =  /;  j'v,  =x-  ^, d*v,  =  Y—  -§^,  j*w,  =  z—  ^^ 


öx  '        '  öy '         •  öa  ' 

äS  das  Raumelement,  da  das  Oberflächenelemeut,  a,  /?,  ^^  die 
RichtuDgscosinus  der  Normale,  d  die  gebräuchliche  Elasticitäts- 
constante  ist  Vi.  * 


V.  Cerrüti.     Sulla  deformazione   di    un   corpo  elastmo 
isotropo     per     alcuni    speciali    condizioiii    ai    limiti. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  IVi-  785-792. 

Unter  Einführung   krummliniger   orthogonaler   Coordinaten, 
für  welche  das  Linienelement  lautet 

möge  die  Gleichung  der  Oberfläche  eines  elastischen  Körpers  in 
7,  =  const.  übergehen.  Wirken  auf  die  Oberfläche  nur  Druck- 
kräfte mit  den  Componenten  q>^^  q)^^  <jp„  und  sind  die  Verschie- 
bungen an  der  Oberfläche  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten 


1    dO,    6     1 
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u,  9,  IT,   60  erhält  man  ftir  die  kubische  Dilatation  0  den  Aus 
druck: 

wox.  =  «|j  +  e|i+«-|f-,  etc, 

ff  -rt  ^  rJ-A  i>4.±^-l-±-i.-i^  A_L 

"*•  -  ^'  Öj^Aoi  e?,   Ä  >'"^  O:  dq,  dq,    R^  Q\  dq,  dg,    R  ' 

während  St,  aus  ^,  darch  Vertauschung  des  Index  1  mit  2  ett- 
steht.  Bezeichnet  man  nun  durch  <p\,  <f>'„  <p'„  m\,  x',,  x',  ein  zweitf< 
zusammengehöriges  System  von  Grössen,  so  kann  man  vermCg« 
der  bekannten  Gleichung 

=  /  (0. 9». "'.  +  0,  Vt "',  4-  (>,  V, «;)  d* 

den  Ausdruck  fdr  die  kubische  Dilatation  schreiben: 

-/ { X.  (2?  w'Ä,  -  P,  9»;)  +  X,  (2?  ft»'^, -(?, 9)',) 

+  x,(2fc<,'je,-(?,9.',)|d,. 
Ist  die  Aufgabe  gelöst,  tf'\,  tp',,  x',  zu  bestimmen,  wenn 

sein  soll,  oder  umgekehrt  x^,  x'„  tp',  zu  bestimmen,  wenn 
2ew'Ä,  — 0,7>;  =  0,    2Qtü*^,—Q,<p',  =  0, 


Capitel  1.     iMoIecularpbjBik,  Elasticität  uod  Gapillarität.        1063 

ist,  80  erhält  man  offenbar  die  kabische  Dilatation  für  die  beiden 
Fälle,  dass  die  Normalcomponeute  des  Oberflächendruckes  und 
die  Tangentialcomponenten  der  Verschiebung  an  der  Oberfläche 
gegeben  sind,  oder  dass  die  Normalcomponente  der  Verschiebung^ 
und  die  Tangentialcomponente  des  Druckes  vorgeschriebene  Werte 
haben  sollen.  Der  Verfasser  w^endet  das  Verfahren  auf  den  von 
einer  Ebene  begrenzten  unendlichen  Körper  a(^.  (Vgl.  das  Re- 
ferat über  Boussinesq  S.  1066.)  F.  K. 


G.  H.   Bryan.      On    the    stability    of    elaatic    Systems. 

Cambr.  Proc.  VI.  199-210. 

Kirchhoff  hat  gezeigt  (Vorlesungen  über  Math.  Physik.  27. 
§  2),  dass  der  Gleichgewichtszustand  eines  festen  elastischen 
Körpers,  wenn  die  beschleunigenden  Kräfte  und  die  Druckkräfte 
gegeben  sind,  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt  und  stabil  ist. 
Fälle  nicht  stabilen  Gleichgewichts  hat  schon  Euler  und  in 
neuerer  Zeit  Greenhill  betrachtet.  Herr  Bryan  untersucht  zuerst 
allgemein,  wann  ein  elastisches  System  einen  instabilen  Gleich- 
gewichtszustand zulässt.  Die  Untersuchung  der  zweiten  Varia- 
tion der  potentiellen  Energie  des  Systems  ergiebt,  dass  dies  nur 
möglich  ist  fQr  Drähte  und  ebene  oder  gekrümmte  Platten,  die 
durch  blosses  Biegen  oder  Drehen  deformirt  werden  können. 
Diese  Fälle  werden  dann  genauer  discutirt  und  ein  Beispiel 
wird  durchgerechnet.  St.  * 

C.  Chreb.  Further  applications  of  a  new  Solution  of 
the  equations  of  an  isotropic  elastic  solid,  mainly  to 
various  cases  of  rotating  bodies.     Quart.  J.  xxiii.  11-33. 

Der  Verfasser  giebt  einige  Anwendungen  der  von  ihm  im 
Quart.  J.  XXII.  89-118  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  959)  entwickelten 
Lösung  der  Gleichungen  für  isotrope  elastische  Körper.  Die- 
selben beziehen  sich  auf  Ellipsoide  und  besonders  auf  deren 
Ausartungen  in  Stäbe  und  Scheiben. 

Die  erste  Anwendung  bezieht  sich  auf  Stäbe,  d.  h.  cylinder- 
förmige  Gebilde,  deren  Längenausdehnung   gross   ist  gegen  die 
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anderen  Dimensionen.  Besonders  wird  die  Ausdehnnog  der  f  Qr 
elliptischen  Querschnitt  gewonnenen  Resultate  auf  den  Fall  eines 
Hohlcylinders  erörtert. 

Dann  bespricht  der  Verfasser  die  Anwendang  seiner  Glei- 
chungen auf  das  um  eine  Axe  rotirende  Ellipsoid,  falls  die  anf 
die  Oberfläche  wirkenden  Krftfte  sich  in  der  Form 

paj(JIja:'  +  ^,»'+^.0  etc. 
darstellen,  wo  p  das  yom  Anfangspunkt  anf  die  Tangentialebene 
in  x^  y,  %  gefüllte  Lot,  il,,  iJ,,  i7,  hingegen  Constanten  bedeuten. 
Die  ToUständige  Lösung  führt  auf  neun  Gleichungen  mit  neun  Un- 
bekannten, die  sich  wesentlich  yereinfachen,  wenn  das  Ellipsoid 
in  ein  Sphäroid  übergeht;  besonders  eingehend  werden  die  Fälle 
behandelt,  dass  der  in  Frage  stehende  Körper  unendlich  wenig 
von  einer  Kugel  abweicht,  der  Grenzfall  einer  Scheibe  and  der- 
jenige eines  Stabes. 

Die  Gefahr  des  Bruches  (tendency  of  rupture)  wird  in  den 
einzelnen  Fällen  bestimmt,  und  die  erhaltenen  Werte  werden  mit 
einander  verglichen.  F.  K. 

C.  Chrbb.     On  bolotropic  elastic  solids.     Lood.  r.  s.  Proe. 

XLIV.  214-218. 

Auszug  aus  einer  Schrift,  welche  wahrscheinlich  in  den 
Transactions  erscheinen  wird.  Es  wird  angegeben,  dass  die- 
selbe  über  elastische  Körper  von  verschiedenen  nicht  isotropen 
Arten  handelt.  Ihr  Ziel  ist  die  Aufstellung  von  Lösungen  der 
inneren  Gleichungen  nach  aufsteigenden  ganzen  Potenzen  der 
Variabein  und  ihre  Anwendung  auf  Probleme  praktischer  Art; 
einige  von  ihnen  sind  bereits  von  De  St.  Venant,  obschon  in 
ganz  anderer  Weise,  gelöst  worden.  Cly.  (Lp.) 


M.  Lkw.     Sur  une  propriöt^  g^n^rale  des  corps  solides 
^lastiques.    c.  r.  cvil.  414-416. 

M.  Lew.     Observation  relative  ä  une  pröcödente  com- 
inunication.     C.  R.  CVII.  453-454 
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In  der  ersten  Note  Avird  in  einfacher  Weise  der  Satz  be- 
wiesen: „Die  Arbeit  eines  Systems  äusserer  Kräfte  bezüglich 
der  durch  ein  zweites  System  von  Kräften  bewirkten  elastischen 
Verschiebungen  ist  gleich  der  Arbeit  des  zweiten  Systems  be- 
züglich der  durch  das  erste  bewirkten  VerrOckungen^.  In  der 
zweiten  Note  wird  die  Priorität  des  Herrn  Betti  bezüglich  dieses 
Gesetzes  anerkannt.  F.  K. 

E.  CesARO.  Sur  iine  röcente  comiiiunication  de  M.  M.  L6vy. 

CR.  CVir.  520-522. 

Das  Theorem  von  Betti  wird  auf  n  Dimensionen  ausgedehnt 
und  zur  Ableitung  der  Formel  von  Laplace  für  die  Schallge- 
schwindigkeit benutzt.  F.  K. 

Z.      Darstellung  des   Spannungs-    und   Forniänderungs- 
zustandes  im  Innern  eines  Körpers.   Centralbl.  d.  Bauverw. 

VIII.  100. 

Man  trage  auf  der  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems  die  drei  Strecken 

OX  =  a„  OY  =  a,j,  OZ  =  a,  (<;,  >  a^  >  a^) 
ab  und  beschreibe  über  XY  und  YZ  als  Durchmesser  zwei  Halb- 
kreise in  dem  ersten  Quadranten  des  Goordinatensystems.  Durch 
Y  und  Z  ziehe  man  unter  den  Winkeln  xfj  und  q>  zur  negativen 
Abscissenaxe  die  Kreissehnen  YQ  und  ZP,  Um  die  Mitte  M 
von  XY  beschreibe  man  mit  MP  als  Badius  einen  Halbkreis, 
und  endlich  zeichne  man  denjenigen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
auch  auf  OZ  liegt  und  der  durch  die  Punkte  Q  und  Z  hindurch- 
geht.    Der  Schnittpunkt  sei  Q\     Die  Abscisse  dieses  Punktes  ist 

X  =  (jjsin'y +ayCos*<p8in*?/;-|-<yxCOS*qpcos*V', 

« 

und  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  0  ist 

ß*  =  alsin'qp  +  tfjcos'ysin'^  +  ^'lcos'ycos't/;. 
Sind  nun  aber  a«,  Otj,  o»  Hauptspannungen,  so  werden  durch 
diese  Ausdrücke  die  Normalspannung  und  das  Quadrat  der  Re- 
sultante derjenigen  Spannungen  dargestellt,  welche  auf  ein 
Flächenelement  mit  den  Richtungscosinus  cosg^cosi^,  cos<]psini/;, 
sinqp  zu  den  drei  Hauptspannungsrichtungen  wirken.    Die  Coor- 
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dinaten  des  Punktes  Q'  liefern  also  direct  Normal-  und  Tanten 
tialspannung  fOr  das  betreffende  Fläcbenelement. 

Die  Construction   ist  von  Herrn  Mohr  im  üiviling.  XXVIII 
vorgeschlagen.  F.  K. 

J.  BoussiNBSQ.  J^uilibre  d*dlasticite  d'un  solide  sans 
pesanteur,  homogene  et  isotrope,  dont  les  parties  pro- 
foiides  sont  niaiutenues  fixes,  pendant  qua  sa  anrface 
^prouve  des  pre8sioT\3  ou  des  d^placements  connus, 
s'annulant  hors  d*une  r^gion  restreinte  oü  ils  sont 
arbitraires.    CR.  GVI.  i04d-i049. 

J.  BoussiNESQ.     Gas  oh  les  donn^es  sont  mixtes,   cest- 

k-dire   relatives   en    partie  aux  pressions  et  en  partie 

aux  ddplaceiiients.     G.  R.  cvi.  Iii9-li2d. 

Das  Problem  ist  durch  den  Titel  genOgend  gekennzeichnet; 

ist  das  Gebiet  der  Oberfläche,    in  welchem    die  gegebenen  Ver- 

rUckungen   oder    Druckkräfte   nicht    verschwinden,    hinreicheod 

klein,  so  kann  man  das  Problem   auf   den  Fall  reduciren,  dass 

der  Körper  unendlich  gross  ist   und    von  einer  Ebene  begreozt 

wird.    In  diese  Ebene  legt  der  Verfasser  die  (xy>  Ebene  des  Co- 

ordinatensystems  und  nimmt  die  «-Axe  senkrecht  dazu,  so  dass 

die  is-Coordinaten  von  Punkten  des  Körpers  positiv  sind. 

Bezeichnet    man    nun  mit  n^  o,  to   die   Verrttckungen,   mit 

L  u  die  Elasticitätsconstanten  nach  Lam^  und  den  Bruch  r-^— 
mit  ft,  so  gelten  folgende  Gleichungen: 

WO 

^        du    ^    de    ,    dw 


dx         dy         di 
Abgesehen  von  dem  Factor  2/u  sind  dann  die  DruckcomponeDten 
fUr  ein  Element  einer  Ebene  2  =  const.: 

/dw        du\  fdw        dt  \ 

1  — *  ^      dw 

''•  =  — w^—dT- 
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Die  Gleichungen  (1)  lassen  sich  erfQllen  durch  die  Ausdrücke 

""""""  2Ä  +  1  ä^'  "^"^    2Ä+1  "e^' 

"'*"^""  2Ä+1  "öT' 
wenn 

ist.  Indem  nun  der  Verfasser  a,  /9,  /  gleich  den  Ableitungen 
dreier  neuen  Grössen  nach  z  setzt,  gelangt  er  zur  folgenden 
Darstellung  der  VerrQckungeif: 

"  ~  'ds         2k +  1    dx\dx   +  dy'  "^  ö»  >'' 

-  ^^         '      a  /au  .  gK     a>y\ 

"  ~   ö»         2*  +  l.  öy  V  öx  "^  öj;  +  öa  /' 

_ö»;_  _s a  fdü     dv     dW\ 

^~  d%        2A  +  1    dz^dx  ^  dy  ^   ds  )' 
welche  sich  besonders  dann  empfehlen,  wenn  für  2  =  0  die  Ver- 
rOckungen   gegeben   sind.    Sind    dagegen   die   Druckkräfte  fOr 
3=0  gegeben,  so  empfielilt  es  sieb, 

zu  setzen;  dann  wird 

„  ^  ^  _. i__  St>         d(p, 

dx        2*+l    dx  dy' 

_  _  öq^ %__  dO      pgy, 

dy         2*+l    dy   '^     dx  ' 

dtp  3        d<D 

•^  =  "er  ~  -2k+T  öT  +  *• 

d_  fd^       _Jt \       g'y, 

''^  ~        5«  V  ÖS    "*"  2*  4-  1      /  ^  dydi  ' 

'^«'  öy  V5s    ^   2A+1      /      dxdz' 

d   f  dtp    ,     *  + 1    ^\ 

Im  ersten  Falle,  wenn  u,  v^  w  fWr  z  =  0  gegeben  sind,  hat  man 
das  bekannte  Problem,  eine  Function  zu  bestimmen,  welche  der 
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Gleichung 

ciU 

genügt,  und  bei  welcher  -3—  für  »  =.  0  gegebene    Werte     hat. 

Sind  die  Druckkräfte  für  is  =  0  gegeben,  so  kann  man  das 
Problem  in  die  beiden  specielleren  Probleme  fflr  p«  =  0,  Py  =  0 
und  ftlr  Ps  =  0  zerfallen.     Das  erstere  wird  gelöst,    wenn  man 

ff,  =  0  und  (D  = ^ ^  setzt. 

Man  hat  dann  die  Aufgabe,  die  Differentialgleichung 

mit  der  Grenzbedingung  zu  lösen,  dass  für  «  =  0 

1  gy  ^ 

k    dz'    "P* 
wird.    Das  geschieht  durch  den  Ausdruck 

k     r 

<P  =  -  2^y  log(»+r)p,da, 

wo  das  Integral  über  die  £bene  s  =  0  zu  erstrecken  ist  und  r 

die  Entfernung  des  Punktes  x,  y,  z  von  da  bezeichnet 

2k  +  l 
Soll  nun  p,  =  0  sein,  so  wird  0  = ,  (p    und    für 


s  =  0 


1     ay      ay, 

aus  denen  man  leicht  die  Gleichungen: 

ÖÄ*  "^^dx        oy  ^        öa*  ^  cy         ax  ^ 

ableitet.    Bezeichnet  man  nun  durch  $«  und  ^j^  die  ttber  2  =  0 
erstreckten  Integrale 

%j  =  --2^y*(«logC«  +  r)-r)py(b, 
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SO  wird 

Superponirt  man  die  beiden  speciellen  Lösungen,  so  erhält  man 
die  Lösungen  für  den  allgemeineren  Fall,  wenn  die  Druckkräfte 
für  2  =  0  ganz  beliebig  gegeben  sind. 

Soll  für  a  =  0  jetzt  p,  gegeben   sein    und  u  =  m^,  v  =  v^ 
werden,  so  erhält  man  zunächst  aus  der  Grenzbedingung:' 

€p  und  9)j,  dann  weiter  (Z>  aus 

Ä+1  öa>     av 


p*  =  - 


2Ä+1    dz        dz' 


2Ä+1     ö»     •    öa:'    '     öy'  2Ä+1     Öä  ^   Öa:  ^  öy 

Ist  für  J5  ==  0  hingegen  «?  =  tr^,  und  haben  p,,  py  vorgeschrie- 
bene Werte,  so  kann  man  zunächst  aus  den  Grenzbedingungen 
<D  eliminiren  und  erhält  so  die  beiden  Gleichungen: 

^        h     dw^      ^  +  1    ay       d^(p 

r«  OL.   I    1      ri_  Ol.  I    1     rj— n_     i 


2Ä+1    dx        2ft-t-l    öarÖÄ    '    Ö^Öä  ' 

-         ^     ^«gp      *+i    ay       ay 

•     ^^  ""         2/t  +  l    öy         2Ä+1    öyÖÄ        Ö^Öä' 

Die  Lösung  des  hier  in  Betracht  gezogenen  Falles  bietet  also 
weiter  keine  Schwierigkeiten,  als  die  des  Falles,  wo  nur  Druck- 
kräfte oder  nur  Verrückungen  gegeben  sind.  F.  K. 


R.  Land.      Das   allgemeine    Gesetz   der  Gegenseitigkeit 
der  Verschiebungen.     Schwei».  Bauztg.  xii.  66. 

Das  Gesetz  von  der  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen 
wird  von  dem  Falle  zweier  Einzelursachen  auf  den  Fall  zweier 
Gruppen  von  Ursachen  ausgedehnt.  F.  K. 
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Lord  Bayleigh.     On  the  bending  and  Vibration  of  thin 
elastic  shell»,  especially  of  cylindrical  form.      Lond.  R 

S.  Proc.  XLV.  105-123. 

Bezieht  sich  auf  des  Verfassers  Abhandlung:  »On  tbe  iDfini- 
tesimal  bending  of  surfaces  of  revolution^  (Lond.  M.  S.  Proc.  XIII. 
188L  4-16)  und  auf  Flerrn  Love's  Kritik  derselben  in  dem  S.  1075 
besprochenen  Aufsatze  und  enthält  weitere  Untersuchungen  fiber 
den  Gegenstand.  Cly.  (Lp.) 

H.   Lamb.       On    tbe    flexure    and    the    vibrations    of  a 

CUrved   bar.     Lond.  M.  S.  Proc.  XIX.  365-876. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Deformationen  eines  ursprfiog- 
lieh  kreisförmigen  Stabes.  Sind  a,  &  die  Polarcoordinaten 
vor  der  Deformation,  a  +  R^  &-{-&  die  Coordinaten  desselben 
Teilchens  nach  der  Deformation,  so  besteht,  wenn  von  der  Längen- 
änderung  abgesehen  werden  kann,  die  Beziehung 

Die  Aenderung,  welche  die  Krümmung  erfährt,  ist  dann 

Jq-'  =  —  (©'  +  ©'") 
und  demgemäss  die  potentielle  Energie 

Sind  nun  P,  Q  die  Aasaeren  Kräfte,  welche  auf  ein  Teilchen  wirkeo, 

P,  Q  die  am  Knde  angreifenden  Kräfte,  N  das  Moment,  so  lautet 
das  Princip  der  virtuellen  VerrQckungen  fQr  unseren  Fall 

J^l^dR  +  a*  -^  d&\aad9  +  dV  =  f  \FdR  +  Qade\ad9 

+  S(P^dR  +  (?.  ad»)  +  [Vor  +  Qade+Nd(G-\-&)]. 
wo  die  /*„  Qf  Einzelmassen  bezeichnen. 

Üas  liefert  folgende  Differentialgleichung  für  9: 
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mit  den  Grenzbedingungen : 


a 
B 


{&  +  ©'")  =  N 


a 

und  ähnlichen  Bedingungen  fUr  die  Angriffspunkte  der  Einzel- 
belastungen. 

Soll  der  Stab  unter  Einfluss  Yon  Kräften,  welche  lediglich 
auf  das  Ende  wirken,  im  Oleichgewicht  sein,  so  hat  man  fUr  & 
die  Gleichung 

deren  allgemeinste  Lösung 

insofern  vereinfacht  werden  kann,  als  die  Glieder  C,  £cos^, 
6r8in^  nur  eine  VerrQckung  des  ganzen  Systems  bezeichnen  und 
demgemäss  unterdrückt  werden  können.  Das  Glied  G  =^  Dd' 
stellt  die  Aenderung  dar,  welche  allein  durch  Rräftepaare,  die  an 

den  Enden  des  Stabes  wirken,    hervorgerufen    wird.     Ist  N  die 

Na                          iVa' 
Grösse  desselben,  so  wird  D  =  -5-  und  Ä  = 5— •  In  die- 

sem  Falle  bleibt  der  Stab  also  kreisförmig. 
Wenn  &  eine  ungerade  Function 

ist,  so  wird  für  die  Enden  ^  =  +a: 

QN  =—(D-2Fcosa), 
a 

Pa  ==  +2 sinof, 

a 

Oa  =  2 cosof. 

a 

Die  auf  die  Enden  wirkende  Kraft   hat   also    die  Richtung  der 

Sehne;    soll    kein    Moment   an    den  Enden  angreifen,    so   muss 

D  =  2Fco8a  sein. 
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Soll  endlich  Q  eine  gerade  Function  ff^sin^  sein,  so  v 
—  ^  HB   .  —  ^  HB  —  2  HB 

in  diesem  Falle  steht  also  die  an  den  Enden  angreifende  K. 
senkrecht  auf  der  Sehne. 

Nach  ähnlicher  Methode  berechnet  der  Verfasser  die  Drr 
mation,  welche  ein  in  einem  Punkte  seiner  Peripherie  an; 
hängter  Kreis  durch  sein  Eigengewicht  erfährt. 

Zum  Schlüsse   behandelt   der  Verfasser    die  Schwingaui:; 
eines  kreisbogenförmigen  Gebildes.  F.  K. 


F.  Meyer  zur   Capellen.     Mathematische    Theorie   <] 
Transversalschwingungen  eines  Stabes    von   veränd^ 

lichem    Querschnitt.     Wiedemann  Ado.  (2)  XXXIII.  661-^TS. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Schwingungen  eine«  Starv 
welcher  von  zwei  parallelen  und  zwei  senkrecht  dazu  stehendi 
gegen  das  freie  Ende  convergirenden  Ebenen  begrenzt  wird,  und  z^ 
die  Schwingungen,  welche  senkrecht  zur  Ebene  des  dreieckir- 
Schnittes  vor  sich  gehen.  Bezeichnen  /i,  £  die  Dichtigkeit  -j' 
den  Elasticitätscoefßcienten,  q  und  x  Inhalt  und  Trägheitmom^j 
des  Querschnittes,  so  gilt  allgemein  die  DifFerentialgleicbnn^' 

mit  den  Grenzbedingungen,  dass  fSr  das  freie  Ende  (s  =  0}: 

für  das  eingespannte  Ende  hingegen   (a  =  /)  jy  =  0,  --^  =  ' 

ist.    Für  den  hier  vorliegenden  speciellen  Fall  ist 

^  Ak^        __  4^^  feg     /Ä  Höhe,  b  Breite  des  Querschnitt-». 
/  '        ~    3      /      ^         am  eingespannten  Ende       ^ 

Setzen  wir 

rj  =  ficosA^,     /^      =  a  ,     za  =  », 
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SO  erhalten  wir  die  Differentialgleichung 

*"""  dÄ'>^*    da"> 
deren  Lösung  bei  RQcksicht  auf  die  für  das  freie  Ende  gelten- 
den Bedingungen  gleich 

u  =  C,ii, +C,«, 
gesetzt  werden  muss,  wo 


«'*  «'* 


"»  ""  ^  "^  4.3'.2  "^  8.7'.6.4.3*.2  "*■*"■' 

"»  ~  *  "^  5.4'.3  "^  9.8'.7.6.4V3  "^  * " 

gesetzt  ist.    Damit  nun  fQr  das  feste  Ende  die  Bedingungen  er' 
füllt  seien,  muss  das  zugehörige  z'  die  Bedingung 


oder 


du,  du,        -. 


0_, 1'    ,,.  ,    (1.5)'  ,..      (1.5.9)*      , 

2!  41      "^    4!  81  61  121         ■•" 


erfQllen.     Die  ersten  Wurzeln  derselben  sind: 

»;  =  2,6752;  »',  =  5,5715;  »',  =  8,6798;  <==  11,8126; 

»;  =  14,9495;  »;  =  18,0830. 
Die  Schwingungszablen  sind  also  bestimmt  durch  die  Gleichung 


3(4 
Die  Kaotenpunkte  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  u  =  0  oder 

«,  «(">  —  H,  «$•>  =  0. 
Die  ersten  Wurzeln  sind: 
;^'/')=  1,8332 

a'/Osr  1,8542  «',(«)= 4,7694 
»',(')=1,8524  »'«=  4,7848  «',^=7,8862 
»'t«=l,8625  »;w=4,7842  «;w=7,9016  <W=11,0094 
i5'0)==i,8525»;w=4,7843  a'«=7,9013  is'W=ll,0371  s;w=13,9780, 

und   hieraus   folgt   die   Lage    der   Knotenpunkte    vermdge   der 
Gleichung 

a'(m) 
"       I 

S     =      7-   I. 

FortMbr.  d.  Msth.  XX.  8.  68 
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Zum  Schluss  vergleicht  der  Verfasser  die  Resultate  mit  den 
auf  den  Kreissector  bezaglicheD.  F.  K. 


A.   E.  H.  LovE.      The  free   and   forced    Vibration   of  an 
elastic    spherical    sbell    coiitaining    a   given    mass    of 

liquid.       LoDd.  M.  S.  Proc.  XIX.  170-207. 

Mit  Hülfe  der  Methoden,  welche  Herr  Lamb  in  seineu  Ab- 
handlungen: Vibrations  of  elastic  spheres  and  spherical  Shells 
(Lond.  M.  S.  Proc.  XIIJ,  XIV,  F.  d.  M.  XIV,  1882.  823,  XV. 
1883.  893)  entwickelt  hat,  behandelt  der  Verfasser  das  vorliegende 
Problem  zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  äusseren 
Kräfte  wirken.  Er  entwickelt  die  VerrQckungen  nach  Kugel- 
functionen  und  bestimmt  dann  die  auftretenden  Constanten  —  so 
weit  dieses  möglich  —  durch  die  Bedingungen,  welche  an  den 
Grenzen  der  beiden  Kugelschalen  gelten.  Sind  die  Schwingungen 
ganz  frei,  so  fliessen  die  Bedingungen  aus  der  Thatsache,  da$s 
die  Druckcomponenten  für  die  Elemente  der  Oberfläche  gleicb 
Null  sind. 

Befindet  sich  aber  eine  Flüssigkeit  in  der  Kugelschale,  so 
erleidet  die  innere  Kugel&chale  einen  normalen  Druck.  Die 
Grösse  desselben  wird  auf  folgende  Weise  bestimmt.  Da  die 
Normalcomponenten  der  Geschwindigkeit  an  der  inneren  Schale 
für  die  elastische  Masse  und  für  die  Flüssigkeit  einander 
gleich  sein  müssen,  so  erhält  man  zunächst  einen  nach  Kogel- 
functionen  fortschreitenden  Ausdruck  für  das  Geschwiodigkeits- 
potential  und  daraus,  indem  man  die  Quadrate  der  Gescbwindig- 
keitscomponenten  unterdrückt,  eine  ähnliche  Formel  ffir  den 
Druck.  Im  Princip  ist  also  das  Problem  der  Constantenbeatim- 
mung  nicht  von  dem  einfacheren  Falle  einer  leeren  Kugelschale  ver- 
schieden. (Vgl.  K.  Friesach,  lieber  den  Einfluss  des  den  Schall 
fortpflanzenden  Mittels  etc.    Wien.  Ber.  LVI.  1868.  316.     Lp.) 

Dann  geht  der  Verfasser  über  zu  der  Behandlung  der  anter 
Einfluss  von  Kräften  stattfindenden  Schwingungen.  Er  setzt 
voraus,  dass  auf  das  gegebene  System  Einwirkungen  iron  äusseren 
Körpern  stattfinden,  welche  eine  gewisse  Periode  besitzen.    Dann 
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sind  zanächst  ausser  den  genannten  Kräften  zu  beracksichtigen 
die  Anziehungen,  welche  die  Teile  des  Systems  auf  einander  aus- 
üben; diese  können  in  zwei  Teile  zerlegt  werden,  der  eine  her- 
rührend Yon  dem  unYerftnderlich  gedachten  System,  der  andere  von 
den  periodischen  Schwankungen  in  der  Anordnung  des  Systems. 
Dazu  kommt  noch  die  Centrifugalkraft,  falls  das  System  um 
seine  Axe  rotirt.  Die  letztere,  ebenso  der  constante  Teil  der 
Selbstanziehung  sind  natürlich  nur  von  Einfluss  auf  die  Span- 
nungen, nicht  aber  auf  die  Schwingungen  des  Systems.  Die 
periodischen  Teile  des  Potentials  werden  nach  Kugelfunctionen 
entwickelt;  man  kann  dann  leicht  ein  particulftres  System  von 
Ausdrücken  erlangen,  welches  den  Differentialgleichungen  für  die 
VerrOckungen  genügt.  Diesen  hat  man  dann  die  allgemeinen 
Lösungen  der  Differentialgleichungen  für  freie  Schwingungen 
hinzuzufügen. 

Da  die  specielle  Ausführung  der  Rechnung  eine  auszugsweise 
Wiedergabe  nicht  gestattet,  müssen  wir  es  uns  versagen,  auf  die- 
selbe näher  einzugehen.  F.  E. 

A.   E.  H.  LovE.      The  small  free  vibrations  and  defor- 
mation  of  a  thin  elastic  sbell.    Lond.  Phil.  Trans.  CLXXIX. 

491-546. 

Die  Abhandlung  zerfällt  in  neun  Abschnitte.  1.  Historische 
Einleitung.  Poisson.  Kirchhoff's  erste  Theorie  der  Platten. 
Kirchhoff's  zweite  Theorie.  Boussinesq.  De  St.  Venant.  2. 
Theorie  der  gegenwärtigen  Schrift  für  dünne  Schalen  (auf  der 
genannten  zweiten  Kirchhoff'scben  Theorie  der  Platten  beruhend). 
3.  Innere  Deformation  in  einem  Elemente  der  Schale.  4.  Geo- 
metrische Theorie  einer  kleinen  Deformation  ausdehnbarer  Ober- 
flächen. 5.  BewegungsgleichuDgen  und  Grenzbedingungen.  6. 
Möglichkeit  gewisser  Schwingungsarten.  7.  Schwingungen  einer 
Kugelschale.  8.  Schwingungen  einer  Gylinderschale.  9.  Ueber- 
sicbt 

In  der  Uebersicht  bemerkt  der  Verfasser,  dass  seine  Ab- 
handlung in  Wahrheit  einen  Versuch  darstellt,  eine  Theorie  der 
Schwingungen    von    Glocken    zu    begründen,    dass  jedoch   die 

68* 
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Schwierigkeit  der  Aufgabe  in  ihrer  aUgemeinen  Form  es  r&tlieh 
macht,  mit  dem  Grenzfalle  einer  unendlich  dOnnen,  Tollständi^ 
isotropen  Schale  zu  beginnen,  deren  Dieke  fiberall  eonstant  und 
im  Vergleich  zu  ihren  anderen  Dimensionen  so  gering  ist,  dass 
höhere  PoteuKcn  derselben  als  die  erste  in  mathematischen  Ans- 
drftcken  Tcrnachlässigt  werden  können,  welche  die  ^ste  Potenz 
und  höhere  enthalten,  mnitiplieirt  mit  Grössen  von  derselben 
Ordnung.  Er  bezieht  sich  hierbei  auf  Erlftutemngen  zu  frAberen 
theorettseben  Arbeiten  wie  Lord  Rayleigh's  „Theory  of  sound*' 
und  seine  Schrift  „On  the  infinitesimal  bending  of  snrfaces 
of  rerolution^,  auf  Aron's  und  Mathieu's  Abhandlungen,  endlieh 
auf  Ibbetson's  Treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticitj. 

Cly.  (Lp.) 

P.  G.  Tait.    Preliminary   note  '  on  the  doration  of  impact. 

Ediob.  Proe.  XV.  159. 

Die  erhaltenen  Resultate  wurden  mit  einem  roh  gearbeiteten 
Apparate  erzielt,  welcher  zu  dem  Zwecke  erdacht  war,  die  Me- 
thode zu  erproben,  und  welcher  sich  befriedigend  bewährte.  Ein 
einziges  Resultat  wird  angegeben:  die  Dauer  eines  Stosses  nuter 
besonderen  Umständen  ergab  sich  zu  ungefähr  0,001  Secnnden 
und  der  Restitutions-Coefficient  zu  0,26.  Cly.  (Lp.) 


E.  Boggio-Lkra.     Sulla  cinematica  dei  mezzi  continui: 
estratto    dalla    tesi   di    laurea.      Naovo  Gimento  (3)  xxili. 

158162.  XXIV.  41-45. 

Vergl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  889. 


L.  Pkoskuriakow.  Untersuchung  über  die  Biegungs- 
momente  in  geraden  Balken  mit  bewegten  Last- 
systemen. Samml.  d.  Wegebaa-Iog.-Iost.  so  St.  Peterfibarg.  XIIL 
26  S.  (Rassisch.) 

Diese  Abhandlung  enthält  eine   genaue  und    einfaehe   Me- 
thode sowohl  zur  Untersuchung  der  allgemeinen  Bigensehaften  der 
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Curve  der  Biegungsmomente  in  geraden  Balken,  als  auch  sur 
Auffindung  ihrer  absolut  grössten  Werte  bei  einem  System  eon- 
centrirter  Lasten.  Die  Basis  der  ganzen  Untersuchung  bildet 
die  bekannte  Eigenschaft  des  Biegungsmomentes,  dass  in  jedem 
Schnitte  x  der  Differentialquotient  des  Moments  gleich  der  Ver- 
ticalkraft  ist.  Der  Beweis  dieser  Eigenschaft,  welcher  für  gerade 
Balken  unter  dem  Namen  des  Schwedler'schen  Satzes,  bekannt 
ist,  bildet  den  Anfang  des  Aufsalzes.  Zum  Schlüsse  werden  die 
Grössen  des  Moments  Mn  und  der  Verticalkraft  T»  fttr  eine  be- 
liebige Belastung  bei  unmittelbarer  Wirkung  derselben  auf  den 
frei  auf  zwei  StQtzen  liegenden  Balken  verglichen  mit  den 
Grössen  M^  und  T»,,  die  derselben  Belastung  entsprechen,  aber 
an  bestimmten  Punkten  auf  den  Balken  mittels  Hülfsbälkchen 
ttbertragen  werden.  Indem  der  Verfasser  die  Werte  des  Mo- 
ments und  der  Verticalkraft  für  die  letzteren  durch  m  und  I  be- 
zeichnet, kommt  er  durch  blosse  logische  Schlussfolgerungen  zu 
folgenden  Relationen: 

Mn  =  Mfn  +  t»,      T,  =   r„i  +  '? 

welche  bei  der  Berechnung  von  Brücken  sehr  nützlich  werden 
können.  Bb. 


L.  Nikolai.  Ermittelung  des  absoluten  Maximalmo- 
mentesy  das  ein  System  von  concentrirten  Verkehrs- 
Lasten  mit  bekanntem  gegenseitigem  Abstände  bei 
der  Mitwirkung  einer  gleichmässig  ausgebreiteten  Last 
auf  einen  auf  zwei  Stützen  frei  liegenden  Balken  auGfObt. 

Samml.  d.  Wegebaa-Ing.-Iost.  za  St.  Petersburg.  XIII.  29  S.  (Bossisoh.) 

Der  Verfasser  hat  schon  im  Jahre  1877  (in  dem  Russ.  In- 
genieur-Journale) bewiesen,  dass  bei  der  Belastung  des  Balkens 
mit  concentrirten  bewegten  Lasten  die  Ausdrücke  der  Biegungs- 
momente die  Gleichungen  gleichseitiger  parabolischer  Hyper- 
boloide darstellen,  wenn  man  x  (die  Entfernung  des  Schnittes 
vom  linken  Stützpunkte),  y  (die  Entfernung  der  ersten  Verkehrs- 
last von  demselben  Stützpunkte)  und  %  (die  Grösse  des  Momentes) 
als  rechtwinkelige  Coordinaten    annimmt.    Jetzt   wird  der  Satz 
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bewiesen :  Wenn  ausser  den  eoncentrirten  Verkehrslasten  noch  eine 
gleiehmässig  ausgebreitete  Belastung  des  Balkens  stattfindet,  so 
werden  die  Ausdrücke  des  Biegungsmomentes  auch  in  diesem 
Falle  Gleichungen  von  parabolischen  Hyperboloiden  vorstellen. 
Auf  diesem  Satze  beruht  die  vom  Verfasser  vorgeschlagene  Me- 
thode zur  Ermittelung  des  Maximalmomentes.  Es  wird  unter 
anderem,  bewiesen,  dass;  wie  gross  die  gleichmftssig  verbreitete 
Last  und  wie  klein  die  eoncentrirten  Lasten  auch  sein  mögen, 
die  absoluten  Maxima  immer  unter  einer  Last  liegen,  aber  nicht 
zwischen  dieselben  fallen. 

Der  Verfasser  beweist  weiter,  wie  man  seine  Methode  an- 
wenden muss,  wenn  die  gleichmässig  verteilte  Last  strecken- 
weise auf  dem  Balken  liegt,  oder  wenn  die  Last  nach  einem 
bekannten  Gesetze  sich  ändert.  Hb. 


J.  J.  Weyrauch.      Beispiele  und  Aufgaben  zur  Berech- 
nung   der    statisch    bestimmten   TrHger    für   Brücken 

und    Dächer.     Leipzig.  Teuboer.  XX-h532S.  8«  mit  20Taf.  4«. 

Die  im  vorigen  Jahrgange  der  F.  d.  M.  S.  1057  angezeigte 
„Theorie  der  statisch  bestimmten  Träger  %  fährt  zu  Formeln  und 
Methoden,  mittels  welcher  die  statische  Berechnung  jener  Träger 
im  allgemeinen  durch  einfache  Substitution  bekannter  Zahlen- 
werte erledigt  werden  kann.  Wie  dies  zu  geschehen  hat,  ist 
in  der  vorliegenden  Sammlung  für  alle  gewöhnlichen  und  zahl- 
reiche ungewöhnliche  Fälle  so  vollständig  gezeigt,  dass  der 
projectirende  Ingenieur  die  Resultate  auch  ohne  eingehendes 
Studium  der  Theorie  benutzen,  diesen  Band  daher  als  Formel- 
sammlung ansehen  kann.  Lp. 


8.  KuNiTZKY.  Zur  Frage  Ober  die  Ermittelung  der 
Verticalkräfte  und  Biegungsmomente  der  von  Ver- 
kehrs-Lasten belasteten  Balken.  Samml.  d.  Wegebau  -  log- 
lD8t.  za  St.  Petersburg:.  XIII.  102  S.  (Rassisch.) 
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N.  Belelubski.  lieber  einheitliche  UnterÄUchungs- 
methoden  bei  der  Prüfung  von  Bau-  und  Construc- 
tions-Materialien  auf  ihre  mechanischen  Eigenschaften 
nach   den   Beschlüssen    der  Conferenzen    zu    München 

und    Dresden.      Jouro.  d.  Wegebaa-Minist.  39  S.  (Russisch.) 


Ch.  M.  Schols.  Remarques  sur  le  calcul  des  efforts 
maxima  dans  les  maitresses  -  poutres  des  ponts  de 
chemin  de  fer.    Deift  Add.  de  rficole  Poiyt.  iv.  13-100. 

Diese  ausgedehnte  Studie  über  die  Tragkraft  der  Haupt- 
balken in  Eisenbahnbrücken  ist  hauptsächlich  Yom  technischen 
Standpunkt  aus  unternommen  und  bezieht  sich  auf  die  von  der 
Niederländischen  Regierung  hinsichtlich  dieses  Gegenstandes  ge- 
gebenen Vorschriften.  Die  zahlreichen  Berechnungen  und  Tar 
bellen  berücksichtigen  auch  die  Locomotiven,  welche  bei  den 
Eisenbahnen  in  den  Niederlanden  im  Gebrauche  sind.        G. 


Fr    Kntsesser.     lieber  die  Nebenspannungen  der  Fach- 
werke bei   steifen   Knotenverbindungen.      z.   dtscb.  log. 

XXXII.  813-817. 

Es  werden  zunächst  die  Aenderungen,  welche  die  Winkel 
eines  Dreiecks  erfahren,  durch  die  Dilatationen  der  Seiten  ausr 
gedrückt;  wobei  dann  angenommen  wird,  dass  die  unter  Vor- 
aussetzung freier  Knotenpunkte  berechneten  Spannungen,  Dila- 
tationen und  Winkeiänderungen  auch  fQr  den  Fall  steifer  Knoten- 
Verbindungen  gelten.  Dann  werden  die  Winkeländerungen  nach 
den  Regeln  der  Festigkeitslehre  durch  die  Einspannungsmomente 
ausgedrückt.  Das  giebt  zusammen  mit  der  Bedingung,  dass  die 
Summe  der  Momente  an  jedem  Knotenpunkte  gleich  Null  ist, 
für  jeden  Knotenpunkt  Soviel  Gleichungen,  ,  als  Stäbe  in  dem 
Knotenpunkt  zusammenstodsen,  im  ganzen  also  ebenso  viele 
Gleichungen,  als  unbekannte  Einspannungsmomente  vorhanden 
sind.  Näherungswerte  für  die  Momente  eines  Stabes  leitet  der 
Verfasser  ab,  indem  er  voraussetzt,  dass  die  mit  dem  fraglichen 
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Stabe  zusaiumenstosBenden  St&be  an  ihren  zweiten  Enden  freie 
Knotenpunkte  haben,  so  dass  man  es  nur  mit  den  beiden  Enoteo- 
punkten  zu  thun  hat,  welche  den  in  Bede  stehenden  Stab  be- 
grenzen. 

Haben  die  Wandstäbe  gegenüber  den  Gurtstäben  geringe 
Trägheitsmomente,  so  kann  man  bei  Berechnung  der  Neben- 
momente  der  Ourtstäbe  die  der  Wandstäbe  yernachlässigen.  Der 
Verfasser  giebt  Formeln  f&r  dieselben  an  und  berechnet  dann 
die  Nebenmomente  fUr  die  Wandstäbe.  Bei  Parallelträgern  er- 
hält man,  wenn  die  Diagonalen  mit  den  Gurten  45®  einschliessen, 
und  wenn  e  die  Dilatation  der  unteren  Gurtung  und  der  Dia- 
gonalen, — e  die  Dilatation  der  oberen  Gnrtung  und  die  Dehnang 
der  Ständer  —  f«  ist: 

_        12  EJ$  _       12  Ja 

n  —  "~-  — — —  ...  —  — — — 
S  S 

[t  Länge  der  Diagonale]  und  daraus  die  Nebenspannung 

oder  da  bei  symmetrischen  Stäben  2e  gleich  der  Breite  b  des  Stabes 

ist,  + a. 

~~"    # 

Zum  Schluss  erörtert  der  Verfasser  die  Mittel,  wie  die  Neben- 
spannungen vermieden  oder  wenigstens  vermindert  werden 
können.  F.  K. 


M.  KoBNEN.     Einfache  Ausdriieke  für  die  Darchbiegung 
von  Eisenträgern  und  Holzbalken.     Geotralbl.  d.  Baaverw. 

VIIl.  216. 

Die    Durchbiegung    eines   gleichmässig   belasteten    Balkens 
wird  durch  die  Formel  bestimmt: 

._    5    p<*  _  5  g   r 
384  ßJ  ""  24  £   Ä  ' 

Nennt  man  die  Länge  in  Metern  L,  so  erhält  man 

.       50000    L' 

I 
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50000 
Man  kann  bei  Schmiedeeisen   im  allgemeinen  E  =       .        Ton- 
nen pro  qcm  setzen,  also 

n 
Bei  Kiefern-  und  Tannenholz  ist  E  etwa  20*mal  so  gross: 

Nimmt  man  nun  als  Beanspruchung  etwa  f  Tonnen  beim 
Schmiedeeisen  und  den  zehnten  Teil  davon  för  Holz,  so  er- 
hält man 

'  =  »x-  '■'Ix- 

(Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  L  in  Metern  und  h  in  cm 
gemessen  ist.)  F.  K. 

F'raenbll  et  Bachy.  Siir  les  calcuU  de  röüistance  des 
systömes  r^ticulaires  k  lignes  ou  conditiohs  surabon- 
dantes.    O.R.  cvil.  729-731. 

Die  Note  ist  ein  kurzer  Auszug  aus  einer  Abhandlung  über 
die  Brücken  auf  dem  Adour  fUr  eine  Eisentiahn.  „Netzsysteme^ 
heissen  nach  Hrn.  M.  L^vy  einfache  Dreieckssysteme.  Die  Ver- 
fasser geben  den  Gang  an,  der  bei  der  Berechnung  der  Span- 
nungen in  den  von  ihnen  benutzten  Systemen  sich  als  praktisch 
erwiesen  hat.  Lp. 

E.  OvAZZA.      Sul    calcolo    delle    freccie    elasticbe    delle 

travi    reticolari.      Torino  Atti.  XXIII.  625-636. 

Nachdem  die  Spannungen  ftlr  die  Stäbe  eines  Balkenträgers 
auf  graphischem  Wege  gefunden  sind,  kann  man  die  Verlänge- 
rungen durch  die  bekannte  Formel 

bestimmen  und  daraus  dann  die  Winkeländerungen  der  ein- 
zelnen Dreiecke  ableiten.  Die  Einsenkungen  der  Knotenpunkte 
bestimmt  der  Verfasser  auf  folgende  Weise.    Sind  T"  die  Span- 


i 
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nuDgen,  welche  eine  in  einem  Knotenpunkte  angebrachte  Lastl 

hervorruft,  so  ist  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Verrückungen 

die  Einsenkung  in  dem  betreffenden  Knotenpunkte  unter  Einfluss 

des  gegebenen  Kraftsystems: 

T'Tt 

FQr  den  Fall  bewegter  Lasten  bedient  sich  der  Verfasser 
des  bekannten  Satzes  von  der  Gegenseitigkeit  der  VerschiebangeD. 
Es  werden  besonders  behandelt  die  Fälle  gleichmftssig  verteilter 
Last  und  concentrirter  bewegter  Lasten,  welche  in  gleichen  Ab- 
ständen auf  einander  folgen.  F.  K. 


Barckhausen.     Schief  beanspruchte  Träger.      CeDtr»ibi.  d. 

Baaverw.  VIII.  316. 

Für  den  Fall,  dass  die  auf  dem  Trägerqnerschnitt  senkrecht 
stehende  Ebene  des  Moments  nicht  eine  der  beiden  Hauptaxen  des 
Querschnitts  enthält,  ermittelt  der  Verfasser  zunächst  die  Gleichung 
der  Biegungsaxe.  Nach  bekannten  Regeln  lautet  dieselbe,  wenn 
die  Spur  der  Momentebene  im  Querschnitt  mit  der  einen  Haupt- 
axe  (y-Axe)  einen  Winkel  a  einschliesst, 

xBxna         ücosa        ^ 

—/—  +    j—  =  0' 

und   also    ist   der  Winkel,    welchen  dieselbe  mit  der  Abscissen- 

axe  einschliesst,   bestimmt  durch  tg/9=-^tga.   Wählt  man  jetzt 

die  Biegungsaxe  zur  Abscissenaxe  und  bezeichnet  den  Ausdruck 
Ji  co%* ß  +  Jy  s\n^ ß   durch  J',    so    ist  die  Spannung  a  in  irgend 

einem  Punkte  gleich  —j-*  „    ^^ 


C.  Stöckl  und  W.  Hausek.  Hülfs  -  Tabellen  für  die 
lierechnung  eiserner  Träger  mit  besonderer  Rücksicht- 
nahme auf  Eisenbahnbrücken.  Wien.  Spielbageo  a.  Scbarich. 
XLVin-f-lö2  8.  80. 
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Die  vorliegenden  Tabellen  sollen  die  Dimensionsbestimmung 
von  Constructionsteilen  erleichtern.  In  einer  Einleitung  werden 
die  wesentlichsten  Sätze  der  Festigkeitslehre,  welche  fttr  den 
fraglichen  Zweck  in  Betracht  kommen,  in  Kürze  abgeleitet.  Zu- 
nächst wird  die  Fundamentalgleichung  der  Biegungstheorie  auf- 
gestellt; im  weiteren  beschäftigen  sich  die  Verfasser  mit  der 
wichtigen  Frage  nach  dem  Maximal momente  fQr  ruhende  und 
bewegte  Belastung.  Zuletzt  kommen  die  Beziehungen  zwischen 
den  Trägheitsmomenten  eines  Querschnittes  zur  Erörterung. 

Die  ersten  Tabellen  (S.  1  96)  geben  die  Trägheitsmomente 
von  Blechträgern,  und  zwar  gesondert  für  je  ein  Kopfblech  und 
ein  Fussblech  von  der  Dicke  D  (8  mm  bis  30  mm)  und  dem  Ab- 
stand H  (12  cm  bis  150  cm),  für  die  vier  Winkel  und  das  Steh- 
blech. 

Dann  folgen  die  Tabellen  der  statischen  Functionen  von 
Formeisen  (S.  92-111).  Für  gleichschenklige  und  ungleich- 
scbenklige  Winkeleisen  werden  die  Lage  des  Schwerpunktes,  die 
Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Kanten  und  die  Hauptträg- 
beitsmomente  angegeben.  In  ähnlicher  Weise  werden  einfache 
und  doppelte  T-Profile  behandelt,  auch  für  U-  und  Z-Profile  wer- 
den die  betreffenden  Grössen  angegeben.  Den  Schluss  dieses 
Abschnittes  machen  Tabellen  für  Zor^seisen  und  Wellblech. 

Weiter  werden  Tabellen  gegeben  für  den  Widerstand  von 
n  Nieten  in  kg  bei  einer  zulässigen  Inanspruchnahme  a)  von 
500  kg,  b)  von  600  kg,  c)  von  700  kg  pro  cm*.  Auch  für  die 
Gewichte  von  Nietköpfen  und  die  erforderlichen  Blechstärken 
werden  Tabellen  gegeben. 

Auch  die  Verordnung  des  k.  k.  österr.  Handels-Ministeriums 
vom  15.  September  1887,  betreffend  die  Sicherheitsrttcksichten, 
welche  bei  Eisenbahnbrücken  etc.  zu  beobachten  sind,  wird  ab- 
gedruckt; im  Anschluss  daran  werden  Werte  für  die  zufälligen 
Lasten,  für  die  Berechnung  der  Gurtungen  und  des  Gitterwerkes 
mitgeteilt.  Den  Schluss  machen  Tabellen  für  die  Eigengewichte 
von  Eisenbrücken  und  Gewichtstabellen.  F.  K. 
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M.  Ko£NEN.  lieber  ringförmige'  Stäbe  und  Platten 
gleichen  Widerstandes.  Centralbl.  d.  Banverw.  vilL  iia 
Aas  der  kreiBformigen  Platte  werde  durch  zwei  AxeDBchnitte, 
welche  sich  unter  dem  Winkel  dip  schneiden,  und  durch  zwei 
Cylinderflächen  vom  Radius  x  und  x-^-  dx  ein  Prisma  mit  ele- 
mentarer Grundfläche  von  der  Höhe  z  ausgeschnitten.  Auf  die 
Cylinderflfichen  wirken  Momente  Mxdg>  resp.  (M  ■^dM)(x'{'dx)dqf, 
sowie  Schubkräfte  Vxd^  und  (V  +  dV)  (x'\'dx)dfp.  Auf  die 
ebenen  Begrenzungen  wirken  Momente  von  der  Grosse  Vtdr, 
Der  Verfasser  leitet  zunächst  die  Gleichung 

dx 
ab  und  stellt  dana  Gleichungen  fttr  die  Spannung  im  Sinne  de« 
Radius  und  des  Umfangs  auf: 

.  M       6   SR  .2»        6    * 

Damit  beide  gleich  der  zulässigen  Spannung  k  seien,  mass  2R=I 
werden.    Dann  wird 

dM ^       , ß^  —  ^    ^ 

dx  *         "~         m       k 

V  ist  durch  die  Belastung  bestimmt.    Von  den  Beispielen  wollen 

wir  hier  nur   das   erste   angeben.     Eine   gleichmässig    belastete 

Platte  ist  am  Bande  gestüzt.     Dann  ist 

V  =  ipx,     M  ==  C-  lpx\ 

und  da  am  Rande  das  Moment  MuH  ist, 

und  wenn  m  ==  3  genommen  wird : 

Die  Platte  hat  also  die  Gestalt  eines  Bllipsoides.  F.  K. 

Fr.  Engbsser.      Ueber  die  Knickfestigkeit  von   Ringen 

und    Röhren.      Gentralb].  d.  Baayerw.  VIII.  807-309. 

Der  Verfasser  betrachtet  zunächst  einen  Ring,  auf  welchen 
radial  gerichtete  äussere  Kräfte  wirken,  deren  Resultante  fQr 
das  Bogenstück  ds  gleich  pds  sein   möge.     Wird  jetzt  der  Ring 
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Terbogen,  und  zwar  so,  dass  die  Verschiebung  in  Richtung  des 
Radius  gleich  ij  ist,  so  besteht  unter  Voraussetzung  eines  con- 
stanten  p  die  Gleichung: 

EJ-^  +  prjy  =  Const. 

Diese  Constante  ist  gleich  Null,  wenn,  wie  hier,  vorausgesetzt 
wird,  dass  die  Verdrfickung  zwei  senkrecht  auf  einander  stehende 
Symmetrieebenen  besitzt,  und  dass  die  stärkste  EindrÜckung  ebenso 
stark  sein  soll  wie  die  stärkste  Ausbuchtung.  Damit  nun  eine 
Lösung  von  der  eben  bezeichneten  Art  möglich  sei,  muss  in 
der  allgemeinen  Lösung  der  Differentialgleichung 


, = ^a/&.)+ "«»(/g.). 


EJ ^  ' \'  EJ 

„       _      ,/p7       2  ,  4EJ 

^  =  Ö'     yE7=7~'     *^'*     P  =  -iJ- 

sein.  Dieselben  Formeln  gelten  auch  für  Röhren;  nur  beziehen 
sich  J  und  p  auf  die  Längeneinheit  der  Röhre.  Modifica* 
tionen  sind  dann  anzubringen,  wenn  die  Röhre  in  Intervallen 
oder  an  den  Enden  versteift  ist,  weil  dann  die  Biegung  der 
Längsfasern  noch  in  Frage  kommt.  F.  E. 


A.  Castiqliano.     Theorie  der  Biegungs-  und  Torsions- 
federn.    Aus  dem  Italienischen  übersetzt  von  R.  Totz. 

Wien.  C.  Gerold's  Sohn.  IV  -h  100  S.  8«. 

In  dem  vorliegenden  Werkchen  wendet  der  Verfasser  die 
Lehre  von  dem  Minimum  der  Deformationsarbeit  und  dem  Zu- 
sammenhang der  Deformationen  mit  den  Ableitungen  jener  Grössen 
nach  den  angreifenden  Er&ften  auf  die  Theorie  der  Federn  an. 

In  interessanter  Weise  werden  nach  einander  die  Blattfedern, 
die  Spiralfedern,  die  prismatischen  Federn,  die  cylindrischen 
und  die  Seh  rauben  federn  zur  Erörterung  gebracht.  Dann  kommen 
die  Einflüsse  der  Stösse  und  die  dadurch  hervorgerufenen  Bean- 
spruchungen zur  Besprechung. 

Wir  können  bei  dem  uns  zu  Gebote  stehenden  Räume  nicht 
eingehend  die  Entwiekelungen  der  einzelnen  Capitel  wiedergeben, 
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und  besehrfinken  uds  daher  hier  auf  die  Wiedergabe  desjenigen 
Capitelsy  ivelches  ans  ftlr  die  gewählte  BehandloDgsart  beaoDders 
charakteristisch  zu  sein  scheint.  Es  ist  dies  das  Capitel  II,  in 
welchem  die  zusammengesetzten  Blattfedern  besprochen  werden. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  jedes 
Blättchen  mit  der  darüber  liegenden  Lamelle  nur  mit  seinem 
Ende  in  BerQhrung  bleibt,  so  dass  auf  jede  Lamelle  zwei  Kräfte 
wirken,  nämlich  der  Druck,  welchen  die  darüber  liegende  Lamelle 
auf  ihr  Ende  ausübt,  und  die  Reaction  der  darunter  liegenden 
Lamelle  gegen  den  von  der  betrachteten  Lamelle  ausgeübten 
Druck.  Der  Verfasser  bestimmt  nun  nach  der  Biegungstheorie 
die  Deformationsarbeit  als  Function  dieser  beiden  Kräfte.  Sum- 
mirt  man  Ober  sämtliche  Lamellen,  so  erhält  man  die  Deforma- 
tionsarbeit des  ganzen  Systems  als  Function  der  Enddnicke  in 
den  einzelnen  Lamellen,  welche  mit  Ausnahme  des  am  Ende 
wirkenden  obersten  oder  des  am  Hauptbiatte  angreifenden  unbe- 
kannt sind.  Nach  dem  Princip  vom  Minimum  der  Deformations- 
arbeit erhält  man  nun  so  viel  Gleichungen,  als  Unbekannte  vor- 
banden  sind,  indem  man  die  Ableitungen  der  Deformationsarbeit 
nach  den  Unbekannten  gleich  Null  setzt. 

Die  Uebersetzung  befriedigt  im  allgemeinen,  ist  jedoch  nicht 
frei  von  Eigentümlichkeiten.  Dahin  gehört  z.  B.  der  Gebrauch 
des  Wortes  „die  Derivate  nach"  statt  „der  Differentialquotient'' 
oder  „die  Ableitung''.  Befremdlich  für  ein  norddeutsches  Ohr 
wirkt  ferner  der  durchgehende,  in  Oesterreich  jetzt  übliche  Ge- 
brauch der  Conjunction  „nachdem**  statt  „da"^. 

Auch  undeutsche  Participialconstructionen  sind  nicht  immer 
vermieden,  z.  B.  auf  derselben  Seite: 

„Dieses  festgestellt,  nehmen  wir  an'  .  .  . 
und  Seite  78 

„Dieses  festgestellt,  die  beiden  Glieder  der  Differential- 
gleichung mit  dy  multiplicirt  und  unter  der  Bedingung  integrirt, 

dass  für  y  =  0,  ^  =  F  wird,  resultirt  .  •  .\ 

Trotz  dieser  Mängel   empfehlen   wir   das    Werkchen   allen 
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denen   zur   Beachtung,    welche   an   der    Elasticitätotbeorie   und 
deren  Anwendung  auf  die  Praxis  Interesse  nehmen. 

F.  K. 

H.  Bbsal.      Essai   sur   la  th^orie  du    ressort  Belleville. 

CR.  CVII.  713-718. 

Die  in  Frage  stehende  Feder  setzt  sich  aus  einzelnen  Teilen 
zusammen,  von  denen  jeder  wieder  aus  zwei  gleichen,  inwendig 
hohlen  Kegelstumpfen  besteht,  die  sich  an  ihren  breiten  Basen 
auf  einander  stützen.  Ausser  von  der  inneren  und  der  äusseren 
Regelfläche,  deren  Erzeugende  einander  parallel  sind  und  mit 
der  zur  Axe  senkrecht  stehenden  Ebene  den  sehr  kleinen  Winkel 
t  einschliessen,  wird  der  Kegelstumpf  durch  zwei  coaxiale 
Cylinderflächen  begrenzt,  so  dass  sich  die  Berührungsgebiete  der 
einzelnen  Teile  auf  Kreislinien  reduciren. 

Es  seien  r^  und  r^  die  beiden  Radien  dieser  Cylinderflächen, 
e  die  Dicke  der  Flächen,  Q  die  Resultante  der  gesamten  Be- 
lastung, welche  als  in  der  Axe  wirkend  angenommen  wird.  Der 
Verfasser  berechnet  unter  gewissen  vereinfachenden  Annahmen 
die  elastischen  Kräfte.  Unter  Einführung  von  Gylindercoordinaten 
findet  er  für  die  Maxima  der  sechs  Grössen 

WO 

0 


k  = 


27recost 
gesetzt  ist. 

'    Damit  p^  die  Grenze  F  nicht  überschreite,  muss 

0 


e 


""  2/1  fr^cost 
gesetzt  werden.  F.  K. 

G.  Mantel.      Der   elastische  Bogen  unter  dem  Einflnss 
von   Kräften  beliebiger  Richtung.     Schwel«.   Baaztg.    xil. 

98-100,  11M12. 
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Die  graphischen  Metboden  fhr  die  Behandlang  des  elastischen 
Bogens  setzen  gewöhnlieh  parallele  Richtnng  der  wirkenden 
Kräfte  voraus.  Der  Verfasser  behandelt  das  allgemeine  Problem, 
welches  sich  darbietet,  wenn  die  Kr&fte  verschiedene  Richtan«: 
haben,  indem  er  dieselben  nach  zwei  festen  Richtungen  in  Com- 
ponenten  zerlegt  und  dann  für  jedes  Componentensystem  einen 
besonderen  Eräfteplan  aufstellt  BezQglich  der  Einzelheiten  ver- 
weisen wir  auf  die  Abhandlung.  F.  K. 


O.  Mantel.  Kräfteplan  eioes  Fachwerkbogens  mit 
festem  Auflager,  auf  welchem  die  Fahrbahn  durch 
radial  stehende  Pfosten  abgestutzt  ist.      Seh  weis.  Bsaztg 

XII.  157-160.  162-164. 

Der  Verfasser  behandelt  die  vorliegende  Aufgabe  als  eio 
Beispiel  der  in  dem  eben  angef&hrten  Artikel  entwickelten  Me- 
thoden. F.  K. 


T.  J.   Dewar.      Resistance    of    Square    bars    to   torsion. 

Natare  XXXVIII.  126. 


Th.  Hoech.     Berechnung  doppelter  Hänge-  und  Spreng- 
werke bei  einseitiger  Belastung.  CeotralbL  d.  Banverw.  vili. 

474-475. 

Der  Verfasser  löst  die  Aufgabe,  welche  durch  den  Titel 
hinreichend  gekennzeichnet  ist,  indem  er  das  betreffende  Trag- 
werk in  einen  Balkenträger  und  in  ein  Stabwerk  ans  vollkom- 
menen Gelenken  zerlegt.  Das  Stabwerk  und  der  Versteifungs- 
balken  müssen  so  lange  ihre  Form  ändern,  bis  durch  die  Gegen- 
wirkungen des  verbogenen  Balkens  die  Querkraft  im  Mittelfelde 
auf  Null  gebracht  ist.  Die  Rechnungen,  welche  die  Verfolgung 
dieses  Weges  mit  sich  bringt,  sind  einfach  und  bieten,  vom 
Standpunkt  des  Mathematikers  betrachtet,  kein  Interesse. 

F.  K. 


Capitel  1.    Molecolarphysik,  Blnsticität  ond  Capillarität.         1089 

J.  F.  Vergleich  der  Haltbarkeit  der  schweren  Feld- 
kanone als  stählernes  Mantelrohr  und  als  Hartbronze- 
rohr in  Bezug  auf  den  Maximalgasdruck.     Arcb.  f.  Art. 

XOV.  263-281. 

Ein  ziffernmässiger  Vergleich  der  Festigkeitsyerhältnisse 
beider  Rohre  in  Bezug  auf  den  massgebenden  Maximalgasdruck. 
Der  Verfasser  hat  sich  hierbei  der  „Theorie  der  Elasticität  und 
Festigkeit  röhrenförmiger  Körper"  von  Georg  Kaiser  bedient, 
die  betreffenden  Formeln  jedoch  nur  übernommen,  im  fibrigen 
aber  auf  die  Theorie  selbst  verwiesen.  Lp. 

J.  A.  LoNGRiDGE.     Further  investigations  regarding  wire- 

gun    COnstruction.      Sooderdruck  aas  den  Proc.  Soc.  CiviUogioeers. 
London.  LXXXIX. 

Anzeige  in  Rev.  d'Art.  XXXI.  84-90;  danach  kommen  fünf 
verschiedene  Probleme  zur  Behandlung.  1)  Untersuchung  einer 
Kanone  bestehend  aus  einem  Rohr,  aus  einem  Körper  in  Stahl- 
draht und  aus  einer  Verkleidung,  die  unter  Druck  über  die 
Drähte  gebracht  ist.  2)  Untersuchung  der  Kanonen,  deren  Rohr 
mit  einer  Ausfutterung  oder  einem  inneren  Rohr  aus  hartem  Metall 
versehen  ist.  3)  Untersuchung  der  Kanonen,  bei  welchen  die 
Drahtbekleidung  durch  Lagen  von  Längsdrähten  unterbrochen 
ist.  4)  Die  Anfangsspannungen  nach  der  Bedingung  zu  be- 
stimmen, dass  die  Drähte  während  des  Schusses  gleich  gespannt 
sind,  wenn  ein  Teil  des  Inneren  vom  Rohre  nach  der  Umwicke- 
lung  fortgenommen  wird.  5)  Untersuchung  der  Spannungen, 
falls  die  Elasticitätsmoduln  mit  der  Spannung  veränderlich  sind. 

Lp. 

G.   MocH.     Exp^riences  americaines  sur  le  frettage  des 

bouches    k   feu.      Rev.  d*Art.  XXXII.  544-571. 

Besprechung  der  Versuche,  fiber  welche  Birnie  in  den 
Nummern  25,  32,  39  und  Grozier  in  Nummer  38  der  Notes  on 
the  construction  of  ordnance  berichtet  haben.  Lp. 


Fortachr.  d.  Math.   XX.  \i. 
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N.   V.  Kalakuzki.      fitiide    sur   les   tensions    intdrieures 
dans  la  fönte  et  i'acier.     Bev.  d'Art.  xxxr.  289-324.  389-4ii 

485-497,  XXXll.  5-23. 

N.  V.  Kalakuzki.     Note  relative  k  des  exp^riences  sur 
les  tensions  int^rieures  dans  Tacier.      Rev.  d*Art.   xxxii 

165-175. 

Der  Verfasser,  ein  russischer  General  der  Artillerie,  hat  an 
Scheiben,  welche  durch  transversale  Schnitte  aus  Kanonen  ge- 
wonnen waren,  die  inneren  Spannungen  des  Metalles  bestimmt 
und  ist  dadurch  zu  der  Ansicht  gekommen,  dass  die  jetzige  Art 
der  Reifungen  der  Kanonenrohre  zu  verwerfen  sei. 

„Bei  den  jetzigen  Arten  der  Anfertigung  sind  die  inneren 
Spannungen  der  Kanonen,  der  inneren  Rohre,  der  Reifen  und 
der  Cylinder  jedweder  Art,  ihrer  Natur  nach  schädlich  und  ver- 
ringern den  Widerstand,  welchen  man  den  so  bearbeiteten  Stficken 
zuschreibt^. 

„Das  Ziel,  dem  jede  Fabrication  zustreben  muss,  ist  die  Lie- 
ferung von  Erzeugnissen  vorgeschriebener  Festigkeit.  Nun  aber 
lehrt  die  Theorie,  dass  der  Widerstand  eines  beliebigen  Cylinden» 
ein  Grösstes  ist,  wenn  unter  dem  Einflüsse  äusserer  Einwir- 
kungen, z.  B.  während  des  Schusses,  alle  Schichten  seiner  Wan- 
dung gleichzeitig  einer  gleichförmigen  Spannung  unterworfen 
werden,  die  eine  bestimmte  Grenze  nicht  Oberschreiten.  Bekannt- 
lich erleiden  bei  den  umreiften  Kanonen  die  inneren  Schichten 
des  Rohrs  und  der  Reifung  im  Augenblicke  des  Schusses  gleich- 
zeitig dieselbe  Anspannung.  Nimmt  die  Zahl  der  Reihen  der 
Reifen  zu,  so  beteiligt  sich  eine  grössere  Anzahl  von  Schichten 
am  allgemeinen  Widerstände.  Aber  es  ist  nicht  möglich,  alle 
Schichten  an  diesem  Widerstände  ebenso  teilnehmen  zu  lassen, 
wie  bei  einem  Cylinder  mit  ideell  nützlichen  Spannungen.  Ein 
Cylinder  dieser  Art  ist  der  Typus  des  vollendeten  GeschQtzes. 
Es  liegt  kein  Grund  vor,  es  mit  Reifen  und  energischer  Pressung 
zu  umgeben.  Wir  können  also  die  verwickelte  Construction  der 
jetzigen  Feuerrohre  verlassen  und  ein  einfaches,  wenig  kost- 
spieliges Verfahren  annehmen,  welches  alle  wünschenswerten 
Bürgschaften    bietet.     Wir    kehren    zum    homogenen    Feuerrohr 
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zurück  und  betrachten  als  einen  Anachronismus  die  Feuerrohre, 
welche  man  gegenwärtig  aus  einer  grossen  Anzahl  getrennter 
Teile  zusammensetzt,  indem  man  vier  und  selbst  sechs  Reihen 
von  Reifen  anwendet^.  Lp. 

A.    Rriloff.       Berechnung    des    Panzerturms    für    das 
Linienschiff  ^Kaiser  Nicolai  I^.      Rass.  Marioe-Journ.  1888. 

No.  5.  (Bassiach.) 

Es  handelt  sich  um  eine  Anwendung  der  Formeln  für  das 
Gleichgewicht  eines  elastischen  Kreisringes  auf  eine  Frage  der 
Schiffsbaupraxis.  Bb. 


C.    Capillarität. 

J.   Delsaux.      Sur   la  th^orie  cindtique  des  ph^nomfenes 
capillaires.     Brux.  s.  sc.  Xll,  B.  105-120. 

Der  Verfasser  erhält  die  Grundgesetze  der  Capillarität  aus 
der  kinetischen  Anschauung,  indem  er  sich  einzig  auf  das  Princip 
von  der  Aequivalenz  der  lebendigen  Kraft  und  der  Arbeit  stützt. 
Er  zeigt  hiernach,  dass  die  Gauss'sclien  und  die  Laplace^schen 
Capillaritätsconstanten  sich  nur  durch  die  Form  unterscheiden. 

Mn.  (Lp.) 

W.  F.  Magie.     The  contact-angle  of  liquids  and  solids. 

Phil.  Mag.  (5)  XXVI.  162-183. 

Eine  Abhandlung,  welche  über  die  Methoden,  den  benutzten 
Apparat  und  die  gewonnenen  Ergebnisse  bei  einer  Reihe  von 
Experimenten  über  den  Randwinkel  zwischen  flüssigen  und 
festen  Körpern  berichtet.  Zum  Schlüsse  des  Artikels  werden 
einige  Bemerkungen  über  das  Gesetz  der  molecularen  Kraft  ge- 
macht, welche  hinsichtlich  der  Capillartheorie  von  Interesse  sind. 
Bei  der  Gauss'schen  Berechnung  des  Randwinkels  ist  die  An- 
nahme gemacht,  dass  die  beiden  Functionen  f(x)  und  F(x)^  von 
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denen  die  eine  der  Kraft  zwischen  zwei  durch  den  Abstand  x 
getrennten  Elementen  der  Flüssigkeit,  die  andere  der  Kraft  zwi- 
schen einem  Elemente  der  Flüssigkeit  und  einem  des  festen  Kör- 
pers proportional  ist,  in  einem  von  x  unabhängigen  Verhältnisfie 
stehen.  Aus  den  Unregelmässigkeiten  bei  manchen  experimcD- 
teilen  Daten  wird  der  Schluss  gezogen,  dass  die  Gauss' sehe 
Hypothese  wahrscheinlich  irrig  ist.  Gbs.  (Lp.) 


K.  Fuchs,  üeber  den  Zusammeuhang  von  Oberflächen- 
spannung, Oberflächendichte  und  oberflächlicher 
Wärmeentwickelung.     Exoer  Rep.  xxiv.  298-317.   . 

K.  FüCBS.  üeber  die  Mischungsschicbt  zweier  Flüssig- 
keiten.     EzDer  Rep.  XXIV.  614-647. 

Die  Capillaritfttsconstanten  oder  Molecularfunctionen  lassen 
sich  nach  der  ersten  Abhandlung  leicht  berechnen,  wenn  mao 
annimmt,  dass  die  Anziehungskraft  eines  Molecflls  auf  die  um 
gebenden  die  Summe  von  unendlich  vielen  ineinander  einge- 
schachtelten Elementarkräften  ist,  deren  jede  nur  Qber  eine  qd- 
endlich  kleine  Strecke  von  r  bis  r-fdr  mit  der  in  diesem 
Intervall  constanten  Intensität  kr  =  ^/*(0  ^u^  clie  Masseneinheit 
wirksam  ist.  In  der  zweiten  Abhandlung  wird  dieses  Prineip 
auf  die  Mischungsschicht  zweier  Flüssigkeiten  mit  Erfolg  ange- 
wandt.  Lp. 

G.  VanderMknsbrügghe.  Quelques  mots  sur  ma  thöorie 
du  plage  de  Thuile.    Beig.  Bun.  (3)  XV.  263-272. 

Genauere  Darlegung  dieser  Theorie.  Mn.  (Lp.) 

G.  VandkrMensbrügghe.  Sur  las  moyens  d'^valuer  et 
de  combattre  Tinfluence  de  la  capillarit4  dans  la 
densimötrie.    Bolg.  Bull.  (3)  XVI.  31-42.  j|n. 
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Gapitel  2. 

Akustik  und  Optik. 

A.     Akustik. 

Th.   Wittstein.      GrundzOge   der  mathematisch  -  physi- 
kalischen Theorie   der  Musik.     Hannover.  Hahn.  IVu.  Ö4S.  8^ 

Der  Verfasser  findet,  dass  die  Theorie  der  musikalischen 
Töne  in  den  physikalischen  Lehrbüchern  vernachlässigt  und  teil- 
weise verderbt  vorgetragen  werde;  die  Helmholtz'sche  ^^Lehre 
von  den  Tonempfindungen''  aber  sei  kein  Lehrbuch  im  eigent- 
lichen Sinne,  enthalte  auch  augenfällige  Dunkelheiten.  Das  war 
die  Veranlassung  zu  der  Abfassung  der  hier  vorliegenden  Schrift, 
die  durch  die  Art  der  Darstellung  wohl  geeignet  ist,  von  den 
wichtigsten  Fragen  der  physikalischen  Theorie  der  Musik  auch 
dem  Nichtphysiker  (der  Verfasser  wendet  sich  namentlich  an  die 
Musiker)  ein  klares  Bild  zu  geben.  Als  mathematisch  kann 
freilich  die  Theorie  kaum  bezeichnet  werden,  da  eigentliche 
mathematische  Entwickelungen  (ausser  einfachen  Rechnungen 
elementarer  Art)  nicht  benutzt  werden. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  der  Entstehung  der  gebräuch- 
lichen Tonleiter  und  stellt  derselben,  da  ihre  Entwickelung  er- 
hebliche Inconsequenzen  zeigt,  eine  zweite  zur  Seite,  die  aus 
neun  Tönen  mit  folgenden  Verbältnissen  der  Schwingungszahlen 
besteht: 

^>      9^     To»     TTi     A)     ITi      iT»     TEi     TT* 

Er  meint,  dass  diese  zweite  Tonleiter  bei  den  Griechen  im 
Gebrauch  gewesen  ist,,  und  sucht  darzuthun,  weshalb  man  ver- 
mutlich von  dieser  zur  gebräuchlichefi  Tonleiter  gekommen  sei. 
Es  folgt  die  Besprechung  der  verschiedenen  Tonarten  in  Dur, 
sowie  der  diatonischen  und  chromatischen  Tonleiter.  Sodann 
wird  der  BegriflF  der  gleichschwebenden  Temperatur  erläutert, 
woran  sich  die  Tonarten  in  Moll  und  die  harmonische  Tonleiter 
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Bchliessen.     Endlich  werden  die  Begriffe   der   Ober-  und  Unter- 
töne erörtert  und  die  Rolle  besprochen,  welche  dieselben  in  der 

■  

Mueik  spielen.  Wn. 

F.  Mbldb.     Chladiii's  Leben  und  Wirken.      2*®  Auflage. 

Marburg.  Elwert.  80  8.  8^ 

Die  vorliegende  Schrift  ist  eine  Erweiterung  der  Darstellung 
des  Lebens  und  Wirkens  Chladni*s,  die  der  Verfasser  1867  als 
Programm  gelegentlich  einer  Marburger  Universitäts-Feierlichkeit 
veröffentlicht  hatte.  Der  Hauptzweck  dieser  Darstellung  ist,  die 
Bedeutung  der  Entdeckungen  und  schriftstellerischen  Thätigkeit 
Ghladni's  darzuthun,  und  es  wird  deshalb  auf  dessen  wichtigste 
Arbeiten  sowie  ihre  Entstehung  ausf&hrlich  eingegangen,  während 
Ober  das  äussere,  sehr  bewegte  Leben  des  um  die  Akustik  und 
die  Erklärung  der  Feuermeteore  hochverdienten  Forschers  kfirzer 
berichtet  wird.  Wir  heben  aus  diesem  Teile  der  Darstellung 
hervor,  das»  Ernst  Florens  Friedrich  Ghladni  am  30.  November 
1756  zu  Wittenberg  geboren,  am  4.  April  1827  in  Breslau  ge- 
storben .ist. 

Ein*  chronologisch  geordnetes  Verzeichnis  der  Scbriflen 
Chladni's,  das  nebst  einem  Bilde  unseres  Forschers  dem  Buche 
beigegeben  ist,  umfasst  nahezu  10  Seiten.  Von  den  Schriften 
ist  etwa  die  Hälfte  der  Akustik  gewidmet,  ein  Drittel  ungefähr 
betrifft  die  Feuermetcore,  während  der  Best  physikalischen  und 
vermischten  Inhalts  ist.  Ein  weiteres  Verzeichnis  von  Schriften, 
Abhandlungen  und  Notizen  über  Ghladni's  Leben  und  Wirken 
umfasst  zwei  Seiten.  Wn. 

Lord  Rayleigh.      On  point-,  line-,  and  plane  -  sources 

of  SOUnd.       Lond    M.  S.  Proc.  XIX.  504-507. 

Falls  die  Schallquelle  eine  unendlich  lange  gerade  Linie 
bildet,  ist  das  Geschwindigkeitspotential,  abgesehen  von  dem  nur 
von  der  Zeit  abhängigen  Factor  c»*"', 
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worin  r  der  Abstaad  des  betrachteten  Punktes  von  jener  Linie 
ist.  Um  das  rechts  stehende  Integral  in  eine  Reibe  zu  ent- 
wickeln, wird  das  HOlfsintegral 


/ 


in  dem  tr  eine  complexe  Variable  ist,  tlber  zwei  verschiedene 
geschlossene  Wege  erstreckt,  die  den  Punkt  tc  =  +  i  nicht  um- 
schliessen.  Aus  den  beiden  so  gewonnenen  Gleichungen  kann 
man  gswvisse  Teilintegrale  eliminiren  und  findet  so  das  Re- 
sultat: 

2ir 


1^^      ^ir^    yj_^^ 


""V2tr>''''l         1.8tr  +  1.2.(8»r)'         r.2.3.(8tr)*     "^ "  T 

Die  Betrachtung  des  Hdifsintegrals  ergiebt  Cerner  fttr  die 
Bessersche  Function  ^^(r)  die  zuerst  von  Mehler  aufgestellte 
Gleichung 


.  /  N         2     r^  sin(rtj)rft? 


Das  Geschwindigkeitspotential  <Z>  ftlr  eine  ebene  Schallquelle 
erhfllt  man,  indem  man  die  Ebene  aus  unendlich  vielen  parallelen 
linienförmigen  Quellen  zusammengesetzt  denkt.  Demnach  wird, 
falls  der  betrachtete  Punkt  den  Abstand  z  von  jener  Ebene  hat. 

Andererseits  muss  in  diesem  Falle 

sein.  Durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  gewinnt  man  eine 
interessante  analytische  Beziehung,  aus  der  sich  u.  a.  die  Fol- 
gerung ergiebt: 

J^{kr)rdr    _  cos(4*) 


/ 


|/r'-Ä'  k  Wn. 
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G.  MoRERA.     Sul  problema  delln  corda  vibrante.     Torioo 

Atti.  XXill.  402-417. 

Beschäftigt  sich  mit  dem  Zusammenhang  von  D'Alembert's 
und  ßernoulli's  Lösung  des  iu  Frage  stehenden  Problems,  fQr 
den  Fall,  dass  die  Ableitungen  der  Abweichung  von  der  Gleich- 
gewichtslage UnStetigkeiten  aufweisen. 

Zum  Schluss  wird  der  Satz  bewiesen,  dass  die  Energie  einer 
schwingenden  Saite  gleich  der  Summe  der  Energien  für  die 
einzelnen  Schwingungen  ist,  dass  demzufolge  auch  der  Ton 
einer  schwingenden  Saite  nicht  nur  qualitativ,  sondern  auch 
quantitativ  aus  Einzeltönen  zusammengesetzt  ist.  F.  K. 


O.  Krigar- Menzel,     üeber  die  Bewegung  gestrichener 

Saiten.      Dies.  Berlio    41  S.  4°. 


L.  Malavasi.      Le    figure   di    Chladni   ed    il    metodo   di 

WheatStone.       Modena  Mem.  (2)  VI.  125-147. 

Wheatstone  hat  zuerst  durch  Betrachtung  der  Bewegungen^ 
die  durch  Superposition  zweier  synchronen  Schwingungen  ent- 
stehen, die  Knotenlinien  einer  quadratischen  Platte  zu  bestinimen 
gesucht.  Diese  Untersuchung  wird  hier  auf  rechteckige  Platten 
ausgedehnt.  Durch  einfache  Ueberlegungen  findet  der  Verfasser 
folgende  Resultate: 

1)  Damit  zwei  Schwingungen  gleichzeitig  existiren  können, 
deren  eine  n  Knotenlinien  parallel  der  längeren  Rechtecksseite  a, 
die  andere  m  Knotenlinien  parallel  der  kürzeren  Seite  b  besitzt 
muss 

a   __^  2m— 1 

sein. 

2)  Damit  die  aus  den  beiden  vorgenannten  Schwingungen 
resultirende  Bewegung  gleichzeitig  mit  einer  anderen  derartigen 
Bewegung  bestehen  kann,  bei  der  nur  die  Zahlen  m',  n'  an  Stelle 
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von  m,  n  treten,  ist  erforderlich,  dass 


und  zugleich 


lyt  -(~  'S  =  ^  "f"**  j 


oder  dass 

-^iX^r  •■     f»  1 1  "^  =  [2(m  +  «)  -  1]'  :  [2(m'  +  n')  -  1]' 

ist.  Das  System  der  bei  jeder  zusammengesetzten  Bewegung 
entstehenden  Knotenlinien,  die  immer  gerade,  gegen  die  Seiten 
des  Rechtecks  geneigte  Linien  bilden,  ergiebt  sich  aus  der  Ueber- 
legung,  dass  kein  Punkt  der  Platte,  bei  dem  die  Fundamental- 
schwingungen dasselbe  Vorzeichen  haben,  ein  Knotenpunkt  sein 
kann.  Die  Resultate  werden  auf  verschiedene  Beispiele  ange- 
wandt und  durch  eine  grosse  Zahl  von  Figuren  erläutert. 

Ein  näheres  Eingehen  auf  Einzelheiten  dürfte  um  so  weniger 
angebracht  sein,  als  von  den  Resultaten  dasselbe  gilt,  was  Lord 
Rayleigh  („Die  Theorie  des  Schalles",  deutsch  von  Neesen,  Teil  I 
p.  412)  von  den  Resultaten  Wheatstone's  sagt,  dass  sie  sich  nur 
in  sehr  roher  Weise  auf  Platten  anwenden  lassen.  Wn. 


E.  Mach.     Ueber  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
durch     scharfe  Schüsse    erregten  Schalles.      Wien.  Ber. 

XCVII.  1045-1052. 

Auf  Grund  photographischer  Fixirung  der  durch  Projectile 
in  der  Luft  eingeleiteten  Vorgänge  (Wien.  Ber.  XCV)  ist  Herr 
Mach  zu  folgender  Anschauung  gelangt.  Das  abgeschossene 
Projectil  wird  von  einer  Schallwelle  (Kopfwelle)  begleitet,  die 
sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  wie  das  Projectil  bewegt, 
so  dass  der  Knall  am  Ziel  zugleich  mit  dem  Einschlagen  des 
6es5hos8es  gehört  wird.  Durch  das  Auffangen  des  Projectils 
wird  die  Schallgeschwindigkeit  sofort  in  die  normale  verwandelt. 
Das  Rollen  des  Knalls  ist,  wie  beim  Donner,  dadurch  zu  er- 
klären, dass  teils  directe,  teils  von  ungleich  grossen  und  un- 
gleich entfernten  Flächen  reflectirte  WellenstQcke  nach  einander 
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das  Ohr  treffen,  nieht  aber  dadarcb,  dass  das  Gescboss  selbst 
dröbnt.  Diese  Anscbauungen  legt  der  Verfasser  bier  aufs  neue 
dar,  teils  zur  Wabrung  seiner  Priorität,  teils  zur  Bekämpfung 
abweichender  Anscbauungen  der  Herren  Sebert  und  Labouret 
Mathematische  Entwickelungen  werden  nicht  daran  geknflpfl 

Wn. 

J.  Grombka.  üeber  den  Einfluss  der  Temperatur  auf 
die  kleinen  Schwingungen  gasförmiger  Körper.     Kasan. 

Nachr.  1-37.  (Rassisch ) 

J.  Gkomeka.  üeber  den  Einfluss  der  ungleichförmigen 
Verteilung  der  Temperatur  auf  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles.  Mosk.  math.  Samml.  XIV. 
283-302.  (Rassisch.) 

Der  Inhalt  beider  Aufsätze  ist  der  nämliche.  Es  wird  an- 
genommen, dass  der  gasförmige  Körper  vor  dem  Beginne  der 
Schwingungen  sich  bei  gewisser  gegebener. Verteilung  der  Tem- 
peratur und  der  Dichte  im  Gleichgewichte  befand.  Femer  wird 
vorausgesetzt,  dass  das  Gas  den  Gesetzen  Mariotte's  und  Gay- 
Lussac's  genügt,  und  dass  der  Process  der  Veränderung  der 
Dichtigkeit  während  der  Schwingungen  ein  adiabatischer  ist. 
Indem  der  Verfasser  die  zweiten  und  höheren  Potenzen  der  Ge- 
schwindigkeiten und  der  Veränderungen  der  Dichte  und  des 
Druckes  vernachlässigt,  findet  er  Differentialgleichungen,  welche 
er  zur  Untersuchung  der  Beziehung  zwischen  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit  der  Wellen  und  der  Grösse  der  Schwingungs^ 
amplituden  einerseits  und  der  Temperatur  andererseits  in  den 
folgenden  Fällen  anwendet: 

1)  In  dem  Falle  ebener,  längs  der  positiven  oder  negativen 
X-Axe  fortlaufender  Wellen,  wobei  die  Temperatur  T  dem  Ge- 
setze T  =  Tg — ex  (wo  e  eine  Constante  ist)  folgt.  Hier  erweist 
sieh  der  Laplace'sche  Ausdruck  der  Schallgeschwindigkeit  (pro- 
portional zu  yf)  als  geltend.  Die  Grösse  der  Amplitude  ist 
proportional  der  vierten  Wurzel  aus  T. 

2)  In  dem  Falle  ebener  Wellen  und  folgender  Relation 
zwischen  x  und  der  Temperatur:  T  =  Ax',  wo  k  eine  Constante  be- 
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deutet.  Hier  ist  eine  fortschreitende  Bewegung  der  Welle  nur 
für  Schwingungen  möglich,  deren  Dauer  eine  gewisse  Grenze 
nicht  überschreitet,  und  die  Geschwindigkeit  solcher  Schwin- 
gungen folgt  nicht  dem  Laplace'schen  Ausdrucke,  sondern  hängt 
von  der  Dauer  der  Schwingungen  ab,  indem  sie  mit  ihr  wächst; 
die  Schwingungsamplitude  ist  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  X.  Für  Schwingungen  aber,  deren  Dauer  die  genannte 
Grenze  Überschreitet,  ist  nur  die  Form  stehender  Wellen  möglich. 

3)  Die  Fortpflanzung  sphärischer  Wellen  aus  einem  gege- 
benen Centrum,  wenn  die  Temperatur  sich  umgekehrt  propor- 
tional der  Entfernung  r  vom  Centrum  ändert.  In  diesem  Talle 
genügt  *die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dem  Gesetze  Laplace's, 
die  Amplitude  ist  der  vierten  Wurzel  aus  r^  umgekehrt  proportional. 

4)  Endlich  untersucht  der  Verfasser  den  Fall  eines  Gases, 
welches  einen  Körper  von  der  Form  eines  Rotationscylinders 
umgiebt,  wobei  die  Temperatur  des  Gases  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung  von  der  Axe  des  Cylinders  wächst. 
In  diesem  Falle  sind  Schwingungen  senkrecht  zu  den  Radien 
und  der  Axe  des  Cylinders  möglich,  die  sich  in  Form  ebener, 
sich  um  die  Axe  des  Cylinders  drehender  Wellen  fortpflanzen. 
Ihre  P^ortpflanzungsgesch windigkeit  folgt  dem  Laplace'schen  Ge- 
setze, und  die  Amplitude  der  Schwingungen  ist  dem  Radius  pro- 
portional. Bb. 

R.  Holmks.  On  the  equations  of  motion  of  a  sound 
wave  in  a  compressible  fluid  which  is  rendered  hetero- 
genous   by   a   constant   accelerating  force   in  a  given 

direction.      Meea.  (2)  XVIII.  103-113. 

Ermittelung  der  'Schallbewegung  in  einer  durch  die  Ein- 
wirkung der  Schwere  heterogen  gemachten  Atmosphäre.  Die 
Bewegungsgleichungen  werden  fflr  zwei  Bewegungsklassen  ge- 
löst: 1)  Störungen,  die  sich  in  ebenen  Wellen  aufwärts  oder  ab- 
wärts fortpflanzen;  2)  Störungen,  die  sich  in  den  beiden  seit- 
lichen Richtungen,  aber  nicht  in  der  verticalen  fortpflanzen.  Be- 
deutet Fj  die    abwärts  gerichtete  Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
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V^  die  Schallgescbwindigkeit  in  einer  homogenen  Atmosphäre 
Yon  derselben  Temperatur,  so  wird  das  angenäherte  Ergebnis 
gefunden : 

V  — F  =    ^ 

Hieraus  wttrde  herTorgehen,  dass  die  Wirkung  der  Schwere  aaf 
tiefe  Töne  grösser  ist  als  auf  hohe.  GIr.  (Lp.) 


A.  Kurz.     Der  Blasticitätsmodul  und  die  Schallgeschwin- 
digkeit.     Didaktische  Studie.     Exoer  Rep.  XXIV,  092-599. 

Es  handelt  sich  nur  um  die  Methodik  der  Darstellung  in  den 
Lehrbttchern.  Lp. 

O.  TuMLiRz.     üeber  die  Fortpflanzung  ebener  Lnftwellen 
endlicher  Schwingungsweite.    Bxoer  Rep.  xxiv.  1 15-132. 

Abdruck  aus  Wien.  Ber.  XCV.  367  (F.  d.  M.  XIX.  1887. 
1067). 

A.  Stefanini.      Dell'  energia   minima    che   h  necessaria 
a  produrre  la  sensazione  del  suono.      Naovo  Uimeoto  (3) 

XXIV.  218-234. 

Eine  theoretische  Studie  Über  die  Versuche,  welche  Herr 
Wead  zu  diesem  Behufe  angestellt  hat  (Silliman  J.  XX VL  177. 
1883).  Lp. 

M.  WiBN.      Ueber    die   Messung    der   Tonstärke.       Dies. 

Berlin.  70  S.  8«. 


Lord  Rayleigh.     DifFraction    of   sound.     Nature  xxxvili. 

208211. 
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B.    Theoretische  Optik. 
E.  LoMMBL.    Joseph  V.  Fraunhofer's  gesammelte  Schriften* 

Muocbeo.     O.  Franz.     XV  o.  310  S.    4». 

Die  Feier  des  hundertjährigen  Geburtstages  Fraunhofer^s 
(cf.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  17)  war  für  die  bayerische  Akademie 
die  Veranlassung,  die  in  verschiedenen  Zeitschriften  zerstreuten 
und  teilweise  schwer  zugänglichen  Abhandlungen  ihres  berühmten 
ehemaligen  Mitgliedes,  in  einem  Bande  gesammelt,  neu  heraus- 
zugeben. 

Diese  neue,  von  Herrn  E.  Lommel  besorgte  und  mit  einem 
Vorwort  begleitete,  Ausgabe  liegt  hier  vor.  Sie  enthält  die  fol- 
genden Arbeiten,  die  sämtlich  der  praktischen  oder  der  theore- 
tischen Optik  angehören. 

1)  Bestimmung  des  Brechungs-  und  Farbenzerstreuungsver- 
mögens verschiedener  Glasarten,  in  Bezug  auf  die  Vervollkommnung 
achromatischer  Fernröhre. 

2)  Versuche  über  die  Ursachen  des  Anlaufens  und  Matt- 
werdens des  Glases  und  die  Mittel,  denselben  zuvorzukommen. 

3)  Neue  Modification  des  Lichtes  durch  gegenseitige  Ein- 
wirkung und  Beugung  der  Strahlen,  und  Gesetze  derselben. 

4)  und  5)  Zwei  Briefe  Fraunhofer's  an  Schumacher. 

6)  Kurzer  Bericht  von  den  Resultaten  neuer  Versuche  über 
die  Gesetze  des  Lichtes,  und  die  Theorie  derselben. 

7)  Ueber  die  Erfindung  dreier  verschiedener  astronomischer 
Mikrometer. 

8)  Beschreibung  eines  neuen  Mikrometers. 

9)  Ueber  die  Erfindung  eines  neuen  Heliostats. 

10)  Ueber  das  Reinigen  achromatischer  Objective,  und  das 
Wiederhineinmachen  derselben  in  ihre  Fassungen. 

11)  Ueber  die  Brechbarkeit  des  elektrischen  Lichtes. 

12)  und  13)  Ueber  die  Construction  eines  grossen  Re- 
fractors. 

14)  und  15)  Theorie  der  Höfe,  Nebensonnen  und  verwandter 
Phänomene  mit  Versuchen  zur  Bestätigung  derselben. 


1102  ^I*  Abschnitt     Matbemfttiscbe  Physik. 

Als  Anhaog  folgen  die  (von  Fraunhofer  selbst  verfassten) 
französischen  Uebersetzungen  der  sub  1)  und  3)  genannten  Ar> 
beiten.  In  der  zweiten  dieser  Uebersetzungen  ist  die  von  Fraun- 
hofer später  angenommene  zweckmässigere  Benennungsweise  fGr 
die  verschiedenen  Arten  der  Beugungsspectra  zuerst  durch- 
geführt. 

Die  Ausstattung  des  Bandes,  dem  ein  als  Bflste  dargestelltes 
Bild  Fraunhofer's  beigegeben  ist,  ist  eine  vorzfigliche.  Die  zu 
den  einzelnen  Abhandlungen  gehörigen  Tafeln  sind  photographi- 
sehe  Nachbildungen  der  Zeichnungen  Fraunhofer's.         Wn. 


G.   A.  MAGGr.      Sulla  propagazione   libera  e  perturbata 
delle  ende   luminose  in  un   mezzo  isotropo.      Ann&ii  di 

Mat.  (2)  XVI.  21-48. 

Die  vorliegende  Arbeit  schliesst  sich  eng  an  den  wichtigen 
Aufsatz  von  6.  Kirchhoff  »Zur  Theorie  der  Lichtstrahlen"  (Berl. 
Ber.  1882,  cf.  F.  d.  M.  XIV.  1882.  829  ff.)  an.  Die  Grundlage 
der  Kirchhoff'schen  Untersuchungen  bildet  ein  Satz,  der  eine 
Präcisirung  und  Verallgemeinerung  des  Huygens'scben  Princips 
darstellt.  Für  diesen  Satz  giebt  Herr  Maggi  im  ersten  Teile 
seiner  Arbeit  einen  neuen  Beweis.  Die  Kirchhoff'sche  Ableitung, 
die  sich  auf  den  Green'schen  Satz  stützt,  hält  Herr  Maggi  des- 
halb nicht  für  ausreichend,  weil  bei  derselben  eine  Hülfsfunction 
benutzt  werde,  deren  Existenz  nicht  zweifellos  sei.  Der  Ge- 
dankengang des  neuen  Beweises  ist  folgender:  Es  Ifisst  sieb 
leicht  eine  solche  Lösung  der  Differentialgleichung 

in  der  z/,  V  das  bekannte  Symbol  bedeutet,  angeben,  welche  die 
Form  eines  Flächenintegrals  hat  Dieses  Flächenintegral  wird  in 
ein  Raumintegral  verwandelt  und  sodann  untersucht,  unter 
welchen  Bedingungen  das  Element  des  letzteren  überall  ver- 
schwindet. Die  Anwendung  der  so  ermittelten  allgemeineren 
Bedingungen  führt  unmittelbar  auf  das  Kircbboff'sche  Resultat 
(F.  d.  M.  XIV.  1882.  830,  Gleichung  2). 
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Im  zweiten  Teil  erörtert  Herr  Maggi  die  Ausbreitung  der 
von  einem  festen  Centrum  ausgehenden  Kugelwellen  in  einem 
Medium,  in  welchem  sich  ein  nicht  leuchtender  Körper  befindet. 
Das  hier  gewonnene  Resultat  ist  wiederum  mit  dem  KirchhofT- 
sehen  identisch,  die  Ableitung  eine  wesentlich  andere.  Herr 
Maggi  *  stellt  die  Kugelwellen  nicht  mittels  trigonometrischer 
Functionen  dar,  sondern  behält  statt  dessen  eine  willkürliche 
Function  ip  bei,  der  er,  damit  die  Wellen  interferiren  können,  die 
Eigenschaft 

beilegt.    Sodann  führt  er  in  dem  über  die  Oberfläche  des  dunklen 
Körpers  zu  erstreckenden  KirchhoflTschen  Integral 


/ 


Qds 


statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  elliptische  Coordinaten  ein, 
bei  denen  eine  Flächenschar  aus  verlängerten  confocalen  Rota- 
tionsellipsoiden besteht;  und  zwar  haben  dieselben  das  Centrum 
der  Kugelwellen  und  den  Punkt,  in  dem  die  Lichtbewegung  be- 
stimmt werden  soll,  zu  Brennpunkten.  Nach  Einführung  der 
neuen  Variabein  lässt  sich  das  obige  Flächenintegral  in  ein  Ober 
die  Grenzcurve  der  Fläche  zu  erstreckendes  Linienintegral  ver- 
wandeln, und  dessen  Discussion  giebt  das  Kirchhoff'sclie  Resultat 
(F.  d.  M.  XIV.  1882.  831). 

Die  hier  benutzte  Umformung  eines  Flächenintegrals  in  ein 
Randintegral  beruht  auf  einer  von  Stokes  aufgestellten  Formel, 
welche  das  in  beliebigen  krummlinigen  Coordinaten  q^^  9,,  q^ 
ausgedrückte.  Über  irgend  eine  Raumcurve  zu  erstreckende  Linien- 
integral 

[U^,  t^„  {/,  sind  längs  des  Randes  monodrome,  continuirliche 
und  endliche  Functionen]  in  ein  Flächenintegral  verwandelt.  Der 
Ableitung  dieser  Stokes'schen  Formel  ist  der  dritte  Teil  der 
Arbeit  gewidmet,  während  im  vierten  Teil  auf  Grund  der  in  den 
beiden    ersten    Teilen    abgeleiteten    Formelu    die    Bildung    des 
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Schattens   eines   dunklen    Körpers   erörtert   wird.     Dabei    wird 
wesentlich  der  EirchhofiTsche  Gedankengang  reprodncirt. 

Wn. 


W.  Voigt.      Theorie  des    Lichtes  für   bewegte   Medien. 

Wiademano  Add.  (2)  XXXV.  370-396,  524-051. 

Abdruck  der  Arbeit,    Ober    die    F.  d.  M.  XIX.    1887.  1080 
ausfahrlich  berichtet  ist.  Wn. 


1).   W.  B.  Brace.      On   the  transparency   of  the   ether. 

Nebraaca  UdIt.  Studiea.  I.  1-16. 

Der  Verfasser  h&lt  es  fttr  eine  offene  Frage,  ob  nicht  im 
freien  Aether  Absorption  stattfinde,  wenn  auch  nur  eine  sehr 
geringe,  und  will  daher  untersuchen,  welchen  Einfluss  eine  der- 
artige Absorption  auf  die  Intensit&t  des  Lichtes  der  Sterne  habe. 
Er  nimmt  tu  dem  Zwecke  an,  dass  zu  den  elastischen  Kräften 
des  Aethers  eine  Art  Reibungskraft  hinzukomme.  Zu  den  Glei- 
chungen der  elastischen  Bewegung  wQrden  danach  Glieder  vod 
derselben  Form  neu  hinzutreten,  wie  in  den  hydrodjnamiscbeB 
Gleichungen  bei  Berücksichtigung  der  Reibung.  Auf  Grund 
dieser  Annahme  wird  die  Bewegung  ebener  Wellen,  die  sich  der 
Richtung  y  parallel  fortpflanzen,  während  ihre  Schwingungen 
parallel  x  sind,  durch  folgende  Differentialgleichung  bestimmt: 


Dieselbe  ergiebt  ein  Integral  tou  folgender  Form: 

(2)        5  =  Je-'3.cos2fr(-J-y); 

und  f&r  kleine  Werte  von  v,  und  in  Folge  dessen  von  «,  wird 
in  erster  liäherung 

Dareh  eine  andere  Betrachtung,  die  ron  der  Annahme  ausgeht 
dass  die  Aenderung  der  Verrflckung  während  einer  kunen  Zeit 
der  Wellenlänge  umgekehrt  proportional  ist,  wird  Ar  |  wiederum 
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der  Ausdruck  (2)  gefunden,  nur  dass  jetzt 

(4)        .=^ 

ist.  Endlich  wird  für  x  noch  eine  dritte  Form,  die  sich  aus  der 
Combination  der  beiden  eben  erwähnten  ergiebt,  ohne  weitere 
Begründung  als  möglich  angenommen,  nämlich 

Für  jeden  der  drei  Werte  von  x  hängt  die  Intensität  in  anderer  Art 
von  l  ab;  die  verschiedenen  daraus  folgenden  Intensitätscurven 
werden  discutirt. 

Die  Grundlagen  der  obigen  Entwickelungen  sind  sehr  hypo- 
thetischer Natur.  Dasselbe  gilt  von  den  Bemerkungen,  die  der 
Verfasser  nebenbei  Ober  die  Verteilung  der  Sterne  im  Räume 
macht.  Wn. 

M.  Lävy.      Sur   les    ^quations    les   plus  g^n^rales  de  la 
double  rdfraction  compatibles  avec  la  surface  de  Tonde 

de    Fresnel.     Journ.  de  Math.  (4)  IV.  257-312. 

lieber  die  hauptsächlichsten  Resultate  dieser  Arbeit  ist  bereits 
im  vorigen  Jahre  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  1074)  nach  der  vor- 
läufigen Mitteilung  des  Verfassers  in.  den  C.  R.  berichtet.  In- 
dem wir  auf  jenen  Bericht  verweisen,  teilen  wir  aus  der  hier 
vorliegenden  ausführlichen  Abhandlung  über  die  Ableitung  jener 
Resultate  Folgendes  mit.  Herr  L6vy  gebt  von  folgenden  Glei- 
chungen fUr  die  Lichtbewegung  in  einem  Erystall  aus: 


dl 


2 


=  Au+Hv+G'w, 


(1)        {^=^ffu+Bv  +  Fw, 

Darin  bedeutet  Au  eine  homogene  lineare  Function  der  sechs 
zweiten  Ableitungen  von  u  nach  x^  y,  z  mit  constanten  Goeffi- 
cienten;  und  eine  analoge  Bedeutung  haben  £,  C,  F^  F\  6r,  G\ 
JJ,  U\    Sind  nun  u,  o,  ir  die  Componenten  einer  ebenen  Welle, 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  3.  70 
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deren  Normale  die  Richtungscosinus  /,  m,  n  und  die  Fortpflao- 
zuugsgeschwindigkeit  ia  hat,  so  ergeben,  wie  bekannt,  die  Glei- 
chungen (1)  drei  Relationen  zwischen  oi'  einerseits  und  den 
Cosinus  der  Schwingungsrichtung  andererseits;  und  nach  Elimi- 
nation der  letzteren  erhält  man  eine  Gleichung  dritten  Grades 
für  w'.  Es  wird  nun  gefragt,  unter  *  welcher  Bedingung  zwei 
Wurzeln  dieser  Gleichung  zugleich  der  Fresnel'schen  Gleichung 
für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ebener  Wellen  in  zwei- 
axigen  Krystallen 

genügen,  in  der  a,  b,  c  gegebene  Constanten  sind.  Dazu  ist  er- 
forderlich, 1).  dass  das  constante  Glied  der  Gleichung  dritten 
Grades  für  cd*  durch  l^+m^-^-n*  teilbar  ist;  2)  dass  die  dritte 
Wurzel  jener  Gleichung  die  Form  hat 

co'  =  .4+ß+C~(6'+c')/'-(c>+a')iii«-Ca*+&')»*, 
falls  jetzt  Aj  fi,  C  die  homogenen  Functionen  zweiten  Grades 
von  /,  m,  Vi  bezeichnen,  die  aus  Au,  Bv,  Cw  durch  Substitution 
der  oben  erwähnten  Ausdrücke  für  u,  f,  w  hervorgehen;  3) 
müssen,  falls  F,  F'  etc.  eine  den  ii,  0,  C  analoge  Bedeutung 
haben,  zwei  Gleichungen  bestehen,  deren  eine  Producte  je  zweier 
jener  homogenen  Functionen,  die  andere  Producte  von  drei 
solchen  Functionen  enthält.  Durch  diese  Relationen  ergeben  sich 
für  die  54  in  den  Gleichungen  (1)  enthaltenen  Constanten  43  Be- 
dingungsgleichungen. 

Nach  Ableitung  dieser  Resultate  beschränkt  der  Verfasser 
die  weitere  Untersuchung  auf  den  Fall,  dass  die  zu  Grunde  ge- 
legten Coordinateoebenen  Symmetrieebenen  des  Erystalls  sind, 
in  welchem  Falle  die  Gleichungen  (1)  nur  15  Constanten  an 
Stelle  der  früheren  54  enthalten.  Durch  Anwendung  der  beiden 
ersten  der  obigen  allgemeinen  Bedingungen  lassen  sich  6  von 
jenen  15  Constanten  durch  a*,  6',  c*  ausdrücken,  während  9 
willkürlich  bleiben;  und  zwar  kann  man  den  in  Rede  stehenden 
Bedingungen  auf  216  verschiedene  Arten  genügen.  Diese  216 
verschiedenen  möglichen  Lösungen  zerfallen  in  27  Gruppen  der- 
art, dass  für  alle  Lösungen  derselben  Gruppe  die  Geschwindig- 
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keit  der  dritten  Welle  durch  denselben  Ausdrack  dargestellt 
wird.  Sind  jene  216  Lösungen  von  rein  analytischem  Stand- 
punkte aus  völlig  gleichwertig,  so  sind  doch  die  meisten  physi- 
kalisch nicht  zulässig.    Denn  da  zwischen  den  drei  Brechungs- 

indices   — |-,  -r-,-,  —j-  kein  qualitativer  Unterschied  besteht,  müssen 

die  drei  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  Bezug  auf  die 
drei  Coordinatenebenen  symmetrisch  sein.  Nach  Einführung 
dieser  Beschränkung  bleiben  von  den  '216  Möglichkeiten  nur  6 
übrig.  Wendet  man  auf  jeden  dieser  6  Fälle  noch  die  dritte  der 
oben  abgeleiteten  allgemeinen  Bedingungen  an,  so  ergeben  sich 
jedesmal  zwischen  6  der  bisher  noch  willkürlich  gebliebenen  9 
Constanten  4  Relationen,  denen  man  auf  doppelte  Weise  genügen 
kann.  Jede  der  noch  übrigen  6  Möglichkeiten  giebt  also  zwei 
verschiedene  Lösungen,  und  in  jeder  Lösung  sind  5  willkürliche 
Constanten  enthalten.  Vier  jener  zweimal  6  Lösungen  sind  die 
F.  d.  M.  XIX.  1075  aufgeführten,  mit  (4,),  (^4,),  (J8J,  (BJ  be- 
zeichneten Gleichungssysteme.  Die  8  übrigen  Lösungen,  von 
denen  je  zwei  zusammenfallen,  sind  in  Bezug  auf  die  Coor- 
dinatenebenen in  sofern  nicht  symmetrisch,  als  z.  B.  eine  Ver- 
tauschung von  V  und  tc  und  gleichzeitig  von  b  und  c  die  Glei- 
chung für  u  ändert.  Das  ist  wiederum  aus  den  oben  angeführten 
Gründen  unzulässig,  weshalb  auch  diese  Lösungen  auszuschliessen 
sind.  Die  F.  d.  M.  XIX  angegebenen  Formen  der  Differential- 
gleichungen bleiben  -somit  als  einzig  mögliche  übrig. 

Hinsichtlich  der  Resultate,  die  sich  aus  der  weiteren  Dis- 
cussion  der  Gleichungen  (i4,),  (i4j),  (B,),  (Ä,)  ergeben,  verweisen 
wir  auf  das  vorjährige  Referat  und  bemerken  nur  noch,  dass 
für  die  Lösung  (A^)  die  Schwingungsrichtung  [oder,  allgemeiner 
zu  reden,  die  Richtung  des  Licbtvectors]  in  der  Polarisations- 
ebene liegt,  aber  nicht  mehr  in  der  Wellenebene.  Wn. 


P.  Volkmann.       Einfache    Ableitung    des    Green'schen 
Ausdrucks   für  das  Potential  des  •  Lichtäthers.      Wiede- 

maQD  AüD.  (2)  XXXV.  354-3G0. 

70* 
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Während  der  allgemeine  Potentialausdruck  elastischer  Kr&fte 
für  krystallinische  Medien  21  Constanten  enthält,  legt  Green 
seiner  Lichttheorie  eine  Form  des  elastischen  Potentials  zu  Grunde, 
die  nur  von  7,  und  falls  man  von  longitudinalen  Wellen  ab- 
strahirt,  nur  von  6  Gonstanten  abhängig  ist.  In  dem  Torliegeo- 
den  Aufsatz  wird  nun  der  Zusammenhang  des  speciellen  Green*- 
sehen  Ausdrucks,  der  auch  von  Kirchhoff  (cf.  F.  d.  M.  VIII. 
1876.  647  ff.)  benutzt  ist,  mit  dem  ersterwähnten  allgemeinereD 
Ausdruck  aufgedeckt.  Führt  man  nämlich  in  die  allgemeinen 
elastischen  Differentialgleichungen  die  Bedingung  der  Incom- 
pressibilität  ein,  so  ergiebt  sich,  dass  zwischen  den  elastischen 
Druckcomponenten  und  daher  auch  zwischen  den  sechs  elasti- 
schen Deformationen  eine  Gleichung  besteht,  deren  identische 
ErmUung  erfordert,  dass  9  der  oben  erwähnten  21  Conatanten 
verschwinden,  und  dass  ausserdem  zwischen  den  12  flbrigen  noch 
6  lineare  Beziehungen  bestehen.  Vermöge  dieser  Beziehungen 
geht  nun  der  allgemeine  Potentialausdruck  unmittelbar  in  den 
über,  der  aus  dem  Greeu'schen  folgt,  falls  man  von  den  longi- 
tudinalen Wellen  abstrahirt.  Wo. 


W.  Walton.  On  the  coincidence  of  ray-directions  in 
a  biaxis  crystal  whicb  correspond  to  certain  conjugate 
planes  of  polarization.     Quart.  J.  xxili.  7-io. 

Die  hier  behandelte  Frage  lautet:  Wann  gehören  zu  zwei 
parallelen  Wellenebenen,  die  sich  mit  verschiedenen  Geschwin- 
digkeiten in  einem  zweiaxigen  Erystall  fortpflanzen,  gleiche 
Strahlenrichtungen?  Eine  Discussion,  die  sich  auf  bekannte 
Formeln  stQtzt,  ergiebt,  dass  die  Strahlenrichtungen  nur  zu- 
sammenfallen, wenn  die  beiden  Wellenebenen  einem  der  drei 
Hauptschnitte  der  Wellenfläche  parallel  sind,  sowie,  wenn  die 
Wellenebenen  zu  einer  der  optischen  Axen  senkrecht  stehen.  Im 
letzteren  Falle  aber  gehört  zu  der  betreffenden  Wellenebene  gar 
keine  bestimmte  Strahlenriehtung,  und  daher  entspricht  dieser 
Fall  nach  des  Referenten  Ansicht  keiner  eigentlichen  Lösung 
der  gestellten  Frag^  Wn. 
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Ch.  Soret.  Sur  la  inesure  des  indices  de  rdfraction 
des  cristaux  ä  deux  axes,  par  Tobservation  des  angles 
limites  de  r^flexion   totale  sur  des  faces  quelconques. 

C.  B.  CVir.  176-178,  479-4^2. 

Bei  der  Bestimmung  der  Hauptbrechungsiudices  eines  zwei- 
axigen  Krystalls  durch  die  Methode  der  totalen  Reflexion  operirte 
man  bisher  stets  mit  Flächen,  die  einer  der  Elasticitätsaxen  des 
Krystalls  parallel  sind.  Diese  Beschränkung  ist  unnötig;  man 
kann  die  Beobachtung  auch  an  einer  beliebig  orientirten  Ebene 
anstellen,  und  zwar  beruht  diese  Erweiterung  der  Beobachtungs- 
methode auf  folgenden  Sätzen,  die  zunächst  für  solche  Schnitte 
der  Wellenfläche  gelten,  die  nicht  in  der  Nähe  der  singulären 
Punkte  verlaufen. 

1)  Bestimmt  man  in  irgend  einem  Diametralschnitt  der 
Wellenfläche  die  Maxima  und  Minima  des  Radiusvector,  so  sind 
von  den  sich  ergebenden  vier  Werten  drei  den  Axenlängen  der 
Fläche  gleich  [vgl.  eine  Arbeit  von  Brill,  über  die  F.  d.  M.  XVI. 
1883.  920  berichtet  ist]. 

2)  Ist  J  der  Grenzwinkel  der  totalen  Reflexion,  t  der 
Brechungsexponent  des  Mediums,  in  dem  die  totale  Reflexion 
stattfindet,  so  ist 

sinJ 
der  in  der  Einfallsebene   liegende   Radiusvector  der  Fusspunkt- 
curve    des    Schnitts    der    Wellenfläche    mit    der    reflectirenden 
Ebene. 

3)  In  jedem  Schnitt  der  Wellenfläche,  der  eine  convexe 
Curve  giebt,  fallen  die  Maxima  und  Minima  des  Radius  der  Fuss- 
pnnktcurve  mit  denen  des  Schnittes  selbst  zusammen. 

In  dem  zweiten  Aufsatze  werden  auch  solche  Schnitte  der 
Wellenfläche  betrachtet,  die  durch  die  singulären  Punkte  gehen 
oder  in  der  Nähe  derselben  verlaufen,  in  welchem  letzteren  Falle  der 
äus««ere  Teil  der  Schnittcurve  zwei  Inflexionspunkte  hat.  Für 
diese  Fälle  werden  die  Grenzen  der  tQtalen  Reflexionen  con- 
structiv  bestimmt.  Die  Ermittelung  des  mittleren  der  drei  Haupt- 
brecbungsindices  erfordert  dabei  besondere  Vorsicht.        Wn. 
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Th  Liebisch,  üeber  das  Minimum  der  Ablenkung  durch 
Prismen  optisch  zweiaxiger  Krystalle,    Gott  N.  197-201. 

Discussion  einiger  FftUe,  in  denen  Prismen  optisch  zwei- 
axiger Krystalle  krystallograpfaiseh  so  orientirt  sind,  dass  die 
Beobachtung  des  Minimnms  der  Ablenkung  zur  Berechnung  der 
Hauptlichtgeschwindigkeiten  ausreicht,  und  zwar  ohne  dass  es 
nötig  ist,  die  zugehörigen  Einfallswinkel  zu  messen. 

JcC.  Jb.« 

J.  Kerr.  Experiments  on  the  birefringent  action  of 
strained  glasses.    Phil.  Mag.  (5)  xxvi.  321-342. 

Nach  einer  kurzen  Uebersicht  flber  die  Leistungen  früherer 
Forscher  berichtet  der  Verfasser  flber  eine  Reihe  Yon  Versuchen, 
die  er  fiber  die  doppelbrechende  Wirkung  gepresster  Gläser 
angestellt  hat.  Die  Ergebnisse  sind  in  einer  Reihe  von  13 
Sätzen  geordnet,  die  eine  gedrängte  Zusammenstellung  der  be- 
handelten Fragen  und  gewonnenen  Resultate  liefern. 

Gbs.  (Lp.) 

F.  PocKELS.  Ueber  den  Einfluss  elastischer  Defor- 
mationen, speciell  einseitigen  Druckes,  auf  das  opti- 
sche Verhalten  krystallinischer  Körper.      Leipzig.  J.  a. 

Barth,  Dias.  Göttlogeo.  93  S.  8<>. 

O.  Wiener.  Gemeinsame  Wirkung  von  Circularpolari- 
sation   und    Doppelbrechung,   geometrisch   dargestellt. 

Wiedemann  Ado.  (2)  XXXV.  1-24. 

Die  Frage,  deren  Beantwortung  die  vorliegende  Arbeit  ge- 
widmet ist,'  ist  folgende:  Wie  kann  man,  falls  circularpolari- 
sirende  und  doppelbrechende  Kräfte  gleichzeitig  auftreten,  aus 
der  bekannten  Einzelwirkung  der  Circularpolarisation  und  Doppel- 
brechung die  Gesamtwirkung  beider  voraussagen?  Diese  Frage 
ist  schon  von  Herrn  Gouy  [Almeida  J.  (2)  IV.  1885;  vgl.  auch 
F.  d.  M.  XVII.    1885.    1005]    untersucht.     Während  aber  dieser 
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utor  sich  der  Rechnung  bedient,    stützt  sich    Herr  Wiener  auf 
eometrische   Betrachtungen.     Als   Operationsinittel    bedient   er 
ich,  und  das  ist  das  wesentlich  Neue  seiner  Methode,    des   Be- 
riffes  „Circularelement^,    worunter   er   eine  Circularschwingung 
von  unendlich  kleiner  Amplitude  versteht. 

Zunächst  werden  mehrere  Sätze  über  die  Zusammensetzung 
von  Circularschwingungen    aufgestellt;   sodann    wird    die  Form- 
A.nderung,  welche  eine  Circularschwingung  innerhalb  eines  Weg- 
elements durch    die  Doppelbrechung   erfährt,   zurückgeführt  auf 
die  Zusammensetzung  jener    Schwingupg   mit    einem   Circular- 
element.    Hieraus  ergiebt  sich  auch    die  Aenderung  einer  ellip- 
tischen Schwingung,    die  ja   als   aus  zwei  circularen  bestehend 
angesehen  werden  kann,  innerhalb  eines  Wegelements  und  weiter 
innerhalb   einer   endlichen   Strecke.     Nachdem    noch   die   Wir- 
*kung  der  Circularpolarisation  allein  auf  eine  elliptische  Schwin- 
gung erörtert  ist,  wird  die  oben  erwähnte  Hauptaufgabe  in  An- 
griff genommen.    Es  werden  zunächst  die  von  Gouy  entdeckten 
sogenannten  ausgezeichneten  Schwingungen  bestimmt,  d.  h.  die- 
jenigen elliptischen  Schwingungen,  welche  sich  bei  gleichzeitiger 
Wirkung    von    Doppelbrechung    und    Circularpolarisation    ohne 
Drehung  und  Formänderung   in    dem  betrachteten  Medium  fort- 
pflanzen.   Dann  wird  der  Specialfall  durchgeführt,    in    dem  das 
einfallende  Licht  parallel  einer  Axe  der  Doppelbrechung  gerad- 
linig polarisirt  ist,  endlich  der  allgemeine  Fall,  bei  dem  die  in 
den  Körper  eintretende  Schwingung  ein   beliebiges  Azimut  und 
beliebige  EUipticität  besitzt.    In  beiden  Fällen  wird  die  Aufgabe 
zuerst  constructiy  gelöst,  und  aus  der  Construction  werden  dann 
die  entsprechenden  Formeln  abgeleitet.    Indem   wir  hinsichtlich 
dieser  Formeln  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen,   führen  wir  das 
folgende  Resultat   an,   welches   die  Hauptergebnisse   der  Unter- 
suchung zusammen fasst:  „Herrscht  bei  der  gleichzeitigen  Wirkung 
von  Circularpolarisation  und  Doppelbrechung   die    eine  vor,    so 
wird  die  andere  teilweise  verdeckt.     Eine  starke  Doppelbrechung 
drückt   die    Drehung   der   Circularpolarisation   und   eine  starke 
Circularpolarisation    das    Elliptischroachen    der    Doppelbrechung 
herab«. 
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Zum  Sehloss  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Besaitete 
des  oben  erwähnten  allgemeinen  Falles,  der  von  Goay  nicht  be- 
handelt ist,  neu  sind;  dass  ferner  Herr  Wiener  auch  in  Bezog 
auf  verschiedene  andere  Einzelresnltate  über  Goaj  hinaiiasrehr. 

Wo. 


Sir  William  Thomson.     On  the  reflexion  and  refractioii 

of  light.      Phil.  Mag.  (5)  XXVI.  414-425,  500-501. 

Der  Zweck  dieses  Aufsatzes  wird   wohl   am    besten    dareh 
den  folgenden  Auszug   aus   der  Einleitung  angegeben.     Green's 
Lehre,  nach  welcher  der  Aether  ein  unzusammendrflckbarer  elasti- 
scher Körper  mit  gleicher  Starrheit,  aber  ungleichen  Dichtigkeiten 
in  verschiedenen  Körpern  ist,  ergiebt  bei  der  Anwendung  aaf  die 
Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes    Fresnel's    Sinusgesetz    fär 
Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene,  fttr  Schwingungen  in 
der  Einfallsebene  aber  eine  Formel,  die  mit  FresneUs  Tangenten- 
gesetz nur  fibereinstimmt,    wenn    der   Brechungsindex  unendlich 
wenig  von  l  abweicht.    Indem  der  Verfasser  nach  einer  dynami- 
schen Begründung  ftlr  das  FresneFsche  Reflexions-  und  Brechangs- 
Oesetz  sucht,    nimmt  er,    „nachdem   er  scheinbar   die  Möglich- 
keiten in  Betreff  des  incompressibeln  elastischen  Aethers  erschöpft 
hat**,  in  dieser  Abhandlung   den  Aether   als   einen  Körper    von 
solcher  negativen  Compressibilit&t  an,    welche  die  Geschwindig- 
keit der  Verdichtungs-   und    Verdünnungswelle   zu   Null    macht. 
Diese  Hypothese  nebst  anderen  von  Green  her  ungeändert  flber- 
nomnienen  Annahmen  befriedigt  genau  Fresnel's  Tangentengesetz 
für  Schwingungen  in  der  Einfallsebene  und  sein 'Sinusgesetz  f&r 
Schwingungen  senkrecht  zu  ihr.     Ferner  wird   angemerkt,    dass 
homogener  luftfreier  Schaum,  der  vom  Zusammenschwinden  durch 
Adhäsion  an  einem  ihn  enthaltenden  Gefässe  zurfickgehalten  wird, 
das  ringsherum  unendlich  weit  sein  mag,    genau  die  Bedingung 
der  Nullgeschwindigkeit  für  longitudinale  Wellen  erfüllt;  ausser- 
dem besitzt  er  eine  bestimmte  Starrheit  und  ElasticitÄt  der  Form, 
ferner  eine  bestimmte  Geschwindigkeit    der   Torsionswelle,    die 
mit  einer  passenden  Annäherung   an    die    absolute    Genauigkeit 
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erechnet  werden  kann.     Der  Artikel  ftihrt  den  Beweis  fQr  das 
inias-  und  das  Tangenten-Gesetz  durch.  Obs.  (Lp.) 


i.  T.  Glazebrook.  On  the  application  of  Sir  William 
Thomson's  theory  of  a  contraotile  aether  to  double 
refractioD,    dispersion,   metallic    reflexioi),    and    other 

Optical    Problems.     Phil.  Mag.  (5)  XXVI.  521-540. 

In  diesem  Aufsatze  werden  verschiedene  optische  Probleme 
in    Betreff  der  im  vorangehenden  Berichte  besprochenen  Theorie 
von  Sir  William  Thomson   erörtert.     Der  Schluss,   zu   welchem 
der  Verfasser  kommt,  besteht  darin,  dass  die  Theorie  eines  com- 
pressiblen  Aethers    „befriedigende  Rechenschaft  giebt    von    der 
Reflexion  und  Brechung  sowohl  an  durchsichtigen  Körpern  als 
auch  an  Metallen,  ebenso  von  der  Doppelbrechung  und  der  Dis- 
persion  mit  Einschluss   der   anomalen  Dispersion   solcher  Sub- 
stanzen   wie    Gyanin,    Fuchsin    oder    anderer    Anilinfarbstoffe; 
ausserdem    führt  sie  noch  zu  dem  richtigen  Ausdrucke  für  die 
Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  einem  sich  bewegenden  Mittel''. 

Gbs.  (Lp.) 

P.  VoLKUANN.  Bemerkungen  zu  den  Phasenändernngen 
des  von  durchsichtigen  Körpern  in  der  Nähe  des 
Polarisationswinkels  partiell  reflectirten  Lichtes.    Wiede- 

maoD  ADD.  (2)  XXXIV.  719-731. 

Der  Verfasser  discutirt  die  Ausdrücke  für  die  Amplituden 
des  reflectirten  Lichtes  bei  der  Reflexion  1)  an  isotropen,  2)  an 
anisotropen,  3)  an  circularpolarisirenden  Medien,  wobei  er  für 
den  zweiten  Fall  die  Formeln  von  MacCullagh  benutzt,  während 
er  für  den  dritten  Fall  neue  Formeln  aufstellt,  ohne  jedoch 
deren  Ableitung  mitzuteilen.  Das  hauptsächlichste  Resultat  der 
Discussion  ist  folgendes.  Definirt  man  in  allen  Fällen  als  Pola- 
risationswinkel den  Winkel,  unter  dem  natürliches  Licht  auf- 
fallen muss,  damit  das  reflectirte  Licht  ein  Maximum  von  Pola- 
risation nachweist,  so  fällt  dieser  Winkel  im  zweiten  und  dritten 


1114  XI.  Abtcbottt    Mathem&UMhe  Pbjsik. 

Falle  Dicht  mit  deoijeDigen  zasamnieii,  unter  dem  sieh  f&r  dk 
senkrecht  zur  Einfalisebene  polarisirte  Componente  ein  Maximna 
von  Phasenänderung  vollzieht  Wo. 


P.   Drude.       Ueber    das    Verhältnis    der    Canchv'scheu 
Theorie  der  Metallreflexion  zu  der  Voigt'schen.    Wieat- 

mano  Ado.  (2)  XXXV.  508-523. 

Es  werden  zunächst  die  GrundzQge  Ton  Caueby's  Theorie 
der  Metallreflexion  entwickelt.  Dabei  wird  darauf  hingewieses, 
dass  die  Cauchy'schen  Resultate  sich  nur  ergeben,  wenn  man 
Über  die  Amplituden  der  longitudinalen  Wellen  eine  Annahme 
macht,  die  weder  aus  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung, 
noch  aus  den  tirenzbedingungen  herzuleiten  ist.  Nach  EinfllhniD^ 
dieser  Annahme  und  Elimination  der  longitudinalen  Wellen  er- 
giebt  die  Cauchy'sche  Theorie  zur  Bestimmung  der  Amplituden 
der  gebrochenen  und  refiectirten  transversalen  Welle  genau  di^ 
selben  Gleichungen,  die  in  einer  froheren  Arbeit  des  Verfassers 
(cf.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1086)  aus  der  Theorie  des  Herrn  Voigt 
abgeleitet  sind.  Beide  Theorien  stimmen  also  in  ihren  Resul- 
taten Oberein;  doch  ist  dabei  zu  beachten,  dass  es  sich  niebt 
um  die  allgemeinsten  Voigt'schen  Formeln  handelt,  sondern  am 
eine  in  den  Anwendungen  stets  gebrauchte  Specialisirong  der 
selben.  Weiter  wird  noch,  unabhängig  von  der  Uebereinstimmaog 
der  oben  erwähnten  Gleichungen,  direct  gezeigt,  dass  die  letzten 
Formeln  beider  Theorien  identisch  sind.  Aus  diesen  letzten 
Formeln,  die  durch  EinfOhrung  gewisser  Hflifsgrössen  erlangt 
sind,  werden  durch  Vernachlässigungen  angenäherte  Formeln 
abgeleitet,  die  fOr  die  Anwendung  meistens  genOgen.         Wn. 


W.  Voigt.      Ueber    die    Reflexron    und    Brechung    des 
Lichtes  an  Schichten   absorbirender  isotroper  Medien. 

Wiedemann  Ann.  (2)  XXXY.  76-100. 

In  Erweiterung  einer  frOher  von  ihm  behandelten  Aufgabe 
(cf.  F.  d.  M.   XVIII.    1886.  1002)   stellt  Herr  Voigt   die   allge- 
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Igen  Formeln  fQr  die  Reflexion  und  Brechung  des 
ner  Lamelle  einer  absorbirenden  isotropen  Substanz 
rseitig  von  absorbirenden  isotropen  Medien  begrenzt 
reiofachung  der  Formeln  für  die  AmpHtuden  des 
id  gebrochenen  Lichtes  werden  gewisse  Httlfsgrössen 
Lnd  je  nach  der  Wahl  dieser  Hülfsgrössen  werden 
den  in  doppelter  Form  dargestellt;  unter  manchen 
Evird  die  eine,  unter  anderen  die  andere  Form  die 
ein.  Die  allgemeinen  Resultate,  die  sich  in  EQrze 
^eben  lassen,  werden  auf  verschiedene  specielle  Fälle 
indem  bei  einem  oder  zweien  der  Medien  oder  auch 
^ien  von  der  Absorption,  abstrahirt  wird,  indem  ferner 

Reflexionen  als  total  angenommen  wird.  Der  Gang 
lg  unterscheidet  sich  nicht  von  dem  in  frtlheren  Ar- 
Verfassers. 

cblusB  wird  darauf  hingewiesen,  dass  eine  experi- 
ntscheidung   zwischen    der   Fresnerschen    Reflexions- 

der  von  F.  Neumann  bisher  nicht  erbracht  ist. 

Wn. 

:.      Ueber   die  Gesetze  der  Reflexion  und  Bre- 
des    Lichtes    an     der    Grenze     absorbirender 

lle.     GottiDgen.  Vandenhoek  a.  Raprecht.  47  S. 

•  diese  Arbeit  ist  bereits  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1086  ff. 
1  berichtet.  Wn. 


^CEK.     Beiträge   zur  elektromagnetischen  Licht- 

e.      WiedemaoD  Ann.  (2)  XXXIV.  673-711. 

jlben  HOlfsvorstellungen,  welche  der  Verfasser  in  zwei 
Arbeiten  (cf.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1097)  benutzt  hatte, 
jrund  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  die  Disper- 
erklären,  nämlich  die  Annahme  selbständiger  elek- 
Oscillationen  in  den  ponderabeln  Molecülen,  wendet  er 
um  die  Doppelbrechung  abzuleiten  und  das  Reflexions- 
zu  erledigen.     Es  gelingt  ihm  in  der  That,   1)  für  das 


i 
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DiepenioDsgesets  eine  Formel  za  finden,  die  sehon  Ton  Keitekr 
aorgestellt  und  durch  Messangen  best&tigt  ist;  2)  fltr  die  Fortpfims 
znngBgeschwindigkeit  von  Oseillationen  in  krystallinisehen  Medier 
eine  Gleichung  Yon  der  Form  der  Fresnerseben  Gleicbang  ttbxsr 
leiten,  nur  dass  dieselbe  hier  complexe  Grössen  statt  der  reellei; 
enth&lt;  3)  werden  anch  fllr  das  Beflexionsproblem  Gleiehaogei 
ermittelt,  die  mit  den  yon  Dmde  (cf.  F.  d.  H.  XIX.  1887.  1086} 
aufgestellten  Übereinstimmen.  Trotz  dieser  Uebereinstimmnng 
der  Resultate  mit  den  aus  der  Elastieit&tBtheorie  abgeleitetei 
kann  Referent  die  Darstellung  des  Verfassers  nicht  als  eine  be> 
friedigende  ansehen.  Abgesehen  davon,  dass  hinsiehtlich  der 
Zulässigkeit  der  Grundrorstellung  sowie  yerschiedener  nebenbei 
benutzter  H&lfsTorstellungen  erhebliche  Bedenken  obwalten,  ent- 
behrt die  Entwickelung  vielfach  der  nötigen  Strenge  und  halt 
sich  von  WillkQrlichkeiten  nicht  frei. 

Erw&hnt  sei  noch,  dass  der  Verfasser  es  unentschieden  lisbt 
ob  die  Lichtbewegung  den  dielektrischen  Verschiebungen  oder 
den  begleitenden  magnetischen  ErSften  entspricht.  Die  eine  Än< 
nähme  wQrde  die  FresneVsche,  die  andere  die  Neumann'sche 
Vorstellung   Aber   die  Lage  der  Polarisationsebene  ergeben. 

Wn. 


Lord  Ratleigh.      Od   the  reflexion   of  Hght   at  a   twin 
plane  of  a  crystal.     Phil.  Mag.  (ö)  XXVI.  241-^5. 

Die  vorliegende  Abhandlung  bezweckt  die  Berechnung  der  Re- 
flexion des  Lichtes  an  der  Fläche  zwischen  zwei  Zwillingskrystallen 
uud  die  Herstelluag  ähnlicher  Formeln  wie  die  von  Fresnel  fßr 
denjenigen  Fall  entdeckten,  in  welchem  beide  Medien  isotrop  sind. 
In  der  Ansicht,  dass  MaxwelFs  elektromagnetische  Lichttheorie  die 
einzige  ist,  welche  gleichzeitig  FresneVs  Gesetze  der  Doppelbrechung 
in  Krystallen  und  auch  diejenigen  zu  erklären  vermag,  welche 
die  Intensität  der  Reflexion  beim  Uebergange  aus  einem  isotropea 
Mittel  in  ein  anderes  regeln,  benutzt  der  Verfasser  die  Glei- 
chungen dieser  Theorie,  indem  er  seine  Forschungen  mit  den 
fundamentalen  Gleichungen  beginnt,  so  wie  dieselben  in  MaxwelFs 
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Glectricity  and.Magnetism"  gegeben  sind.     Zuerst  werden  die 
rleichungen  eines  dielektrischen  Mittels,  f&r  welches  die  magne- 
iBclie  Permeabilit&t  durchweg  gleich  1   ist,   gegeben   und  dann 
iie      Grenzbedingungen,    welche    beim    Uebergange    aus    einem 
lomogenen  Mittel  in  ein  anderes  erfüllt  sein  müssen,  aufgestellt 
>a.na.ch   wird  die  Aufgabe    der  Reflexion  ebener  Wellen  gelöst, 
venu  beide  Mittel  isotrop  sind;    doch  wird  die  Lösung  fttr  den 
Pa.ll,  in  welchem  die  elektrischen  VerrQckungen  zu  der  Einfalls- 
s^bene  senkrecht  sind,  bloss  angedeutet,  dagegen  ist  der  Fall  der 
Verrückungen  in  der  Einfallsebene  vollständiger  durchgearbeitet. 
Xachdem   das  Gesetz   der  Geschwindigkeiten    für   verschiedene 
Riebtungen  der  Wellenfront  in  einem  homogenen  krystallinischen 
Medium  kurz  erörtert  ist,  wird  die  eigentliche  Aufgabe  der  Abhand- 
lung durchgeführt,  nämlich  die  Reflexion  ebener  Wellen  an  einer 
Z^^illingsfläche  eines  Krystalls.    Nach  der  gemachten  Annahme  ist 
eine  zur  Trennungsebene  senkrechte  Ebene  vorhanden,  in  Bezug  auf 
welche  jeder  der  Zwillinge  symmetrisch  ist,  und  die  Betrachtung 
bei    dem  Reflexionsproblem   beschränkt  sich   auf  die  Fälle,   in 
denen  die  Einfallsebene  1)  mit  der  Symmetrieebene  zusammen- 
fällt, 2)  zu  ihr  senkrecht  ist.     In    dem  Abschnitte    über   die   in 
der  Symmetrieebene  befindliche  Einfallsebene  werden  die  Schwin- 
gungen   zuerst   senkrecht   zur  Einfallsebene,    nachher   innerhalb 
derselben  angenommen;  in  keinem  dieser  Fälle  findet  Reflexion 
des  Lichtes  statt.     Der  Fall,  bei  welchem  die  Einfallsebene  zur 
Symmetrieebene  senkrecht  steht,  ist  verwickelter  und  wird  voll- 
ständig durchgeführt  sowohl  für  die  Gleichungen  in  ihrer  allge- 
meinen Form  als  auch  für  die  einfacheren  Gleichungen,  die  bei 
der  Annahme  entstehen,    dass  die  doppelt  brechende  Kraft  nur 
klein  ist.  Gbs.  (Lp.) 


Lord  Ratleigh.      On    the    remarkable   phenomenon    of 
crystalline    reflexion    described    by    Professor  Stokes, 

Phil.  Mag.  (5)  XXVI.  256-265. 

Die  fragliche  Erscheinung,    welche  bei   manchen  Krystallen 
von  Chlorkalium  auftritt^  besteht  in  einer  eigentümlichen  farbigen 
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inneren  Brechung«  Die  besonderen  Kennzeichen  der  Erscheinung, 
wie  sie  von  Stokes  beschrieben  ist,  werden  kurz  festgestellt,  und 
mögliche  Erklärungen  erwogen.  Gbs.  (Lp.) 


C.  Viola.      Le  laniine  sottili   anisotrope   colorate   nella 
luce  polarizzata  parallela.     Rom.  acc  L.  Reod.  (4)  iv,.  19-27. 

Der  Verfasser  untersucht  den  Durchgang  paralleler  Licht- 
strahlen durch  ein  dünnes  Krystallblättchen  unter  der  Annahme, 
dass  die  beiden  senkreclit  zu  einander  polarisirten  Strahlen,  die 
den  Krystall  durchdringen,  verschieden  stark  absorbirt  werden, 
und  dass  die  Absorptionscoefficienten  für  verschiedene  Farben 
verschieden  sind.  Er  setzt  ferner  voraus,  dass  mit  dem  Polari- 
sator sowohl  als  mit  dem  Analysator  ein  Gipsblättchen  von  j 
Wellenlänge  Oangunterschied  verbunden  ist.  Nach  bekannten 
Methoden  wird  dann  die  Formel  fOr  die  Intensität  des  schliess- 
lich austretenden  Lichtes  abgeleitet,  auf  specielle  Fälle  angewandt 
und  in  diesen  ausführlich  discutirt.  Wn. 

K.  E.  F.  Schmidt,     üeber  die  durch  fein^  Röhrchen  im 
Kalkspat  hervorgerufenen  Lichtringe  und  die  Theorie 

derselben.      Wiedemaon  AoD.  (2)  XXXIII.  534-548. 

Beobachtungen  der  im  Titel  genannten  Ringe,  bei  denen 
mehrere  Abweichungen  von  Brewster's  Beobachtungen  gefunden 
wurden,  führten  den  Verfasser  auf  die  Analogie  der  Erscheinung 
mit  einer  andern,  die  sich  an  einem  aus  feinen  Nadeln  gebilde- 
ten Gitter  zeigte.  Auch  hier  liessen  sich  Ringe  beobachten,  die 
von  den  am  Kalkspat  auftretenden  sich  bloss  durch  den  Mangel 
an-  Farben  und  das  Fehlen  der  Polarisation  unterscheiden; 
ausserdem  war  nur  ein  Bogen  statt  der  zwei  am  Kalkspat  ent- 
stehenden sichtbar.  Diese  Abweichungen  sind  leicht  durch  die 
Doppelbrechung  des  Kalkspats  zu  erklären,  und  es  reicht  da- 
her aus,  eine  Theorie  der  Lichtringe  zu  entwickeln  fOr  ein 
Röhrengebilde,  das  mit  der  Lichtquelle  und  dem  Auge  sich  in 
demselben  isotropen  Medium    befindet.    Die   Grundlagen    dieser 
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Tbeorie  bilden  die  folgenden,  leicht  zu  beweisenden,    Sätze  der 
greometrischen  Optik. 

1)  Wird  ein  Strahl  in  einem  Punkte  einer  Geraden  ge- 
spiegelt, 80  liegt  der  zugehörige  reflectirte  Strahlen bflndel  auf 
der  Oberfläche  eines  Ereiskegels. 

2)  Wird  der  von  einem  weit  entfernt  liegenden  Punkte 
kommende  StrahlenbQndel  an  einem  System  in  einer  Ebene 
liegender  paralleler  Geraden  refiectirt,  so  liegen  die  Punkte  der 
verschiedenen  Geraden,  welche  Strahlen  nach  einem  festen  Punkte 
senden,  auf  einer  Parabel;  vorausgesetzt,  dass  dieser  Punkt  in 
einer  Ebene  liegt,  welche  durch  den  Lichtpunkt  geht  und  senk- 
recht steht  zu  der  Ebene,  welche  die  Geraden  enthält. 

3)  Die  durch  diese  Parabel  und  den  festen  Punkt  bestimmte 
Kegelfläche  ist  congruent  mit  der  Fläche  des  Kreiskegels,  welche 
nach  Satz  1)  der  Geraden  zugehört,  die  in  einer  Ebene  mit  dem 
festen  Punkte  und  der  Lichtquelle  liegt. 

Nun  handelt  es  sich  bei  der  in  Rede  stehenden  Erscheinung 
zwar  nicht  um  Reflexion  an  Geraden,  sondern  an  Cylinder- 
fiäcben;  aber  die  letztere  lässt  sich,  wenn  man  parallel  auf- 
fallende Strahlen  annimmt,  leicht  auf  die   erstere  zurückführen. 

Wn. 


K.  E.  F.  Schmidt.     Zur  Theorie  des  Babinet^schen  Com- 

pensators.       WiedemaDO  Add.  (2;  XXXV.  3G0-369. 

Es  wird  hier  die  Frage  erörtert ,  an  welcher  Stelle  des 
Raumes  die  im  Compensator  auftretenden  Interferenzstreifen  am 
deutlichsten  sind.  Die  Intensität,  welche  die  durch  den  Com- 
pensator gegangenen  Strahlen  an  irgend  einer  Stelle  des  Raumes 
hervorbringen,  lässt  sich  auf  folgende  Form  bringen: 

J  =  C.y''[l  +  cos(d,-dJ2fj]c/(y), 

-9»' 

WO  C  ein  constanter  Factor,  d,  — d,  die  Phasendifferenz  zweier 
interferirenden  Strahlen,  ^'  der  äusserste  Einfallswinkel  ist.  Für 
kleine  q>'  ergiebt  sich  ein    angenäherter  Ausdruck    der    Phasen- 
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differenz  von  der  Form 

und  darin  wird  schliesslich  noch,  um  das  Integral  aosf&hrbar 
zu  machen,  die  Tangente  durch  den  Winkel  ersetzt.  Die  Dis- 
cuBsion  des  so  gewonnenen  Ausdrucks  ergiebt,  dass  die  Streifen 
auf  der  dem  Beobachter  zugekehrten  Grenzfläche  der  Qnarz- 
combination  ihre  grösste  Dunkelheit  haben.  Wn. 


M.  Stkrnbbrg.      Geometrische    Untersuchung    über    die 
Drehung  der  Polarisationsebene  im  magnetischen  Felde. 

Scblömilch  Z.  XXXIIl.  19M92. 

Auszug  aus  einem  Aufsatz,  Ober  den  bereits  F.  d.  M.  XVIIL 
1003  berichtet  ist.  Wn. 


E.  Wilson.     The  law  of  dispersion.     Phil  Mag.  (5)  XXYI 

385-389. 

Die  folgende  empirische  Formel  wird  als  Ersatz  der  Caucbr- 
schen  Formel  für  das  Dispersionsgesetz  vorgeschlagen: 

in  ihr  bezeichnet  v  die  Geschwindigkeit  in  einer  brechenden 
Substanz  fbr  einen  Lichtstrahl  von  der  Welleniftnge  iL,  V  die 
Geschwindigkeit  im  Vacuum.  Zum  Vergleiche  der  beobachteten 
und  der  berechneten  Werte  werden  Tabellen  des  Brechungs- 
index  in  verschiedenen  Fällen  gegeben.  Gbs.  (Lp.) 


T.  Pelham  Dalb.  On  the  numerical  relatiou  betweeii 
the  index  of  refraction  and  the  wave-Iength  witfain  a 
refraetive    median),    and    on    the    limit  of  refraction. 

Phil.  Mag.  (5)  XXV.  325-338. 


L.  Bell.     The  absolute  wave-length  of  light.     Phii:  Mag. 

(6)  XXV.  245-2G3,  3Ö0-372. 
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Der  erste  Teil  dieser  Abhandlung  berichtet  über  die  von 
den  älteren  Forschern  bei  der  Bestimnnung  der  absoluten  Wellen- 
länge des  Lichtes  befolgten  Methoden  und  über  die  gewonnenen 
Ergebnisse,  sodann  aber  über  die  bei  der  gegenwärtigen  Arbeit 
benutzten  Methoden,  Apparate  und  Längenmasse.  Zugleich  wird 
eine  recht  umfangreiche  Bibliographie  des  Gegenstandes  bis  zur 
Gegenwart  gegeben.  Im  zweiten  Teile  werden  die  Einzel* 
heiten  der  Versuchsanordnungen  mitgeteilt  nebst  einer  Be- 
sprechung der  Endergebnisse  und  derjenigen  Fragen  von  prak- 
tischem und  theoretischem  Interesse,  welche  sich  an  die  Ar- 
beiten neuerer  Experimentatoren  anschliessen.        Gbs.  (Lp.) 


R.  F.  GwYTHER.     An  application  of  Huyghens'  priiiciple 

tO   a   spherical    Wave   of   light.      Mancheeler  Mem.  (4)  I.  61-87. 

Dieser  Aufsatz  enthält  einen  Versuch  zur  Bildung  einer 
Diffractionstheorie  bloss  auf  geometrischen  Principien.  Unter  der 
Annahme,  dass  in  jedem  Momente  jedes  Element  einer  gestörten 
Kugelfläche  selbst  als  Ursprung  einer  Elementarwelle  angesehen 
werden  kann,  wird  der  Versuch  zur  Bestimmung  der  Gestalt  der 
Verrückung  in  den  secundären  Wellen  gemacht,  damit  die  sich 
ergebenden  Verrückungen  überall  denen  der  ursprünglichen  Welle 
gleichwertig  seien.  Der  mathematische  Inhalt  eignet  sich  nicht 
zu  einem  gedrängten  Auszüge.  Gbs.  (Lp.) 


R.  Straubel.  üeber  die  Berechnung  der  Fraunhofer'- 
schen  Beugungserscbeinnngen  durch  Raudintegrale 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Theorie  der  Beu- 
gung im   Heliometer.      Dies.  Jena.  H.  Pöble.  G3  S. 

Die  Componenten  der  Lichtintensität  bei  den  Fraunhofer'schen 
(der  Verfasser  schreibt  fälschlich  Frauenhofer)  Beugungserschei- 
nungen sind  bekanntlich  den  folgenden  Integralen  proportional: 

S  =  ff  d^'df^'  sin  2n(ßi^'  +  vfi'). 

FortMhr.  d.  Math.  XX.  8.  71 
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Die  hier  auftretenden  Fiftchenintegrale,  aus  denen  unmittelbar 
folgt,  dass  jede  Fraunhofer'sche  Beugungserseheinung  eine  Mittel- 
punktsfigur ist,  lassen  sieh  allgemein  mittels  des  bekannten 
Analogons  des  Green'schen  Satzes  für  die  Ebene  auf  Randinte- 
grale zurttckfQhren.  Diese,  von  Herrn  Abbe  angegebene,  bis- 
her aber  noch  nicht  yeröffentliehte,  Transformation  führt  auf 
eine  doppelte  Form  des  Randintegrals,  je  nachdem  man  die 
Differentiation  nach  der  Normale  des  Randes  unter  dem  Integral- 
zeichen ausfuhrt  oder  dieselbe  durch  HinzufQguog  eines  ent- 
sprechenden Compensationsgliedes  in  eine  Differentiation  vor  dem 
Integralzeichen  verwandelt.  Eine  dieser  Formen  lässt  eine  ein- 
fache Interpretation  zu,  wonach  man  die  Lichtwirkung  der  Oeff- 
nung  durch  die  Lichtwirkung  der  Begrenzungslinie  ersetzen  kann. 
Den  erwähnten  beiden  Abbe'schen  fUgt  der  Verfasser  eine  dritte 
Form  des  Randintegrals  hinzu,  die  er  durch  Einführung  tod 
Polarcoordinaten  statt  |',  17',  Ausführung  der  Integration  nach  dem 
Radiusvector  und  darauf  folgende  teilweise  Integration  ableitet 
Um  die  Anwendbarkeit  der  in  Rede  stehenden  allgemeineo 
Transformationen  zu  zeigen,  werden  aus  ihnen  die  bekannten 
Resultate  für  die  Beugungsfiguren  des  Rechtecks,  des  regel- 
mässigen n-Ecks  und  des  Kreises  abgeleitet.  Sodann  wendet 
sich  der  Verfasser,  und  diese  Untersuchung  umfasst  den  grössten 
Teil  der  Dissertation,  einem  Falle  zu,  der  bisher  noch  keine 
genauere  Behandlung  erfahren  hat,  nämlich  den  Beugungser 
scheinungen  für  eine  halbkreisförmige  Oeffnung,  Erscheinungen, 
die  beim  Heliometer  ihre  Anwendung  finden.  Von  den  Com 
ponenten  C,  S  der  Intensität  des  an  einem  Halbkreise  gebeugten 
Lichtes  ergiebt  sich  für  C  derselbe  Wert  wie  bei  einem  vollen  Kreise: 

während 

sin(rcosa)        /"^  cos  («cos®)  , 

xp^iga—^, '-—J    ^ — ^-^cosyd^ 

_    r^r  — cos(tJCos(y)       sin(oco8g))  1  , 
J     L        ücosy  v'cos'9    J 
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ist.  Die  hierin  yorkommenden  Constanten  haben  folgende  Be* 
deutung.  Es  ist  k  ein  constanter  Factor,  r  der  Radius  des  Halb- 
kreises, 

Die  Complication  gegenüber  dem  Resultat  beim  Kreise  besteht 
einmal  darin,  dass  hier  S  nicht  verschwindet,  andererseits  darin, 
dass  8  und  damit  die  ganze  Intensität  nicht  nur  von  einer 
Variabein  v,  sondern  ausserdem  von  einer  zweiten  o  abhängt. 
Die  hauptsächlichste  noch  zu  erledigende  Aufgabe  besteht  in  der 
weiteren  Behandlung  der  Function  ifß  von  v  und  a.  Als  Func- 
tion von  V  betrachtet,  genügt  tp  der  Differentialgleichung 

.,,„.,  sin(üC08a)    . 

^  ^   '     ^  tjcosa  ' 

und  zwar  ist  ip  diejenige  particuläre  Lösung  dieser  Gleichung, 
welche  man  aus  der  allgemeinen  Lösung  dadurch  erhält,  dass  man 
die  darin  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  gleich  Null  setzt. 
Daraus  ergiebt  sich  für  ip  leicht  eine  Reihenentwickelung  nach 
steigenden  Potenzen  von  t),  deren  einzelne  Coefficienten  Froducte 
aus  sina  und  geraden  Functionen  von  cosa  sind;  die  letzteren 
Functionen  lassen  sich  durch  einfache  Recursionsformeln  be- 
stimmen. Neben  dieser  für  alle  Werte  von  v  und  a  gültigen 
Reihe  wird  noch  eine  zweite  von  der  Form 

tp  =  ilcos(üCosa)4-ß8in(tJCosa) 
aufgestellt,  wo  Ä  und  B  im  wesentlichen  Potenzreihen  nach  stei- 
genden Potenzen  von  v  sind,  die  für  solche  Werte  von  v  und  a 
convergiren,  für  die 

I  o(l— COSd)  I  <  1 
ist.  Durch  teilweise  Integration  des  in  dem  ersten  Ausdruck 
von  xp  auftretenden  Integrals  endlich  wird  einer  dritte  semicon- 
vergente  Reihe  gewonnen,  die  zur  Berechnung  von  \p  für  grosse 
Werte  von  ü  benutzt  werden  kann.  Die  gefundenen  Reihen  sind 
alle  drei  nicht  einfach  genug,  um  den  allgemeinen  Verlauf  der 
Function  ip  übersehen  zu  lassen,  ohne  dass  numerische  Tafeln 
vorlägen.  Nur  für  kleine  Werte  von  v  und  a  sowie  für  grö>sere 
Werte  von  r  und    zugleich    für  Werte   von    o  in  der  Nähe  von 

71* 
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^n  lassen  sich  angenäherte  Darstellungen  von  tp  geben.  Der 
Verfasser  schliesst  aus  der  letzteren  Darstellung,  dass  ein  Ton 
Struve  in  Bezug  auf  die  Lichtverteilung  im  Heliometer  aasge- 
sprochenes Resultat  nicht  richtig  ist.  Wn. 


W.  DoNLK.     üeber  Fraunhofer'sche  Ringe  und  die  Far- 
benerscheinungen  behauchter  Plätten.      WiedemaDo  Aqo. 

(2)  XXXIV.  801-827. 

Am  Schluss  der  Arbeit,  deren  grosster  Teil  rein  experimeo- 
teilen  Inhalts  ist,  wird  die  Intensität  des  durch  einen  Spalt  ge- 
beugten Lichtes  fElr  den  Fall  berechnet,  dass  in  den  Spalt  eine 
dünne  Lamelle  eingesetzt  ist  Der  für  die  resultirende  Inten- 
sität gewonnene  Ausdruck  besteht  aus  zwei  Factoren,  deren 
erster  allein  von  der  Beugung  herrührt  und  mit  der  für  die  Ben- 
gungserscheinung  eines  einfachen  Spaltes  geltenden  Formel 
identisch  ist,  während  der  zweite,  vom  Beugungswinkel  unab- 
hängige Factor  nichts  anderes  darstellt,  als  die  Intensität  de:; 
aus  dem  dOnnen  Blättchen  senkrecht  austretenden  Lichtes. 

Wn. 

Carimey.     Sur  la  th^orie  des  bandes  de  Talbot.    Almeidt 

J.  (2)  VII.  60-69. 

Der  Verfasser  formulirt  die  von  ihm  behandelte  Aufgabe 
wie  folgt:  Ein  BQndel  parallelen  Lichtes,  das  aus  einem  Collimator 
tritt,  wird  durch  einen  rechteckigen  Spalt  begrenzt,  Ton  welchem 
eine  Hälfte  durch  eine  durchsichtige  Platte  bedeckt  wird;  man 
fängt  sodann  den  Bündel  mit  einem  Prisma  auf,  danach  mit 
einer  achromatischen  Linse  L;  es  handelt  sich  darum,  die  Er- 
scheinungen zu  bestimmen  und  zu  erklären,  die  man  in  der 
Focalebene  der  Linse  beobachtet.  Lp. 


A.  Van  Biervliet.  Contribution  k  l'^tude  des  dilatations 
par  la  niesure  du  d^placement  des  frangea  d'inter- 
f^rences.     Brux.  s.  sc.  xni,  B.  210-250. 
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E.  Branly.      Calcul    de    la    largeur    des    franges    dans 
Texp^rience  des  deux  miroirs.    Almeida  J.  (2)  vii.  69-72. 

Bemerkungen  zu  den  betreffenden  Bechnungen  nach  An- 
näherungsmethoden in  Billet's  Trait^  d'optique  physique  und  in 
Pfaundler's  Lehrbuch  der  Physik.  Lp. 


Mascart.     8ur  Texpörience  des  trois  miroirs  de  Fresnel. 

Almeida  J.  (2)  VII.  183-193. 


E.  LoMMEL.    Interferenz  durch  circulare  Doppelbrechung. 

MoDch    Ber.  325-33«). 

Auf  die  eine  Seitenfläche  eines  Quarzprismas,  dessen  optische 
Axe  auf  der  Halbirungsebene  des  brechenden  Winkels  senkrecht 
steht,  falle  ein  Bündel  parallelen,  geradlinig  polarisirten  Lichtes 
unter  einem  solchen  Winkel,  dass  :die  Ablenkung  ein  Minimum 
ist.  Aus  dem  einfallenden,  geradlinig  polarisirten  Strahl  ent- 
stehen dann  zwei  entgegengesetzt  circular  polarisirte  Strahlen, 
welche  das  Prisma  in  der  Richtung  der  optischen  Axe  mit  ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten  durchlaufen.  An  der  zweiten 
Prismenfläche  treten  diese  Strahlen  teilweise  aus,  teilweise  wer- 
den sie  reflectirt;  und  die  reflectirten  Strahlen  interferiren  ver- 
möge des  vorher  erlangten  Oangunterschiedes.  Man  erhält  in 
Folge  dessen  auf  der  Rtickenfläche  des  Prismas  sehr  schöne,  zur 
brechenden  Kante  parallele  Interferenzstreifen.  Herr  Lommel 
verfolgt  den  Gang  der  Strahlen  und  berechnet  die  Intensität,  mit 
der  ein  Punkt  der  Rückenfläche  erleuchtet  wird.  •  Er  zieht  dann 
weiter  den  Umstand  in  Rechnung,  dass  die  beiden  circularen 
Strahlen,  in  welche  sich  der  einfallende  linear  polarisirte  Strahl 
zerlegt,  vermöge  der  Verschiedenheit  ihrer  Brechungsindices, 
streng  genommen,  verschiedene  Wege  im  Prisma  einschlagen 
Daher  wird  der  Gangunterschied  der  interferirenden  Strahlen  an 
der  Rückenfläche  ein  etwas  anderer,  als  vorher,  unter  Voraus- 
setzung gleicher  Wege  für  die  beiden  circularen  Strahlen,  be- 
rechnet  war.      Die    durch    beide    Rechnungen    sich    ergebenden 
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6anguDter8chiede  weichen  indessen  nur  in  den  Gliedern  höherer 
Ordnung  von  einander  ab,  so  dass  die  zuerst  besprochene  ein- 
fachere Theorie  zur  Erklärung  der  Erscheinung  ausreicht. 

Wn. 

BoiTEL.     Sur   les   arcs  surnum^raires  qui  acconipagneiit 

Tarc-en-ciel.     CR.  cvr  1522-1524. 
Mascakt.     Sur  rarc-en-ciel.     c.  R.  CVi.  1575-1577. 

Beide  Arbeiten  betreflFen  die  überzähligen  Bogen  beim  Regen- 
bogen. Dieselben  haben  ihre  vollständige  Erklärung  zuerst  in 
der  Theorie  Airy's  (Cambridge  Trans.  VI,  1836;  Poggendorffs 
Annalen,  Supplementband  II)  gefunden,  welche  auf  der  Betrach- 
tung der  Wellenfläche  des  aus  dem  Tropfen  tretenden  Lichtes, 
einer  Rotationsfläche  mit  der  Meridiancurve 


y  = 


«' 


3a" 

beruht.  För  die  Constante  a',  die  von  Airy  nicht  weiter  be- 
stimmt wird,  giebt  jetzt  Herr  Boitel  ohne  Ableitung  den  Aas- 
druck 

cosV   (K+\y 

^  ^  sin  J  K(K+2)  ' 
worin  91  den  Radius  der  Wasserkugel  bezeichnet,  J  den  Einfalls- 
winkel des  Strahls,  dessen  Ablenkung  ein  Minimum  ist,  K  end- 
lich die  Ordnungszahl  des  Bogens.  Die  mit  HOlfe  dieses  Aus- 
drucks gefundenen  Zahlenwerte  für  die  Ablenkungen  der  ver- 
schiedenen Bogen  stimmen  nun  mit  den  Beobachtungen  von 
Miller  sowie  mit  den  vom  Verfasser  angestellten  nicht  öbereio, 
und  zwar  wächst  die  Differenz  zwischen  Beobachtung  und  Rech- 
nung mit  der  Ordnungszahl  des  Bogens.  Aus  diesem  Grunde 
hält  Herr  Boitel  die  Airy*sche  Theorie  nur  für  eine  erste  An- 
näherung; er  teilt  zugleich  mit,  dass  er  an  einer  VerbesseruDg 
der  Theorie  arbeite. 

Herr  Mascart  behandelt  das    in  der  Airy'schen  Theorie  för 
die  resultirende  Intensität  aufgestellte  Integral 


(j 
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Ein  angenäherter  Wert  desselben  ist,  nach  einer  Mitteilung  von 
Poincar^,  für  grosse  m  [m  ist  der  Winkeldistanz  des  betrachteten 
Bogens  vom  Hauptbogen  proportional] 

u  =     -  cosf bßn)- 

j/m         -3  ^ 

Aus  diesem  Ausdruck  folgt  leicht,  för  welche  Werte  von  m  die 
Maxima  stattfinden,  falls  man  für  die  Constante  ß  den  aus  Be- 
obachtungen entnommenen  Wert  ^  setzt.  Die  so  gewonnenen 
Resultate  stimmen  mit  der  Erfahrung  ziemlich  gut  ttberein. 

Wn. 

R.  DE  KüVESLiGETHY.      Die  mathematische  Analyse  der 

Spectra.     Phys.  Ges.  St.  Pet.  XX.  65-82.  (Russisch.) 


R.  ScHELLWiKN.     Üptischc  Häresien,  erste  F'olge,  und  das 

Gesetz   der    Polarität.      Halle  a  S.  Pfeffer.  103S.  8». 

Der  Standpunkt  des  Verfassers  ist  bereits  in  dem  Referat 
über  eine  frühere  Schrift  desselben  (cf.  P.  d.  M.  XVIII.  1886. 
42)  gekennzeichnet.  In  dem  vorliegenden  Buche  wird  die  Po- 
lemik gegen  die  mechanische  Weltanschauung  und  das  mecha- 
nische Causalitätsprincip  im  allgemeinen  sowie  gegen  die  Lehren 
der  Optik,  vom  Wesen  des  Lichtes  insbesondere,  fortgesetzt.  Die 
Theorie  des  Lichtes  sei  eine  intellectuelle  Dichtung,  welche  das 
erfahrungsmässige  Sein  nicht  erklären  könne,  weil  sie  ihm  wider- 
spreche. Sie  sei  principiell  und  im  ganzen  abzulehnen.  Licht 
und  Farben  seien  nichts  anderes,  als  thätige  Zustände  der  sicht- 
baren Körper  selbst;  sie  beruhten  ursprünglich  auf  einem  polaren 
Process  etc.  Irgend  welche  physikalischen  Gründe  führt  der 
Verfasser  für  seine  Ansicht  nicht  an.  Dass  durch  seine  natur- 
philosophischen Sätze  auch  nur  die  geringste  Erscheinung  erklärt 
werde,  dürfte  ausser  ihm  selbst  schwerlich  jemand  annehmen. 

Wn. 
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C.     Geometrische  Optik. 

O.   Pabst.     Leitfaden  der  theoretischen  Optik  zum 
brauche    auf    höheren  ünterrichtsanstalten    und  U 

m 

Selbstunterrichte.     Halle  a.  S.   H.  W.  Schmidt.  100  S.  8^. 

Der  Titel  des  Baches  ist  irreftthrend;  dasselbe  behai 
nicht  die  theoretische,  sonderu  die  Elemente  der  geometrt»^ 
Optik  in  dem  Umfange,  wie  sie  auf  höheren  Schalen  to| 
tragen  werden.  Die  bei  der  Reflexion  and  Brecbang  entstel 
den  Brennlinien,  sind  von  der  ßetrachtang  aasgeschlossen, 
gleichen  die  Erörterung  der  sphärischen  Aberration  der  Lin: 
In  der  Linsentheorie  werden  zwar  die  Hauptpunkte  abgekil 
doch  wird  Ton  ihnen  kein  Gebrauch  zu  irgend  einer  Constrt 
tion  gemacht,  vielmehr  die  Discussion  auf  unendlich  dünne  Lici 
beschränkt.  Das  über  achromatische  Linsen  Gesagte  ist  dflrl 
Zur  ersten  Einführung  in  die  geometrische  Optik  erseheint 
Buch,  dessen  einzelnen  Capiteln  einfache  Uebungsaufgaben  l*:] 
gegeben  sind,  allenfalls  geeignet,  für  ein  eingehenderes  Stodiu; 
dieser  Disciplin  reicht  es  nicht  aus.  Wn. 

F.    MeISEL.       Lehrbuch    der   Optik.      Weimar.  Pr.  Voigt.  a<>o 
h^.     Mit  einem  Atlas  voo  17  Foliotafeln. 

Dieses  Buch  bezeichnet  sich  als  die  dritte  Auflage  des  altci 
Barfuss'schen  populären  Lehrbuchs  der  Optik,  Katoptrik  uu 
Dioptrik,  es  stellt  aber  naturgemäss  gegenüber  der  im  JaLn 
1860  erschienenen  zweiten  Auflage  ein  völlig  neues  Werk  dar 
Wenn  wir  hinzufügen,  dass  es  den  dritten  Band  einer  Sammlung 
bildet,  welche  derselbe  Verlag  unter  dem  Gesamttitel  ^Neue 
Schauplatz  der  Künste  und  Handwerke.  Mit  Berücksichtigung 
der  neuesten  Erfindungen''  herausgiebt,  so  ist  die  Tendenz  de 
Werkes  damit  bezeichnet.  Es  ist  für  den  gebildeten  Praktiker  be 
stimmt,  doch  wird  auch  der  Studirende  und  der  Lehrer  an  manchen 
hübschen  Wink,  an  der  eingehenden  Beschreibung  so  manche 
schwierigen  Apparats  seine  Freude  haben. 
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Ein  klares  Bild  von  der  Wirkungsweise  der  optischen  In- 
strumente z,u  vermitteln^  ist  der  Hauptzweck,  der  Schwerpunkt 
des  Buches  liegt  in  der  elementaren  Optik;  am  ausfQhrlicbsten 
sind  daher  behandelt  Cap.  II  Katoptrik  58  S.,  III  Dioptrik  90  S., 
VII  die  praktische  Anwendung  der  Linsen  und  das  menschliche 
Auge  60  S.,  VIII  Fernrohr  nnd  Mikroskop  90  S. ;  dagegen  sind 
Interferenz-Erscheinungen  samt  Undulationstheorie  auf  86  S., 
Polarisation  und  Doppelbrechung  auf  20  S.  erledigt.  Nicht  un- 
willkommen dürfte  Cap.  XI  sein,  welches  auf  Grund  eingehen- 
der Mitteilungen  des  Herrn  Abbe  eine  allerdings  sehr  gedrängte 
Uebersicht  (iber  die  Technik  der  Optik  giebt. 

Zur  Anwendung  gelangen  überall  nur  die  Mittel  der  ele- 
mentaren Geometrie;  soweit  diese  es  gestatten,  sind  auch  die 
schwierigeren  Probleme  gründlich  erledigt.  Wir  nennen  z.  B. 
die  genaue  Theorie  des  Winkelspiegels,  die  allgemeine  Behand- 
lung eines  Systems  centrirter  brechender  Kugelflächen  (nach 
Abbe),  die  Bestimmung  von  Gesichtsfeld  und  Vergrösserung 
optischer  Instrumente.  Zu  loben  ist  die  häufige  Einfügung  von 
Zahlenbeispielen;  weniger  glücklich  aber  finden  wir  die  von  der 
Linse  gegebene  Darstellung;  u.  .a.  wird  die  Ableitung  der  Linsen- 
formel an  der  convex-concaven  Linse  durchgeführt  und  daher 
abweichend  vom  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  die  Brennweite 
einer  Sammellinse  als  negativ  bezeichnet. 

Die  Ausstattung  des  Buches  und  die  Figuren  des  Atlas  sind 
gut,  doch  finden  sich  hier  und  da  typographische  und  andere 
Ungenauigkeiten,  z.  B.  stimmen  auf  Taf.  II  einige  Figuren  nicht 
zum  Text.  R.  M. 

R.  S.   Heath.     Treatise  on  geometrical  optics.     London. 


E.  Hess.      Heber   die  Zahl   und  Lage   der  Bilder  eines 
Punktes   bei   drei    eine  Ecke    bildenden  Planspiegeln. 

Marburg  Ber.  35-53. 

Das  vielfach  behandelte  Problem  (Literatur  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  1011),    Zahl  und  Lage    der    Bilder   eines  Punktes  zu  be- 
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stimmen,  der  sich  innerhalb  eines  von  zwei  Planspiegeln  ; 
bildeten  Winkels  befindet,  ist  schon  1879  yom  Verfasser  anf  «1 
Raum  übertragen  worden,  indem  er  die  Innenseiten  einer  dr 
oder  mehrfldchigen  körperliehen  Ecke  als  spiegelnd  voraassetz 
auch  hat  er  auf  Grund  seiner  Untersuchungen  sogenannte  Polyed 
Kaleidoskope  construiren  lassen.  (F.  d.  M.  XIV.  1882.  447  u 
XV.  1883.  466  ff.)  Die  allgemeine  Lösung  des  Problems 
beliebigen  Flächenwinkeln  und  beliebiger  Lage  des  Punk 
scheint  fast  hoffnungslos  schwierig;  der  Verfasser  nimmt  dah 
gesttltzt  auf  seine  Lehre  von  der  Eugelteilang,  zunächst  an^  c 
der  Ecke  entsprechende  sphärische  Polygon  sei  so  beschafft 
dass  es  vermöge  seiner  direct  symmetrischen  und  congrueDt 
Wiederholungen  ein  zusammenhängendes  Netz  liefert,  welc' 
die  Eugelfläche  einmal  bedeckt.  Alle  Flächenwinkel  mQssen  da^ 
aliquote  Teile  von  360°  sein.  FQgt  man  die  Forderung  hin 
dass  sie  Teile  von  180°  sind,  so  ergeben  sich  als  mögliche 
sungen  nur  vier  sphärische  Dreiecke.  Ihre  Spiegelflächen  i\ 
drei  benachbarte  symmetrische  Mittelebenen  1)  einer  regulär 
Doppelpyramide,  2)  eines  regulären  Tetraeders,  3)  eines  regulir 
Oktaeders,  4)  eines  regulären  Ikosaeders.  Jeder  gespiegel 
Punkt  hat  hierbei  in  jedem  Dreiecke  dqs  Netzes  den  homolog 
Punkt  als  ßildpunkt;  es  lässt  sich  aber  auch  die  Zahl  der 
einem  Punkte  zusammenfallenden  Bilder,  sowie  die  Gesamtz 
der  möglichen  ein-  *und  mehrfachen  Reflexionen  mittels  eiot 
combinatorischen  Verfahrens  bestimmen.  R.  M. 


A.   Ricco.      Immagine    deformata    del    sole   riflesso 
mare,    e    dipendenza   della   medesinia   dalla  rototuÜi 

della    terra.       Rom.  Acc  L.  Rend.  (4)  IV,.  450-454. 

Herr  Ricco  hat  (C.  R.  CVII.  590  ff.)  der  französischen  Ak 
demie  Mitteilung  gemacht  und  Photographien  vorgelegt  von 
obachtungen,  welche  zeigen,  dass  das  Spiegelbild  der  in  gering 
Höhe. über  dem  Meeresspiegel  befindlichen  Sonnenscheibe  keine 
wegs  dem  Object  gleich  und  symmetrisch  ist,  sondern  in  ve 
caler  Richtung  zusammengedrückt  ist.     Diese  interessante  Beo 
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achtuDg  giebt  einen  neuen  Beweis  für  die  KrfiroiDung  der  Erde. 
In  den  beiden  folgenden  Sitzungen  der  Akademie  haben  Herr 
Wolf  und  Herr  Forel  weitere  Bemerkungen  daran  geknüpft; 
ereterer  macht  numerische  Angaben  über  die  Grösse  der  Defor- 
mation, letzterer  verweist  auf  ähnliche  frühere  Beobachtungen  am 
Genfer  See.  In  vorliegender  Note  kommt  Herr  Ricco  ausfQhr- 
licber  auf  die  Berechnung  des  Phänomens  zurück  und  constatirt 
eine  noch  näher  zu  untersuchende  Abweichung  zwischen  Beob- 
achtung und  Rechnung.  R.  M. 

O.  Dkcher.    Die  Prismentroramel.     Zweite  Aufl.    München. 

Th.  Ackermann.  52  S.  S®. 

Die  Combination  zweier  über  einander  gestellten  und  gegen 
einander  drehbaren,  gleichschenklig  rechtwinkligen  Glasprismen 
ist  schon  1851  von  Bauernfeind  für  Vermessungsinstrumente  aus- 
geführt. Der  Verfasser  beschreibt  eine  verbesserte  Einrichtung; 
dieses  ^Prismenkreuzes'',  an  dem  er  eine  mechanische  Einsteil- 
vorrichtung angebracht  hat,  entwickelt  die  Theorie  desselben 
und  giebt  zahlreiche  Beispiele  seiner  Anwendung  zur  Absteckung 
von  Kreisbogen  unter  den  verschiedensten  Verhältnissen. 

R.  M. 


Ij.  Matthiessen.      Ueber    ein    merkwürdiges    optisches 
Problem  von  Maxwell.     Exner  Rep.  xxiv.  401-407. 

Es  handelt  sich  um  MaxwelFs  „fish-eye  problem":  Ein  durch- 
sichtiges Medium  sei  so  beschaffen,  dass  der  Weg  eines  Licht- 
strahles in  demselben  ein  gegebener  Kreis  ist  und  der  Brechungs- 
index eine  Function  des  Absfandes  von  einem  gegebenen  Punkte 
in  der  Ereisebene.  Es  soll  diese  Function  gesucht  und  gezeigt 
werden,  dass  für  Licht  von  gleicher  Brechbarkeit  1)  der  Weg 
eines  jeden  Strahles  in  diesem  Medium  ein  Kreis  ist,  und  2)  dass 
alle  Strahlen,  welche  von  irgend  einem  Punkte  in  dem  Medium 
ausgehen,  sich  genau  in  einem  anderen  Punkte  desselben  treffen". 
Herr  Matthiessen  lost  die  Aufgabe,  findet  den  Brechungsindex 
n  =  6:(c'4-y')    und    macht   Anwendung   auf  die   Theorie   des 
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Fiscbauges.  Zuletzt  stellt  der  Verfasser  als  Gegenstflck  zu  dem 
Maxweirscbeo  Problem  eine  Aufgabe,  bei  welcher  die  Trajee- 
torien  der  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  Ellipsen  sind. 

Lp. 

L.  Matthibssen.  Untersuchungen  über  die  Constitution 
unendlich  dtinner  astigmatischer  Strahlenbttndel  nach 
ihrer  Brechung  in  einer  krummen  Oberfläche.     Schiö- 

milch  Z.  XXXIII.  167-183. 

Die  Brechung  eines  unendlich  dünnen  nicht  homocentriseheß 
Strahlenbttndels,  welcher  zwei  Brennlinien  in  zwei  auf  einander 
senkrechten  Focalebenen  besitzt,  hat  C.  Neumann  (1880)  voll 
ständig  behandelt,  jedoch  mit  der  Annahme,  dass  die  beiden 
Brennlinien  vor  nnd  nach  der  Brechung  auf  dem  Haoptstrahle 
senkrecht  stehen.  Der  Verfasser  hat  schon  frfiher  auf  das  Id- 
richtige  dieser  Hypothese  aufmerksam  gemacht  (F.  d.  M.  XVI. 
1884.  722  u.  934  ff.);  in  vorliegender  Arbeit  zeigt  er,  dass  selbst 
dann,  wenn  die  Brennlinien  vor  der  Brechung  auf  dem  Haupt 
strahle  senkrecht  stehen,  sie  nach  der  Brechung  im  allgemeioeQ 
einen  schiefen  Winkel  mit  demselben  bilden.  Wenn  die  Azimote 
und  Inclinationen  der  Brennlinien  des  einfallenden  Strahlen 
bOndels  sowie  ihre  Distanzen  vom  Einfallspunkte  gegeben  sioi 
so  lassen  sich  dieselben  Elemente  fQr  den  gebrochenen  Strahlen- 
böndel  berechnen.  Als  Beispiel  behandelt  der  Verfasser  den  Fall 
einer  brechenden  sphärischen  Fläche,  aus  welcher  der  einfallende 
Strahlenböndel  einen  unendlich  kleinen  Kreis  ausschneidet. 

R.  M. 


A.  Grusintzbff.  Ueber  die  Brechung  der  Lichtstrahlei) 
in  brechenden  Mitteln,  welche  von  irgend  weichet 
Oberflächen  begrenzt  sind,    Charkow  Ges.  (2)  l.  Id9-I6a  (R» 

BlBCh.) 

V 

A.  Gleichisn.  Allgemeine  Theorie  der  Brechung  ebener 
Strahlensysteme.    WiedemiioD  Aoq.  XXXV.  loo-ioe. 
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Der  Verf.  beschränkt  sich  auf  Strahlen,  welche  dnrch  Bre- 
chung nicht  aus  ihrer  Ebene  heraustreten;  die  bekannten  optischen 
Tafeln  ron  Schellbach  zeigen,  dass  schon  die  Betrachtung  solcher 
Systeme  zur  Erklärung  vieler  dioptrischcn  Erscheinungen  aus- 
reicht. Mit  Hülfe  weniger  einfacher  geometrischer  Unter- 
suchungen gewinnt  er  eine  kurze  Grundgleichung,  in  der  alle 
Sätze  über  Reflexion  und  Refraetion  enthalten  sind.  Sie  gilt  für 
ein  beliebiges  Brechungsgesetz;  wir  erwähnen  die  Folgerung, 
dass  für  jedes  Brechungsgesetz  und  für  beliebig  viele  Brechungen 

H  H 

immer  die    bekannte  Formel  -r^  +  -r^  =  1    Geltung    hat,    in 

der  ff,  und  H^  die  beiden  Brennweiten,  h^  und  h^  die  Abstände 
des  Object-  resp.  Bildpunktes  von  zwei  bekannten  conjugirten 
Punkten  bezeichnen.  R.  M. 


A.  Gleichen.      Beitrag   zur  Theorie   der   Brechung   von 
Strahlensysteraen.     Dias  Kiel.  20  S.  8«. 


Govi.  Nuovo  metodo  per  costruire  e  calcolare  il  luogo, 
la  situazione  e  la  grandezza  delle  imagini  date  dalle 
lenti  o  dai  sistemi  ottici  complessi.    Rom.  Acc.  l.  Read. 

(4)  IV,-  655-661. 

Diese  Mitteilung  verdient  die  Aufmerksamkeit  der  Physiker 
in  hohem  Grade.  Die  bekannten  optischen  Gonstructionen  sind 
zwar  einfach  genug,  aber  die  Bestimmung  der  bezQglichen  Punkte 
erfordert  vorhergehende  weitläufige  Rechnungen  oder  Gonstruc- 
tionen. Der  Verfasser  führt  an  ihrer  Stelle  zwei  neue  Punkte 
ein;  es  sind  dies  die  Bilder  der  beiden  Krümmungsmittelpunkte 
der  vordersten  resp.  hintersten  Fläche,  jeder  betrachtet  durch 
die  Combination  aller  andern  Flächen.  Diese  beiden  Punkte 
lassen  sich  sofort  bestimmen,  wenn  für  ein  einziges  bekanntes 
Object  Lage  und  Grösse  des  Bildes  beobachtet  worden  ist,  und 
erlauben  dann  auf  einfachste  Weise  die  Construction  jedes  an- 
dern Bildes.  R.  M. 
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A.  Handl.      Graphische   Darstellung    der   LiDsenforniel. 

Ezoer  Rep.  XXIV.  197-201. 

Die  Darstellung  verwendet  eine  in  Zeichnung  gegebene 
gleichseitige  Hyperbel.  Lp. 

N.  Jadanza.     Una  nuova  forma  di  caunocchiale.     Torioa 

Atti  XX tu.  570-573. 

Wenn  ein  gewöhnliches  astronomisches  Fernrohr  zur  Beob- 
achtung eines  in  massiger  Entfernung  (aber  weiter  als  die  dop- 
pelte Brennweite  des  Objectivs)  aufgestellten  Gegenstandes,  z.  B. 
eines  geteilten  Massstabes  verwendet  wird,  so  ist  das  Bild  kleiner 
als  der  Gegenstand.  Der  Verfasser  construirt  daher  ein  aas 
einer  Convex-  und  einer  Concav- Linse  zusammengesetztes  Ob- 
jectiv,  dessen  Brennweite  der  der  ersten  Linse  gleich  ist,  und 
welches  im  fraglichen  Falle  ein  Bild  von  gleicher  oder  so^ar 
grösserer  Dimension  erzeugt.  R.  M. 


J.  A.  C.  OüDKMANs.  Onderzoek  naar  de  voorwaarde. 
waarop  in  den  dubbele-beeUlen  mikrometer  van  Airy, 
de  waarde  eeuer  schroefomwenteling  ouafhankelijk  i> 
van  de  accomodatie  van  bet  oog.     Amat  Versl.  eo  Medt^d 

(3)  V.  149-155. 

Theoretische  Untersuchung  eines  Mikrometers  von  Airj  mit 
Doppelbildern,    das  sich  auf  der  Sternwarte  zu  Leiden  befindet. 

G. 

G.  FOCHTBAüKR.  E^inige  Eigenschaften  der  optischen 
Linse  in   Bezug  auf  Üentralstrablen.      Nüroberg.  Baiihorn. 

22  S.  

C.  BoHN.  lieber  Linsenzusaramenstellungen  und  ihren 
Ersatz  durch  eine  i^inse  von  vernachlässigbarer  Dicke. 

Leipzig.  Teubner.  88  S.  8^ 

Bekanntlich  kann  jedes  System  brechender  centrirter  sphä- 
rischer Flächen  (mit  gewissen  Einschränkungen)  durch  eine  ein- 
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fache  Aequivalent-Linse  ersetzt  werden.  Ist  dieselbe  nämlich 
von  derselben  Brennweite  wie  die  Linsencombination,  und  be- 
findet sie  sich  in  der  ersten  Hauptebene  der  Gombination,  so 
entwirft  sie  ein  Bild,  welches  nach  Art,  Stellung  und  Grösse 
tibereinstimmt  mit  dem  Bilde,  welches  die  Gombination  liefert; 
nur  der  Ort  des  Bildes  ist  ein  andei*er,  es  hat  eine  Verschiebung 
um  den  Abstand  der  beiden  Hauptebenen  stattgefunden.  Der 
Verfasser  bestimmt  Ort  und  Beschaffenheit  einer  anderen  Linse, 
welche  absolute  Deckung  der  beiden  Bilder  herbeiführt.  Es 
zeigt  sich  natürlich,  dass  Brennweite  und  Stellung  dieser  „Er- 
satzlinse**  sich  mit  der  Gegenstandsweite  ändern,  dass  der  Er- 
satz nicht  immer  vollständig,  zuweilen  unvollständig,  zuweilen 
gar  nicht  möglich  ist. 

Der  Verfasser  berechnet  die  Fundamentalpunkte  für  die  Zu- 
sammenstellung zweier  Linsen  und  discutirt  die  Formeln  mit 
behaglicher  Breite,  50  Seiten  sind  der  Besprechung  von  Einzel- 
fälfen  und  numerischen  Beispielen  gewidmet.  R.  M. 


G.  Fränkel.      Die  Wirkung   der  Cylinderliiisen,    veran- 
schaulicht    durch     stereoskopische     Darstellung     des 

8trahlenganges.      Wiesbaden.  J.  F.  BergmaDD. 

Acht  unter  das  Stereoskop  zu  legende  Doppelfiguren;  die 
fünf  ersten  geben  die  Abbildung  des  unendlich  fernen  Punktes 
durch  convexe  oder  concave  Cylinderlinsen  oder  ihre  Gombi- 
nation mit  einer  sphärischen  Linse.  Es  sind  jedesmal  neun  Strah- 
len gezeichnet,  die  sich  zu  je  drei  in  drei  Horizontal-  und  drei 
Vertical- Ebenen  anordnen.  Die  drei  letzten  Tafeln  geben  für 
die  Gombination  eines  sphärischen  und  eines  cylindrischen  Con- 
vexglases  die  Abbildung  einer  Geraden,  welche  resp.  zur  Cy- 
linderaxe  parallel,  senkrecht  oder  schief  steht.  Die  Figuren 
liefern  ein  anschauliches  Schema  des  Strahlengangs  in  astig- 
matischen Augen.  R.  M. 

F.   Wächter,      üeber  F'ernrohre   und  Binocles  für  mili- 

tärischen    Gebrauch.    Mitt.  üb.  Art.  n.  Genie  XIX.  411>438. 


1136  XI.  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

Erörterung  der  Fragen,  was  für  ein  Fernrohr  fBr  den  mili- 
tärischen Gebrauch  das  geeignetste  sei,  welche  Eigenschaften 
dasselbe  besitzen  mtlsse,  und  welche  Leistungsfähigkeit  von 
demselben  erwartet  werden  dtlrfte.  Lp. 


LaUSSBDAT.       La  premifere  jumelle.    Plammarion,  Rev.  d'Aatron. 
vir.  67-6S. 

A.  Bardou.      La    lunette   binoculaire  contruite  en  1686 
par  le  pfere  Ch^rubin,   capucin   ä  Orleans.    Fiammanoo, 

Rev.  d'Astron.  VII.  112. 

Der  Eapuzinerpater  Ch^rubin  aus  Orleans,  Verfasser  zweier 
Werke:  „La  dioptrique  ocülaire  ou  la  tb6orique,  la  positive  et 
la  mecbanique  de  Toculaire  dioptrique  et  de  toutes  ses  especes* 
(Paris,  1671)  und  „La  vision  parfaite  ou  la  veue  distincte  par 
le  concours  des  deux  azes  en  un  seul  point  de  Tobjet'  (Paris, 
1681),  hat  im  Jahre  1686  für  Ludwig  XIV  ein  binoculares  Fern- 
rohr von  4m  Länge  gebaut,  das  im  Conservatoire  des  Arts  et 
Metiers  aufbewahrt  wird.  Die  zweite  Note  bringt  das  Titel- 
kupfer  der  dioptrique  ocuIaire  von  1671.  Lp. 


Lord  McLaren.      On  tbe  four  surfaces  of  an  aplanatic 

objective.      Edinb.  Proc.  XV.  355-379. 

Die  Aufgabe  ist  die,  zwei  Linsen  eines  Objectivs  anzu- 
fertigen (die  nach  Annahme  sich  berQhren,  sodass  nur  drei  Ober- 
flächen zu  betrachten  sind),  sodass  es  die  Forderungen  erfällt, 
aplanatisch  und  achromatisch  zu  sein.  Zur  Vereinfachung  der 
Lösung  nimmt  der  Verf.  ein  angenähertes  Brechungsgesetz  an, 
ju  =  (fl<p^  statt  /u  =  9\u<pl%m<p\  Gly.  (Lp.) 


Klingberg.      Beiträge  zur  Dioptrik   der  Augen   einiger 

Hausthiere.      (L    Teil.)       Pr.  Domacbule  Güstrow.  22  S.  4». 

Für  die  Augen  von  Pferden,  Schafen,  Schweinen  bestimmt 
der  Verfasser  die  Brechungsindices  der  flüssigen  Medien,  sowie 
die  Krümmnngsverhältnisse  .der  Hornhaut  und  der  Linse. 

R*  H. 


Capitel2.    Akustik  und  Optik.  1137 

S.    ExNKR.       Ueber    den    normalen    irregulären     Astig- 
matismus.    ExDor  Rep.  XXIV.  493-510. 


L.  GartbnschlAger.  Ueber  die  Abbildung  eines  astig- 
matischen Objects  durch  eine  Linse  für  parallelen 
Durchgang  der  Lichtstrahlen.     Bxoer  Rep.  XXIV.  537-574. 

DiB8.  Rostock.  38  S.  8^. 

„FQr  die  vorliegende  Arbeit  habe  ich  mir  als  Hauptaufgabe 
das  Problem  gestellt,  die  für  die  Abbildung  eines  solchen  Punktes 
geltenden  mathematischen  Gesetze  zu  erweitern  fQr  ein  sehr 
kleines  astigmatisches,  peripherisch  gelegenes  Quadrat,  dessen 
Seiten  senkrecht  zum  einfallenden  Strahle  sind  und  ein  beliebiges 
Azimut  gegen  den  Axenschnitt  bilden,  und  zwar  für  den  Fall 
des  parallelen  Durchgangs  der  Strahlen  durch  eine  homogene, 
sphärische  ungleichseitige  Linse.  Um  dies  Problem  zu  lösen, 
d.  h.  um  die  dioptrischen  Elemente  für  den  austretenden  Strahlen- 
bQndel  zu  bestimmen,  teilen  wir  die  Aufgabe  in  mehrere  Teile, 
indem  wir  L  die  Bedingungen  feststellen,  die  ftir  den  auffallen- 
den StrahlenbOndel  erfüllt  sein  müssen,  damit  der  Durchgang 
der  Strahlen  parallel  sei;  IL  die  Gleichungen  ableiten,  die  für 
den  zu  betrachtenden  Fall  den  Ort  der  Bilder,  die  Azimute  der 
Seiten  der  letzteren  und  die  Bildgrössen  finden  lassen;  IIL  zur 
Bestätigung  der  Theorie  die  Resultate  einer  Reihe  von  praktisch 
ausgeführten  Versuchen  angeben^.  Lp. 

C.  TscHEHOWiTSCH.  Bestimmung  des  Ortes  des  Bildes 
eines  leuchtenden  Punktes,  welcher  nach  Brechung 
in    einem    brechenden    von    zwei    Ebenen   begrenzten 

Mittel   gesehen   wird.      Phys.  Ges.  St.  Peterab.  XVHL    150-168. 

J.  D.   EvKRETT.      On  the  general  laws  of  brightness  of 

images.     Phil.  Mag.  (5)  XXV.  216-220. 

Eine  Untersuchung  der  Helligkeit  eines  Bildes,  wenn  die 
Strahlen  durch  ein  Mittel  von  stetig  veränderlichem  Index  ge- 
gangen sind.  Die  Art  der  Untersuchung  ist  der  Erörterung  im 
XII.  Capitel  der  ^Mechanischen  Wärmetheorie"  von  Clausius  und 

FortMhr.  d.  Math.  XZ.  3.  *  ^ 
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der  in  jenem  Capitel  angeführten  KirchhoJBTschen  Abhandlung 
nachgebildet,  zum  Teil  auch  dem  Artikel  334  der  „Natural 
Philosophy"  von  Thomson  und  Tait.  Zuerst  wird  der  folgende 
Satz  bewiesen:  Es  seien  A^^  A^  zwei  kleine,  gleich  grosse,  ebene 
FlftchenstQcke  in  solcher  Stellung,  dass  ein  Strahl  aus  dem  Cen- 
trum  des  einen  nach  dem  Centrum  des  anderen  auf  beiden  senk- 
recht steht;  oij,  cu,  die  beiden  körperlichen  Winkel,  welche  von 
den  Strahlen  gebildet  werden,  die  von  der  Peripherie  des  einen 
nach  dem  Gentrum  des  anderen  gehen;  /x^,  ^,  die  Indices  au 
den  Centren  von  Ä^  und  ^„  dann  ist  |u^  ii^cci,  =|uj^,cu,.  Dieser 
Satz  wird  dann  auf  die  Untersuchung  der  Helligkeit  angewandt. 
Bedeutet  q  die  von  A^  auf  dem  Wege  nach  A^  gesandte  Licht- 
menge, /,  die  wahre  Helligkeit  von  A^  und  /  seine  scheinbare, 

wie  sie  von  A.  erscheint,  so  ist  /  =  -j^ — x=(-^)   /       wenn 

kein  Licht  auf  dem  Wege  verloren  geht.  Falls  aber  Lieht  auf 
dem    Wege    verloren    geht,    so    ist   die    scheinbare    Helligkeit 

*("^}  /„  wo  k  kleiner  als  1  ist.     Die  Modification,    wenn  A 

das  Bild  von  A^  ist,  wird  auch  erörtert 

Gbs.  (Lp.) 

H.  Seeliger.      Zur    Photometrie    zerstreut  reflectirender 

Substanzen.      Müncb.  Ber.  201-248. 

Der  Herr  Verfasser  teilt  eine  grössere  Zahl  von  Messungen 
mit,  aus  denen  hervorgeht,  dass  das  Lambert' sehe  pbotometrische 
Grundgesetz  für  zerstreut  reflectirende  Substanzen  nur  ausnahms- 
weise als  eine  Annäherung  an  die  Wahrheit  betrachtet  werdeo 
kann,  und  dass  dasselbe  namentlich  bei  grossen  Emanationi»- 
winkeln  nicht  den  beobachteten  Helligkeiten  entspricht.  Er  legt 
dabei  kurz  die  theoretischen  Vorstellungen  Bouguer's,  der  die 
ganze  Erscheinung  auf  einzelne  regelmässige  Reflexionen  zurück- 
zuführen sucht,  in  etwas  allgemeinerer  Fassung  dar  und  hebt 
hervor,  dass  dieselben  nicht  auf  das  Lambert'sche  Gesetz  fahren, 
auch  nicht  bei  Hinzufügung  specieller  Annahmen.  Ferner  er- 
wähnt er  die  Ergebnisse  der  von  Lommel  consequent  durcbge- 
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fahrten  Absorptionstheorie  und  findet,  dass  die  BerOcksicbtigung 
der  Absorption  allein,  auch  ohne  Rücksichtnahme  auf  eine  Ober* 
flächenrefiexion,  jedes  beobachtete  photometrische  Verhalten  er- 
klären könne,  wenn  nur  über  die  Art  der  Lichtabgabe  aus  den 
tiefer  gelegenen  Schichten  passende  Annahmen  gemacht  würden. 

Wn. 


E.  WiKDEMANN.  Fluovescenz  und  Phosphorescenz.   I.  Abh. 

WiedemaoQ  Aon.  (2)  XXXIV.  446-463. 

Der  Verfasser  schlägt  zunächst  für  gewisse  Lichterscheinungen 
eine  neue  Terminologie  vor;  wir  heben  aus  derselben  den  Na- 
men „  Luminescenz^  hervor  als  Bezeichnung  für  eine  Lichterregung 
durch  äussere  Ursachen  ohne  entsprechende  Aenderung  der 
Temperatur.  Weiter  teilt  er  die  Ergebnisse  von  Versuchen  über 
die  Umwandlung  von  Fluorescenz  in  Phosphorescenz  mit  und 
beschreibt  ein  zu  quantitativen  Untersuchungen  dieser  und  ver- 
wandter Erscheinungen  geeignetes  Phosphoroskop,  dessen  Princip 
darin  besteht,  dass  vor  einem  phosphorescirenden  Körper  eine 
mit  Löchern  versehene  Scheibe  vorbeirotirt,  die  abwechselnd 
Licht  auf  den  Körper  fallen  lässt  und  dasselbe  abschneidet.  Die 
Theorie  dieses  Instruments  ist  folgende:  Für  die  Periode  der 
Belichtung  des  phosphorescirenden  Körpers  wird  die  Intensität 
t  des  ausgestrahlten  Lichtes  durch  die  Differentialgleichung 

dl  =  [AJ-  bi]  dt 

bestimmt,  wobei  J  .die  constante  Helligkeit  des  auffallenden 
Lichtes  ist,  während  A  und  6  Constanten  sind.  Für  die  Zeit  der 
Verdunkelung  dagegen  gilt  die  Gleichung 

di  =  —bidi. 

Integrirt  man  diese  Differentialgleichungen  und  wendet  das  Re- 
sultlit  dann  successive  auf  die  einzelnen  Perioden  der  Belichtung 
und  Verdunkelung  an,  so  ergiebt  sich  leicht  die  Helligkeit  am 
Schluss  irgend  einer  der  genannten  Perioden.  Aus  der  so  er- 
haltenen, schnell  wechselnden  Helligkeit  folgt  mittels.des  Talbot'- 
schen  Gesetzes  die  vom  Auge  wahrgenommene  gleichförmige 
Helligkeit  und  deren  Abhängigkeit  von  der  Umdrehungsgeschwin- 

72* 
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digkeit.    Zum  Schluss  werden  einige  Versachsanordnangen  be- 
Bcb  rieben.     ^  ___^__ ^°' 

H.Mohn,     The  fog  bow  and  ülloa's  ring.    Natorexxxvii 

391-392. 
J.    C.    McCoNNKL.      The   fog   bow.    Natare  XXXVII.  486-487. 


Gapitel  3. 
Elektricität  und  Magnetismus. 

Larmor.     Electro-magnetic  and  other  iniages  in  spheres 
and  planes.    Qoart.  J.  xxin.  94-ioi. 

In  einem  unbegrenzten  Medium  befinde  sieh  eine  Kugel  vom 
Mittelpunkt  M  und  Radius  a;  ^  sei  die  Entfernung  eines  varia- 
beln  Punktes  P  von  einem  festen,  ausserhalb  der  Kugel  in  der 
Entfernung  c  vom  Mittelpunkt  liegenden  Punkte  Q;  F,  und  F« 
zwei  vorläufig  unbestimmte  Potentiale  äusserer  Massen  für  den 
Raum  innerhalb  und  ausserhalb  «der  Kugel.  Bestimmt  man  zwei 
Potentiale  fQr  den  innern  und  äussern  Raum 

F  —  F       F=F4-  —  — 

SO,  dass  an  der  Oberfläche  der  Kugel  die  Gleichungen  statt- 
finden 

so  werden  durch  diese  Bedingungen  F,  und  F,  bestimmt,  und 
man  kann  sich,  wie  der  Verfasser  durch  Entwickelung  nach 
Kugelfunctionen  zeigt,  den  ganzen  Raum  homogen  denken  und 
V^  herstellen  durch  eine  Masse 

2x, 

X,  +x, 

im  Punkt  Q,   und  durch  eine  Belegung   des  von  Q  bis  ins  Un- 
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endliche  reichenden  Teils  der  Axe  MQ^  deren  Liniendichtigkeit 
in  der  Entfernung  x  vom  Mittelpunkt  ist: 


ebenso    F,  durch  eine  Masse 


9  1 


in   dem  conjugirten  Bildpunkt  Q'  von  Q  und  durch  eine  Bele- 
gung des  Teiles  ^0'  der  Axe  mit  der  Liniendichtigkeit: 

j, = ^s  !^^VnV  (~y~^%  wo  c'  =  MO'  =  — . 

Die  Potentiale  Vi  und  F«   lassen   sich   auf  verschiedene   Weise 
interpretiren. 

1)  Nimmt  man  x,  und  x,  als  die  Dielektricitätsconstanten 
oder  magnetischen  Permeabilitäten  der  Kugel  und  des  äussern 
Raumes,  so  sind  Vi  und  F«  die  durch  eine  im  Punkt  Q  befindliche 
elektrische  oder  magnetische  Masse  e  in  Folge  der  dielektrischen 
oder  magnetischen  Polarisation  erzeugten  Gesamt-Potentiale.  Für 
a  =:  oo,  d.  h.  wenn  die  Kugel  in  den  von  einer  Ebene  be- 
grenzten Ualbraum  übergeht,  wird  dt  =  da  =  0,  und  man  erhält 
die  bekannten  Resultate.  Für  x,  =  cx>  wird  6,  =  d,  =  3a  =  0, 
und  F,  wird  das  Potential  der  durch  den  elektrischen  Punkt  e 
auf  der  leitenden  Kugel  inducirten  Elektricitat.  Befindet  sich  in 
Q  ein  magnetisches  Molecül  vom  Moment  m  längs  der  Axe,  so 
lässt  sich  F,  erzeugen  durch  ein  in  Q'  befindliches  magnetisches 
Molecül  vom  Moment 

X,— X,  /  o  V 

eine  in  Q'  befindliche  Menge  von  freiem  Magnetismus 

x,(xj,— X,)    a 

und  eine  Liniendichtigkeit  auf  MQ^ 


x.x,(x,-^x,)/_c^y,^^ 


(x,+xj'ac 
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Die  Summe  dieser  hinzugefQgten  Mag^netisroen  ist  0,  wie  es  sein 
muss,  damit  in  grosser  Entfernaog  yon  der  Kugel  die  Gesamt- 
kraft  gleich  der  des  ursprQnglichen  MolecQls  ist  Das  Ent- 
sprechende fflr  einen  elektrischen  Strom  ergiebt  sich  hieraui« 
leicht. 

2)  Nimmt  man  x,  und  x,  als  Leitungsfähigkeiten,  Q  als  einen 
elektrischen  Einstromungspnnkt  von  der  Intensität  Ane^  so  wird 
V  das  Strompotential. 

3)  Nimmt  man  x,  =  0,  so  wird  Va  das  Geschwindigkeits- 
potential,  welches  von  einem  Quellpunkt  Q  von  der  Intensität 
ine  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit  von  der  Dichte  x,,  in 
welcher  sich    eine  Kugel   befindet,   herr&hrt;    F,  lässt  sich  al^ 

erzeugen  durch  einen  Quellpunkt  47ie —  in  Q'  und    durch  eine 

c 

negative  Quell-Linie  MQ*  von  der  linearen  Intensit&t 

Lbg. 


J.  J.  Thomson.      Electrical    oscillations    on    cylindrical 

COnductors.     Lood.  M.  S.  Proc.  XIX.  520-549. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  einige  Folgerungen 
aus  den  MaxwelFschen  und  Helmholtz'schen  Gleichungen  mit 
einander  zu  vergleichen. 

(Die  Gleichungen  des  Verfassers  sind  mehrfach  dadurch  un- 
richtig geworden,  dass  er  dieselben  Grössen  bald  in  magneti- 
schem, bald  wie  Helmholtz  in  elektrostatischem  Mass  angiebt: 
ausserdem  scheint  mir  aus  der  Helmholtz'schen  Theorie  nicht  die 
Gleichung 

dH        dG             .                  dH        dG 
na  =  -j j— ,     sondern    a  =  — j 


dy         dz  '  dy         dz 

zu  folgen,  welche  auch  mit  der  MaxwelFschen  Gleichung 

dH        dG 

stimmt,  da  die  Maxwell'schen  Grössen  F,  6r,  £f,  abgesehen  von 
einem  Differentialquotienten  nach  a:,  resp.  y  und  ä,  gleich  ^i-mal 
den  Helmholtz'schen  sind.     D.  Ref.) 
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Während  die  übrigen  Gleichungen  nur  Unterercbiede  in  den 
CoDstanten  zeigen,  bildet  den  Hauptunterschied  zwischen  beiden 
Theorien  die  Gleichung  für  das  elektrostatische  Potential  q>, 
welche  nach  Maxwell  sowohl  in  einem  Dielektricum  wie  in  einem 
Leiter  lautet 

Jg>  =  0, 
bei   Helmholtz  dagegen  in  einem  Dielektricum  die  Form  hat 

also  eine  Fortpflanzung  des  Potentials  mit  der  Geschwindigkeit 
V  ergiebt.  Der  Verfasser  wendet  diese  Gleichung  auf  den  Fall 
an,  dass  in  einem  Dielektricum  auf  zwei  concentrischen  Kugel- 
flächen  das  Potential  eine  gegebene  periodische  Function  der 
Zeit  ist.  Weiter  behandelt  er  nach  beiden  Theorien  den  Fall 
eines  leitenden  Cylinders  in  derselben  Weise  wie  in  einer  früheren 
Abhandlung,  über  welche  F.  d.  M.  XVIII.  1886. 1019  eingehend  be- 
richtet worden  ist.  Dabei  macht  er  auf  einen  dort  in  den 
Grenzbedingungen,  p.  102 1,  begangenen  Fehler  aufmerksam,  dass 
näralich  nicht  die  ersten  Dififerentialquotienten  von  F„  Fy,  F, 
continuirlich  sind,  sondern  die  Grösse 

II     ^        II  ^  dg         dz  J 
Unterschiede,  welche  voraussichtlich  zu  einer  Entscheidung  zwi- 
schen beiden  Theorien  führen  könnten,  ergeben  sich  nicht. 

Lbg. 

K.  O.  Richter.      Ueber    die    galvanische   Induction    in 
einem  körperlichen  Leiter.    Schlömilch  z.  xxxill.  209-230  u. 

240-291. 

Der  Verfasser  betrachtet  bloss  den  stationären  Zustand  und 
vernachlässigt  die  gegenseitige  Einwirkung  der  inducirten  Ströme; 
seine  Formeln  sind  daher  weniger  allgemein  als  die  von  Joch- 
mann. Die  Gomponenten  E^,  Ey^  E^  der  elektromotorischen 
Kraft  leitet  er  aus  dem  Neumann'schen  Potentialgesetz,  welches 
in  diesem  Falle,  wo  alle  Ströme  geschlossen  sind,  mit  dem 
Weber'schen  Inductionsgesetz  identisch  ist,  dadurch  ab,  dass  er 
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das  Linienintegral    der   elektromotorischen    Kraft    in    die  Form 

/C^*"S — ' J^^  bringt.     Die  Umformungen  von  E,,  welche 

er  fUr  neu  zu  halten  scheint  und  durch  ziemlich  ungeschickte, 
weitMufige  Rechnungen  entwickelt,  sind  schon  vielfach  ange- 
wandt; auch  gelten  die  von  ihm  als  allgemein  aufgestellten 
Gleichungen  der  Induction  in  einem  rotirenden  Körper  nur  f&r 
den  Fall  eines  zur  Rotationsaxe  symmetrischen  Inducenten.  Das 
Interesse  der  Abhandlung  beruht  daher  in  den  ausgerechneten 
Beispielen  (Induction  in  einem  Rotationskörper  durch  Verschie- 
bung eines  coaxialen  Kreisstroms  längs  der  Axe;  in  einer  un- 
endlichen Platte  durch  Verschiebung  zweier  einander  und  der 
Platte  parallelen  Stromdrähte  in  einer  zur  Platte  senkrechten 
Richtung,  oder  durch  Verschiebung  der  Platte  gegen  einen  ihr 
parallelen  Kreisstrom  in  einer  der  Platte  parallelen  Richtung; 
in  einer  um  ihre  Axe  rotirenden  unendlichen  Platte  oder  Kugel 
unter  Einwirkung  eines  Magnetpols).  Lbg. 


Campetti.     Sulla  distribuzione  delle  correnti  suUe  super- 

ficie.       Batt.  G.  XXVI.  377-3^0. 

Bestimmt   man    die    Punkte   einer   Fläche  a  mit  der  Rand- 
curve  9  durch  zwei  Flächencoordinaten  fiy  v,  sodass  das  Linien- 

element  ds  =.  l]/(f^'+tfy'  ist,  so  gilt  die  dem  Grcen'schen  Satz 
entsprechende  Gleichung 

WO  X^Ju  =  -T-i  -f  -i-y  ist   und   n   die   nach    aussen    gerichtete 

Normale  der  Randcurve  s  bezeichnet.  Es  sei  nun  t>  das  Strom- 
Potential,  welches  also  überall  auf  a  der  Gleichung  z/r  =  0  ge- 
nügt; ist  (/Uj,  v^)  ein  beliebiger  Punkt  auf  a,  und  umgiebt  man 
denselben  mit  einer  unendlich  kleinen  Curve  f,  so  genügt  zwischen 
i  und  $  die  Function 


(2)       t*  =  log  1/(^-/1,)'+ (»'-^)' 
ebenfalls  der  Gleichung  Ju  =  0;  nimmt  man  also  in  Gleichung 
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(1)  fUr  a   die  Fläche  zwischeD  I  und  «,  so  geht  die  Gleiehung 
Gber  in 

Da  man  nun  die  von  t  umschloBsene  unendlich  kleine  Fläche  als 
eben  annehmen  kann,  so  ergiebt  sich  leicht 

wo  v^  den  Wert  im  Punkte  (ju,,  y,)  bezeichnet;  also 

w    "•'■  =/(-£-»l)*- 

Bezeichnet  G  die  der  Green'sehen  Function  analoge  Function, 
welche  auf  a  der  Gleichung  JG  =  0  und  auf  s  der  Gleichung 

-T—  =  -^  genflgt,  so  ist  nach  Gleichung  (1) 

Z"-^*  ^/"^'^  =/«-^*' 

wodurch  Gleichung  (3)  übergeht  in 

(4)         2nv,=/iG-u)-^d>, 

welche  den  Wert  von  v  in  jedem  Punkt  von  a  durch  die  Werte 

von  -T—  auf  der  Randcurve  angiebt.    Tritt  in  zwei  Punkten  a,  6 

der  Randcurve  ein  Strom  J  ein  und  aus,  so  ist  hier,  wenn  k  die 

Leitungsfähigkeit  bezeichnet,  k—z—ds  =  +  •/,  also 

an 

Der  Verfasser  wendet  diese  Formel  auf  die  Fläche  an,  welche 
durch  Aufschneiden  einer  Ringfläche  längs  eines  Parallelkreises 
entsteht.  Lbg. 

P.  DuuEM.    De  raimantation  par  influence.    Toaloase  Ana.  IL 
Schon  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1121  besprochen.        Lbg. 
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P.  DuHEM.  Etüde  hUtorique  sur  h\  th^orie  de  raimantation 

par   influence.      Tonloase  Ana.  II. 

P.  DuHRM.  Sur  uu  th^or^me  de  Tölectrodynarnique.     Jonrn. 

de  Math.  (4)  IV.  369-405. 

Der  Verfasser  beweist  folgenden  Satz:  ,^ Durch  die  pondero- 
motorische  Wirkung  eines  gleichförmigen  geschlossenen  Stromes 
auf  ein  Stromelement,  und  durch  die  Bedingung,  dass  die  bei 
der  Bewegung  zweier  Stromelemente  geleistete  ponderomotorische 
Arbeit  nur  von  der  Lagenänderung  der  zwei  Elemente  gegen 
einander  abhängt,  ist  das  Gesetz  der  ponderomotorischen  Wir- 
kung zweier  Stromelemente  auf  einander  vollkommen  bestinamt.'' 
Dabei  wird  die  Wirkung  als  au«  einer  Kraft  und  einem  Kräfte- 
paar bestehend  angenommen.  So  z.  B.  geben  das  Ampere" sehe 
und  das  Grassmann'sche  Gesetz  dieselbe  Wirkung  eines  ge- 
schlossenen Stroms,  aber  das  letztere  genügt  nicht  der  obigen 
Bedingung  in  Betreff  der  Arbeit;  das  Ampöre'sche  Gesetz  und 
das  Helmholtz'sche  Potentialgesetz  genügen  beide  der  letztern 
Bedingung,  geben  aber  verschiedene  Wirkungen  eines  geschlossenen 
Stroms.  Ferner  wird  der  analoge  Satz  auch  für  den  Fall  be- 
wiesen, dass  die  Wirkung  eines  „realisirbaren''  nicht  geschlossenen 
Stroms  (d.  h.  eines  solchen,  in  welchem  sich  die  Intensität  con- 
tinuirlich  ändert  und  an  den  Enden  verschwindet)  auf  ein  Strom- 
element gegeben  ist. 

Einen  Auszug  erlaubt  die  Abhandlung  nicht.  Lbg. 


P.  DuHBM.    Sur  la  pression  ^lectrique.  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (3} 

V.  97-146. 

1)  Der  erste  Teil  der  Abhandlung  ist  ein  Versuch,  die  Po- 
tentialdifferenz an  der  Berührungsfläche  zweier  Leiter  zu  erklären. 
Der  Verfasser  stellt  die  elektromotorische  Kraft  in  einem  Punkt 

p  eines  Systems  sich  berührender  Leiter  durch ^  ^  dar^ 

wo  V  das  elektrische  Potential, 
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und  F(r)  eine  Function  der  Entfernung  r  des  Punktes  p  von  dem 
Massenelement  dm!  ist;  F{r)  hängt  ausserdem  noch  von  der 
Dichtigkeit  und  andern,  den  Zustand  des  Körpers  im  Punkt  p' 
bestimmenden  Parametern  ab;  fOr  r  =  0  wird  es  unendlich  wie 

—  und  ist  für  alle  endlichen  Werte   von  r  unmerklich,    sodass 

das  Integral  nur  über  eine  den  Punkt  p  umgebende  Kugel  von 
dem  sehr  kleinen  Radius  .u  auszudehnen  ist.  Hiernach  ist  &  im 
ganzen  Raum  continuirlich,  auch  an  der  Grenzfläche  zweier  ver- 
schiedenen Media,  wo  der  Zustand  discontinuirlich  sein  kann, 
^a  beim  Durchgang  durch  die  Grenzfläche  die  Kugel  allmählich 
aus  dem  einen  Medium  in  das  andere  übertritt;  dessen  unge- 
achtet nimmt  es  beim  Durchgang  durch  die  „Grenzschicht^  zweier 
verschiedenen  Media  a  und  b  (d.  h.  eine  Schicht  von  der  Dicke 
^+A<}  wo  il  die  in  der  Theorie  der  Gapillarität  betrachtete  Schicht, 
innerhalb  welcher  die  Beschafi^enheit  des  Körpers  variirt)  end- 
lich verschiedene  Werte  d'a  und  &t  ad*  Die  Bedingung  des 
elektrischen  Gleichgewichts  in  einem  System  sich  berührender 
Leiter  ist  V-\-&  =  Const.,  welche  Gleichung  im  Innern  der  Leiter 
in   F  =  Const.  übergeht,  während  an  einer  Berührungfläche  ist 

V^^V,  =^  »^-•»,', 
diese  Gleichung  drückt  hiernach  nur  eine  endliche  Aenderung 
von  V  beim  Durchgang  durch  die  Grenzschicht,  aber  keine  mathe- 
matische Discontinuität  aus,  welche  bekanntlich  bei  einem  Po- 
tential mit  endlicher  Dichtigkeit  nicht  möglich  ist.  Ferner  folgt 
aus 

d»        r  \    dF 


dx 

dass  die  ersten  Differentialquotienten  von  &  überall  endlich  und 
continuirlich  sind,  sowie  dass  die  zweiten  Differentialquotienten 
überall  ausser  an  einer  Grenzfläche,  wo  der  Zustand  sich  dis- 
continuirlich ändert,  endlich  sind,  mithin  auch  J&.  Im  Innern 
eines  Leiters  folgt  also  aus  den  Gleichungen 

¥+»  =  Const.,     JV  =  -Atiq: 

(2)  Jd^  =  47tQ, 

welche  Gleichung  ausserhalb   der  Grenzschicht,   wo  ^  =  Const. 
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ist,  in  ^  =  0  Übergeht.  let  Q  die  ganze  Elektricitätsmenge  in 
einem  auf  der  Grenzfläche  normalen  Cylinder  von  der  Höhe  der 
Grenzschicht,  d»  ein  Element  der  Oberfläche  des  Cylinders  mit 
der  äussern  Normale  n,  so  ist  bekanntlich 

da  nun  ttberall  auf  der  Oberfläche  des  Cylinders  --z—  =  0  ist, 

so  ist  0  =  0,  d.  h.  die  zwei  elektrischen  Schichten  innerhalb 
der  Grenzschicht  bilden  eine  Doppelschicht.  Dagegen  ist  auf  der 
Grenzfläche  selbst  die  Flächendichtigkeit  er  =  0;  denn  es  ist  be- 
kanntlich 

4        _   ^  ^a  __  rfF»  d&t  ^^  d&a  ^ 

dn  dn  dn  dn . 

JA 

wegen  der  Continuität  von  -j—.  Auf  der  Grenzfläche  eines  L#eiterß 

dn 

und  eines  „idealen^  Isolators  hingegen  ist 

.  dV,        dV,  d&a        dV,         .     ,      ,     N 

hier  ist  also  eine  Flächendiehtigkeit  vorhanden,  welche  aus  der 
„natürlichen",  längs  der  ganzen  Fläche  constanten  und  nur  von 
der  BeschafFenheit  der  Körper  a  und  b  abhängenden  Dichtigkeit 

a,  =  —  -^ -j-^     und     aus     der     „  mitgeteilten "     Dichtigkeit 

CF,  =  — z T^  besteht 

*  4n:    dn 

2)  Zur  Berechnung  des  Druckes  auf  der  Oberfläche  eines 
Systems  sich  berührender,  elektrisch  geladener  Leiter,  welche 
sich  in  einem  isolirenden  Medium  befinden^  wendet  der  Verfasser 
die  Gleichung  dF  =  dÄ  an,  wo  dA  die  Arbeit  der  äussern  Kräfte 
(des  Oberflächendrucks  und  der  auf  die  Masse  wirkenden  Eräfle), 
F  das  innere  thermodynamische  Potential  des  Systems  bezeichnet; 
letzteres  ist  (vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1039) 

F=  U'-TS+W+S^q, 
wo  V  und  S  die  Energie  und  Entropie  des  ungeladenen  Systems, 
wenn    es    seinen    sonstigen    Zustand    beibehält,    W  die  elektro- 
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Btatiscbe  Energie,  ^  die  im  Vorhergehenden  betrachtete  Con- 
Staate,  q  die  in  einem  Punkt  befindliche  Elektricitätsmenge  be- 
zeichnet. FQr  U^TS  wendet  der  Verfasser  den  von  ihm  in 
seiner  Theorie  der  Capillar-Erscheinungen  (Ann.  de  TEc.  Norm. 
1885)  abgeleiteten  Ausdruck  an;  er  betrachtet  eine  Zustands- 
ändening,  bei  welcher  bloss  die  Berührungsflächen  der  Leiter 
uDter  einander  und  mit  dem  isolirenden  Medium,  also  die  spe- 
ei  fischen  Volumina  v,  so  geändert  werden,  dass  die  Schnittlinien 
dieser  Berührungsflächen  ungeändert  bleiben.  Durch  eine  Ent- 
Wickelung,  welche  keinen  Auszug  gestattet,  findet  er  den  Druck 
an  der  Berührungsfläche  irgend  eines  der  Leiter  mit  dem  iso- 
lirenden Medium  als  eine  Summe  von  vier  Teilen,  nämlich  dem 
hydrostatischen  Druck,  dem  Capillardruck,  dem  Druck  in  Folge 
der  natürlichen  Dichtigkeit  a^  (vgl.  oben  in  1))  und  dem  Druck 
in   Folge  der  mitgeteilten  oder  freien  Elektricität  a,;  letzterer  ist 

P=  27raJ  +  47ia,a,--^  -^, 

wo  M  die  Masse  des  betrachteten  Leiters,  0  die  auf  seiner  Be- 
rührungsfläche   befindliclie    freie    Elektricitätsmenge    bezeichnet; 

das  erste  Glied  2nal  =  ö — ^*?  ^^  ^  d'ö  von  der  mitgeteilten 

Elektricität  herrührende  Kraft  bedeutet,  ist  der  elektrische  Druck 
der  gewöhnlichen  Theorie.  Lbg. 

Adler,     üeber  die  elektrischen  Gleichgewichts- Verhält- 
nisse   von    Conductoren    und    die    Arbeitsverhältnisse 
elektrischer  Systeme  überhaupt.    Wien.  Ber.  XCVII.  90-118. 
Schon  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1114  besprochen.         Lbg. 

MoRELLi.  Elettrometro  ad  emicicli.  Torioo  Atti  xxiv.  22-35. 
Der  Apparat  ist  eine  Modification  des  Quadranten-Elektro- 
meters; je  zwei  auf  derselben  Seite  der  Nadel  liegende  Qua- 
dranten sind  zu  einem  Halbcylinder  verbunden,  und  die  Nadel 
ist  senkrecht  zur  Trennungslinie  der  Halbcylinder  isolirend  ge- 
teilt.    Bei  Aufstellung  der  Theorie   nimmt   der  Verfasser  zuerst 


1150  XL  Abscboitt.    Matbematiache  Physik. 

die  vier  Quadranten  als  getrennt  und  jeden  Quadranten  mit  dem 
in  Beinern  Innern  liegenden  Teil  der  Nadel  als  einen  Conden- 
sator  an  und  vernachlässigt  die  gegenseitige  Wirkung  der  ein- 
zelnen Condensatoren ;  sind  dann  F,,  K„  K,,  V^  die  Potentiale 
der  vier  Quadranten,  K,  und  V^  die  der  Nadelhälften,  C„  ...,  C^ 
die  Capacitäten  der  vier  Condensatoren,  so  ist  die  potentielle 
Energie  des  Systems 

also  das  Drehungsmoment,  wenn  beim  Drehungswinkel  ^  Gleich- 
gewicht stattfindet,  und  wenn  man 

d»  ^  d&^       da  "  d»  "^ 

setzt, 

h»  =  ~  =  ~[-iv-r,y-\-(r,-rj-(v,-vj+cv,-r,)'] 
=  4(k,-f,)(»'.-^?^^)+(k,-f.)(k.  -^^y^)], 

mithin,  wenn  1  mit  4,  2  mit  3  verbunden  ist, 

(1)  d  =  i(F.-K,)(K.-K.). 
Eine  strengere  Theorie  zeigt,  dass  diese  Formel  mit  hinreichen- 
der Annäherung  angewandt  werden  kann,  wenn  die  Nadel  der 
gewöhnlichen  Form  gegenüber  bedeutend  verbreitert  wird.  Der 
Hauptzweck  des  Apparates  ist  die  directe  Bestimmung  der  in 
einem  Teil  eines  Stromkreises  i  entwickelten  Energie  FF;  dazu 
werden  die  Hälften  1  und  2  mit  den .  Enden  a  und  6  dieses 
Stromteils,  die  Nadelhälften  5  und  6  mit  den  Enden  c  und  d 
eines  andern  Stückes  desselben  Stromkreises  verbunden;  ist  r 
der  bekannte  Widerstand  des  letztern  Stückes,  so  ist 

»  =  kCVa-  FOtr  =  krW.  Lbg. 


IVloUTiER.     Sur  les  courants  interrompus.  Soc.Philoni.M6m. 

97-104. 

Wird  ein  Strom  /  vom  Widerstand  r,  in  dessen  Kreise  sich 
eine  Spirale  vom  Selbstinductious-Coefficienten  w  befindet,  ab- 
wechselnd während  einer  Zeit  ^  geschlossen  und  während  einer 
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Zeit  &^  geöffnet,  aber  ohne  dass  Funken  übergehen,  so  ist, 
wenn  die  Zeit  /  vom  Beginn  jeder    Periode   an    gerechnet  und 

r  • 

=  Q  gesetzt  wird,  die  Stromstärke  während  einer  Schliessungs- 

resp.  Oeffnungs-Periode 

i  =  J+Ae-e^    und    i  =  Be~?', 
wo  sich  A  und  B  durch  die  Intensität   zu    Anfang   der  Periode 
bestimmen.     Bezeichnet  t2p~i    die   Intensität   am    Ende   der  p^®" 
Schliessungsperiode,  t2p  die  Intensität  am  Ende  der  p'^"  Oeffnungs- 
periode,  und  setzt  man 

so  ist 

t2p-i  =  mtap_2+(l— w)«^,     ^2p  =  w»i«2j>-i, 
woraus 

(1)  t2p_i  =  (1— m)    ^__^^'  J,     iip  =  m,f2p-i. 

Nach  einer  so  langen  Zeit,  dass  man  mPm^  vernachlässigen  kann, 
bleiben  diese  Stromstärken  unveränderlich,  nämlich 

1 — tnm^  1 — fnm^ 

Bezeichnet  Q2p-i  und  Q^p  die  während  einer  Schliessungs- 
resp.  Oeffnungs  -  Periode  durchgegangene  Elektricitätsmenge , 
so  ist 

(2)  Qip-i-\-Q2p  =  J» — -0-m)m,<imm,y-'J, 
also  nach  Eintritt  des  stationären  Zustandes 

WO  0  die  Elektricitätsmenge  bezeichnet,  welche  während  der- 
selben Zeit  im  nicht  unterbrochenen  Strom  durchgehen  würde; 
von  da  an  ist  also  die  während  irgend  einer  Zeit  durchgehende 
Elektricitätsmenge  =  Jiy  wo  /  die  Zeit  bezeichnet,  während 
welcher  der  Strom  geschlossen  ist,  übereinstimmend  mit  den  Be- 
obachtungen von  Pouillet.  Die  ganze  bis  zum  Eintritt  des  sta- 
tionären Zustandes  inducirte  Elektricitätsmenge  ist  nach  (2) 

Q  ^  ^    '    T  Q       1  — mmj 
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Bleibt  w&brend  des  stationären  Zustandes  yom  Ende  der  p*^ 
Oeffnungsperiode  an  der  Strom  geschlossen,  so  ist  die  von  An- 
fang an  inducirte  Elektricit&tsmenge 

d.  h.  ebenso  gross,  als  wenn  der  Strom  von  der  ersten  Schliessung 
an  geschlossen  geblieben  wäre;  bleibt  er  vom  Ende  der  p'^ 
Schliessungsperiode  an  geöffnet,  so  ist  die  ganze  inducirte  Elek- 
tricität 

«/  Q  1 Wut, 

sie  ist  also  fOr  sehr  kleine  \Verte  von  ^  und  ^,  verschwindeod 
klein.  Lbg. 

Robin.       Distribution    de    Tölectricitö    induite    par    des 
charges  fixes  sur  une  surface  ferm^e  convexe.      c.  E. 

CVI.  413-416. 

1)  In  einer  froheren  Abhandlung  (vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887. 
1132)  hat  der  Verfasser  folgenden  Satz  bewiesen:  „Sind  p  undp' 
irgend  zwei  Punkte  einer  geschlossenen  Fläche  a^  r  '==^  ^p\  » 
die  innere  Normale  in  p,  9  =  <l(pp'f »),  und  bildet  man  mittels 
einer  beliebigen  Function  f  die  Ausdrücke 

SO  ist  lim  fn  =  c«,  wo  e  die  Dichtigkeit  einer  Qleichgewichtsbe- 
legung  der  Fläche  und  c  eine  Constante  bedeutet*'. 

In  vorliegender  Abhandlung  bestimmt  der  Verfasser  zunächst 
den  Wert  von  c,  wenn  e  die  Gleichgewichtsbelegung  mit  der 
Ladung  1  ist.     Es  ist  nämlich  nach  einem  bekannten  Satze 

also 

/  fdü  =r  /  f^do  =  j  f^da  =  . . .  =  lim  /  f^da  =  ^  /  edo  =  c^ 
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mithin 

(1)  c^ffdo. 

2)  Die  Dichtigkeit  «,  welche  auf  einer  geschloBsenen  Fläche 
durch  die  Kraft  äusserer  Massen  inducirt  wird,  deren  nach  der 
äusseren  Normale  gerichtete  Componente  gleich  f  ist,  ergiebt  sich 
aus  einem  vom  Verfasser  in  einer  anderen  Abhandlung  (vgl.  F. 
d.   M.  XVIII.  1886.  1026)  abgeleiteten  Satze,  wonach 

ist;  aus  der  obigen  Definition  der  Functionen  fn  folgt  ohne 
weiteres 

(2)  2ni^ZU. 

u 

welche  Reihe  sich  als  convergent  erweisen  lässt.  Liegen  die 
inducirenden  Massen  im  Innern  der  Fläche,  und  ist  f  die  nach 
innen  gerichtete  normale  Componente,  so  ist  nach  demselben 
Satze 

welcher  genOgt  wird  durch 

(2«)        2«e  =  1(-1)»A. 


u  Lbg. 


O.  Venske.      Zur    Theorie    des    Hairschen  Phänomens. 

Gott  N.  313-319. 

Sind  u  und  x>  die  Stromcomponenten  in  einer  leitenden 
Platte,  a  der  Winkel,  um  welchen  die  Ströme  durch  die  Wirkung 
der  Magnetkraft  gedreht  werden,  so  gelten  bekanntlich  die  Glei- 
chungen 

(1)  ii4-ctga  =  — x-j— ,      — wtga+r  =  —x 


äy' 


d'V        d'V       ^ 


dx^     '     dy' 
und  am  Rande  #,  welchem  die  Strömung  parallel  sein  muss. 


(2)     —r—  cosa -r—  sin  a  =  0, 

dn  ds 


Fortsobr.  d.  Math.  XX.  8. 


73 
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WO  die  Elemente  d$  nnd  dn  der  Randcarve  and  ihrer  Normale 
80  zu  einander  liegen  wie  die  y-Axe  zur  a;-Axe.  Ist  nun 
z^  =  x^  -f-t^i  die  Anode  resp.  Kathode  eines  in  die  Platte  ein- 
tretenden Stroms,  2,  ihr  Spiegelbild  in  einer  beliebigen  Geraden, 

m  =  +  -s = — ,  80  wird  die  Gleichung  (2)  längs  der  Geraden 

erfüllt,  wenn  man  f&r  V  den  reellen  Teil  nimmt  von 

V+iW  =  mlog(»-»,)+ific>^log(»-»,). 

Hiernach  ergiebt  sich  der  Wert  von  V  fhr  eine  keilförmige 
Platte  als  die  Summe  der  Werte  von  U  für  die  successiven 
Spiegelbilder  der  Elektroden  an  den  Winkelschenkeln.  Ausser 
fQr  zwei  punktförmige  Elektrode^  berechnet  der  Verfasser  auch 
no^h  V  fbr  den  Fall,  wo  die  Kathode  punktförmig  ist,  während 
die  Anode  durch  den  einen  Winkelschenkel  gebildet  wird. 

Lbg, 

0.  TuMLiRZ.     Zur  Einführung  in  die  Theorie  der  dielek- 
trischen   Polarisation.      Schlomilch  Z.  XXXIII.  251-255. 

Enthält  eine  einfache,  auf  die  Niveauflächen  gegründete  Ab- 

p 

leitung  der  Gleichung  F  =  -~,   wo   P  das   Potential    eines   in 

einem  Dielektricum  von  der  Dielektricitätsconstante  K  befind- 
lichen Leiters,  V  das  durch  die  Polarisation  veränderte  Gesaml- 
potential  bezeichnet.  Lbg. 

J.  Dklsaux.     8ur  la  tension  dlectriqne  suivant  les  Iignes 
de  force  dans  les  inilieux  di^lectriques.    Braz.  S.  sc.  xil 

B.  97-104. 

Beweis  des  Maxweirschen  Satzes:  „Die  mechanische  Wir- 
kung, welche  ein  elektrisirtes  System  auf  einen  der  Körper  des 
Systems  ausübt,  ist  auf  Elementarwirkungen  zurückfQhrbar,  welcbe 
auf  die  Punkte  einer  beliebigen  geschlossenen  Oberfläche  aus- 
geübt werden  würden,  die  den  einzigen  betrachteten  Körper  um- 
giebt  und  unabänderlich  mit  ihm  verbunden  ist.  Damit  diese 
Elementarkräfte  zu  den  Oberflächenelementen,  die  sie  angreifen, 
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senkrecht  sind,  ist  es  uötig  and  hinreichend,  dass  diese  Elemente 
zu  den  Kraftlinien  normal  oder  tangential  sind,  und  in  beiden 
Fällen  sind  jene  Kräfte  gleich  dem  Quotienten  aus  dem  Qua- 
drate der  elektromotorischen  Kraft  durch  Sti^. 

Mn.  (Lp.) 

D.   Bos.      Volume  -  veranderingen    van    dielectrica. 

Dies.  GroDiDgeD.  Wolters.  99  S. 

Zu  vorliegender  Dissertation  hat  der  Widerspruch  Veran- 
lassung gegeben,  der  sich  aus  den  entgegengesetzten  Resultaten 
ergeben  hatte,  welche  Quincke  und  Röntgen  bei  ihren  Versuchen 
über  elektrische  Ausdehnung  erhielten.  Verfasser  beabsichtigte 
anfänglich  durch  experimentelle  Untersuchungen  zu  der  Ent- 
scheidung der  Frage  zu  kommen;  da  ihm  aber  die  Gelegen- 
heit zu  Versuchen  fehlte.,  begnügte  er  sich  mit  rein  theore- 
tischen  Betrachtungen.  So  behandelt  der  erste  Teil  seiner  Arbeit 
das  Phänomen  von  Duter  (Comptes  rendus  1887  S.  828)  und  die 
Erklärung  desselben  durch  Korteweg  und  Boltzmann.  Der  zweite 
Teil  betrachtet  näher  die  Kräfte,  welche  beim  Laden  eines 
Dielektricums  auftreten,  der  dritte  die  Volumenänderungen  von 
FlQssigkeiten  und  Gasen  nach  den  Untersuchungen  von  Quincke 
mit  dem  Ergebnis,  dass  für  die  Erklärung  der  sogenannten 
elektrischen  Ausdehnung  keine  einzige  neue  Wirkung  der  Elek- 
tricität  angenommen  zu  werden  braucht,  sondern  dass  sie  viel- 
mehr bei  den  dielektrischen  Flüssigkeiten  in  deren  Erwärmung 
ihren  Grund  hat.  G. 

Ulbricht.      Die    Widerstandsgleichung    einer  Potential - 

Niveaufläche.     Schlomilch  Z.  XXXIII.  372-373. 

Enthält  den  Beweis  des  folgenden  Satzes:  „In  einem  körper- 
lichen Leiter,  in  welchem  durch  Anlegung  zweier  Elektroden 
eine  stationäre  Strömung  hergestellt  ist,  ist  fUr  jeden  Punkt  einer 
Niveaufläche  die  Differenz  der  Widerstände  des  Leiters  zwischen 
diesem  Punkte  und  den  zwei  Elektroden  constant**.       Lbg. 
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Malavasi.      Note   al  saggio  teorico  della  pila  secondo 

il   principio   di    Volta.     Modena  liem.  (2)  VI.  173-186. 

Die  Abhandlung  enthält  im  wesentlichen  nichts  weiter  als 
den  Beweis  des  auf  der  Hand  liegenden  Satzes,  dass  in  einer 
offenen  Hydro-  oder  Tbermo-Kette  von  n  gleichartigen  Elementen 
die  Potentialdifferenz  an  den  Enden  das  n- fache  der  Potential- 
differenz bei  einem  Element  ist,  unabhängig  von  den  elektri- 
schen Gapacitäten  der  das  System  bildenden  Metalle  und  Flüssig- 
keiten. Der  Beweis  wird  mit  Hülfe  der  absoluten  Werte  des 
Potentials  geführt,  welche  sich  auf  beiden  Seiten  einer  elektro- 
motorischen Fläche  nach  dem  umgekehrten  Verhältnis  der  Gapa- 
citäten der  zwei  durch  diese  Fläche  getrennten  Teile  des  System? 
yerteilen:  eine  ganz  unnötige  Complicirung,  da  die  absoluten 
Werte  der  Potentiale  bei  Berechnung  der  resultirenden  Poten- 
tialdifferenz offenbar  gar  nicht  in  Beträcht  kommen. 

Lbg. 

E.  Bazzi.  Sullo  spostatnento  delle  linee  di  livello  che 
si  osserva  in  un  disco  metallico  ruotante  traversato  da 
correnti  voltaiche.     Pisa  Ann.  V.  51-75. 

Wirken  die  Pole  eines  Elementes  auf  zwei  gegenüberliegende 
Punkte  einer  leitenden  Platte,  und  wird  die  Platte  in  Rotation 
versetzt,  während  die  Pole  fest  bleiben,  so  bewegen  sich  die 
Niveaulinien  der  Platte  rückwärts.  Der  Verfasser,  der  dieses 
Phänomen  beobachtet  hat,  versucht  dasselbe  durch  die  Induction 
der  die  Platte  durohfliessenden  Ströme  auf  die  rotirende  Plattt^ 
selbst  zu  erklären.  Vi. 

C.  H.  C.  Grinwis.      De   energie  van   den  bol  vorm  igen 

COndensator.      Amat.  Veral.  en  Meded.  (3)  V.  349-357. 

Eine  theoretische  Untersuchung  betreffs  der  Energie  eines  ku- 
gelförmigen Condensators,  welche  sich  an  frühere  Untersuchungen 
des  Verfassers  über  elektrische  Energie  anschliesst  (Siehe  F.  d. 
M.  XVII.  1885.  1054).    Alle  besonderen  Fälle,  die  bei  dem  kugel-  i 
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formigeD    CoDdensator    eintreten    können,     werden    eingehend 
untersncht  und  die  Werte  der  Energie  für  sie  ermittelt. 

G. 

H.  Holden.      A    method  of  calculating  the  electrostatic 

capacity   of  a   COnductor.     Manch.  Mem.  (4)  I.  112-120. 

Nach  der  angegebenen  Methode  wird  anfänglich  der  Zu- 
stand des  dielektrischen  Mittels  betrachtet.  Die  Gapacität  eines 
Teiles  eines  Dielektricums,  welches  durch  Kraftlinien  und  äqui- 
potentielle Oberflächen  begrenzt  ist,  wird  als  die  Elektricitäts- 
menge  erklärt,  welche  über  das  eine  Ende  zu  verteilen  ist 
(während  eine  gleiche  Menge  der  entgegengesetzten  auf  dem 
anderen  sieh  befindet),  um  die  Einheit  der  Potentialdifferenz 
zwischen  den  Enden  hervorzubringen.  Die  Gapacität  eines  Leiters 
bei  Gegenwart  anderer  Leiter  ist  die  Gapacität  jenes  Teiles  des 
Dielektricums,  welches  durch  die  Leiter  begrenzt  und  von  den 
Kraftlinien  durchschnitten  wird.  Die  Berechnung  der  Gapacität 
geschieht  wie  folgt.  Gegeben  sei  ein  geladener  Leiter  A  mit 
dem  Potential  Va  in  Gegenwart  anderer  Leiter  B,  C,  . . .,  mit 
den  Potentialen  F^,  Vc,  ....  Ist  dS  der  Inhalt  eines  senkrechten 
Querschnittes  einer  elementaren  Kraftröhre,  die  von  A  nach  B 
reicht,  im  Abstände  r,  welcher  längs  der  Röhre  von  irgend 
einem  Ursprünge  an  gemessen  wird;  dq  die  Menge  auf  der  Ele- 
mentarfläche von  A\  üf  die  specifische  inductive  Gapacität, 
dann  ist 

dV    ^^        4n     .  .        K(Va-Vb)  _ 


'dS  = 


K  ^    ^'  An  da       "J  ~dS  ' 


dr  K       ^'  Andq 

indem  die  Integration  sich  auf  r  längs  der  Kraftröhre  bezieht. 
Bezeichnet  man  die  Gapacität  g/(VA—Vß)  des  Teils  des  Dielek- 
tricums, weiches  durch  die  Kraftröhren  von  A  nach  B  einge- 
schlossen wird,  mit  Cab^  so  erhält  man: 

Aehnliche  Integrale  können  für  die  Kraftröhren  gefunden  wer- 
den, welche  nach  den  anderen  Leitern  gehen.  Als  Beispiel 
nehme  man  zwei  concentrische  Kugeln  mit  den  Radien  üp  A,: 
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r  dr         f^    dr     _    W  1 1_\ 

./     dS  "J       r^dto  "  dw\R,       'K^' 

inC  ^r    R,R,     j^^   4nR,R, 
K       J     «j — Äj  ßj — Äj 

Noch  andere  Beispiele  werden  gegeben.  Gbs.    (Lp.) 

A.  FoEPPL.     Versuch  einer  mathematischen  Theorie  der 

Gasentladungen.     Wiedemanu  Add.  (2)  XXXIV.  222-240. 

Es  fehlt  bis  jetzt  an  einem  grundlegenden  Gesetz  ffir  die 
Leitung  der  Elektricität  in  verdOnnten  Gasen;  nur  das  eine 
scheint  sicher,  dass  weder  das  Ohm'sche  Gesetz  noch  eine  Mo- 
dification  'desselben  die  Erscheinungen  befriedigend  darstellt 
Der  Verfasser  glaubt  dem  zu  erstrebenden  Ziele  näher  zu  kommen, 
indem  er  sich  in  seinen  Untersuchungen  einerseits  auf  die  kine- 
tische Theorie  der  Gase,  andererseits  auf  die  Elektrostatik  stötzt. 
Er  zählt  alle  a  priori  möglichen  Hypothesen  auf,  von  denen 
man  zur  Erklärung  des  Mechanismus  der  Gasentladungen  aus- 
gehen kann,  zieht  die  theoretischen  Folgerungen  aus  denselben 
und  Tcrgleicht  diese  mit  den  vorliegenden  Erfahrungen.  Das 
Ergebnis  der  Untersuchung  ist,  dass  man  die  Entladung  als  eine 
wesentlich  convective  aufzufassen  habe,  sei  es,  dass  die  unzer- 
setzten  Molecüle,  sei  es,  dass  die  durch  Elektrolyse  aus  den- 
selben hervorgehenden  Ionen  die  Vehikel  der  Elektricität  bilden. 

Sbt. 

F.  Lucas.      G^nöralisation    du    th^orfeme    de    Rolle. 

C.  R.  CVI.  12M22. 

Die  sämtlicben  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  p^ 
Grades  F(;5)  =  0  mit  reellen  oder  imaginären  Goefficienten  wer- 
den in  der  complexen  Zahlenebene  durch  materielle  Punkte  von 
der  Masse  1  repräsentirt,  die  einen  Punkt  von  gleicher  Masse 
im  umgekehrten  Verhältnis  ihrer  Entfernung  von  diesem  ab- 
stossen.  Die  isodynamischen  Linien,  längs  welcher  die  Ab- 
stossungsresultante  ihre  Grösse  nicht  ändert,  sind  algebraische 
Curven  vom  Grade  2p-,  ihre  rechtwinkligen  Trajectorien  bilden 
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eine  Schar  algebraischer  Curven  vom  Grade  p — 1  und  werden 
„lignes  halysiques"  genannt.  Auf  jeder  Curve  dieser  Schar 
liegen  die  den  säAitlichen  Wurzeln  von  F(»)  =  0  und  denen 
von  F'(»)  =  0  entsprechenden  Punkte,  und  zwar  derart,  dass 
die  Wurzelpunkte  von  F(ä)  =  0  durch  die  von  F'(»)  =  0  ge- 
trennt werden.  F. 

F.    Lucas.     Determination  ^lectrique  des  racines  reelles 
et  imaginaires  de  la  d^rivöe  dW  polynöme  quelconque. 

C.  R.  CVI.  195-197. 

Das  gegebene  Polynom  p**"  Grades  sei 

F(«)  =  Fix+iy)  =  X(x,  y)+i  Y(x,  y). 

Nachdem  Verfasser  die  p  Wurzeln  a  der  Gleichung  F(s)  =  0 
als  Punkte  in  der  complexen  Zahlenebene  dargestellt  hat,  denkt  er 
sich  die  letztere  als  eine  die  Elektricität  leitende  Platte,  deren  eine 
Dimension  als  unendlich  klein  und  deren  beide  anderen  Dimen- 
sionen als  unendlich  gross  zu  betrachten  sind,  und  die  p  Punkte 
&  als  Spitzen  von  Elektroden,  deren  jede  dieselbe  Elektricitäts- 
menge  der  Platte  zuführt.  Unter  dieser  Voraussetzung  lautet 
die  Gleichung  für  die  Curven  gleichen  elektrischen  Potentials 

l«+r'  =  const. 

Nun  entspricht  jedem  Knotenpunkte  einer  solchen  Curve  eine 
Wurzel  von 

•       F'(»)  =  0. 

Das  Gesagte  bleibt  gültig,  wenn  die  Platte  durch  einen 
Kreis  von  hinreichend  grossem  Radius  begrenzt  wird.  Alsdann 
lassen  sich  aber  die  Linien  gleichen  Potentials  experimentell 
darstellen.  Taucht  man  nämlich  eine  isolirte,  kreisförmige  Metall- 
platte in  eine  passend  gewählte  Salzlösung,  nimmt  als  eine  Elek- 
trode eine  Cylinderiläche,  deren  Rand  die  Grenze  der  Platte 
berührt,  und  als  andere  Elektrode  einen  Bündel  von  Drähten,  deren 
Spitzen  bei  den  Punkten  a  eintreten,  so  stimmen  nach  Gu^bhard 
die  entstehenden  Farbenringe  nahezu  mit  den  Linien  gleichen 
Potentials  überein.  F. 
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F.  Lucas.      Rdsolntion    electrique    des    dqaations    alge- 
briques.    C  B.  CVF.  268-270. 

Die  Resultate  der  voraDgehenden  Arbeit  benutzt  Verfasser 
dazu,  um  die  Auflosung  einer  Gleicbung  p^  Grades 

F(z)  =  0 

auf  die  von  Gleichungen  niedrigerer  Grade  zurückzufahren. 

Erste  Methode.  Es  lässt  sich  leicht  eine  Function  0(s)  Tom 
Grade  p-f  1  angeben,  deren  Ableitung  gleich  P(i)  ist  und  von 
welcher  zwei  Nullwerte   durch  Auflösung   einer  Gleichung  yom 

Grade  -^  oder  ^-^ — y  je  nachdem  p  gerade  oder  angerade  ist, 

gefunden  werden  können,  so  dass  nur  die  Lösung  einer  Gleichung 
yom  Grade  p — 1  zur  Aufsuchung  der  sämtlichen  Wurzeln  von 
(p(;s)  =  0  erforderlich  ist.  Hat  man  aber  diese,  so  kann  man, 
wie  in  der  vorhergehenden  Arbeit  gezeigt  ist,  auf  empirischem 
Wege  die  Wurzeln  der  abgeleiteten  Gleichung  F(%)  =  0  be- 
stimmen. 

Zweite  Methode.  Bezeichnen  x>\  z"  zwei  willkQrlich  gewählte 
Constanten,  so  werden  die  Wurzeln  von 

jP(ä)-F(»')  =  0 
und  die  von 

F(ä)— F(a")  =  0 

durch  Auflösung  je  einer  Gleichung  (p— 1)**"  Grades  gefauden. 
Die  zu  diesen  beiden  Gleichungen  gehörigen  Systeme  von  Curven 
gleichen  Potentials  lassen  sich  alsdann  auf  experimentellem  Wege 
bestimmen,  und  die  Wurzeln  von  F(z)  =  0  sind  unter  den 
Schnittpunkten  einer  gewissen  Curve  des  einen  Systems  und 
einer  gewissen  Curve  des  anderen  Systems  enthalten.         F. 


F.  Lucas.     Determination  Electrique  des  lignes  isodyna- 
miques  d'un  polynöme  quelconque.    C.  R.  C VI.  587-589. 

Die  den  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  FQsi)  =  0  ent- 
sprechenden isodynamischen  Linien  (vgl.  oben  S.  1158—59)  sind 
identisch  mit  den  Curven  gleichen  Potentials,  welche  zu  dem  aas 
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den  Wurzeln  von  F(z)  =  0  und  aus  denen^von  F'(ä)  =  0  ge- 
bildeten Systeme  gehören,  falls  man  die  ersteren  in  der  als 
leitende  Platte  gedachten  eomplexen  Zahlenebene  als  Eintritts- 
stellen positiver,  dfe  letzteren  als  Eintrittsstellen  negativer  Elek- 
tricitftt  ansieht  (vgl.  oben  S.  1159).  Es  lassen  sich  demnach  (vgl. 
ebenda)  die  isodynamischen  Linien  auf  elektrolytischem  Wege 
experimentell  darstellen.  •  F. 


F.  Lucas.     B^solution  immödiate  des  öquations  au  moyen 
de  r^lectrioit^.    c.  r.  cvi.  645-648. 

F(z)  =  0  sei  die  gegebene  Gleichung  p**"  Grades  mit  reellen, 
numerischen  Coefficienten.  f(z)  sei  eine  ganze  rationale  Func- 
tion (p+l)**°  Grades,  deren  Nullwerte  willkürlich  gewählte  reelle 

Zahlen  il, , . . .,  Ip^i  sind.     Man  stelle  den  Quotienten  -^^p^    als 

eine  Summe  von  PartialbrQchen  dar  und  bezeichne  die  Zähler, 
den  Grössen  A  entsprechend,  mit  /u,, ...,  fip^i.  Betrachtet  man 
nunmehr  den  durch  einen  hinreichend  grossen  Kreis  ausge- 
schnittenen Teil  der  Zahlenebene  als  homogene,  die  Elektricitat 
leitende  Platte  und  fährt  an  den  Punkten  X  Elektricitätsmengen 
(positive  und  negative)  ein,  welche  den.  Grössen  /u  proportional 
sind,  dann  entsprechen  den  Knotenpunkten  der  Linien  gleichen 
Potentials  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  F(ä)  =  0.  Wie 
die  genannten  Curven  gefunden  werden  können,  ist  in  einer 
früheren  Arbeit  angegeben  (vgl.  S.  1159).  F. 


F.  Lucas.     Resolution  des  ^quations  par  r^lectricit^. 

C.  R.  CVI.  1072-1074. 

Enthält  eine  Ergänzung  der  vorigen  Arbeit  (C.  S.  CVI. 
645-648).  Die  Entwickelung  bleibt  gültig,  wenn  die  Hülfsfunc- 
tion  /*(«)  nicht  vom  Grade  p+lj  sondern  vom  Grade  p+2  ge- 
wählt wird.  Im  letzteren  Falle  ist  aber  SfA  =  0,  d.  h.  die  Menge 
der  eingeführten  positiven  Elektricitat  ist  gleich  der  der  nega- 
tiven  Elektricitat;    man   ist   demnach    nicht   genötigt,   die   Aua^ 
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gleichung  der  beiden   Arten   von  Elektricität  durch  eine  beson- 
dere, dem  Bande  der  Platte  entsprechende  Elektrode  yorzunehmen. 

F. 

R.  Ferrini.     Sülle  formole  per  il  calcolo  delle  dinamo  a 

COrrente  COntillua.      Lomb.  ist  Read.  (2)  XXI.  671-684. 


W.   G.  Hankel.      Das    elektrodynamische    Gesetz    ein 

Punktgesetz.      Leipz.  Ber.  89-109;    Wiedemann  Ann.  (2)  XXXVL 

Das  Ampöre'sche  Gesetz  fttr  die  a;-Componente  der  Kraft 
eines  Stromelementes  i'ds'  auf  ein  Stromelement  ids  lässt  sich 
bekanntlich  schreiben 

^   ds\r    ds'   dx  y^   M\r    ds     dx  Ji 
Bei  Berechnung  der  Kraft    eines  geschlossenen   Stroms  t'  kann 
man  das  letzte  Glied  weglassen  und  den  obigen  Ausdruck  in  die 
Form  bringen 

iVdsds' 
(1)   X  = 5 — sin(r,  cb')(co8yycos^— cosyscos/?) 

= i —  sin  (r,  a«')cos  tp  cos  Ate, 

wo  a,  ßj  y  die  Winkel  von  ds  mit  den  Axen,  v  die  Normale 
der  Ebene  (r,  ds'),  ip  den  Winkel  von  ds  mit  dieser  Ebene,  A' 
das  Lot  auf  ds  in  der  Ebene  (r,  ds')  bezeichnet;  die  resultirende 
Kraft  ist  also 

(2)       R  = i — sin(r,  <b')cosi/;, 

und  ihre  Richtung  liegt  in  der  Ebene  (r,  ds')  und  ist  senkrecht 
auf  ds.  Dies  ist  das  von  Grassmann  auch  fUr  die  Wirkung 
zweier  Stromelemente  auf  einander  als  gtlltig  angenommene  Ge- 
setz.   Setzt  man  nun 

/ds' 
— ä-sin(r,  cb'jcosvaj  =  Ocos(0,  o?)  etc., 

so  wird  die  Kraft  eines  geschlossenen  Stroms  nach  Gleichung  (1) 
(3)X  =  idsO(Qos(Oy)Gosy-'GO%(^Q!ii)coßß)  =  %dsO^\rk{Q,ds)cosN'x^ 
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WO  N'  die  Normale  der  Ebene  {Q,  d$)  bezeichnet;  die  Kraft  er- 
scheint also  als  ein  Prodaet  zweier  Factoren,  von  denen  der 
eine  Q  ein  dareh  den  Ort  von  ds  bestimmter  Vector  ist,  während 
der  andere  nur  von  der  Richtung  von  ds  gegen  diesen  Vector 
abhängt.  Man  kann  dies  so  erklären,  dass  der  Strom  t'  um 
sich  herum  einen  Zustand  hervorbringt,  welcher  in  jedem  Punkte 
durch  den  Vector  Q  definirt  ist,  und  dass  dieser  am  Ort  von  d« 
stattfindende  Zustand  eine  Kraft  auf  ds  hervorruft,  welche  nur 
von  der  Sichtung  von  ds  gegen  Q  abhängt.  Zum  Schluss  deutet 
der  Verfasser  darauf  hin,  dass  die  von  ihm  aufgestellte  Theorie 
(Pogg.  Ann.  CXXVI),  wonach  die  Aethermolecöle  im  Querschnitt 
eines  von  einem  Strom  durchflossenen  Drahtes  einen  Wirbel 
bilden,  in  Folge  dessen  alle  auf  einer  Kugelfläche  um  ds^  liegen- 
den Aethermolecüle  eine  gleiche  Rotationsgeschwindigkeit  um  die 
Axe  ds^  erhalten,  die  Gleichung  (3)  ergiebt,  und  dass  nach  der- 
selben 0  die  von  dem.  Strom  *i'  an  den  Ort  von  ds  übertragene 
Linear-Geschwindigkeit  ist.  Lbg. 

J.  Fröhlich.    Zur  Integration  der  DifFerentialgleichungen 

der  elektrodynamischen  Induction.     Math,  naturw.  Ber.  Un- 
garn. VI.  296-308. 

Der  Aufsatz  giebt  eine  Uebersicht  über  die  Ueberlegungen, 
welche  den  Ausgangspunkt  der  Preisarbeit  des  Verfassers  „All- 
gemeine Theorie  des  Elektrodynamometers"  bilden,  und  skizzirt 
kurz  ihre  Einleitung  und  ihren  Inhalt.  Dieselbe  ist  als  Sonder- 
ausgabe der  dritten  Klasse  der  Ungarischen  Akademie  der 
Wissenschaften  und  in  deutscher  Sprache  bei  R.  Friedländer  und 
Sohn  in  Berlin  erschienen.  Lp. 

S.  H.  ßuRBüRY.      On    the  induction   of  electric  currents 
in   conducting   shells   of  small   thickness.       Lond.  Phil. 

Trana.  CLXXIX.  297-324. 

Es  wird  angemerkt,  dass  die  Aufgabe  der  elektrischen 
Ströme   in    festen    Körpern  oder  Hohlschalen  von  verschiedenen 
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Gelehrten  behandelt  worden  i8t(Niven,  Lamb,  Larmor,  Heaviside), 
im  allgemeinen  aber  nur  mit  RQcksicht  anf  Leiter  von  besonderer 
Gestalt,  wie  Kugeln,  unendliche  Ebenen,  Cylinder  oder  EUipsoide, 
und  mit  Rflcksicbt  auf  specieUe  Aenderungen  des  äusseren 
magnetischen  Feldes. 

Das  Ziel  des  Aufsatzes  ist  die  Aufstellung  einer  allgemeinen, 
auf  Oberflächen  jeder  Gestalt  anwendbaren  Theorie  bei  Gegen- 
wart  eines  äusseren  magnetischen,  beliebig  sieh  ändernden  Feldes. 

Benutzt  wird  ein  Schiusa  von  Herrn  Lamb,  dass  nämlich 
die  Verrttckungs-Ströme  (displacement  currents),  welche  nach  der 
MaxwelFschen  Theorie  im  Dielektricum  vorhanden  sind,  in  allen 
dem  Experimente  zugänglichen  Fällen  keinen  merkbaren  Ein- 
Auss  auf  die  Modification  der  Leitungsströme  haben,  welche  in 
metallischen  Leitern  inducirt  werden.  Die  Leitungsströme  werden 
daher  als  die  einzig  möglichen  Ströme  behandelt. 

Cly.  (Lp.) 

Sir  William  Thomson.  A  simple  hypothesis  for  electro- 
magnetic  inductiou  of  incomplete  circuits;  with  con- 
sequent  equations  of  electric  motion  in  fixed  homo- 
geneous  or  heterogeneous  solid  naatter.   NatureXXXVilL 

569-571. 

Vortrag  in  der  British  Association. 


E.  BuDDE.     üeber  den  Einfluss*  der  Erdrotation  auf  das 

Clausius'sche   Gesetz.     Berl.  phya.  Ges.  Verh.  VII.  10-13. 

Der  Verfasser  zeigt,    dass  nach   dem  Clausius'schen  Gesetz 
der  Einfluss  der  Erdrotation  unmerklich  ist.  Lbg. 


A.  Hempel.    üeber  elektrische  Induction.    Progr.  d.  Fr.- Wer 

der'schen  GberrealBchule,  Berlin. 

Enthält  eine  elementare  Theorie  der  Dynamo-Maschine. 

Lbg. 
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E.  DoKN.    Eine  Bestimmung  des  Ohm.    Beri.  Ber.  731-744. 
Mittels  der  Dämpfungs-Methode.  Lbg. 


V^ASCHY.      Propagation    du   courant   sur   une    ligne  t61ö- 
graphique.    C.  B.  CVII.  1145-1148. 

Enthält  ohne  Beweis  einige  Folgerungen  aus  der  Integration 
der  Gleichung 

d'F        „  dV    .  ^,   d'V 


^.=CR-^+CL  ^ 


a    } 


worin  V  das  Potential,  A,  C,  L  Widerstand,  Gapacität  und  Selbst- 
indnctions-Coefficient  der  Längeneinheit  des  Drahtes  bezeichnet, 
för  den  Fall,  dass  zu  Anfang  am  ernen  Ende  plötzlich  ein  be* 
stimmter  Wert  von  V  hergestellt  wird.    Danach   erleidet,    wenn 

man  die  ganze  Länge  des  Drahtes  mit  /  bezeichnet  und  ^  =  lyCL 
setzt,  die  Stromstärke  am  ersten  Ende  zu  den  Zeiten  0,  2&^  4^, ..., 
am  andern  Ende  zu  den  Zeiten  ^,  3^,  5^,  ...  plötzliche  Aen- 

derungen,  welche  sich  also  mit  der  Geschwindigkeit  —  =  -  . — 

&      yCL 

fortpflanzen.  ,  Lbg. 

P.  DuHEM.     Sur  Taimantation  des  corps  diamagndtiques. 

C.  R.  CVI.  736-738. 

In  seiner  Abhandlung  „Theorie  nouvelle  de  Taimantation 
par  influence«  (vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1121)  hatte  der  Verfasser 
die  Frage,  ob  die  Magnetisirung  eines  diamagnetischen  Körpers 
bei  gegebener  äusserer  Kraft  eine  eindeutige  sei,  unentschieden 
gelassen.  In  der  vorliegenden  Note  findet  er,  dass,  wenn  ohne 
sonstige  Aenderung  in  einem  einzelnen  Volumenelement  eines  dia- 
magnetisirten  Körpers  das  Moment  verschwindet,  die  freie  Energie 
(das  „innere  thermodjnamische  Potential^)  abnimmt;  dass  also 
entweder  von  einem  Gleichgewichtszustand  aus  die  freie  Energie 
von  selbst  continnirlich  abnimmt,  mithin  dieser  Gleichgewichts- 
zustand kein  stabiler  ist  und  auch  bei  ongeänderter  äusserer 
Kraft  niemals   zu   einem    stabilen   Gleichgewichtszustand  fQhrt; 
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oder  (was  wahrscheiolicher  ist),  dasa  die  freie  Eoergie  an- 
endlich  viele  Maxima,  der  Körper  mitbin  bei  derselben  äusseren 
Kraft  unendlich  viele  stabile  Gleichgewichtslagen  besitzt 

Lbg. 

Janet.  Sur  l'application  du  ph^nom^ne  de  Taiman- 
tatioD  transversale  ^  l'^tude  du  coefficient  d'aimantation 
du  fer.    c.  R.  cvi.  200-203. 

Geht  ein  momentaner  Strom  von  der  (magnetisch  gemessenen) 
Dichtigkeit  u  oder  der  Intensität  J  durch  die  Hasse  einer  Eisen- 
röhre von  der  Länge  /  und  dem  innern  und  äussern  Radius  g^ 
und  Q^  parallel  der  Axe,  so  ist  die  Magnetkraft  des  Stroms, 
wenn  man  denselben  als  unendlich  lang  betrachtet,  in  einem 
Punkt,  welcher  die  Entfernung  x  von  der  Axe  hat,  senkrecht 
zur  Diametralebene  gerichtet  und  hat  den  Wert 

/n          /*Q\  jj £>COS^ 
d9  I ^1 qdq,     wo     r*  =  »'  +  ^•--  3ar^cos^. 

Ausserhalb  der  Masse  der  Röhre  ergiebt  sich  hieraus  /*  =  0,  und 
innerhalb 

(1)      f=<-+^).     wo    m.=  -^,    •»'=-^' 

und  dies  ist  die  ganze  Magnetkraft,  da  der  inducirte  Transversal- 
Magnetismus  keine  Wirkung  ausübt  Befindet  sich  nun  in  der 
Axe  der  Röhre  ein  geradliniges  Stück  eines  geschlossenen 
Drahtes,  so  wird  in  diesem  eine  elektromotorische  Kraft  £  in- 
ducirt;  ist  u>  der  Widerstand  des  Drahtes,  11  die  magnetische 
Permeabilität  des  Eisens,  so  ist  die  bei  einem  Inductionsstoss 
durchgehende  Elektricitätsmenge 

Q  =:^  f  Edt=—  f%fdx, 

also  wenn  o  die  dadurch  erzeugte  Geschwindigkeit  der  Galvano- 
meternadel, a^  die  durch  eine  bekannte  Elektricitätsmenge  0,  her- 
vorgebrachte Geschwindigkeit  bezeichnet. 


(2)     /Udx  =  ^^^a. 
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fÄ  ist  eine  Function  von  f,   für   welche  der  Verfasser  die  Form 
annimmt 

(3)      fi  =  l^f"; 

U 


setzt  man  also 
so  folgt 


_  irO, 


u  »ff, 

Die  Beobachtung  ergiebt  nun  a  als  Function  von  J  in  der  Form 

(J 

mithin 

(4)        ^=^§^, 

und  dadurch  ju.  Auf  diese  Weise  hat  der  Verfasser  fQr  kleine 
Werte  von  Jy  wo  a  eine  quadratische  Function  von  J  war,  ge- 
funden 

iu  =  183,8  +  10,48/*.  Lbg, 


O.  Heavisidb.  On  electromagnetic  waves,  especially  in 
relation  to  the  vorticity  of  the  impressed  forces;  and 
the    forced     vibrations     of    electromagnetic    Systems. 

Phil.  Mag.  (5)  XXV.  130-156,  XXVI.  360-382,  488-500. 

O.  Heaviside.      Note    on    a    paper    on    electromagnetic 

waves.      Phil.  Mag.  (5)  XXV.  202-210. 

H.  W.  Watson.      Note    on    the  electromotive  -force   in 

moving  COnduCtors.     Phil.  Mag.  (5)  XXV.  271-273. 

Bezeichnet  E^  die  rc-Compouente  der  durch  Bewegung  des 
Leiterpunktes  inducirten  elektromotorischen  Kraft,  Fj^  die  Com- 
ponente  des  Yectorpotentials,  a«  die  der  magnetischen  Induction 

in  diesem  Punkte,  und  bezieht  sich  das  Zeichen  — ?:-  auf  die  Be- 

'  dt 


y==F,^+F,^  +  F. 


1168  XI.  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

wegttDg,  60  ist  bekanntlich  (üt  einen  geschlossenen  Leiter  s 

Fttr  einen  ungeschlossenen  Leiter  ist  )iierdurch  £«  bis  auf  den 
Diiferentialquotienten  einer  willkQrlichen  Function  nach  x  be- 
stimmt; setzt  man 

so  ergiebt  sich  bekanntlich  aus  Gleichung  (1) 

mitbin,  wenn  man  jene  Function  gleich  tf>  annimmt, 
(2)    £.  =  a,-^-fl,-^--^  = — 

WO  o,  ß^  y   die  Componenten    der  Drehungsgeschwindigkeit  be- 

zeichnen,  —ip  die  Aenderung   von  F^.,   wenn   der  Leiterpankt 

ruht  und  der  Inducent  entgegengesetzt  bewegt  wird;  da  nun  bei 
einer  Bewegung  8)  des  Inducenten  die  elektromotorische  Kraft 
nach  Maxwell  ist 


£L  = 


d'F, 


so  ist  bei  der  obigen  Annahme  E«  =  £«,  d.  h.  die  Induction 
hängt  nur  von  der  relativen  Bewegung  des  Inducenten  und  des 
Leiterpunkts  ab.  (Nach  dem  Weber'schen  Inductionsgesetz  wird 
dieser  Bedingung  bekanntlich  dadurch  genügt,  dass  hier 

ist,  wo  \\)  wieder  der  obige  Wert  ist,  bezogen  auf  eine  gedachte, 
der  des  Inducenten  entgegengesetzte  Bewegung  des  Leiterpunktes. 
Vgl.  Lorberg,  Zur  Theorie  der  elektromagnetischen  Induction, 
Wiedemann  Ann.  XXXVI.  D.  Ref.)  Nach  der  Annahme  von 
Maxwell  dagegen  ist 
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mithin 

WO  Z  =  /  Ffds  ist,  ausgedehnt  ttber  den  ganzen  Umfang  der  von 

dem  Leiterstück  s  in  der  Zeit  dt  beschriebenen  Fläche,  d.  h.  gleich 
der  Anzahl  der  durch  diese  Fläche  gehenden  Kraftlinien;  wäh- 
rend nach  der  anderen  Annahme  Z  sich  nur  auf  die  zwei 
Stücke  s  des  Umfangs  bezieht.  Nach  Gleichung  (2)  genügt  E, 
ebenso  wie  £',  der  Gleichung 

^^»   [   ...  ^0 

dx     *   '  '  Lbg. 


Th.  H.  Blakeslet.  On  a  method  of  determining  the 
difference  between  the  phase  of  two  harmonic  currents 
of  electricity  having  the  satne  period.    Phil.  Mag.  (5)  XX  v. 

295-296. 

Sind  J,  und  J,  die  Amplituden  der  zwei  Ströme,  &  ihr 
Phasenunterschied,  und  leitet  man  zuerst  den  einen,  dann  den 
anderen  durch  beide  Rollen  eines  Dynamometers  hinter  einander, 
dann  den  einen  durch  die  eine,  den  anderen  durch  die  zweite, 
80    sind    die    Ablenkungen    in    diesen    drei    Fällen    a^  =  cJ]^ 

er' 

a,  =  cJl.  a,  =  c/,/-  cosd,  woraus  cos'*  =  — ^— •  t  u 

'"•*''  a,c,  Lbg. 


Ch.  V.  BüRTON.      On  the  electromotive  forces  of  contact. 

Phil.  Mag.  (5)  XXYI.  43-53. 

Der  Verfasser  stellt  folgende  Ansicht  über  die  Natur  der 
Contactkraft  auf.  Die  an  der  Berührungsfläche  zweier  Körper 
entstehende  elektromotorische  Kraft  E  treibt  eine  Elektricitäts- 
menge  ilf  durch  die  Gontactstelle,  bis  eine  Potentialdifferenz  —  £ 
entstanden  ist;  die  dabei  erzeugte  elektrische  potentielle  Energie 
ist  iEM^  während  die  andere  Hälfte  der  ganzen  Arbeit  EM  der 
Molecularkraft   £  in   Joule'sche  Wärme   verwandelt  wird.     Da 

Fomehr.  d.  Math.  XX«  S.  74 
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nun  die  verbrauchte  moleculare  Energie  EM  bei  beliebig  kleiner 
Berflhrungsfläcbe  durch  Vergrösserung  der  Capacität  der  beiden 
Körper  beliebig  gesteigert  werden  kann,  so  kann  sie  nur  aus 
Wärmeenergie  und  chemischer  Energie  bestehen;  dem  entsprechend 
ist  die  elektromotorische  Molecularkraft  oder  die  schliessliche 
Potentialdifferenz  E  =  E^^^E^\  der  Teil  E^M  der  verbrauchten 
Energie  ist  die  absorbirte  Feltier'sche  Wftrme,  E,lf  die  ver- 
brauchte chemische  Energie.  £,  ist  sehr  klein;  auch  beim  Con- 
tact  zweier  Metalle  in  der  Luft  besteht  der  Hauptteil  der  elektro- 
motorischen Kraft  aus  den  chemischen  Kr&ften  zwischen  der  Luft 
und  den  Metallen.  Lbg. 

H.  Lorberg.       Einige   Bemerkangen    zur  Theorie    der 

*  Tbermoströme.     WiedemaDQ  Aoo.  (2)  XXXIV.  661-672. 

1)  Bekanntlich  hat  W.  Thomson  durch  Anwendung  der  zwei 
Haupts&tze  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  einen  Thermo- 
strom folgende  zwei  *  Gleichungen  abgeleitet  Es  sei  ein  Kreis 
aus  zwei  Metallen  a  und  b  gegeben,  deren  Lötstellen  die  ab- 
soluten Temperaturen  T,  und  T,  >  T^  haben,  und  in  welchem 
ein  Thermostrom  an  der  Lötstelle  T,  von  6  nach  a  geht;  es 
bezeiche  I7(T)  die  an  einer  Gontactstelle  von  der  Temperatur  T 
beim  Uebergang  der  Elektricitfttseinheit  von  a  nach  6  erzeugte 
Peltier'sche  Wärme,  Oa  die  „specifische  Wärme  der  Elektricitäts- 
einheit^  in  dem  Metall  a.  Der  erste  Hauptsatz  giebt  dann  die 
elektromotorische  Kraft 

(I)       E  =  n{T,)--n(T,)+f%Sa-c,)dT 
und  der  zweite 

/TIN                                       ^^           ^ 
(11)  Oa—Ob  =  -^ jT, 

mittels  welcher  Beziehung  die  Gleichung  (I)  sich  auch  schreiben 
lässt 


dT. 


Dieselben  Gleichungen  hat  Duhem  aus  seiner  Theorie  des  thermo- 
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dynamischen  Potentials  abgeleitet  (Ann.  de  1^.  Norm.  (3)  II,  vgl. 
F.  d.  M.  XVII.  1885. 1043);  der  Verfasser  hat  aus  dieser  Theorie 
eine  weitere  Folgerung  gezogen,  welche  allerdings  in  einer  ihm 
erst  nachträglich  bekannt  gewordenen  Abhandlung  (vgl.  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  1133)  schon  von  Duhem  selbst  in  anderer  Weise  ab- 
geleitet  worden  war.  Nach  Duhem  ist  nämlich  die  Energie  U  eines 
mit  einer  Elektricitätsmenge  e  geladenen  Leiters  von  der  Entropie 
Sj  der  gewöhnlichen  Energie  U^  und  der  elektrostatischen  Energie 
W  ^  \Ye 

(a)  V=^U,^W+e(&+K), 

wo  ^  und  h  zwei  dem  Leiter  eigentttmliche  und  von  seiner  Ge- 
stalt und  Grösse  unabhängige  Gonstanten  sind,  durch  welche  sich 
die  Gleichgewichts-Potentialdifferenz  zweier  Leiter  a  und  h  sowie 
die  Grösse  II  mittels  der  Gleichungen  bestimmen 

(1)  ^  =    Va-Y,  =  »t-^a,  n  =  Äa-A*; 

ferner  setzt  er  die  Entropie-Aenderung,  wenn  die  Elektricitäts- 
einheit  von  einem  Punkte  von  der  Temperatur  T  zu  einem  Punkte 
von  der  Temperatur  T-\-dT  übergeht, 

Da  nun  dies  eine  umkehrbare  Zustandsänderung  ist,  so  schliesst 
der  Verfasser,  dass 

sein  muss,  mithin  nach  Gleichung  (1) 

(2)  Oa-Oi,  =  ^ , 

wodurch  aus  (11)  und  (!•)  folgt 

(II-)     n  =  T^, 
(10      E  =  z(r,)-z(r,). 

2)  Der  Verfaeser  vergleicht  mit  diesen  Resultaten  die  Eift- 
wiekelungen  von  Lorentz  (Arch.  N6erl.  XX.  1885).  Lorentz  setzt, 
die   Energie  eines   mit    einer   Elektricitätsmenge   e   geladenen 
Metalls 

(b)  t/  =  ü,  +  »r+  tü\ 

74* 
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mithin  die  Thomson'sche  specifische  Wärme  der  Elektricit&te- 
einheit 

.,  du' 

(c)  a  =  -^, 

was  mit  Duhem  ttbereinstimmt,  wenn  man  l/'  =  &'{'k  annimmt. 
Setzt  man 

(d)  q  =  üi-üi, 

80  leitet  Lorentz  die  Oleiehung  ab 

(3)  q  =  n-x, 

welche  mit  dem  angegebenen  Wert  von  ü '  auch  aus  den  Duhem'- 
sehen  Gleichungen  (1)  folgt,  und  woraus  sich  die  Gleichung  (2) 
ergiebt.  Schliesslich  leitet  er,  und  zwar  ohne  Benutzung  des 
zweiten  Hauptsatzes,  die  Gleichung  ab 

(4)  q  =  T^  -X, 

woraus  auch  die  Gleichung  (II*)  ohne  Benutzung  des  zweiten 
Hauptsatzes  folgt;  indem  er  ferner  bloss  an  den  Contactstellen 
eine  elektromotorische  Kraft  annimmt,  stellt  er  direct  die  Glei- 
chung  (P)  auf,  welche  vermöge  der  angegebenen  Gleichungen 
auch  mit  (I)  und  (P)  identisch  ist.  Zur  Ableitung  der  Gleichung 
(3)  denkt  sich  Lorentz  zwei  Metallkörper  (Uebertrager)  Ga  und 
Gb  durch  zwei  Drähte  aus  denselben  Metallen  a  und  b  verbunden 
und  durch  Aenderung  der  Capacitäten  von  Ga  und  G^  Elektricität 
durch  den  Contactpunkt  der  Drähte  hindurchgetrieben;  Budde  (vgl. 
F.  d.  M.  XIX.  1887.  1144)  hat  aber  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  hierbei  teils  die  Werte  von  ü'  ftlr  die  Oberfläche,  teils  f&r 
das  Innere  ins  Spiel  kommen;  demgemäss  unterscheidet  der  Ver- 
fasser die  Werte  von  q  der  Gleichung  (d)  ftlr  das  Innere  und 
die  Oberfläche,  qi  und  9«,  wodurch  sich  statt  Gleichung  (3) 
ergiebt 

(30  qi  =  JI-x. 
Zur  Ableitung  der  Gleichung  (4)  benutzt  Lorentz  einen  Ereis- 
.process,  bei  welchem  zuerst  die  Uebertrager  6«  und  G^  mit  zwei 
dem  ersten  Contactpunkt  von  der  Temperatur  T  benachbarten 
Punkten  verbunden  werden  und  Elektricität  von  Gb  auf  Ga  durch 
den  Contactpunkt  getrieben  wird;   dann    werden  Ga  und  Gt  ab- 
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getrennt  und  auf  T+dT  erwärmt,  und  darauf  dieselbe  Elektri- 
citätsmenge  yon  Ga  auf  Gt  durch  den  zweiten  Gontactpunkt  von 
der  Temperatur  T+dT  getrieben;  mittels  der  erwähnten  Modi- 
fication  erhält  man  daraus  an  Stelle  der  Gleichung  (4) 

Aus  den  Gleichungen  (I),  (3*)  und    . 

(e)         Ca-Oö  =  -^ 
folgt  dann  wieder  die  Gleichung  (P);  und  aus  (3^  und  (4*) 

(5)        q~q„  =  ^-''"^• 

Nimmt  man  auch  den  zweiten  Hauptsatz,  d.  h.  die  Gleichung  (II), 

als  gflltig  an,  was  der  Verfasser  für  gerechtfertigt  hält,  so  folgt 

aus  (5)  und  (30 

?»  =  qi'  Lbg. 


H.  A.  LoRBNTZ.      Zur  Theorie    der   Thermoelektricität. 

Wiedemaon  Ann.  (2)  XXXYI.  593-624.  (1889.) 

In  dieser  Abhandlung  berücksichtigt  der  Verfasser  ebenfalls 

den  obigen  Einwurf  von   Budde  (vergl.  den  vorigen  Bericht); 

er  setzt 

Ui—Ui  =  Ä,    also    qw—q*  =  *a— *& 

und  nimmt  ausserdem  noch  zwischen  zwei  Teilen  desselben  Me- 
talls yon  den  Temperaturen  T  und  T-f  dT  eine  Potentialdifferenz 
%pdT  an;  dadurch  erhält  er 

^=-^+V,    also    (1)    Oa-a^^-^  +  ^a-tpö 

statt  der  Gleichung  (e)  des  vorigen  Berichts.  Diese  Gleichung 
und  die  vorigen  (1),  (30,  (40  geben  dann 

(2)      E  =  ;c(rj-x(rj+/(Va-vOdr, 

(3)        *,-*,  =  T-^_J7, 

(4)  Oa—Oö  =  -^  —  -y-  + Va- V'* y 
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Ist  also  der  zweite  Hauptsatz  anwendbar,  so  moss 

sein.  Lbg. 

M.  Planck.     Zur  Theorie  der  Thermoelektricität  in  me- 
tallischen  Leitern.    WiedemaDo  ADD.  (3)  XXXVI.  624-643.  (18B9.) 

1)  Es  wird  angenommen,  dass,  wenn  sich  zwei  Metalle  a 
und  6  mit  reinen  Oberflächen  berühren,  eine  Potentialdifferenz 
eab  =  Vf,—  Va  entsteht.  Geht  eine  Elektricitätsmenge  e  von  a 
nach  b,  so  wächst  die  elektrostatische  Energie  um  «e«»,  es  muss 
also  an  der  Berührungsfläche  ein  gleicher  Betrag  einer  anderen 
Energie  verschwinden.  Wäre  dies  nur  die  absorbirte  Peltier'- 
sehe  Wärme  — «^oöi  so  wäre  e^  =  —f^at]  dass  die  Beobachtung 
diese  Gleichung  nicht  bestätigt,  ist  kein  vollgültiger  Beweis  gegen 
ihre  Richtigkeit,  da  die  beobachtete  Potentialdifferenz  von  der 
der  reinen  Metalle  egb  verschieden  ist.  Es  müsste  dann  aber 
Bob  =  0  sein  bei  derjenigen  Temperatur  <,,  bei  welcher  nah  =  0 
ist  (z.  B.  284®  bei  Eisen);  denken  wir  uns  nun  die  zwei  Metalle 
bei  0®  in  Berührung  gebracht,  so  entsteht  elektrostatische  Energie, 
es  wird  also  Wärme  absorbirt;  erwärmen  wir  sie  dann  auf  i^^ 
so  würde  diese  elektrostatische  Energie  verschwinden,  also  die- 
selbe Wärme  wiedererzeugt  werden ;  trennen  wir  sie  darauf,  was 
ohne  Arbeitsleistung  geschehen  würde,  und  kühlen  sie  auf  0^ 
ab,  so  hätten  wir  einen  Ereisprocess,  bei  welchem  ohne  Arbeits- 
leistung Wärme  von  0*  in  Wärme  von  /,  verwandelt  wäre,  was 
dem  zweiten  Hauptsatz  widerspricht.  Es  muss  also  der  Elek- 
tricitätsmenge 6  in  einem  Metall  a  noch  eine  andere  Energie- 
menge €Ua  zukommen,  welche  der  Verfasser  elektromoleculare 
Energie  nennt;  und  da  die  ganze  an  der  Berührungsfläche  er- 
zeugte Energie  gleich  Null  sein  muss,  so  muss  die  Gleichung 
stattfinden 

(1)  eah  +  Tlab  +  Ub-Ua  =  0. 

Ferner  wird  angenommen,  dass  in  einem  Thermostrom,  welcher 
an  der  Contactstelle  1  von  b  nach  a  geht,  die  treibende  Kraft 
nur  in   den   elektrostatischen   Kräften   besteht;   ist  also  Wa  der 
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Widerstand  der  LäDgeneinheit  von  a,  W  der  Gesamtwiderstand 
des  Kreises,  und  wird  die  Richtung  von  ds  im  Sinne  des  Stromes 
•  genommen,  so  ist 

dV 

(2)   E  =  iW^  "f^  *  =  ^-^-  ^^^  *'*^-  *"" 

=  (««6),-(ea6X  =  z(r,)-x(r,), 

wenn  man  x(T)  =  — ^<a  setzt.  Indem  die  Elektricitfttsmenge  t 
ein  Element  i$  von  a  durchläuft,  wächst  die  Energie  um 

,    dV  dUa   j  •«        j      1     •  ^^a    *m 

es  wird  also  hier  eine  gleiche  Wärmemenge  verbraucht ;  die  beim 
Uebergang  der  Elektricitätseinheit  von  T  zu  T-^-dT  verbrauchte 
Thomson'sche  Wärme  ist  also  gleich  OadT^  wo 

(8)       ..  =  ^. 

Die  im  ganzen  Kreise  durch  die  durchgehende  Elektricitätsein- 
heit erzeugte  Wärme  besteht  also  aus  der  Joule'schen  Wärme  £, 
der  Peltier'schen  Wärme  (7ra6)2—(nra6),  =  J7(r,)— iI(TJ,  und  der 
Thomson'schen  Wärme 

(aa—at)dT  =  (tia— wOi— («'a— «Ojj 

deren  Summe  nach  Gleichung  (1)-  gleich  Null  ist,  wie  es  nach  dem 
ersten  Hauptsatz  sein  muss;  statt  Gleichung  (2)  kann  man  daher 
auch  schreiben 

(20        E  =  /l(r,)-il(r,)  +/ (a.-(r^)dr. 

2)  Weiter  benutzt  der  Verfasser  den  zweiten  Hauptsatz  der 
mechanischen  Wärmetheorie,  aber  wie  Boltzmann  (vgl.  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  1141)  in  seiner  allgemeinen  Form,  in  welcher  der  Ver- 
fasser ihn  das  „Princip  der  Vermehrung  der  Entropie"  genannt 
hat,  wonach  bei  jeder  Zustandsänderung  die  Gesamtentropie 
aller  bei  der  Zustandsänderung  beteiligten  Körper  (Entropie 
der  Natur)  entweder  ungeändert  bleibt  oder  wächst,  je  nachdem 
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die  Zastandsänderang  umkehrbar  ist  oder  nicht;  er  nimmt  aber 
abweichend  von  Boltzmann  an,  dasa  W&rmeleitang  and  El^tri- 
citätsleitong  unabhängig  neben  einander  hergehen,  also  das 
Princip  anf  jeden  der  beiden  Vorgänge  fhr  sich  angewandt 
werden  darf.  Da  nun  in  einem  stationären  Thermostrom,  wo 
durch  Ab-  und  Zufahren  von  Wärme  die  Temperatur  eines  jeden 
Leiterelements  constant  erhalten  wird,  auch  die  Entropie  eines 
jeden  Leiterelements  constant  bleibt,  so  besteht  die  einzige  Ver- 
änderung in  der  Wärme-Aufnahme  und  -Abgabe  des  umgeben- 
den Mediums;  der  Entropiezuwachs  desselben  bei  einer  Wärme- 
aufnahme dQ  ist~^,   folglich   der   ganze  Entropiezuwachs  des 

Mediums,  wenn  das  S  sich  auf  die  einzelnen  Leiter  und  Löt- 
stellen bezieht, 

1  1 

Diese  Gleichung  muss  aber  auch  gelten,  wenn  man  (z.  B.  durch 
einen  Magneten)  bei  denselben  Temperaturen  dem  t  einen  ganz 
beliebigen  Wert  giebt,  also  auch  wenn  man  den  Strom  umkehrt, 
wobei  die  Vorzeichen  der  zwei  letzten  Glieder  sich  umkehren, 
während  das  erste  beliebig  klein  gemacht  werden  kann;  daher 
muss  die  Summe  der  zwei  letzten  Glieder  gleich  Null  sein,  d.  h. 

1 
Aus  dieser  Gleichung,  auf  einen  Kreis  aus  zwei  Metallen  ange- 
wandt,  ergiebt  sich  nah  und  dann  nach  Gleichung  (1)  auch  t^ 
in  der  Form 

wo 

^a  —  "^  *      trp  >      «'a  —        ^a  "t"  *     j-p  J      «a  —      .«,    —    l       .«|»«  • 

(Die  Gleichungen  (1),  (2),  (2»),  (3),  (4)  sind  identisch  mit  den 
Lorentz-Duhem'schen  Gleichungen  (3*),  (P),  (I),  (c),  (II)  des  obigen 
Referats  ttber  die  Abhandlung  von  Lorberg;  die  Gleichung  (4) 
drückt  den  zweiten  Hauptsatz  in   seiner  fttr  einen  umkehrbaren 
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Ereisprocess  geltenden  Form  aus,  in  welcher  er  dort  angewandt 
wurde.    D.  Ref.)  Lbg. 

J.  Parker.     On  tbermoelectric  phenomena.     Phil.  Mag.  (5) 

XXVI.  353-360. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtungsweise  kommt  der 
Verfasser  zu  denselben  Gleichungen  wie  Lorentz  in  der  oben 
besprochenen  Abhandlung,  nur  mit  dem  Unterschied,  dass  er  die 
dortige  Grösse  k  =  Ui^  üi  =  0  setzt,  und  dass  er  durch  einen 
Kreisprocess  die  dortige  Grösse  ip  =  xT  findet,  wo  x  eine 
Constante  ist.  Lbg. 

F.  HiMSTBDT.    üeber  eine  neue  Bestimmung  der  Grösse  v. 

Wiedemann  Ann.  (2)  XXXIII.  1-12. 

Nach  der  MaxwelFschen  Methode  durch  Ladung  eines  in 
dem  einen  Zweig  einer  Wheatstone'schen  Brücke  befindlichen 
Condensators.  Lbg. 

E.  Lecher.  üeber  elektromotorische  Gegenkräfte  in  gal- 
vanischen Lichterscheinungen.    Wiedemano  Add.  (2)  xxxiii. 

609-639. 

Durch  eine  Reihe  von  Versuchen,  welche  sich  ohne  Figuren 
nicht  klar  beschreiben  lassen,  kommt  der  Verfasser  zu  folgenden 
Resultaten:  „Die  elektromotorische  Gegenkraft  des  elektrischen 
Funkens  ist  unwahrscheinlich;  sämtliche  Beweise  Edlund's  für 
dieselbe  sind  unrichtig.  Die  von  Edlund  behauptete  elektro- 
motorische Gegenkraft  des  galvanischen  Lichtbogens  ist  noch 
nicht  direct  durch  einen  Rückstrom  nachgewiesen.  Bei  einer 
negativen  Elektrode  von  Eisen  oder  Platin  ist  die  Entladung 
discontinuirlich.^  Lbg. 

F.  HiMSTEDT.  üeber  die  Bestimmung  der  Capacität  eines 
Schutzring-Condensators  in  absolutem  elektromagneti- 
schem  Mass.      WiedemaDD  Ann   (2)  XXXV.  126-136. 

Der  Verfasser  hat  die  Bestimmung  von  c  nach  derselben 
Methode,   wie  in  der  obigen  Abhandlung,   auch  mittels   eines 
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Schutzring-CondensatorB  ausgeführt;  die  Capacität  desselben,  nach 
der  Maxweirschen  Formel  berechnet,  ergab  eine  bessere  Ueber- 
einstimmung  der  Beobachtungen  als  die  KirchhofiTsche  FormeL 

Lbg. 

A.  Gockel.     Bemerkung  zu  einem  Aufsatz  des    Herrn 
Duhem,  die  Peltier'sche  Wirkung  in  einer  galvanischen 

Kette   betreffend.     Wiedemann  ADD.  (2)  XXXIII.  710-712. 

Der  Verfasser  berichtigt  ein  Missverst&ndnis  Duhem*8  bei  der 
Kritik  einer  früheren  Abhandlung,  auf  welches  schon  in  dem 
betreffenden  Beferat  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  1134)  aufmerksam 
gemacht  worden  ist.  Lbg. 

E.  CoHN  und  L.  Arons.     Messung  der  Dielektricitätscou- 
stante  leitender  Flüssigkeiten.    WiedemaoD  Add.  (2)  xxxiiL 

13-31. 

Die  Methode,  nach  welcher  die  Verfasser  die  Dielektricitats- 
constante  leitender  Flüssigkeiten  in  einer  früheren  Arbeit  (Wied. 
Ann.  XXVIII.  1886)  beobachtet  haben,  ist  für  besser  leitende 
Flüssigkeiten  wegen  der  Notwendigkeit,  Zeitinteryalle  von  weniger 
als  1  Milliontel  Secunde  zu  messen,  nicht  verwendbar;  für  solche 
wenden  die  Verfasser  in  vorliegender  Arbeit  nach  Silow  folgende 
Methode  an.  Ein  Elektrometer  F  befindet  sich  in  der  Flüssig- 
keit; die  Nadel  und  das  eine  Quadrantenpaar  sind  mit  dem 
einen  Pol  eines  Inductors  verbunden,  dessen  anderer  Pol  sowie 
das  zweite  Quadrantenpaar  zur  Erde  abgeleitet  ist;  daneben  ist 
ein  zweites  Elektrometer  M  in  Luft  geschaltet,  welches  zugleich 
mit  F  beobachtet  wird.  Sind  F^  und  M^  die  Ablenkungen  von 
F  und  Jlf,  wenn  F  Luft  enthält,  F/  und  M/  dasselbe,  wenn  F  sich 
in  der  Flüssigkeit  befindet,  V^  und  V  das  Mittel  des  Potentials 
des  ersten  Quadrantenpaares  während  einer  Periode  des  Stroms 
bei  der  ersten,  resp.  zweiten  Beobachtung,  so  ist 

F,  =  aVl    M.^bVl    Fy^afir,    My  =  bV\ 
woraus  die  Dielektricitätsconstante 
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Es  ergab  sich  z.  B.  für  Petroleum,  Aethylalkohol  und  destillirtes 
Wasser  resp.  /u  =  2,  ^  =  26  und  fi  =  75.  Lbg. 


L.  SoHNCKE.     Beiträge  zur  Theorie  der  Luftelektricität. 

Wiedemann  Ado.  (2)  XXXIV.  925-943. 

Bekanntlich  hat  Exner  die  Luftelektricität  teils  durch  ein 
negatives  Potential  der  Erde,  teils  durch  die  von  Wasserdampf  mit- 
geführte negative  Elektricität  erklärt.  (Vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886. 
1036.)  Nach  Versuchen  von  Sohncke  findet  nun  eine  solche  Mit- 
ftihrang  der  Elektricität  durch  Dampf  nicht  statt,  sondern  die 
Exner'schen  Beobachtungen  erklären  sich  durch  die  niedersinken- 
den kalten  Luftströme.  Lbg. 

L.  Sohncke.     Beiträge  zur  Theorie  der  Luftelektricität. 

MoDch.  Ber.  21-70. 

Der    erste  Teil   der   Abhandlung,    welcher   sich   mit  einer 
experimentellen  Widerlegung  der  Exner'schen  Theorie  der  Luft- 
elektricität beschäftigt,    ist    mit   der    vorstehend   besprochenen 
identisch.    Im  zweiten  Teil  giebt  der  Verfasser  eine  Theorie  der 
Luftelektricität   auf  Grund  der  aus  früher  von  ihm  angestellten 
Beobachtungen   hervorgehenden   Tbatsache,   dass   sich    Eis    bei 
•  Reibung  an  Wasser  positiv  ladet.    Da  die    unterhalb   der   Iso- 
thermfläehe  0  liegenden   Luftschichten   vorwiegend  Wasser,    die 
oberen   vorwiegend   Eiskrystalle   enthalten,   so   werden   erstere 
früher  in  die  unteren  Luftschichten  kommen   und   diese  negativ 
elektrisiren,  während  die  oberen  positiv  geladen  bleiben,  sodass 
man  die  Isothermfläche  0  als  positiv  geladen  ansehen  kann;  da- 
durch erklärt   der  Verfasser   die  Thatsache,    dass  das  Potential 
der  Erde  negativ  ist  und  nach  oben  wächst     Der  Hauptteil  der 
Abhandlung  beschäftigt  sich  damit,  die  periodischen  Aenderungen 
des  Potentialgefälles  durch  Senkung  oder  Hebung  einzelner  Teile 
der  Isothermfläche  0  zu  erklären,  welche,   wenn  sie  überall  der 
Erdoberfläche  concentrisch  wäre   und  si^h  nur  concentrisch  aus- 
dehnte oder  zusammenzöge,  wie  dies  Exner  in  seiner  Kritik  an- 
nimmt, allerdings  keinen  Einfluss  auf  das  Potentialgefälle  haben 
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wflrde.  Der  VerfasBer  betrachtet  sanichBt  den  einfachsten  Fall, 
wo  eine  pnokifSmiige  Elektricitätsmenge  e  sich  von  der  als  eine 
concentrische  Engel^äehe  betrachteten  Isothennfläche  0  aas  der 
Hohe  B  Ober  dem  Erdboden  in  eine  Höhe  k  herabsenkt;  auf 
diesem  Radins  ist  dann  am  Boden  das  Potentialgeftlle 

wo  1/,  die  nrsprflngliche  Dichtigkeit  in  dem  betrachteten  Punkt 
ist,  17,  nnd  17,  die  Dichtigkeiten,  welche  dnrch  die  im  oberen, 
resp.  unteren  Punkt  befindliche  Elektricit&tsmenge  — e  und  +  ^ 
auf  der  Erdkugel  inducirt  wird;  daraus  ergiebt  sich  dann  weiter 
d  as  Potentialgeflllle,  wenn  die  auf  einem  kalottenförmigen  Stfick 
der  Isothermfläche  0  befindliche  Elektricitätsmenge  auf  die  ent- 
sprechende Kalotte  in  der  Höhe  h  hernntersinkt  Es  ergiebt 
sich,  dass  dabei  das  Potentialgefälle  immer  wächst,  z.  B.  um 
25  pCt.  bei  Senkung  einer  Kalotte  vom  Winkel  2'  von  4000  auf 
2000  Meter;  je  grösser  der  Winkel  der  Kalotte,  desto  kleiner 
ist  der  Zuwachs.  Lbg. 

J.  Fröhlich.  Allgemeine  Theorie  des  Elektrodynamo- 
meters.  Eiu  Beitrag  zur  Anwendung,  und  Integration 
der  Differentialgleichungen  der  elektrischen  Induction. 

BerliD.  Friedländer.  168  S. 

Vergl.  oben  S.  1163. 
L.  SoHNCKE.    Entstehung  des  Stroms  in  der  galvanischen 

Kette.     MuDch.  Ber.  371-384. 

Der  Verfasser  legt  die  beiden  Clausius'schen  Hypothesen 
zu  Grunde,  nämlich:  1)  die  Jonen  eines  Elektrolyten  laden  sich 
bei  der  Verbindung  entgegengesetzt;  2)  sie  sind  teilweise  disso- 
ciirt;  solange  kein  Strom  durchgeht,  geschehen  ebenso  viele 
Wiedervereinigungen  wie  neue  Trennungen;  dabei  behalten  die 
Jonen  ihre  Ladungen  und  geben  sie  nur  an  die  Elektroden  ab. 

Befindet  sich  nun  z.  B.  eine  Zinkplatte  und  eine  Platinplatte 
in  HjSO^j  so  gehen  in  Folge  der  chemischen  Anziehung  mehr 
negative  Jonen  in  der  Richtung  zum  Zink  als  zum  Platin    und 
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machen  hier  negative  Elektricit&t  frei,  w&hrend  an  der  andern 
Platte  positive  Elektricitftt  frei  wird;  sind  die  Platten  durch  einen 
Draht  verbunden,  so  dauert  dieser  Vorgang  an,  während  er  im 
entgegengesetzten  Falle  bald  zum  Stillstand  kommt;  aber  auch 
bei  Verbindung  der  Platten  bewirkt  die  Ansammlung  der  Jonen 
an  einer  oder  beiden  Elektroden  eine  Wanderung  der  Jonen  in 
entgegengesetzter  Richtung,  den  Polarisationsstrom.  Die  Quelle 
der  Stromenergie  ist  hiernach  die  potentielle  elektrische  Energie 
der  dissociirten  Jonen,  also  die  bei  der  Dissociation  teils  gegen 
die  chemische,  teils  gegen  die  elektrische  Anziehung  verbrauchte 
Arbeit  oder  Wärme;  von  dieser  Wärme  wird  an  der  Zinkplatte 
nur  der  der  chemischen  Anziehung  entsprechende  Teil  wieder- 
erzeugt, weil  das  negative  Jon  seine  Ladung  an  das  Zink  ab- 
gegeben hat;  der  Rest  wird  als  elektrische  Arbeit  in  den 
Schliessungsbogen  flbergefQhrt  und  tritt  hier  als  Wärme  auf. 

Lbg. 

H.  Hertz.     Ueber  die  Ausbreitungsgesohwindigkeit  der 
elektrischen  Wirkungen.   Wiedemaon  adq.  (2)  XXXIV.  551-570. 

Ein  primärer  Leiter  besteht  aus  zwei  quadratischen  Metall- 
platten, verbunden  durch  einen  Draht  mit  Funkenstrecke,  durch 
welche  die  Entladungen  eines  Inductoriums  hindurchgehen;  gegen- 
über der  einen  dieser  Platten  befindet  sich  eine  ebensolche  Platte, 
von  welcher  aus  ein  8  Meter  langer,  frei  in  der  Luft  endigender 
Draht  a  ausgespannt  ist.  In  ihm  entstehen  durch  Reflexion  stehende 
Schwingungen,  deren  Wellenlänge  k  der  Verfasser  bestimmt  als 
die  doppelte  Entfernung  je  zweier  Knotenpunkte,  d.  h.  solcher 
Punkte,  denen  gegenüber  die  Funken  in  der  Funkenstrecke  eines 
secundären  Leiters  (eines  kleinen  rechteckigen  oder  kreisförmigen 
Drahtes)  verschwinden,  wenn  dieser  eine  solche  Lage  hat,  dass 
die  direct  vom  primären  Leiter  aus  durch  die  Luft  fortgepflanzte 
elektrische  Kraft  nicht  auf  ihn  wirkt;   aus   der  so   bestimmten 

Wellenlänge  ^  =  2,8"»  und  aus  der  bekannten  Schwingungs- 
dauer von  1,4 .  10"^  See.  ergab  sich  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
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digkeit  im  Draht  =  2 .  10*  Em/Sec.  Darauf  wurde  der  Draht 
a  in  grosser  Entfernung  in  die  Erde  gef&hrt,  sodass  keine  Re- 
flexion stattfand,  also  fortschreitende  Schwingungen  entstanden, 
und  der  secundäre  Leiter  in  eine  solche  Lage  gebracht,  dass  in 
ihm  die  vom  primären  Leiter  aus  durch  die  Luft  fortgepflanzte 
mit  der  von  a  ausgehenden  elektrischen  Kraft  interferirte;  findet 
gegenüber  einem  bestimmten  Punkt  von  a  eine  derartige  Inter- 
ferenz statt,    dass  sich  die  Wirkungen   einander   verstärken,    so 

l 

müssten  sie  sich  in  einem  um  -^  entfernten  Punkte  schwächen, 

wenn  sich  die  Kraft  durch  die  Luft  momentan  fortpflanzte.  Nun 
ergab  sich  aber  diese  Entfernung  =  l^b^]  in  derselben  Zeit  also, 
in  welcher  die  elektrische  Kraft  in  der  Luft  um  7,5°"  fortschreitet, 
schreitet  sie  im  Draht  nur  um  7,5—2,8  =  4,7"  fort;  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Luftwellen  yerhält  sich  also  zu 
der  der  Drahtwellen  wie  7,5 : 4,7,  ist  mithin  3,2 .  10^  Km/See. 

I  Lbg. 

H.  Hertz.    Ueber  elektrodynamische  Wellen  im  Luftraum 

und   deren    Reflexion.      WiedemaDn  Ann.  (2)  XXXIV.  609-623. 

Rei  den  vorliegenden  Versuchen  wurden  nur  Wellen  in  der 
Luft  beobachtet,  und  zwar  stehende  Wellen,  welche  durch  Be- 
flexion  an  einer  mit  Zinkblech  bedeckten  Wand  erzeugt  worden: 
der  primäre  Leiter  (vgl.  das  vorige  Referat)  stand  vertical,  und 
der  Mittelpunkt  des  kreisförmigen  secundfiren  Leiters  lag  in  dem 
Lot  L  aus  dem  Mittelpunkt  des  primären  Leiters  auf  die  Wand, 
sodass  die  elektrische  Kraft  in  demselben  nahezu  vertical  war. 
Steht  der  secundäre  Leiter  senkrecht  auf  L,  so  ist  der  Funke 
im  Maximum,  wenn  die  Funkenstrecke  in  der  Horizontalebene 
von  L  liegt,  weil  er  hauptsächlich  durch  die  Induction  an  dem 
der  Funkenstrecke  gegenüberliegenden  Teil  des  Kreises  zu 
Stande  kommt;  er  verschwindet  dann  in  den  Knotenpunkten, 
von  denen  der  erste  etwas  hinter  der  Wand  liegt,  weil  dieselbe 
nicht  vollkommen  leitend  ist.  Liegt  der  secundäre  Leiter  in  der 
Vertiealebene  von  L,  so  ist  aus  dem  angegebenen  Grunde  der 
Funke   stärker,    wenn   die  Funkenstrecke   einem   Schwingungs- 
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bauch  abgewandt,  als  wenn  sie  ihm  zugewandt  ist;  liegt  der 
seeundäre  Leiter  in  einem  Schwingungsbauch  selbst,  so  ist  der 
Funke  in  beiden  Lagen  gleich  stark  und  verschwindet,  wenn  die 
Fnnkenstrecke  im  höchsten  oder  tiefsten  Punkt  des  Kreises  liegt. 
Auf  diese  Weise  konnten  die  Knotenpunkte  und  Bäuche  be- 
stimmt werden;  die  halbe  Wellenlänge  ergab  sich  =  4,8"*,  wäh- 

7  R 

rend  die  früheren  Beobachtungen  sie  zu  ^^. 2,8=2,5°' ergeben 
hatten.  Lbg. 

G.  Quincke.     Elektrische  Untersuchungen.      Ueber  die 
magnetischen  Eigenschaften  der  Gase.      Wiedemaon  add. 

(2)  XXXIV.  401-446. 

In  einem  Glasgefäss  befindet  sich  Über  einer  diamagnetischen 
Flüssigkeit,  z.  B.  Petroleum,  das  Gas,  dessen  Druck  p  durch 
ein  Manometer  gemessen  wird;  in  den  oberen  und  unteren  Teil 
des  Gefässes  mfindet  eine  zweimal  rechtwinklig  gebogene  Glas- 
röhre, und  das  FlQssigkeits-Niveau  im  verticalen  Teil  derselben 
befindet  sich  zwischen  den  verticalen  Polflächen.  Sind  K  und 
K^  die  Diamagnetisirungs-Constanten  (magnetischen  Perideabili- 
täten)  des  Gases  und  der  Flüssigkeit,  h  die  Senkung  des  Niveaus 
bei  Erregung  des  Magnetfeldes  von  B^  auf  iJ,  ffj  — flj  =  ff', 
a  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  so  ist 

also 

und  beim  Druck  0 

woraus  sich  C  und  die  nur  von  der  Flüssigkeit  abhängige  Gon- 

g 
staute  -5-^ C,  berechnen  lassen.  Lbg. 


H.  Jahn.  Ueber  die  an  der  Grenzfläche  heterogener  Leiter 
auftretenden  localen  Wärmeerscheinungen.     WiedemaDn 

Aon.  (2)  XXXIV.  755-785. 
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Zur  Prafung  der  Thomson'schen  Gleichung 

-,  dE 
^^  dT 

für  die  Berührungsstelle  zweier  Metalle  befand  sieh  ein  Teil 

zusammen  gelöteten    Drähte  in   einem  Eiscalorimeter;    sind 

und  W^  die  darin  in  1  See.  erzeugten  Wärmemengen^  wenn  t 

Strom  /,  in  der  einen,  nachher  /,  in  der  anderen  Richtang  b 

durchgeht,  so  ist  W^  =  awJl  +  ^J^^  W^  =  «»JJ— 17/,,  wor3 

dE 
sich  n  ergiebt  -p=-  wurde  bestimmt  als  die  einer  Temperati 

differenz  von  1^  entsprechende  thermoelektromotorisehe  Kra 
Zwischen  zwei  Metallen  fand  sich  die  obige  Gleichung  bestatij 
nicht  aber  zwischen  einem  Metall  und  einer  FlQssigkeit,  was  d 
Verfasser  dadurch  erklärt,  dass  hier  noch  durch  Ueberfthrm 
des  Metalls  in  den  flüssigen  Zustand  oder  umgekehrt  eine  a\ 
Sorption  oder  Erzeugung  von  Wärme  stattfindet  Lbg. 


E.  Dorn.     Zur  Bewegung  eines  Magnets  innerhalb  eine 

dämpfenden    Multiplicators.        WiedeosaDn    Ann.   (2;    XXV 

189-200,  270-290. 

Der  Verfasser  untersucht  den  Einfluss  der  durch  den  Str» 
und  den  Erdmagnetismus  erzeugten  Quermagnetisirung,  sow 
den  Einfluss  der  im  Magneten  inducirten  Ströme.  Lbg. 


L.  Arons.    lieber  den  elektrischen  Rückstand.     Wiedenut 

Ann.  (2)  XXXV.  291-311. 

Die  zwei  Gondensatorplatten  befanden  sich  yollst&ndig 
geschmolzenem  und  erstarrten  Paraffin;  der  Condensator  wurd 
zuerst  geladen ,  dann  während  ^  See.  entladen  und  darauf  mi 
dem  Elektrometer  verbunden;  ein  Rückstand  zeigte  sich  niebi 
übereinstimmend  mit  der  Maxwell'schen  Theorie  ftir  einen  homi« 
genen  Körper.  Da  sich  das  Paraffin  als  ein  TollkommeDf 
Isolator  herausstellte,  so  durfte  sich  nach  derselben  Theorie  aae'f 
kein  BQckstand  zeigen,  wenn  sich  zwischen  der  einen  Conden 
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satorplatte  und  dem  ParafSn  eine  Luftschicht  befand,  was  eben- 
falls der  Versuch  bestätigte.  Das  entgegengesetzte  Resultat  von 
Dieterici  (Wied.  Ann.  XXV)  erklärt  der  Verfasser  durch  Spuren 
von  Oel  ioi  Paraffin.  Lbg. 

■ 

Fr.  Stenger;      üeber   die  Gesetze    des   Krystallmagne- 

tismus.     Wiedemann  Ann.  (2)  XXXV.  831953. 

Ist  V  das  Volumen  einer  an  einem  Faden  aufgehängten 
Krystallkugel,  F  die  Stärke  des  horizontalen  homogenen  Magnet- 
feldes, sind  ferner  ^  und  tp  die  Winkel  der  Krystallaxe  mit 
der  Verticalen  und  der  Verticalebene  durch  die  Krystallaxe  mit 
den  Kraftlinien,  k^  und  k^  die  Magnetisirungsconstanten  nach  der 
Krystallaxe  und  senkrecht  zu  ihr,  so  ist  nach  W.  Thomson  das 
Drebungsmoment 

D  =  iüF'(*a-*,)8in'^8in2i/^. 

Der  Verfasser  hat  ~  im  Gegensatz  zu  seinen  frQheren  Re- 
sultaten —  diese  Formel  jetzt  durch  Ablenkungs-  und  Schwin- 
gungsbeobachtungen  bestätigt;  für  die  angewandten  Kräfte  er- 
gab sich  &,— A,  oonstant.  Lbg. 

• 

U.  E.  J.  G.  DU  Bois.     Susceptibilität  und  Verdet'sche  Con- 

Stante  von  Flüssigkeiten.     Wiedemann  Ann.  (2)  XXXV.  137-167. 

Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  Quincke'- 
sche  Formel  fUr  die  Steighöhe  einer  Flüssigkeit  im  Magnetfelde, 
wonach  dieselbe  dem  Quadrat  der  Feldstärke  proportional  ist, 
nur  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  die  magnetische  Sus- 
ceptibilität H  der  Substanz  in  der  Gleichung  m  =  xa  (m  das 
magnetische  Moment  der  Volumeneinheit,  a  die  magnetisirende 
Gesamtkraft)  von  der  Kraft  unabhängig  ist,  und  er  giebt  zu- 
nächst eine  von  dieser  Voraussetzung  unabhängige  Ableitung  der 
Steighöhe.  Der  enge  Schenkel  des  Steigrohrs  befinde  sich 
zwischen  den  verticalen  Polflächen,  zwischen  denen  die  horizon- 
tale Magnetkraft  ff  als  in  verticaler  Richtung  veränderlich  vor- 
ausgesetzt wird;    der   weitere   Schenkel  befinde  sich  ausserhalb 

Fortachr.  d.  Math    XX.  3.  '      75 
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des  Magnetfeldes ;  im  Querschnitt  z  =  0  des  engen  Schenk 
sei  J7  =  0,  die  Höhen  der  FlQsäigkeit  bei  nicht  erregtem  Ma^' 
(H  =  H^)  und  bei  erregtem  Magnet  (tf  =  H,)  seien  a^  and  s..  1 
raagnetische  Energie  der  Volumeneinheit  eines  FlQasigkeitsschi 
chens  in  der  Höhe  s  ist  £  =  — mJST,  wenn  m  das  magneti>< 
Moment  der  Volumeneinheit;  also  die  verticale  magnetische  Ki 

jjp  Alf 

auf  die  Volumeneinheit  Z  =  — -r—  =  »» -i—  •     Ist  «iso  ^  ^^^  ^^ 

dz,  M 

tigkeit  der  Flüssigkeit,  p  der  Druck,  so  ist 

also  bei  nicht  erregtem,  resp.  bei  erregtem  Magnet 

n    ^B  ^  .  /''•    dB   . 

Po-  P,  =  ?**,  -~y  »»  -rfT *»    Po~P.  =  9^^i—J  « -^  ^- 

mithin,  da  der  Capillardruck  an  der  Oberfläche  p,  =  p,  i^t, 

m^di=^J  mdB. 

Ist  X  in  der  Gleichung  m=  xa  constant,  und  nimmt  man  a  = 
an,  so  erhält  man  die  Quincke'sche  Formel 

Durch  Beobachtung  der  Steighöhen  fand  der  Verfasser  f&r  d 
löste  magnetische  und  diamagnetische  Salze,  Flüssigkeiten  ui 
Gase  X  bis  zu  den  grössten  angewandten  Feldstärken  constad 
Da  ferner  nach  seinen  früheren  Beobachtungen  die  magnet2^el 
Drehung  der  Polarisationsebene  selbst  bei  den  stark  magnetia 
baren  Körpern  dem  magnetischen  .Moment  proportional  war,  t{ 
ist  dasselbe  auch  bei  Flüssigkeiten  zu  erwarten;  da  nun 
X  constant  ist,  so  muss  die  Drehung  proportional  der  Feldsta 
also  die  Verdet'sche  Constante  von  der  Feldstärke  anabhäu 
sein,  was  in  der  That  die  Versuche  bestätigten.  Lbg. 


C.  LA  Roche.     Untersuchungen  über  die  Maguetisirua 
elliptischer   und   rechtwinkliger  Platten   von   weicbei 

Eisen.      WiedemanD  Ano.  (2)  XXXV.  168-188. 
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Die  Platte  befand  sich  im  Innern  einer  ellipsoidischen 
^:  irale,  deren  Windungen  auf  der  grönsten  Axe  senkrecht  stan- 
ieo:  ihre  Längsrichtung  fiel  in  dicHO  Axe;  die  äussere  magneti- 
Mrende  Kraft  X  ist  hier  in  allen  Punkten  constant  und  pro- 
r*ortional  der  Stromstärke  i.  Das  Moment  M  der  Platte  wurde 
iurch  die  Ablenkung  einoa  Onlvanomctors  bestimmt,  indem  die 
Wirkung   der    Spirale    seihst    eompensirt    wurde.    Die    Grösse 

itf         ffi 

(^  =     ~v  =  V    wuchs  his  zu  einem  Maximum  und  nahm  dann 

wieder  ab;  betrachtet  man  die  elliptisehe  Platte  als  ein  EUipsoid, 

und  ist  X,  die  magnetisiroudo  (U^samtkraft,  k  r^  ^    die  magne- 

k' 
lische  Suseeplibilität,   so  ist  hekanntlieh  ()  ■=  .  ,  wo  Po?  die 

Anziehung  des  homogenen  KUipsoids   auf  einen   innern   Punkt; 

hiernach  ist  *  =  -  ,  also  das  Maximum  von  G<  p-;  den 

Umstand,  dass  bei  einigen  Platten  diese  Bedingung  nicht  erfllllt 
war,  erklärt  der  Verfasser  daraus,  dass  dieselben  nicht  genau 
als  Ellipsoide  betrachtet  werden  konnton.  Lbg. 


A.  Hartwich.      Vau    Quadraiuenelektrometer    mit   con- 
stanier  Empfindlichkeit.    Wiodomunn  add.  (2)  xxxv.  772-791. 

Um  die  Ablenkung  von  den  Schwankungen  des  Nadelpoten- 
tials unabh2||igig  zu  machon,  hängt  der  Verfasser  die  Nadel 
bitilar  auf;  ist  dann  W  die  elektrische  Energie  des  Systemes, 
G  das  Gewicht  der  Nadel,  so  ist  die  Ablenkung  q>  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

d\V 
dqi 


"'"«'=-=-'-— rf»f 


dz 
Die  Berechnung  von  (wofür  er  den  Maxwell'schen  Ausdruck 

erhält)  und  zeigt,  dass  fllr  kleine  Quadranten-Potentiale  und 


dz 
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ein  grosses  Nadel-Potential  g>  von  den  Schwankangen  des  letztei 
unabhängig  wird,  wenn  die  verticale,  nach  nuten  gericht 
auf  die  Nadel  wirkende  elektrische  Kraft  gleich  ihrem  Gewi^ 
ist,  zu  welchem  Zweck  die  Nadel  etwas  näher  den  unteren  Qi 
dranten  liegen  muss;  der  dazu  nötige  Wert  des  Nadelpotenti^ 
lässt  sich  experimentell  dadurch  finden,  dass  er  q>  zum  Maxizs'. 
macht.  Lbg. 

GoüY.     Sur  r^lectromMre  ä  quadrants.     Almeida  J.  pj  v 

97-109. 

„Bei  einem  gut  gebauten  Instrumente  bedarf  man  nur  c 
Kenntnis  zweier  Coefficienten  y  und  l  zur  Berechnung  derW 
kungen  dtes  Apparates.  Der  erste  wird  durch  die  gewöhnlk 
Theorie  gegeben;  der  zweite,  welcher  bei  der  synMnetrigi'b« 
Ladung  eine  wesentliche  Rolle  spielt,  scheint  dagegen  sehr  seb^ 
berechenbar;  man  kann  jedoch  beide  leicht  durch  den  ^enM 
bestimmen."  Lp. 

C.  L.  Weber.      Drei    neue  Methoden    zur   Bestimmaa 
der   magnetischen  Inclination.     WiedemaDo  Add.  (2)  xxxv 

810-818. 


0.  Wiener.     Gemeinsame  Wirkung  von  Circularpolad 
sation  und  Doppelbrechung.  Wiedemann  Ann.  (2)  xxxv.  i 

Der  Verfasser  leitet  auf  geometrischem  Wege  folgende,  jm 
Teil  schon  von  Gouy  aufgestellte  Sätze  ab,  welche  sich  fibrige.. 
ohne  alle  Schwierigkeit  auch  durch  Rechnung  ergeben. 

1)  Zwei  gleichgedrehte  circulare  Schwingungen  von  (wi 
überall  im  folgenden  vorausgesetzt  wird)  gleicher  Schwingao^^ 
dauer,  aber  verschiedener  Amplitude  und  Phase  setzen  sieb  i: 
einer  circularen  Schwingung  zusammen.  Zwei  entgegengeseu 
gedrehte  circulare  Schwingungen  von  den  Radien  a^  nnd  ^^  <  «^ 
setzen  sich  zu  einer  elliptischen  Schwingung  mit  den  Axen  a^  f  ^ 
und  ^i— o,  zusammen,  deren  grössere  Axe  in  den  gemeinschatV 
lichen  Radius  fällt,  und  deren  Schwingungssinn  mit  demjenigen 
der  Schwingung  vom  grösseren  Radius  ttbereinstimmt 
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2}  Ersetzt  man  nach  1)  eine  elliptische  Schwingung  durch 
zwei  entgegengesetzt  circulare,  und  erhalten  diese  einen  Phasen- 
unterschied w,  so  setzen  sie  sich  nach  1)  wieder  zu  einer  um 

den   Winkel  -^  gedrehten   elliptischen   Schwingung  zusammen; 

die  Wirkung  der  Circularpolarisation  auf  eine  elliptische  Seh win- 
gang*  besteht  also  in  einer  blossen  Drehung  der  Ellipse  um 
denselben  Winkel,  um  den  eine  geradlinige  Schwingung  gedreht 
wird. 

3)  Erhält  die  grossere  Axencomponente  a  einer  rechtsge- 
drehten elliptischen  Schwingung  durch  Doppelbrechung  einen 
unendlich  kleinen  Phasenzuwachs  dS,  so  entsteht  eine  elliptische 
Schwingung   mit   denselben  Axen  a  und  6,   welche,   wenn   wir 

—  =  k  setzen,  um  einen  Winkel 
a 

nach  links  gegen  die  ursprflngliche  Ellipse  gedreht  ist;  und  jede 
der  beiden  Axencomponenten  erhält  gegen  die  entsprechende 
einen  Phasenzuwachs 

Fällt  die  kleinere  Axe  b  in  die  beschleunigende  Axe  der  Doppel- 
brechung, so  erhält  man,  indem  man  hierin  a  und  b  vertauscht, 

k  k* 

Die  Drehung  der  Ellipse  geschieht  also  nach  links  oder  nach 
rechts,  je  nachdem  ihre  grosse  oder  kleine  Axe  in  die  beschleu- 
nigende Axe  der  Doppelbrechung  fällt  („je  nachdem  sie  das 
Azimut  0  oder  90*^  hat^),  umgekehrt  bei  einer  links  gedrehten 
Schwingung;  und  die  Beschleunigung  einer  Ellipse  vom  Azimut 
0  gegen  eine  solche  vom  Azimut  90^  ist 

dS'--dd\  =\^dd. 

4)  Eine  beliebige  elliptische  Schwingung  lässt  sich  ersetzen 
durch  zwei  entgegengesetzt   gedrehte   elliptische   Schwingungen 
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von  den  Azimuten  0  und  90^  und  von  beliebigem,  aber  glekk 
Axenverhältnis. 

5)  Auf  dem  Wegelement  dl  bewirke  die  Circularpolarisatk 
eine  Drehung  ^dw  (z.  B.  nach  rechts),  die  Doppelbrechung  ein^ 
Phasenzuwachs  dd  für  die  Gomponente  nach  der  Axe  der  Doppf 
brechung.  Ersetzt  man  nach  4)  die  gegebene  elliptische  Srbw; 
gung  durch  die  zwei  ausgezeichneten  elliptischen  Schwin^cz< 
von  den  Azimuten  0  und  90®,  und  nimmt  f&r  die  er&te  dt 
Scbwingungssinn  nach  rechts,    so   bewirkt   die    Doppelbrcehin 

bei  beiden  eine  Drehung  dg>  =^- — tt^^  ^^^  links;   bestiinc 

man  also  k  so,  dass  d<p  =  ^dw  wird,  also 

2k  du> 


1-Ä'        dd 

wo  t  das  Verhältnis  des  durch  die  Gircularpolarisation  und  Je 
durch  die  Doppelbrechung  bewirkten  Phasenunterschiedes  'i- 
zeichnet,  so  bleiben  die  zwei  ausgezeichneten  SchwinguEr"^ 
ellipsen  nach  Lage  und  Gestalt  ungeändert  und  erfahren  ri 
einen  Phasenunterschied 

* 

gegen  einander.    Nun  ist  in  der  Regel  -jr-  und  -~zz-    coDsfa^r. 

ai  dl 

also  aucb  v  und  /r;  um  also  die  auf  einem  endlichen  Wege  don^l 

Gircularpolarisation    und    Doppelbrechung   ge&nderte    eiüptiscb« 

Schwingung  zu  erhalten,  hat  man  nur  den  zwei  ansgezeiehcettr: 

Schwingungsellipsen  einen  Phasenunterschied 

zu  erteilen  und  sie  zusammenzusetzen.  (Vergl.  den  ßeneiit 
S.  lllOflF.)  Lbg. 

W.  Wedding.      Die    magnetische  Drehung    der  Polari- 
sationsebene  bei  wachsender  Doppelbrechung  in  dila- 

tirtem    Glase.      Wiedemann  ADD.  (2)  XXXV.  25-48. 

« 

Enthält  eine  experimentelle  Bestätigung  der  im  vorigen  Re- 
ferat angeführten  Sätze.  Lbg. 
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F.  Kohlrausch.      Ueber   den    elektrischen    Widerstand 
des  Quecksilbera    Mäooh.  ner.  a-u. 


•I.  D.  EvBRBTT.    PhygiknÜHche  Einheiten  und  Conetanten. 
3^  Aufl.    Deutsch  von  V.  (-hftppuis  und  D.  Kreichgauer. 

Leipiig. 

Die  dritte  Auflage  dioHcs  anerkannt  trefflichen  Buches, 
welches  zugleich  eine  kurze  IJebersicht  ttber  die  Resultate  der 
Physik  giebt,  ist,  abgesehen  von  der  Berücksichtigung  neuerer 
Untersuchungen,  gegen  die  vorige  nicht  wesentlich  verändert 

Lbg. 

^Iay  und    Krriks.      Lehrbuch    dos   Elektromagnetismus. 

Stuttg»rt.  J.  Maler. 

Das  Buch  bietet  eine  hinreichend  grtlndliche  Einftlhrung  in 
die  Gesetze  und  die  Kloniente  der  Theorie  des  Elektromagnetis- 
mus. Ob  die  Form  der  Frage  und  Antwort,  welche  offenbar 
eine  schnelle  Repetition  ermAgliehen  soll,  sich  nicht  unbeschadet 
dieses  Zweckes  mit  geringerem  Uaumaufwand  durch  am  Rande 
angebrachte  Inhaltsangaben  hätte  ersetzen  lassen,  möge  dahin- 
gestellt bleiben.  Lbg. 

R.  Weber.     Aufgaben  aus  der  ElektricitUtslehre.     Berlin. 

Springer. 

Eine  recht  reichhaltige  und  zweckmässige  Aufgabensamm- 
lung aus  dem  gesaroten  Gebiet  der  Elektrkilfttslehre. 

Lbg. 

Weitere  Literatur. 

0.    LoDGK.      Modern    views    of    electricity.      Part.  IL 
Current.    electricity    (continued).       Nature  xxxvii.  8-13. 

Part   IIL      Mflgnetism.       ibid.  10r>-nO.  32*2-,S23, 344-348,  366-368; 
Part  IV.      Radiation,     ibid.  XXX VIII.  :]80-39.% 416-4 It», 590-592. 
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Wm.  Harkness,  A.  W.  Rocker.     On  the  constant  P  i\ 
Observation    of  terrestrial   magnetism.     Natw«    xxxvi 

127-128,  272-273. 

Beide  Autoren  haben  iür  diese  Constante  Aosdrtlcke  b. 
rechnet,  über  deren  Genauigkeit  sie  sich  abfinden.  Lp. 

G.  Adler,     üeber  die  Energie  und  die  Gleichge^cbt-J 
Verhältnisse   magnetisch  oder  dielektrisch  polarisirt'i 

Körper.     Exner  Rep   XXIV.  733-758. 

Neue  Bearbeitung  der  Aufsätze  aus  den  Wien.  Her.  XCI 
und  XCV,  vergl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  1082  und  XIX.  l^-T 
1112.  Lp. 

0.  Chwolson.     üeber  den  zweiten  Kirchhoffschen  Satz 

EzDer  Rep.  XXIV.  291-293. 

Kritik  des  üblichen  Beweises  und  Ersatz  desselben  darrh 
einen  neuen:  „Die  algebraische  Summe  aller  Gefälle  des  PoterJ 
tials  muss  gleich  sein  der  algebraischen  Summe  aller  Spr&nre 
desselben  hinauf".    Sir  =  2e.  Lp. 

O.  Chwolson.     Ueber  die  Dimension  der  elektromagne- 
tischen Einheit  des  elektrischen  Potentials.    Bxn«r  R<r^ 

XXIV.  294-297. 

Abänderung  des  in  den  Lehrbflchern  gebräuchlichen  Ganges 
der  Herleitung.  Lp. 

A.  Kürz,     üeber  die  Einführung  in  die  beiderlei  elek- 
trischen  Systeme.     Einer  Rep.  XXIV.  674-676. 

Vorschläge  zu  weiteren  Modificationen  bei  der  von  HerrB 
Chwolson  angeregten  Methode.  Lp. 

G.  Jäger.      Folgerungen    aus    den     Eigenschaften    der 
elektrischen     Leitungsfähigkeit      von      Salzlösungen. 

Exner  Rep.  XXIV.  416-433. 

R.  Felici.     Sul    Potenziale  di  un  conduttore  in   movi- 
mento  sotto  la  influenza  di  un  magnete.     NaoYo  Cimeoto 

(3)  XXIV.  32-40. 
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6.  Ferraris.  Salle  differenze  di  fase  delle  correnti, 
sul  ritardo  dell'  induzione  e  sulla  dissipazioDe  di 
energia  nei  trasformatori ;  ricerche  sperimentali  e  teo- 

riche.     Nuovo  Cimento  (3)  XXIII.  138-158,  193-211,    XXIV.  110123, 
242-256. 

A.  RiGHi.     Studi  sulla  polarizzazione  rotatoria  magnetica. 

Nqovo  Cimeoto  (3)  XXIII.  213-236. 

H.  HObscbmann.  Die  Ringfanctionen  und  ihre  Anwen- 
dung  auf  die  elektrostatischen  Probleme  des  Ringes. 

Di88.  Leipzig.  34  S.  4°. 

F.  Pascben.  üeber  die  zum  Funkenübergang  in  Luft, 
Wasserstoff  und  Kohlensäure  bei  verschiedenen  Drucken 
erforderliche  Potentialdifferenz.     Leipzig.  J.  A.  Barth  isbik 

DisB.  Straasbürg.  34  S.  8^ 

E.  Gartbe.  üeber  die  tägliche  und  jährliche  Periode 
der  Variationen  der  erdmagnetischen  Kraft  im  Moltke- 
hafen  auf  Süd-Georgien  während  der  Polarexpeditioneii 

von    1882   und    1883.     Dias.  Gottiogeo.  36S.  4». 

Ph.  Hüfp.  Ueber  den  jährlichen  und  täglichen  Gang 
der  erdmagnetischen  Kräfte  in  Tiflis  während  der 
Zeit  der    internationalen  Polarexpeditionen  1882  und 

1883.     Dies.  Göttingen.  35  S.  i^ 

A.  Ledüc.  Sur  la  p^riode  variable  d'un  courant  dans 
le  circuit  d'un  electro-aimant  de  Faraday.      Almeida  J. 

(2)  VIL- 38-47. 

—  t 

M.   PiLTSCBiKOFF.     Sur   la   thöorie   des   anomalies  mag- 

n^tiques.       Almeida  J.  (2)  VII.  437-441. 

Der  Aufsatz  ist  eiu  Auszug  aus  einer  in  russischer  Sprache 
veröffentlichten  Arbeit,  über  deren  Zweck  sich  der  Verfasser  in 
folgenden  Worten  ausspricht.  „Um  die  Ursachen  der  magneti- 
schen Anomalien  zu  bestimmen,  habe  ich  die  Beziehung  unter- 
suchen müssen,  welche  zwischen  den  störenden  magnetischen 
Massen  und  den  Gestaltswandlungen  der  verschiedenen  isomag- 
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netischen  Linien  besteht,  nämlich  den  äquipotentiellen^  den  h 
dynamischen,  den  isogonischen  nnd  den  isokliniseben  Lini« 
Dies  bedeutete  aber  die  Eröffnung  eines  neuen  Weges  in  d 
Wissenschaft;  denn  bis  zur  Stunde  ist  die  Theorie  der  Änomali* 
noch  nicht  in  Angriff  genommen  worden  (abgeseheD  tod  eini^* 
Andeutungen  des  Hrn.  Thal6n).  Ich  habe  daher  eine  sehaö: 
zu  müssen  gemeint  und  habe  zu  diesem  Zwecke  die  aranßr: 

liehe  Frage  studirt  nach  der  Theorie  der  Anomalien,  welche  a 

• 

der  Erdoberfläche  durch  eine  im  Inneren  der   Erde   befindlie! 
magnetische  Masse  +/i  erzeugt  werden  *'.  Lp. 


Gapitel  4. 

Wärmelehre. 

A.     Mechanische  Wärmetheorie. 
Ph.  Gilbert.     Siir  les  principes  de  la  thermodynamiqu-^ 

Rev.  des  qa.  sc.  XXIII.  225-246. 

In  einem  Berichte  über  die  Werke  von  Montier  (La  thent- 
dynamique.  1885),  Zeuner  (Technische  Thermodynamik.  lfs< 
Clausius  (Theorie  m^canique  de  la  chaleur,  tradnite  par  Fc!:i 
et  Ronkar.  1887),  Bertrand  (Thermodynamique.  1887)  anterwl- 1 
der  Verfasser  die  schwierigsten  Principien  der  mecbaniscbr.| 
Wärmetheorie  einer  kritischen  PrQfung.  Folgendes  sind  einid 
seiner  Folgerungen:  1.  Es  ist  schwierig,  die  Einführung  der  p»; 
tiellen  Ableitungen  einer  Grösse  0)  welche  nicht  eine  Function  zweier 
Veränderlichen  ist,  in  die  Thermodynamik  zu  rechtfertigen,  i'^ 
Es  ist  besser,  das  Princip  von.  der  Aequivalenz  als  eine  Fol^ 
gerung  aus  dem  mechanischen  Theorem  der  Energie  in  seire; 
Anwendung  auf  die  schwingende  Bewegung  anzusehen,  welcbe 
die  Wärme  ausmacht.  3.  Die  beste  Grundlage  fQr  das  zweite 
Princip    der   mechanischen   Wärmetheorie   scheint   das  folgende 


CapiteI4.    Wärmelehre.  1195 

Postulat  zu  sein:  „Die  lebendige  Kraft  der  schwingenden  Wärme- 
bewegong  ist  der  absoluten  Temperatur  proportional.^  Ausser- 
dem wird  zum  Beweise  des  Princips  angenommen,  dass  die  ab- 
solute Temperatur  fUr  einen  gegebenen  Körper  eine  Function 
des  Volumens  und  des  Druckes  ist.  Mn.  (Lp*.) 


J.  Parker.       On    an    extension    of    Carnot's    theorem. 

Phil.  Mag.  (5)  XXV.  512514. 

Die  Note  bezweckt,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  die  An- 
sicht, kein  nicht  umkehrbarer  Mechanismus  könne  so  wirksam 
sein  wie  der  Garnot'sche,  unhaltbar  sei.  Indem  ein  „Gleich- 
gewichts weg"  als  ein  Weg  definirt  wird,  bei  welchem  das  be- 
trachtete System  in  jedem  Punkte  im  61eichgewi(^hte  ist,  wird 
die  Bemerkung  gemacht,  dass  ein  umkehrbarer  Weg  immer  ein 
Gleichgewichts  weg  ist;  allein  einige  vom  Verfasser  angestellten 
Versuche  über  die  Löslichkeit  ?on  Stoffen  zeigen,  dass  ein 
Gleichgewichtsweg  nicht  mit  Notwendigkeit  umkehrbar  ist.  Diese 
Versuche  habßn  ihn  zu  dem  Schlüsse  geführt,  dass  in  jedem  be- 
liebigen nicht  umkehrbaren  Gleichgewichts-Cyklus  die  zerstreute 
Energie  gleich  Null  ist,  dass  dagegen  in  allen  anderen  nicht 
umkehrbaren  Cyklen  die  zerstreute  Energie  einen  constanten 
Wert  hat.  Daher  ist  jeder  nicht  umkehrbare  Gleichgewichts- 
Mechanismus  ebenso  wirksam  wie  Carnof  s  vollkommen  umkehr- 
bare Maschine,  und  alle  anderen  nicht  umkehrbaren  sind  weniger 
wirksam.  Gbs.  (Lp.) 

• 

A.  LoDGE.     Note  on  the  dimeiysions  and  meaning  of  J, 
usually    calied    the    mechanical    äquivalent    of    heat. 

Natare  XXXVII.  320. 

A.  LoDGE.      Mechanical    equivalent    of    heat.         Nature 

XXXVII.  365. 

Statt  das  mechanische  Wärmeäquivalent  als  das  Verhältnis 
von  Arbeit  zu  Masse  mal  Temperatur  zu  definiren,  setzt  der 
Verfasser   statt   „Temperatur"    die    „Temperatur-Erhöhung"    um 
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Vj  und  dann  wird  /  gleich  der  speeifischen  Wi&rme  yon  Wasse 
sodass  die  erste  Gleichung  der  mechanischen  Wärmetheoiie  win 

dQ-p  .dV^^cJm.  dd+mdL 

In  der  zweiten  Note   wird    die   Priorität  dieser  Anschaanng  b 
Clerk  Maxwell,  Theory  of  heat,  anerkannt.  Lp. 


A.  PifROT.  Sur  la  mesure  du  volume  sp^ifiqiie  de 
vapeurs  saturöes  et  la  d^termination  de  T^quivalerj 
mdcanique  de  la  chaleur.      Ann.  de  chim.  et  Pbyi.  (^  xn 

145-190,  Almeida  J.  (2)  VIT.  129-148. 

Auf  Grund  einer   vorangehenden  Experimentalantersncbu 
berechnet   der   Verfasser   am    Schlüsse   seiner  Arbeit  mit  HBltl 
theoretischer  Betrachtungen   das   mechanische   Wärmeäquirale 
zu  £  =  424,63  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  von  0,34. 

Lp. 

H.   Le  Chatblibr.     Sur  les  fonctions  caract^ristiques  dt 

M.    MaSSIBÜ.    0.  R.  CVI.  1343-1344. 

Massieu's  charakteristische  Function  wird  in  der  Form  dar 
gestellt : 

deren  Eigentümlichkeit  die  ist,   dass   jedes    Glied  als  Funetioii 

einer  einzigen  Veränderlichen  erscheint  Sbt. 

•  

P.  DüHEM.  Sur  un  memoire  de  M.  Max  Planck  ajant 
pour  titre:    „Sur    le    principe    de    raccroissensent  de 

Tentropie".     Almeida  J.  (2)  VII.  124-127. 

Besprechung  einiger  Stellen  der  in  F.  d.  M.  XIX.  18^7. 
1166  angezeigten  Arbeit  des  Herrn  Planck.  Unter  Verweisung 
auf  seine  Schrift:  „Sur  le  potentiel  thermodynamiqae  et  ses 
applications*-'  (Paris    1886)   sucht   der   Verfasser    nachzuweisen. 
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dass  er  in  Betreff  des  Clausias-üorstmann'Bchen  Prineips  der- 
selben Ansicht  sei  wie  Herr  Planck,  der  Ton  diesem  ihm  vorge- 
worfene Irrtum  also  nicht  vorhanden  sei;  in  anderen  Dingen 
nimmt  Herr  Duhem  fOr  sich  die  Priorität  in  Anspruch. 

Lp. 

M.  Brillouin.  Chaleur  sp^cifique  pour  une  transfor- 
mation  quelcoDque  et  tbermodynamiquQ.     Aimeida  J.  (2) 

VII.  148-132. 

AI.  Brillouin.     Note  sur  ud  point  de  tbermodynamique. 

Aimeida  J.  (2)  VII.  315-316. 

Bemerkungen   Ober   die   Hypothesen,    welche   bei  der  Auf- 
stellung der  Formel  der  Wärmetheorie 

dQ==Adp+Bdc 
stillschweigend  gemacht  worden.    In  der  zweiten  Note  zieht  der 
Verfasser,   von  Herrn   Haga   dazu   veranlasst,    eine   Kritik  der 
Edlund'schen  Bestimmung  des  mechanischen  Wärmeäquivalents 
zurück.  Lp. 

B.  Stankewitsch.  Studien  auf  dem  Gebiete  der  kine- 
tischen Tbeorie  der  Körper.  Warech.  Nachr.  1888.  80  s. 
(RoBsisch.) 

B.   Stankkwitsch.      Zur    meebaniscben    Wärmetbeorie. 

Warsch.  Nachr.  18BÖ.  16  S.  (Rassisch.) 


N.   PiROGOFF.     üeber  das  Virial  der  Kräfte.      Phjs.  Ges. 

St  Petersb.  XX.  l-2a  (Russisch } 


P.  DE  Hebn.  Determination  des  variations  que  le  coef- 
ficient  de  frottement  des  solides  6prouve  avec  la  tem- 

p^rature.      Belg.  Bull.  (3)  XVf.  57-62. 

P.  DB  Hebn.  Determination  des  variations  que  le  frotte- 
ment int^rieur  de  l'air,  pris  sous  diverses  pressions, 
^prouve  avec  la  temp^rature.    Belg.  Bull.  (3)  XVI.  195-206. 
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Die  letzte  Arbeit  des  Herrn  de  Heen  entkräftet  die  SchlQ88e 
des  Herrn  Hirn  gegen  die  kinetische  Gastheorie. 

Mn.  (Lp.) 

Ph.  Gilbert.      Sur    les    relations    entre  las   coefficients 
*  calorimötriques  d'un  corps.    Brux.  S.  sc.  Xll.  B.  91-96. 

Kennt  man  die  Beziehung  zwischen  dem  Drucke,  dem  Vo- 
lumen  und  der  *  absoluten  Temperatur  eines  Körpers,  so  kann 
man  die  calorimetrischen  Goefficienten  eines  anderen  nur  mit 
einer  willkürlichen  Function  der  absoluten  Temperatur  vollständig 
bestimmen.  Der  Verfasser  findet  nach  einer  einfachen  Methode  die 
partiellen  Differentialgleichungen,  denen  die  beiden  specifischen 
Wärmen  genügen,  und  zieht  in  den  Fällen,  wo  sie  nur  von  der 
Temperatür  abhängen,  daraus  einige  Folgerungen. 

Mn.  (Lp.) 

P.  DE  Heen.  Note  sur  le  travail  mol^culatre  des  li- 
quides organiques.  Determination  des  variations  de 
la  chaleur  sp^eifique  des  liquides  avec  la  temp^rature. 
Belg.  Bull.  (3)  XV.  (165-191);  au  voisinage  de  la  tempdrature 

Critique.    ibid.  522-528. 

lieber  die  experimentelle  Bestätigung  der  Beziehung: 

T  =  CP— 2 .  4n  =  const 
zwischen  der   mittleren   specifischen  Wärme   C,    dem  Molecular- 
gewichte  P  und  der  Anzahl  n  von  Atomen,  die  im  Molecfil  ent- 
halten sind;  T  ist  die  moleculare  Arbeit.  Mn.  (Lp.) 

G.  P.  Grimaldi.  Sur  la  dilatation  thermique  des  li- 
quides k  diverses  pressions.     Almeida  J.  (2)  VII?  72-79. 

P.  DE  Heen.  Note  touchant  un  travail  de  M.  Grimaldi 
„Sur  la  dilatabilitd  thermique  des  liquides".       Almeida 

J.  (2)  VII.  150158. 

Auf  Grund  von  Versuchen   kritisirt   Herr  Grimaldi  die  be- 
züglichen   theoretischen    Formeln,    unter   diesen    besonders    die 
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Gleichangen  des  Herrn  de  Heen.  Dieser  letztere  verteidigt  in 
der  zweiten  Notiz  seine  Theorie  gegen  die  Auffassung  des  ersteren 
Autors.  Lp. 

H.  Fritz.  Beiträge  zu  deu  Beziehungen  der  physikali- 
schen Eigenschaften  der  Körper.  Wolf  z.  xxxiil.  56-65. 
Bei  weiterer  Verfolgung  früherer  Untersuchungen  des  Ver- 
fassers ergab  sich  folgende  einfache  Beziehung  zwischen  dem 
Atomgewicht  A^  der  specifischen  Wärme  «,  der  Dichtigkeit  J 
und  der  absoluten  Temperatur  des  Schmelzpunktes  T: 


As .  J,  .{^  =  f-^ . 


Die  Formel  wurde  an  48  Elementen  und  40  teils  unorganischen, 
teils  organischen  Verbindungen  geprüft  und  ergab  meist  gute 
Uebereinstimmung  mit  den  Beobachtungen.  Sbt. 

A.  Weilenmann.     Volumen  und  Temperatur  der  Körper, 
insbesondere  der  Flüssigkeiten.      Wolf  z.  xxxill.  37-56, 

Ezner  Rep.  XXIV.  660-673. 

Die  Thatsache  der  Abnahme  des  Ausdehnungscoefficienten 
mit  der  Erniedrigung  der  Temperatur  scheint  darauf  hinzudeuten, 
dass  nicht  nur  fttr  das  Wasser,  sondern  auch  für  andere  Flüssig- 
keiten jeuer  Coefficient  einmal  0  und  darauf  negativ  werden 
müsste,  wenn  nicht  für  die  meisten  Flüssigkeiten  das  Minimum 
des  Volumens  unter  dem  Erstarrungspunkte  läge.  Der  Verfasser 
sucht  für  jene  Umkehrung  eine  Erklärung  zu  geben.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Cohäsion,  die  ihm  identisch  erscheint 
mit  der  Schwerkraft,  umgekehrt  proportional  ist  dem  Quadrate 
des  Molecularabstandes,  führt  die  Anwendung  des  Princips  der 
Erhaltung  der  Energie  auf  die  Umwandlung  von  dem  Volumen 
Vq  zu  V  unter  dem  Drücke  p  zu  der  Gleichung: 

— i T-  +  PC^-t'o)  =  ß  '  (»+«i)  •  (w»  +  0, 

wo  %  die  Anzahl   der   inneren  Aether-,   z^  die  der  Körpermole- 
Güle,  A,  A,  ß  und  m  aber  Constanten  bedeuten. 
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Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  nun  die  Annahme  einer 
y^Aetheirerdunstung*,  nämlich  einer  Veränderlichkeit  der  Zahl 
der  AethermolecQle.  ^Steigt  die  Temperatur,  so  erhöht  sich  im 
Innern  die  kinetische  Energie,  also  auch  die  Geschwindigkeit, 
und  es  treten  anflinglich  mehr  MolecOle  aas  als  ein,  ihre  Anzahl 
im  Körper  vermindert  sich,  bis  schliesslich  wieder  Gleichgewicht 
eintritt"     Der  Verfasser  setzt  daher  d»  =  — fCO*^  ^^id  findet^ 

dass  die  Hypothese  f(J)  =  — ~—  das  Verhalten  des  Wassers  zu 

erklären  vermag.  Die  oben  angefahrte  Gleichung,  die  übrigens 
fQr  Gase  leicht  die  bekannte  Form  annimmt,  liefert  dann,  wenn 

noch  statt  v  die  Dichte  d  =  —  eingeführt  wird,  nach  einigen 
Umformungen: 

S=  r+€(m+0  — o(m+0.1og(m+0^7-P-(«'— O- 
Für  gewöhnlich  kann   der   äussere  Druck  p   vernachlässigt  und 

somit  das  letzte  Glied  unterdrückt  werden.  Die  Constanten 
haben  dann  für  Wasser  folgende  Werte:  y  =  0,992  713; 
log«  =  0,948  983-4;  logo  =  0,644907-4;  m  =  34*.  Die  nach 
der  Formel  berechneten  Zahlen  zeigen  gute  Uebereinstimmung 
mit  den  Ergebnissen  verschiedener  Beobachter,  insbesondere  auch 
die  aus  der  vollständigen  Formel  erhaltenen  Werte  mit  den  für 
höhere  Temperaturen  angestellten  Beobachtungen  von  Hirn. 

Auch  ftir  Alkohol  werden  die  Resultate  der  Formel  mit  den 
Beobachtungen  von  Kopp  und  Recknagel,  sowie  für  Methylalkohol 
Ameisen-,  Essig-  und  Buttersäure  mit  Eopp's  Beobachtungen  ver- 
glichen. Sbt. 

O.  PiLLiNG.     Ueber  die  Grösse  der  MolecUle  in  Flüssig- 
keiten.    Pr.  Realgymn.  Erfurt.  1887  u.  1888. 

Es  wird  versucht,  das  Volumen  der  MoIecQle  von  FlOssig- 
keiten  aus  der  Temperatuc  des  Siedepunktes  und  dem  dabei  be- 
obachteten specifischen  Volumen  herzuleiten.    In  der  von  van  der 

Waals  gegebenen  Gleichung  [p-\ — rJ'(V  —  ^)  =  '^(l  +  «0  be- 
deutet b  das  vierfache  Volumen  der  Molecttle,   aber   nur,    wenn 
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v>2b.  Da  fQr  Flfissigkeiten  meistens  o  <  26  sein  wird,  so 
muss  die  GleichuDg  für  diese  besonders  untersucht  werden,  und 
da  in  ihr  mehrere  Gonstanten  vorkommen,  so  mQssen  zu  deren 
Bestimmung  noch  weitere  Gleichungen  abgeleitet  werden. 

Durch  Untersuchung  der  Anziehung  der  FlQssigkeitsteilchen, 
die  an  der  Oberfläche  eine  Art  Druck  bewirkt,  ergiebt  sich  zu- 
nächst 2tjP  =  0,  und  zwar  bedeutet  v  das  Volumen  der  Massen- 
einheit, P  den  von  der  Anziehung  der  inneren  auf  die  nahe  der 
Oberfläche  gelegenen  Teilchen  herrührenden,  auf  die  Flächen- 
einheit bezogenen  Druck,  Q  die  Arbeit,  die  erforderlich  ist,  um 
die  Masseneinheit  der  Flüssigkeit  aus  dem  Inneren  so  weit  nach 
aussen  zu  bringen,  dass  keine  Einwirkung  seitens  der  Flüssig- 
keit mehr  stattfindet.  Diese  Gleichung  wird  zuerst  unter  der 
Voraussetzung  abgeleitet,  dass  die  Dichte  von  der  Oberfläche  an 
durchaus  constant  sei ;  es  zeigt  sich  aber  nachher,  dass  sie  auch 
noch  gilt,  wenn  man  die  der  Wirklichkeit  besser  entsprechende 
Annahme  einer  oberflächlichen  Uebergangsschicht  mit  veränder- 
licher Dichtigkeit  macht.  —  Nach  der  Untersuchung  der  Ein- 
wirkung der  Molecüle  auf  eins  derselben  wird  die  Grösse  Q 
näher  bestimmt,  die  verwandt  ist  mit  der  inneren  latenten  Wärme. 

Die  Zustandsgieichung  für  Flüssigkeiten  wird  nach  van  der 
Waals  hergeleitet  aus  einer  von  Clausius  gegebenen  Beziehung. 
Sie  erscheint  hier  zuletzt  in^  der  Form  P.(ü— cy)  =  fi .  T,  und 
zwar  bedeutet  a  den  Raum,  der  von  je  einem  Molecül  für  die 
anderen  unzugänglich  gemacht  wird;  T  ist  die  Temperatur,  die 
dem  Drucke  p  des  gesättigten  Dampfes  entspricht-,  R  ist  eioe 
dem  Moleculargewicht  umgekehrt  proportionale  Grosse. 

Eine  nähere  Untersuchung  der  schon  erwähnten  Uebergangs- 
Schicht  führt   zu    einer    dritten    Gleichung:   log  —  =  -5^1    wo 

p  Hl 

a  =  flöge. 

Durch  Verbindung  der  drei  Gleichungen  erhält  man,    wenn 

2v 
mit  X  bezeichnet  wird: 

RT 

log =  0,301— log  a;-f  aar, 

pv 

Forttchr.  d.  Math.  XX.  3.  76 


1202  ^L  Absefcaitt.    MatheBatiicbe  Physik. 

ood  wenn  eodlieh  r,  =  -^.-  =  roi    (.V   Anzahl    der    Molecfile). 
a,  =  o»  ist,  also  :r  = 


T 
ax  =  log2;  +  l<^ HI16I3I. 


<^. 


Zur  Berechnoog  von  a,  aus  dieser  Gleichung  legt  man  am  besten 

Tabellen  an,   die    neben   x  die  der  Gleiehong    entsprechenden 

T 
Werte  von  —  -  enthalten,  ninunt  aas  ihnen  dann  für  ein  gegebenes 
r,  ^^ 

T 

das  X  and  berechnet  a..    Der  Verfasser  teilt  die  Werte  fQr 

eine  Reihe  von  Stoffen  mit;  beispielsweise  für  H^O  ist  T=  373, 
r,  =  18,7,  a,  =  16,0. 

Der  TOD  einem  Molecfll  ausgeschlossene  Baam  ist  bestimmt 
darch  die  Art  und  Weise  der  Aneinanderlagerung  der  Massen. 
Ist   X^  der   ausgeschlossene    Raum    f&r    ein    Moleeül,    so    wird 

A,  =  A, .  0,84,    i,  =  io  •  ^fi^   ^  ^'   ^'^  J®  nachdem  ein,    zwei 
u.  s.  w.  andere  Holec&le  sich  an  das  erste  anlagern«        Sbt. 


C.  PüSCHL.      Heber   die   specifische  Wärme  und  die  in- 
neren Kräfte  des  Wassers.  ,  Wien.  Ber.  XCVII.  iii»-ii27. 

Ist  r  die  ausdehnende  Kraft  der  in  einem  bestimmten  Vo- 
lumen Flüssigkeit  enthaltenen  Wärmemenge,  p  der  äussere  Druck 
und  q  eine  von  der  Wärme  verschiedene  innere  Kraft,  die  der 
Ausdehnung  entgegenwirkt,  so  ist  für  das  Gleichgewicht  r  =  p+9* 
Mit  Hülfe  gewisser  Gleichungen,  die  der  Verfasser  entwickelt, 
wird  es  möglich,  aus  Versuchen  über  specifische  Wärme  die  In- 
tensität der  Kraft  r  zu  bestimmen.  Diese  Gleichungen  werden 
angewandt  auf  das  durch  das  Dicbtigkeitsmaximum  und  die  bei- 
den Minima  der  speeifischen  Wärme  eigentümliche  Verhalten  des 
Wassers.  Es  ergiebt  sieh  für  das  Maximum  der  Dichtigkeit 
r  =  42180  und  für  den  Gefrierpunkt  r  ==  41050  Atmosphären. 
Die    Kräfte  r  und  q  scheinen  dem   Verfasser,    wie   er   ausführt, 
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ihrem  Wesen   nach   ganz   andere   zu    sein,    als   man   nach  den 
Principien  der  kinetischen  Wärmetheorie  gegenwärtig  annimmt. 

Sbt. 

P.  DuHEM.     Sur   un  memoire  de  M.  Robert  von  Helm- 
holtz:     »Sur   la   Variation   du    point    de    coug^lation^. 

Almeids  J.  (2)  VII.  122-123. 

Prioritäts-Reclamjition,  gestützt  auf  Gitate  aus  des  Verfassers 
Werk  „Le  potentiel  thermodynamique".  Lp. 

—     -  • 

J.   Parker.     The  thermodynamics  of  cryohydrates. 

Phil.  Mag.  (5)  XXV.  406-409. 

Der  Aufsatz  begründet  interessante  Ergebnisse  über  die  Wir- 
kung des  Drucks  auf  den  Gefrierpunkt  und  auf  die  Zusammen- 
setzung der  Krystallbydrate.  Gbs.  (Lp.) 


P.  H.  DojES.  Over  eenige  formules,  betrekking  hebbende 
op  de  veranderingen  in  samenstelling  der  oplossingen, 
door    druk  -  en    temperatuursveranderingen    bewfrkt. 

Amst.  Versl.  en  Meded.  (3)  V.  226-249. 

Diese  Arbeit  enthält  eine  Anwendung  der  Theorie  des  ther- 
modynamischen  Potentials  auf  die  durch  geänderten  Druck  oder 
Temperatur  bewirkten  Abweichungen  in  der  Zusammensetzung 
der  Auflösungen. 

Im  Anschluss  an  die  Untersuchungen  von  Gibbs  und  Duhem 
werden  nach  einander  behandelt:  1)  zwei  teilweise  mischbare 
Stoffe,  2)  feste  Körper  und  Gase,  3)  Frieren  von  Salzlösungen, 
4)  Kryohydrate.  Der  letzte  Gegenstand  war  bereits  von  Herrn 
Parker  (vgl.  den  vorangehenden  Bericht)  behandelt,  aber  nach 
der  Ansicht  des  Verfassers  in  nicht  ganz  zutreffender  Weise. 

G. 

P.    C.    F.    Frowein.       Die    Dissociation    krystallwasser- 

baltiger   Salze.       Zs.  für  phys.  Chenrie  I.  5ff.  [AlmeidaJ.  (2)  VlI. 
316-321.]  . 

76* 
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Die  Thermodynamik  beweist  eine  Beziehung  zwischen  der 
Bildangswärme  des  kry  stall  wasserhaltigen  Salzes  und  seiner 
Dissociationsspannung.  Herr  Frowein  beabsichtigt  in  seiner  Ab- 
handlung die  Einwürfe  Naumann's  gegen  die  Anwendbarkeit  der 
Thermodynamik  auf  die  chemischen  Vorgänge  zu  entkräften, 
und  meint  die  Bestätigung  jener  Beziehung  gefunden  zu  haben. 
Herr  Duhem  dagegen  ist  anderer  Ansicht  und  entwickelt  in  seiner 
Anzeige  der  Frowein'schen  Arbeit  in  Almeida  J.  VII  eine  durch- 
aus neue  Lösung  der  Aufgabe.    Dadurch  gelangt  er  zur  Formel 

L  =  ARTlogy^  während  die  Frow^ein'sche  lautet 

„Der  Irrtum  des  Herrn  Frowein  rührt  dayon  her,  dass  er  einen 
ungenauen  Satz  als  selbstverständlich  aufgefasst  hat,  nämlich: 
Die  Bildungswärme  des  Hydrates  ist  die  Differenz  zwischen  der 
zur  Dissociation  un(l  der  zur  Verdampfung  reinen  Wassers  nötigen 
Wärme.**  Lp. 


Ch.  Antoine.     Tension»   des  vapeurs:  nouvelle  relation 
eutre  les  tensions  et  les  temp^ratures.   c.r.CVIL681-6!<4, 

778-780,  836-837. 

Die  Abhängigkeit  des  Dampfdruckes  P  von  der  Temperatur 
d^  die  für  jeden  Dampf  von  einem  besonderen  Nullpunkte  an  zu 

rechnen  ist,  wird  in  der  Form  gegeben  logP  =  Ä.\^D ^-j- 

A  und  D  bedeuten  Constanten,  die  empirisch  zu  bestimmen  sind. 
Ihre  Werte  und  die  Lage  des  Nullpunktes  werden  für  eine  Reihe 
von  Dämpfen  mitgeteilt.  Sbt. 


P.  Gerber.  Der  absolute  Nullpunkt  der  Temperatur. 
Die  Arbeit  der  Wärme  beim  Sieden  und  die  Dämpfe 
im  Zustande  der  Sättigung.      Leopold.  Akad.  Lii.  103  -  ia'>. 

106-124. 


GapiteI4.     Wärmelehre.  1205 

Die  bisherige  Bestimmung  des  absoluten  Nullpunktes  aus 
dem  Mariotte-Gaj-Lussae^schen  Gesetze  ist  unsicher  wegen  der 
beschränkten  Gültigkeit  dieses  Gesetzes.  Da  letzteres  vielmehr 
dabin  abzuändern  ist,  dass  die  Spannung  p  des  Gases  um  den 
gegen  die  Ausdehnung  gerichteten  Moleculardruck  q  vermehrt 
und  der  Gesamtraum  e  desselben  um  den  Raum  der  MolecQle  6 
vermindert  wird,  so  gilt  die  Gleichung: 

und    diese    muss    zur    Bestimmung   des    absoluten  Nullpunktes 

(^ j  benutzt  werden.    Bei  den  Versuchen  von  Regnault,  bei 

denen  die  Temperatur  von  0  auf  100°  erhöbt  und  dann  entweder 
die  Druckzunahme  bei  constantem  Volumen  oder  die  Ausdehnung 
bei  constantem  Druck  beobachtet  wurde,  war  die  Temperatur 
vom  Punkte  der  Verflüssigung  weit  genug  entfernt,  sodass  der 
Moleculardruck  vernachlässigt  werden  kann,  und  da  für  0°  das 
Mariotte'sche  Gesetz  gilt,  also  auch  der  Molecularraum  ausser 
Betracht  kommen  kann,  so  erhält  man  für  zwei  Versuche: 

P»ooKoo~^.oo)  =  p.t>,(l+100x), 

p;o.Koo-6;.o)  =  pyo(i.+ioox). 

Innerhalb  enger  Grenzen  der  Druckzunahme  wird  6,,^  =  *ioo 
sein,  und  da  p^v^  =  p'o^^q^  8<>  fo'&t 


ri«o      rioo 

Daraus  erhält  man  schliesslich,  wenn  die  Goefficienten  der  Druck- 
zunähme  oder  AusdehnuDg  a  und  a'  heissen: 

0  Pi«a      Pi  00 

Der  Verfasser  benutzt  zur  Bestimmung  die  Beobachtungen 
Regoaulfs  an  Luft,  Kohlensäure  und  schwefliger  Säure,  und  die 
erhaltenen  Werte  schwanken  nur  zwischen  0,36392  und  0,36469. 
Aus  den  für  Luft  geltenden  Werten  folgt,  dass  der  absolute  Null- 
punkt bei  —274,43°  C.  liegt. 

In  der  zweiten  Abhandlung  leitet  der  Verfasser  aus  dem 
zweiten  Hauptsatze  der  Wärmetheorie  die  folgenden  beiden 
Sätze  ab: 
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1)  Die  äussere  oder  innere  Arbeit,  welche  Wärme  bei 
veränderlicher  Temperatur  vollführt,  hängt  von  der  Grösse 
Wärme  und  Temperatur  so  ab,  dass  ihre  Variation  zugleich 
der  Variation  der  Wärmegrösse  verschwindet. 

2)  Das  Verhältnis  der  bei  unveränderlicher  Temperalut 
einen  Körper  Übergefährten  Wärme  zum  absoluten  Werte 
Temperatur  selbst  ist  von  dieser  und  der  Geschwindigkeit 
welcher  die  Grösse  der  Wärme  sich  beim  Uebergange  zu  ei| 
anderen  Temperatur  ändert,  so  abhängig,  dass  seine  Variäi 
zugleich  mit  der  Variation  jener  Geschwindigkeit  Null  wird 

Bei  der  Anwendung  dieser  Sätze  auf  die  Verdampfung 
giebt  sich  aus  1),  dass  das  Verhältnis  der  äusseren  zur  ^as 
Arbeit  der  Wärme  bei  der  Verdampfung  proportional  ist 
von  einem  gewissen  Anfangswerte  gezählten  Temperator. 
Gesetz  wird  bestätigt  durch  die  vorliegenden  Beobachtan^ea 
Wasser,  Chloroform,  Schwefelkohlenstoff  und  Aether.  Eine  F« 
desselben  ist,  dass  jeder  Stoff  eine  Verdampfungsgrenze  be^* 
die  berechnet  werden  ^ann,  oder  dass  eine  Temperatur  ex;-* 
unterhalb  deren  die  Verdampfung  nicht  möglich  ist;  und  fen 
dass  für  jeden  Stoff  bei  einer  gewissen  Temperatur  die  luv 
Arbeit  der  Verdampfung  ein  Maximum  wird.  Mit  Benur? 
der  Glapeyron'schen  Formel  für  die  Dampfspannung  folgt  wei 
aus  1),  dass  die  Spannung  der  gesättigten  Dämpfe  proporti 
ist  einer  constanten  Potenz  des  Verhältnisses  der  von  der  V 
dampfungsgrenze  zu  der  vom  absoluten  Nullpankte  gezü 
Temperatur.  Die  Bestätigung  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aob  c 
Messungen  RegnauU*s. 

Aus  den  mitgeteilten  Tabellen  geht  hervor,  dass  ^,  ^c 
überhaupt,  nur  in  seltenen  Fällen  möglich  sein  wird,  die 
rechnete  Verdampfungsgrenze  durch  unmittelbare  Beobacbtuci 
hinreichend  genau  festzustellen. 

Aus  2)  folgert  der  Verfasser  weiter  den  Satz:  Die  V 
dampfungswärme  ist  proportional  einer  constanten  Potenz  i 
Verhältnisses  der  abwärts  vom  kritischen  Punkte  zu  der  r<r 
absoluten  Nullpunkte  gezählten  Temperatur.  Hiemach  kann  a 
der  Verdampfungswärme  der  kritische  Punkt  bestimmt  wcTii 
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ieser  neue  Satz  zeigt  auch,  dass  das  Vorhandensein  einer  Ver- 
3.  stmpfungsgrenze  nicht  auf  der  Unmöglichkeit,  die  Flüssigkeit 
&mj  verdampfen,  beruht,  sondern  auf  einer  Eigenschaft  des  Dampfes 
i^elbst,  nämlich  dem  Gleichgewicht  zwischen  dem  Druck  der 
Wärme  und  der  Anziehung  der  Molecüle.  Durch  Anwendung 
cler  gefundenen  Gleichungen  kann  endlich  die  Raumzunahme  bei 
der  Verdampfung  für  jede  Temperatur  bestimmt  werden. 

Sbt. 


Gautzine.     üeber  den  Einfluss  der  Krümmung  der 
Oberfläche  einer  Flüssigkeit  auf  die  Spannkraft  ihres 

gesättigten   Dampfes.     Wiedemann  Ana.  (2;  XXXV.  200-208. 

W,.  Thomson  hat  gezeigt,  dass  die  Spannkraft  des  gesättigten 
Dampfes  einer  Flüssigkeit  bei  concaver  oder  convexer  Ober- 
fläche kleiner  bezw.  grösser  ist  als  bei  ebener  Oberfläche,  und 
hat  den  Druckunterschied  dargestellt  durch  die  Formel: 

wo  p,  und  p,  die  Spannkraft  bei  ebener  und  gekrümmter  Ober- 
fläche bezeichnen,  T  die  Oberflächenspannung,  J  die  Dichte  der 
Flüssigkeit,  a  die  ihres  Dampfes  und  r,  und  r,  die  Hauptkrttm- 
mungsradien  der  freien  Oberfläche,  die  für  eine  concave  Fläche 
positiv  gerechnet  werden.  —  Stefan  hat  durch  seine  Betrachtungs- 
weise gefunden,  dass  die  Arbeit,  die  notwendig  ist,  um  ein  Molecül 
der  Wirkungssphäre  der  freien  Oberfläche  zu  entziehen,  grösser 
ist  für  concave  als  für  ebene  oder  gar  convexe  Oberflächen, 
ein  Satz,  dessen  Folgerungen  übereinstimmen  mit  denen  aus  der 
Thomson'schen  Formel.  Die  theoretischen  Ansichten  Stefanos 
werden  in  der  vorliegenden  Arbeit  weiter  entwickelt,  und  der 
Verfasser  erhält  schliesslich  die  Formel: 

wo  ^0  den  Radius   der  Wirkungssphäre   der  Molecüle  bedeutet. 
Der  Vergleich  beider  Formeln  lehrt: 

T  =  ^».-J.t/;C^J     oder     -^^  =  F{q,\ 
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d.  h.  der  Quotient  ans  der  OberfläehenspannaDg  und  dem  Quadrat 
der  Dichte  ist  nur  Function  der  Wirkung;6weite  der  Molecüle. 
Nacb  einem  yon  Bartoli  gefundenen  empirischen  Gesetz  ist  aber 

T 

— -^  =  const,   wo  c  die   specifische   Wärme  der  Fl&ssigkeit; 

Cm   ^# 

also  ergiebt  sich  c  =  ^^(^J,  d.  h.  die  specifische  Wärme  ist  nur 
Function  der  Wirkungsweite  der  MoIecQle.  Sbt. 


P.  DuHEM.      Sur    quelques    propridtes   des    dissolutions. 

Almeida  J.  (2)  VII.  5-25. 

Eine  rein  theoretische  Studie,  im  Anschluss  an  die  Schrift 
des  Verfassers  „Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications". 
Paris,  1886,  unter  Bezugnahme  auf  Arbeiten  Ton  J.  H.  Vao 
t'Hofif,  von  Raoult  und  auf  Kirchhoff's  Abhandlung:  „lieber 
einen  Satz  der  mechanischen  Wärmetheorie  und  einige  Anwen- 
dungen desselben".    Poggendorff  Ann.  CHI.  (1858).  Lp. 


P.  DuHEM.     De  l'influence  de  la  pesanteur  sur  les  disso- 

Ultions.      Almeida  J.  (2)  VII.  391-419. 

GoüY  et  G.  Chaperon.     L'dquilibre  osmotique  et  la  con- 
ceutration  des  dissolutions  par  la  haateur.    C.  R.  CV.  iiTff. 

GouY  et  G.  Chapekon.     Sur  la  conceDtration  des  disso- 
lutions  par  la  pesanteur.     Ann.  deChim.  etPhys.  (6)  XII.  3S4ff. 

GoüY    et    G.    Chaperon.       Sur    re'quilibre     osmotique. 

Ann.  de  Chim.  et  Phys.  (6)  XIII.  120-132. 

Herr  Duhem  hat  seine  Arbeit  mit  Rücksicht  auf  die  grössten- 
teils experimentellen  Untersuchungen  der  Herren  Gouy  und 
Chaperon  unternommen  und  gelangt  zu  folgendem  Schlüsse: 
„Aus  der  von  uns  gegebenen  Darstellung  erhellt,  dass  die  Me- 
thode des  thermodynamischen  Potentials  sich  vollkommen  zur 
Erforschung  des  Einflusses  eignet,  den  die  Schwere  auf  die  Salz- 
lösungen ausübt.  Nicht  nur  erlaubt  sie,  die  von  den  Herren 
Gouy  und  Chaperon  gewonnenen  Ergebnisse  wiederzufinden,  so- 
weit dieselben  genau  sind;  sondern  sie  gestattet  auch  eine  Be- 
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seitigung  der  Beschränkungen,  welche  diese  Physiker  ge- 
troffen hatten,  und  eine  Vermeidung  der  Ungenauigkeiten,  zu 
denen  sie  durch  die  Anwendung  einer  nur  für  die  umkehrbaren 
Kreisprocesse  gliltigen  Gleichung  auf  einen  nicht  umkehrbaren 
Kreisprocess  geleitet  waren.  Was  die  Ergebnisse  betrifft,  zu 
denen  dieselbe  Methode  uns  in  dem  Falle  geführt  hatte,  wenn 
die  Lösung  homogen  vorausgesetzt  wird,  so  behalten  sie  weiter 
ihren  Wert,  selbst  wenn  man  der  Änderung  der  Zusammen- 
setzung Rechnung  trägt,  die  von  der  Einwirkung  der  Schwere 
herrührt".  Lp. 

P,  DuHEM.  Sur  la  liqu^faction  de  Tacide  carbonique 
en   ^-^sence  de  lair.     Almeida  J.  (2)  VII.  158-168. 

Th.  Andrews.  On  the  properties  of  matter  in  the 
gaseous  and  liquid  states  under  various  conditions  of 
temperature  and  pressure.     Lond.Phil.TraDB.CLXXVin.45flf.; 

Almeida  J.  (2)  VII.  168-170. 

Die  theoretische  Untersuchung  des  Hrn.  Duhem  betrifft  die 
von  Hm.  Cailletet   im   Jahre  1880  beobachteten  Erscheinungen 
bei    der   Verdichtung    eines   Gemenges    von    1  Teil    Luft    und 
5  Teilen  Kohlensäure.     Dieses  letztere  Gas  wurde  zunächst  bei 
massigem  Drucke  flüssig.     Wenn  dann,   damit  die  Temperatur 
constant  bliebe,    der  Druck  langsam  vergrössert  wurde,    so  ver- 
schwand   die   Flüssigkeit   für   einen    hinlänglichen  Druck.      Bei 
langsamer  Verminderung  des  Druckes  erscheint  darauf  die  Flüssig- 
keit plötzlich  wieder  in  dem  Augenblick,    wenn    man  bei  dem 
Drucke  anlangt,  für  den  sie  bei  dem  ersten  Versuch  verschwun- 
den war,    und  bei  einer  gegebeneu  Temperatur  bildet  sich  der 
Meniskus  aus,  sobald  der  Druck  einen  bestimmten  Wert  erreicht 
hat,   der  um  so  tiefer  liegt,   je  höher  die  Temperatur  ist.     Die 
von  Jamin  (Almeida  J.  (2)  VII.  389ff.)  vorgeschlagene  Theorie 
verwirft  Hr.  Duhem.      Dagegen    leitet   er  eine  neue  aus  seinen 
Formeln  ab,  die  er  in  der  Schrift:  „Sur  le  potentiel  thermodyna- 
mique^  aufgestellt  hat.   Zum  Schlüsse  bemerkt  er:  „Die  Gleichung 
F{p,  r,  X)  =  0,  auf  deren  Betrachtung  diese  ganze  Theorie  be- 
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ruht,  nimmt  augenscheinlich  eine  andere  Gestalt  an,  wenn  ni: 
verschiedene  Gase  betrachtet.  *  Ein  Gemisch  aus  Wasserstoff  ci 
Kohlensäure  wird  sich  also  anders  verhalten  als  dn  Gemis 
aus  Luft  und  Kohlensäure".  In  dem  Belichte,  den  Hr.  Dohc 
über  die  Versuche  von  Andrews  erstattet  (welche  sich  auf  (^ 
menge  von  Kohleusäure  und  Stickstoff  erstreckten ,  and  welc': 
nach  dem  Tode  von  Andrews  veröffentlicht,  Hrn.  Duhem  > 
der  Abfassung  seiner  Aibeit  noch  nicht  bekannt  waren),  wi 
die  vollkommene  Uebereinstimmung  dieser  Versuche  mit  d 
gegebenen  Theorie  festgestellt.  Lp. 


H.   Pellat.      Application    du    principe    de    Carnjt  ar 
reactions  endothermiqaes.     Almeida  J.  (2)  vii.  279-2^5- 

Es  sei  /  die  Temperatur  der  Körper,  welche  eine  eni 
thermische  Reaction  veranlassen;  T  die  Temperatur  der  Que! 
A,  welche  durch  Leitung  oder  Strahlung  in  der  Gestalt  v 
Wärme  die  ganze  zu  dieser  Reaction  nötige  Energie  liefert: 
die  niedrigste  Temperatur,  bei  welcher  die  exothermische  Res 
tion   notwendig   eintritt      Dann    findet   folgendes   Gesetz  su; 

1.  Die  Temperatur  T  der  Quelle  A  kann  nicht  unter  f,  lieir^ 

2.  Wenn  die  Temperatur  der  reagirenden  Körper  unter  T,  lies 
so    muss    die  Temperatur   der  Quelle  A   um    so   mehr   über 
liegen,  je  stärker  eudothermisch  die  betrachtete  Reaction  ist 

Lp. 

K.  Fuchs,     lieber  Verdampfung.    Exner  Rep.  xxiv.  ui-i" 

„Die  dynamische  Gastheorie  stützt  sich  von  Grund  aus  ai 
das  Princip  der  mathematischen  Wahrscheinlichkeit.  Die  gros^^ 
Erfolge,  zu  welchen  dieses  Princip  auf  dem  Gebiete  der  Ga| 
theorie  geführt  hatte,  erweckten  von  Anfang  an  die  Hoffouii 
dass  es  gelingen  werde,  auf  Grund  desselben  Principes  das  0 
setz  der  Dampfspannungen  theoretisch  zu  entwickeln.  Claosin 
hat  wohl  den  Grundgedanken  einer  entsprechenden  Theoni 
skizzirt,  eine  concreto  Formel  ist  jedoch  bis  heute  nicht  gefondei 
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worden.  Im  folgenden  soll  versucht  werden,  dieses  Problem 
von  ganz  anderer  Basis  aus  in  Angriff  zu  nehmen.  Wir  stellen 
als  Ausgangspunkt  den  Satz  auf:  Der  Dampf  Über  einer  Flüssig- 
keit ist  gesättigt,  wenn  durch  die  Verwandlung  eines  Massen- 
elementes der  Flüssigkeit  in  Dampf  keine  Arbeit  geleistet  wird/^ 

Lp. 

N.  VON  WüiCH.  Untersuchungen  über  die  Spannungs- 
verhältnisse bei  der  Verbrennung  des  Pulvers  in  ge- 
schlossenen Gelassen.  Mitt.  nb.  Art.  u.  Genie.  XIX.  337-350, 
381-392. 

Die  Untersuchungen  über  die  Spannung  der  Pulvergase  in 
geschlossenen  Gefässen  berücksichtigen  zumeist  nur  den  Fall 
eingehend,  dass  die  ganze  Pulverladung  vollständig  verbrannt 
ist,  während  der  Verlauf  der  Spannungen  nur  beiläufig  beachtet 
wird.  Das  Endziel  der  Studie  des  Verfassers  ist  die  Aufstellung 
des  Zusammenhangs  zwischen  der  Spannung  und  der  Zeit-,  in 
der  Phase  von  der  Entzündung  der  Pulverladung  bis  zu  dem 
Beginne  der  Geschossbewegung  kann  nämlich  das  Rohr  als  ein 
Gefäss  von  unveränderlichem  Inhalte  betrachtet  werden.  Die 
für  ein  geschlossenes  Gefäss  geltenden  Beziehungen  bilden  da- 
her den  naturgemässen  Ausgangspunkt  für  die  Behandlung  des 
Bewegungsproblems,  da  ja  das  Rohr  auch  während  eines  un- 
endlich kleinen  Zeitteilchens  als  Gefäss  von  constantem  Volumen 
angesehen  werden  kann.  Endlich  lassen  sich  aus  der  Beziehung 
zwischen  Spannung  und  Zeit  die  Mittel  ableiten,  um  dem  bri- 
santen Verhalten  des  Pulvers  bei  grossen  anfänglichen  Wider- 
ständen des  Geschosses  zu  steuern.  Bezüglich  der  Behandlung 
des  Gegenstandes  ist  zu  bemerken,  dass  der  Verf.,  eine  Autorität 
im  Gebiete  der  Ballistik,  von  der  Formel  der  Physik  ausgeht, 
die  das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz  ausdrückt  (p.v  =  fi.T), 
und  u.  a.  zu  dem  Schlüsse  gelangt,  dass  die  gasförmigen  Ver- 
brennungsproducte  sich  nicht  wie  vollkommene  Gase  verhalten. 
Ferner  ergiebt  sich,  dass  die  Verhältnisse  im  Beginne  der  Ge- 
schossbewegung allein  massgebend  sind  für  die  Festsetzung  der 
Dimension  und  Constitution  des  Pulverkornes.     „Die  Korndimen- 
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sioD  aus  der  Rohrläoge  abzuleiten,  ist  ein  ganz  verfehlter  Sbu^ir 
punkt,  da  die  Robriänge  im  Interesse  der  Auswertung  des  m 
Rücksicht   auf  die   Schonung    des   Rohrs    entsprechend  dima 
sionirten  Pulyerkornes  festgestellt  wird:    Die  Rohrl&age  ist  ein 
Function  des  Pulrerkornes  und  nicht  umgekehrt''.  Lp. 


E.  Strnad.     Zur  inneren  Ballistik  der  Geschütze.     MI: 
geteilt  nach  A.  Moisson's  „Pyi'odynamique*.      Miu.  ar 

Art.  Q.  Genie  XIX.  439-456. 

Kurze  Znsammenfassung  der  Theorien  Moisson's,  soweit  sii 
die  Vorgänge  in  Rohren  betreffen,  und  im  Anschlüsse  dara: 
einige  Anwendungen.  Unter  Beibehaltung  des  Ideengaogs  da 
französischen  Theoretikers  benntzt  der  Verfasser,  hierin  toi-j 
Originale  abweichend,  einen  auf  dem  Princip  der  lebendigen 
Kräfte  basirten  Vorgang,  um  zu  derjenigen  Differentialgleiebcu 
zu  gelangen,  deren  Integration  leicht  discutirbare  und  praktlsc 
bequeme  Schlussformeln  liefert.  Lp. 


J.  ToBELL,      üeber  den  Wärmeübergang  beim  Schneli- 
feiler    und    den    Einfluss    der    künstlichen    Kühlung' 

Mitt.  üb.  Art.  u.  Genie  XIX.  551-574. 

Die   ausserordentlichen    Erfolge,    welche   durch  die  bei  i':" 
Mitrailleuse    nach    dem    System    Maxim    verwendete  kfinstlicur 
Kühlung  des  Laufes    durch    zahlreiche  Versuche    fftr  die  Feui 
Schnelligkeit  unter  Aufrechterhaltung  der  normalen  Schus&präc 
sion  constatirt  wurden,  haben  den  Verfasser  veranlasst,  eine  Be- 
stimmung der  mit  einer  gegebenen  Feuerschnelligkeit  eintreter 
den  Erhöhung  der  Lauftemperatur   durch    die    Rechnung  vorzo 
nehmen  und  sie  mit  Berücksichtigung  der  Versuchsdaten  aaf  deo 
Fall  der  benutzten  Handfeuerwaffen  anzuwenden.  Lp. 


A.  MoissoN.       Pyrodynamique,    th^orie    des    explosion? 
dans  les  canons  et  les  torpilles.     Paris  (I8b7). 
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B.    Gastheorie. 

L.  BoLTZMANN.     Uebcr  das  Gleichgewicht  der  lebendigen 
Kraft  zwischen   progressiver  und   Rotationsbewegung 

bei    Gasmolecülen.     Berlin.  Ber.  1390-1408. 

Die  Resultate  der  Untersuch angen  von  Maxwell  und  dem 
Verfasser  können  erst  durch  Anwendung  auf  specielle  Fälle,  in 
denen  die  Rechnung  sich  vollständig  durchfahren  lässt,  für  die 
Gastheorie  nutzbar  gemacht  werden.  Herrn  Burnside  gebShrt 
nach  dem  Verfasser  das  Verdienst,  einen  ziemlich  allgemeinen 
Fall  durchgefllhrt  zu  haben  (Edinb.  Trans.  1887,  Juli);  das  Schluss- 
er^ebnis  desselben  widerspricht  aber  dem  allgemeinen  Theoreme, 
wonach  die  mittlere  lebendige  Kraft  ftlr  jeden  Freiheitsgrad 
dieselbe  sein  soll.  Der  Widerspruch  rflhrt  nach  dem  Verfasser 
daher,  dass  B.  Unendlichkleines  von  derselben  Grössenordnung, 
von  der  die  ausschlaggebenden  Glieder  sind,  vernachlässigt, 
indem  er  annimmt,  dass  die  B^ufigkeit  der  Zusammenstösse 
darch  die  excentrische  Lage  des  Schwerpunktes  seiner  Moleefile 
nicht  alterirt  wird. 

Es  wird  nun  gezeigt,  wie  die  Berftcksichtigung  dieses  Um- 
Standes  zur  Uebereinstimmung  mit  jenem  Theoreme  fahrt.  Dem- 
nächst wird  die  Untersuchung  verallgemeinert,  indem  die  Mole- 
cüle  als  starre,  vollkommen  elastische  Körper  nicht  mehr  von 
Eugelform,  sondern  von  beliebiger  Gestalt  vorausgesetzt  werden, 
wobei  nur  die  Oberfläche  nach  aussen  immer  convex  sein  und 
nirgends  Spitzen  oder  scharfe  Ecken  besitzen  soll.  —  Es  ergiebt 
sich,  dass  fQr  das  Gleichgewicht  zwischen  der  progressiven  und 
rotirenden   Bewegung   dieselbe    Bedingung   gilt   wie  früher. 

Zur  besseren  Veranschaulichung  behandelt  der  Verfasser 
noch  das  analoge  Problem  für  die  Ebene.  Sbt. 


L.  Natanson.      Ueber    die    kinetische    Theorie   unvoll- 
kommener Gase.      WiedemviD  Abo.  (:>)  XXXIIL  ^^a'^TOl. 

Von  den  zwischen  Gasmolee&len  thätigen  Kräften  wird  vor- 
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ausgesetzt,  dass  ihre  Wirkung  erat  bei  der  Annäherung  bis  zu 
einer  gewissen  Grenze  R  berQeksichtigt  zu  werden  braucht. 
MolecQle,  die  von  allen  Qbrigen  um  mehr  als  R  entfernt  sind^ 
bewegen  sich  geradlinig  und  heissen  freie  MolecQle.  Krumm- 
linige Bewegung  tritt  ein,  wenn  zwei  Molecfile  sich  bis  zur  Ent- 
fernung R  nähern,  und  dann  sind  zwei  Fälle  möglich:  entweder 
die  Molecfile  nähern  sich  bis  zu  einem  Minimum  der  Entfernung 
und  gehen  dann  auseinander,  was  der  Verfasser  einen  Zusammen- 
stoss  nennt,  •—  oder  die  Bewegung  wird  stationär,  die  dann 
entstehenden  beständigen  Systeme  werden  Aggregate  genannt 

Der  Verfasser  berechnet  zunächst  den  Procentsatz  solcher 
Molecfile,  die  in  einem  beliebigen  Zeitmomente  eben  in  bimole- 
cularen  Zusammenstössen  begriffen  sind,  und  beweist  dann,  dass 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der  Schwerpunkt  zweier  Mo- 
lecfile während  eines  Zusammenstosses  fortschreitet,  dem  Max- 
welUschen  Verteilungsgesetze  unterworfen  ist.  Es  folgen  die- 
selben Untersuchungen  ffir  die  Zusammenstösse  von  mehr  aU 
zwei  Molecfilen.  Die  Berechnung  der  Zahl  der  Aggregate  fahrt 
zu  einer  Formel,  die  mit  der  Gibbs'schen  Dissociationsgleichnn^ 
übereinstimmt.  —  Bei  der  Aufgabe,  eine  Zustandsgieichung  f&r 
unvollkommene  Gase  abzuleiten,  entsteht  die  Frage,  wie  die 
Temperatur  derselben  zu  definiren  sei;  der  Verfasser  findet,  dass 
die  mittlere  kinetische  Energie  der  freien  Molecfile  das  Mass  flir 
die  Temperatur  giebt.  Nachdem  der  Glausius'sche  Satz  vom 
Virial  verallgemeinert  worden  ist,  sodass  er  auch  unstationäre 
Bewegungen  umfasst,  wird  schliesslich  eine  Zustandsgieichung 
für  die  unvollkommenen  Gase  aufgestellt.  Sbt. 


L.  Natanson.     Ueber  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
Gase  den  MaxweH'schen  Zustand  erreichen.    Wiedemano 

Ann.  (2)  XXXIV.  970-980. 

Das  Maxweirsche  Gesetz  ist  als  eine  Grenze  anzusehen,  der 
sich  das  wahre  Verteilungsgesetz  in  Gasen  nähert,  wenn  die  An- 
zahl der  Molecfile  unbegrenzt  wächst  und  die  Dauer  der  Zu- 
sammenstösse immer  mehr  abnimmt.     Diesen   beiden    Beschrän- 
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kuDgen,  von  denen  die  erste  von  Maxwell  selbst,  die  zweite  von 
Boltzmann  herrührt,  fügt  der  Verfasser  die  dritte  hinzu,  dass 
das  Gas  den  MaxweH'schen  Zustand  genau  erst  nach  Ablauf  von 
unendlich  langer  Zeit  erreicht.  Sbt. 


L.  Natanson.      Sur    rexplication    d'une    exp^rience   de 
Joule,  d  aprfes  la  tbdorie  ciu^tique  des  gaz.    0.  R.  cvil. 

164-166. 

Unter  den  Einwenden,  die  Hirn  gegen  die  kinetische  Gas- 
theorife  erhoben  hat,  ist  auch  der,  dass  ein  bekannter  Versuch 
von  Joule  nach  dieser  Theorie  keine  Erklärung  finden  könnte, 
der  Versuch  nämlich,  bei  dem  comprimirte  Luft  aus  einem  Ge- 
fässe  A  in  ein  möglichst  luftleer  gemachtes  Geftss  B  über- 
strömte, und  demnächst  in  A  eine  Erniedrigung,  in  B  eine  Er- 
höhung der  Temperatur  beobachtet  wurde,  und  zwar  so,  dass 
die  gesamte  Wärmemenge  des  Gases  unverändert  geblieben  war. 
Der  Verfasser  giebt  eine  Erklärung  dieser  Erscheinung  und 
stützt  dieselbe  auf  die  Maxweirschen,  von  Boltzmann  bestätigten 
Untersuchungen,  wonach  die  verschiedenen  Molecüle  eines  Gases 
mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  begabt  sein  können. 

Sbt. 


G.   A.  Hirn.      R^flexioris   relatives  k  la  note  j)r^c6dente 
de  M.  Ladislas  Natanson.    C  R.  CVll.  166-169. 

Der  Verfasser  macht  zu  der  vorher  erwähnten  Arbeit  einige 
Bemerkungen,  in  denen  er  auf  seinem  gegnerischen  Standpunkte 
beharrt.  Er  zieht  aus  der  Behauptung,  dass  verschiedenen  Mo- 
lecülen  eines  Gases  verschiedene  Geschwindigkeiten  zukommen, 
die  Consequenzen,  dass  ein  Molecül  seine  ganze  Geschwindigkeit 
an  ein  anderes  abgeben  könnte,  dass  infolge  dessen  in  einer 
Gasmenge  Teile,  deren  Temperatur  der  absolute  Nullpunkt,  in 
unmittelbarer  Nachbarschaft  von  solchen  vorkommen  könnten, 
die  eine  unbeschränkt  hohe  Temperatur  hätten,  und  dass  dieser 
Zustand  sich  beständig  und  willkürlich  verändern  könnte.     Der 
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Verfasser  hält  dafür,  dass  einer  Theorie,  die  zu  soleben  Er^el 
nissen  fUhrt,  das  Urteil  gesprochen  wäre.  Sbt 


A.  ViOLi.     L'isoterraa  dei   gas.     Rom.  Acc.  l.  EUod  A]  n 

285-292,  316-324,  462-470,  513520. 

Nach  einer  einleitenden  historischen  Uebersicht  Ober  •: 
Entwickelung  der  Gasgesetze  von  Boyle  und  Hariotte  bis  vs 
der  Waals  und  Glausius  unternimmt  es  der  Verfasser,  selbst  eii 
neue  Zustandsgieichung  aus  der  kinetischen  Theorie  der  Ga:! 
abzuleiten.  Er  setzt  voraus,  dass  die  Molecfile  des  Gases  u^: 
einem  bestimmten  Gesetze  auf  einander  wirken,  und  zwar^  da:: 
diese  Molecularwirkungen  als    Function    der   Entfernung  ^  ^ 

geben  seien  durch  a'  =/•(  — )  »    eine  Annahme,    deren   Cfi 

Sequenzen  im  Einklänge  sind  mit  den  Untersuchungen  tod  vai 
der  Waals.  Die  Aetheratmosphären  der  einzelnen  Elemente.  aL 
denen  ein  MolecUl  zusammengesetzt  ist,  und  welche  deren  ^V.: 
kungssphären  bestimmen,  werden  als  gleich  angenommen,  - 
lange  der  äussere  Druck  der  gleiche  ist;  und  es  wird  weiter  C 
Hypothese  gemacht,  dass  diese  Aetheratmosphären  eine  Coouei 
sation  erfahren  können. 

Die  Rechnungen  führen  schliesslich  zu  der  folgenden  alb 
meinen  Gleichung  ftlr  die  Isotherme  der  Gase: 

Hier  bedeutet  H  den    Druck  in  Metern  Quecksilber,    i  die  Tem- 
peratur in  Centesimalgraden,   v  das  Volumen  des  Gases  bei  dtr 
Temperatur  0,    a  den  Ausdehnungscoefficienten,   der,    wie  »icii 
hier  theoretisch   ergiebt,   för   alle  Gase  den  gleichen  Wert  hat 
a  =  0,00365426;   a  ist  die  specifische  Constante  der  Moleeular- 

attraction  und  6  das  Molecularvolumen,  endlich  Ä,  =  — Am«' 

(iV  die  Anzahl  der  Molecüle  von  der  gleichen  Hasse  m,  die  skl 
mit  der  gleichen  mittleren  Geschwindigkeit  u  bewegen). 

Die  Ergebnisse  der  Formel  werden  in  der  verschiedeosten 
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Hinsiebt  verglichen    mit   den  Beobachtungen   von    Regnault  und 
mit  den  theoretischen  Resultaten  von  yan  der  Waals  und  Blaserna. 

Sbt. 


Ch.  Antoinb.  Sur  les  variations  de  temp^rature  des 
gaz  et  des  vapeurs  qui  conserv^nt  la  inSme  quantit^ 
de  chajeur,  sous  des  tensions  diff^rentes.  c.R.cvi.57-60. 

Bedeuten  6  und  ff  die  absoluten  Temperaturen,  die  dem 
End-  und  Anfangsdruck  entsprechen,  so  ist  für  atmosphärische 
Luft  die  Temperaturänderung  nach  dem  Verfasser  gegeben  durch 


die  Gleichung  y  =  25  .  yd—6\  Um  die  Ergebnisse  der  Formel 
mit  denen  der  Experimentaluntersuchungen  von  Regnault  zu  ver- 
gleichen, bringt  der  Verfasser  diese  Gleichung  durch  einen  Kunst- 

t 

griff  in  die  Form  y  =  17,5.  ^Z— «',  wo  (  und /' die  gewöhnlichen 

Temperaturen  sind,  die  für  gesättigten  Wasserdampf  dem  schliess- 
liehen  und  anfänglichen  Druck  entsprechen.  Die  berechneten 
Werte  werden  mit  den  von  Regnault  gefundenen  in  Tabellen 
zusammengestellt.     Für   Kohlensäure    lautet    die   entsprechende 


Formel  y  =  15,6.  }//-<'.  Sbt. 


P.  G.  Tait.  On  tbe  mean  free  path  and  the  average 
number  of  colHsions  per  particle  per  second  in  a 
group  of  equal  spheres.    Edinb.  Proc.  XY.  225-226. 

Bezieht  sich  auf  die    kinetische  Gastheorie  und  eine  Zwei- 
deutigkeit in  dem  Ausdrucke  „mittlerer  freier  Weg". 

_        _  Cly.  (Lp.) 

P.  G.  Tait.     ßeply  to  Professor  ßoltzmann.   Edinb.  Proc. 

XV.  140-148. 

Bezieht  sich  auf  einen  streitigen  Punkt   in  der   kinetischen 
Gastheorie.  Cly.  (Lp.) 


Fertsohr.  d.  Math.  zx.  & 
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P.  G.  Tait.      Note  on  tbe*motion  of  a  gas  „in  mass* 

Phil.  Mag.  (5)  XXV.  38-39. 

S.  H.  BuRBURT.     On  the  difFusion  of  gases;    a  reply  t 

Professor   Tait.     Phil.  Mag.  (5)  XXV.  129-130. 

P.  G.  Tait.     On   some  questions  in  the  kinetic  theon 
of  gases.     Reply  to   Professor   Boltzmann.      Phii.  lUi 

(5)  XXV.  172-179. 

Fortsetzungen    des    Streites    über   manche    Fragen    in   dei 
kinetischen  Gastheorie.    (Vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1178  ff.; 

6bs. 


W.  S.  BüRNSiDE.      On   a   simplified   proof    of  Maxwell- 
theorem.    Ediob.  Proc.  XV.  106-108. 

Eine  Vereinfachung  eines  Beweises  für  einen  Maxweirscbeo 
Lehrsatz  in  dem  Aufsatze  des  Herrn  Tait  über  die  kinetiscL« 
Gastheorie.  Cly.  (Lp.) 

A.  V.   Bäcklund.      Bidrag   tili   theorien   fb'r  vagrörelsen 
i  ett  gasartadt  medium.      III  (Slut).     Stockholm  öfr.  U' ? 


C.     Wärmeleitung  und  Wärmestrahlung. 
U.   PoiNCARE.     Sur  In  th^orie  analytique  de  la  chaleur. 

CR,  CVIl.  967.971. 

Die  Mitteilung  ist  ein  Nachtrag  zu  einer  früheren  Arbeit  des 
Verfassers  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  1165)  über  die  Erkaltung  eines 
homogenen,  isotropen  Körpers.  Es  war  dort  die  Existenz  eioer 
unbegrenzten  Zahl  von  Functionen  T,,  . . .,  I/«,  . . .  nachgewie»ei?. 
die  für  das  Innere  des  Körpers  der  Gleichung  ^I/.-f'^«  •  ^'>  =^ 

und  für  die  Oberfläche  der  Gleichung  -^-^ -fA.F,,  =Ogenßgcii. 
ßei  der  Bestimmung  der  Temperatur  in  einem  beliebigen  Punkte 
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des  Körpers  spielte  der  Satz  eine  wesentliche  Rolle,  dass  kn  un- 
ausgesetzt wachsen  muss,  wenn  n  Ober  jede  Orenze  hinaus 
wächst.  Dieser  Satz  wird  jetzt  strenger  als  früher  und  für  einen 
Körper  von  beliebiger  Gestalt  bewiesen.  Weiter  wird  gezeigt, 
wie  man  eine  obere  Grenze  für  kn  finden  kann.  Sbt. 


R.  Woodward.  On  the  difiPusion  of  heat  in  a  hoino- 
geneous  rectangular  mass,  with  special  reference  to 
bars  used  as  Standards  of  length.      AddeIs  of  Math.    iv. 

101-127. 

Die  Vergleichung  von  Längenmassen  in  der  bisher  Oblichen 
Weise,  wobei  es  darauf  ankam,  alle  durch  AbkQhlung  oder  Er- 
wärmung des  Massstabes  veranlassten  complicirteren  Erschei- 
nungen zu  umgehen,  scheint  den  grösstmöglichen  Grad  von  Voll- 
kommenheit erreicht  zu  haben;  einen  weiteren  Fortschritt  sucht 
der  Verfasser  anzubahnen  durch  das  Studium  der  verwickeiteren 
thermischen  Eigenschaften  der  Metalle.  Die  Basis  desselben 
bilden  die  Untersuchungen  von  Fourier  und  Poisson.  Der  Ver- 
fasser betrachtet  einen  Stab  von  der  Gestalt  eines  rechtwink- 
ligen Parallelepipedons  mit  den  Dimensionen  2  a,  2fr  und  2c, 
der  anfangs  einen  gleichmässigen  TemperaturOberschuss  u^  hat 
im  Vergleich  zu  dem  umgebenden  Mittel.  Letzteres  behält  seine 
Temperatur  unverändert  bei,  und  unverändert  bleiben  auch 
innerhalb  der  betrachteten  Temperaturschwankungen  die  innere 
und  äussere  Leitungsi&higkeit  (K  und  fl),  sowie  die  Wärme- 
capacität  (C)  des  Körpers.  Unter  diesen  Voraussetzungen  wird 
der  Temperaturüberschuss  u  im  Punkte  (x^  y^  z)  zur  Zeit  /  so 
bestimmt,  dass  er  der  bekannten  Gleichung  der  Wärmebewegung 
und  den  Grenzbedingungen  genügt,  und  in  etwas  complicirteu 
AusdrQcken  als  F(tio,  x^  y,  js,  t)  dargestellt.  Danach  wird  die 
mittlere  Temperatur  des  ganzen  Körpers  und  die  einer  Grenz- 
fläche berechnet.  Die  allgemeinen  Entwickelungen  werden  er- 
läutert durch  das  bis  in  alle  Einzelheiten  durchgeführte  Beispiel 
eines  Eisenstabes,  der  sich  in  der  Luft  abkühlt,  und  demnächst 
eines  eben  solchen  Stabes  in  einem  anderen  Mittel,    für   das  H 

11* 
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einen  grossen  Wert  annimmt.  Endlich  wird  gezeigt,  wie  du 
thermischen  Constanten  C,  17,  K  des  Körpers  bestimmt  werdci 
können  durch  Beobachtungen,  die  den  Voraoasetsungen  de 
vorliegenden  analytischen  Untersuchungen  entsprechen. 

Sbt 

E.  W.  HoBSON.     Synthetical  solutions  in  the  conductiut 

of  heat.      Lood.  M.  8.  Proc.  XIX.  279-294. 

Die  hier   in  Angriff  genommenen  Probleme  der  W&rmebe 
wegung   in    zwei    und   drei  Dimensionen   werden  naeb  der  vtrj 
W.  Thomson  eingef&hrten  Methode  der  Superposition  derjei!i<rfii 
Temperaturen   behandelt,   die   einer  geeigneten  Verteilung  to3 
momentanen  oder  continuirlichen  Wärmequellen  entsprechen.  lU 
Bedingung  einer  gegebenen  anfänglichen  Verteilung  der  Wärm? 
fasst  man  so  auf,   dass   eine   unendliche  Zahl  von  momentsoeu 
Wärmequellen  vorhanden  ist,   von  denen  die  Wärme  sieh  dorr, 
den  ganzen  Körper  verbreitet.     Leicht  genQgt  man  so  auch  der 
Bedingung,    dass   die  Temperatur  an   den  Grenzen  des  K5rpei: 
dauernd  gleich  0  sei.     Wenn  dieselbe  als  Function  der  Zeit  unu 
der  Lage  des  Punktes  an  der  Grenze  gegeben  ist,  so  denkt  ms: 
sich  an  der  ganzen  Grenze  Paare  von  Punkten,  Yon  denen  de: 
eine  Wärme  zuführt,    der  andere  solche   entzieht,    und  zwar  &r.. 
dass    die   Verbindungslinie   zweier    zusammengehörigen   Panku 
senkrecht  zu  der  Grenze  und  unendlich  klein  ist,  während  di<^ 
Produet  aus  dieser  Länge   und   der   f&r   beide  Punkte  gleiche? 
Intensität  endlich  ist.    Durch   Addition    der   einer  solchen  Ver- 
teilung von  Paaren  entsprechenden   Temperatur  zu   derjeni^ec. 
die  der  Grenzbedingung  0  entspricht,  erhält  man  die  Uteung  de^ 
Problems  für  die  vorgeschriebenen  Grenzbedingungeo.     Die  K^ 
sungen  erscheinen  in  Form  von  bestimmten  Integralen. 

Bei  einer  Leitung  in  zwei  Dimensionen  erhält  man  (Ar  die 
Temperatur  v  im  Punkte  (o;,  y)  zur  Zeit  I,  sowie  sie  einer  zui 
Zeit  0  im  Punkte  (x\  y')  vorhandenen  momentanen  Wärmequelle 
entspricht,  den  Ausdruck 

4:7tkl  ' 
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wobei  Q  die  ereeugte  Wärmemenge  und  k  die  Leitungsfähigkeit, 
dividirt  durch  das  Product  aus  Dichtigkeit  und  specifischer 
W&rm^,  bedeutet.  Demgemäss  ergiebt  sich  fUr  ein  solches,  vor- 
hin erwähntes  Paar  in  {x\  0),  dessen  Verbindungslinie  parallel 
der  y-Axe,  wenn  0.  dy  =  öi  •    . 

Durch  Integration  findet  man  auch  den  Wert,  der  einem  Paare 
mit  continuirlicher  Wärmezufuhr  und  -Entziehung  entspricht,  sei 
es,  dass  die  Intensität  desselben  constant  oder  mit  der  Zeit  ver- 
änderlich, gleich  x(Oi  sei-     Dann  zeigt  sich,  dass  der  erhaltene 

Ausdruck  verschwindet  für  alle  Punkte  der  x-Axe,  ausser  wenn 

l 
X  =4  x\  und  dass  er  in  diesem  Falle  gleich  y*  x(0    ißt.      Es 

kann  also  die  Qrenzbedingung  J^(^',  0  i^  ^^^'  Behandlung  ersetzt 
werden  durch  ein  solches  Paar  im  Punkte  (x\  0)  von  der  Stärke 

Nach  diesen  Grundsätzen  wird  die  Wärmebewegung  in 
geradlinig  begrenzten  ebenen  Gebilden  und  in  Körpern,  die  durch 
Ebenen  begrenzt  sind,  bebandelt.  Es  wird  weiterhin  in  der- 
selben Weise  auch  die  Strahlung  berücksichtigt,  die  über  die 
Grenzen  des  Körpers  hinaus  in  ein  Mittel  mit  einer  gegebenen, 
von  Punkt  zu  Punkt  und  mit  der  Zeit  veränderlichen  Temperatur 
erfolgt,  unter  der  Beschränkung,  dass  die  Strahlung  nur  durch 
eine  begrenzende  Gerade  bezw.  Ebene  erfolgt.  Sbt. 


H.  Mkyer.      Zur  Bestimmung   der  Wärmeleitungsfähig- 
keit schlecht  leitender  fester  Körper  nach  absolutem 

Calorimetrischem   Masse.     Gott.  Nachr.  4l-50,  Wiedemano  Ann. 
(2)  XXX IV.  696-607. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  äusserste  Schicht  eines 
in  Wasser  getauchten  festen  Körpers  stets  die  Temperatur  des 
umgebenden  Wassers  hat,  wird  die  Temperatur  v  als  Function 
yon  «,  y,  »,  /  theoretisch  bestimmt.  Daraus  ergiebt  sich  die  Mittel- 
temperatur (c)  des  Körpers  zur  Zeit  /,    und    wenn  diese  expA-i- 
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mentell  ermittelt  wird,   so  findet  man   die  LeituDf^fiLhigkeit  de 

Körpers  nach  absolutem  Masse,  falls  dieselbe  klein  Ut,  und  d€ 

Körper  eine  geeignete  Form   bat    Fttr  einen  Wörfcl    mit   de 

Kante  2  a  wird 

4c.cJ.a'   ,        8.(1  +  0 
k  = logn  —    ,       , 

wo  c   die   speeifische  Wärme,   d   die  Dichtigkeit    des  Körper^ 

1  2y»**.t 

und  €  =-rr-.c    4<r.aa'  ist,  eine  Gorrectionsgrösse,  wi  deren  Be 

recbnuog  ein    angenäherter  Wert   von   k   ausreichend    ist.    F^ 
eine  Kugel  wird  gefunden 

Die  Versuche,  durch  welche  (v)  bestimmt  wurde,  werdra  ein- 
gehend beschrieben;  es  ergab  sich  für  Spiegelglas  k  =  0,107. 
fOr  Crownglas  0,098,  fttr  Flintglas  0,086  in  c .  ^ .  m .  Ehihcitec 
Zur  Prüfung  der  Zuverlässigkeit  der  Untersuchnngsmethodf 
wurde  k  fttr  Spiegelglas  noch  nach  einer  anderen  Methode  er- 
mittelt,  die  im  Princip  übereinstimmt  mit  einer  von  H.  Weber 
für  Flüssigkeiten  angewandten  Bestimmungsweise;  nach  dieser 
ergab  sich  Ar  =  0,108.  Sbt. 


FoRCHHEiMER.      Uebcr   die    Erwärmung  des   Wassers  in 

Leitungen.        Haonov.  Zeitschr.    XXXIV.    175-191,    Z.   dUcfa.  fog 
XXXII.  675. 

Der  Verfasser  behandelt  zunächst  die  stationftre  W&noe- 
bewegung  in  einem  Gebiet,  welches  von  einer  Ebene  and  einer 
dieser  Ebene  parallelen  Gylinderfläche  begrenzt  wird.  In  beides 
Flächen  sei  die  Temperatur  constant;  dann  ist  die  WfirmeTer- 
teilung  in  allen  Ebenen  senkrecht  zur  Axe  des  Cylinders  un- 
abhängig von  der  Goordinate  in  Richtung  der  Cylinderaxe.  ht 
nun  h  der  Abstand  der  Cylinderaxe  vom  Boden,  r  der  Radios 
des  Cylinders,  k  die  innere  Leitungsfähigkeit ,  t^  und  Ir  die 
T^peratur  an   der  Ebene   und   am  Cylinder,   so  tritt  auf  dein 
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AxendiffereDtial  dl  in  der  Zeiteinheit  die  Wärmemenge 


i  n  den  Gylinder  ein.  Ist  der  Cylinder  eine  Röhre,  durch  welche 
pro  Zeiteinheit  die  Wassermenge  W  fliesst,  so  wird  die  auf- 
g;'enommene  Wärmemenge  zur  Erwärmung  des  Wassers  ver- 
wendet. Herr  Forchheimer  lässt  nun  unmerklich  die  Gonstanz 
der  Verhältnisse  in  Bezug  auf  die  Cylinderaxe  fallen,  indem 
er  setzt 


«'■■(f+/^-0 


und  dann,  wenn  ta  die  Anfangstemperatur  bezeichnet,  ableitet: 

L  —  ir  2nkl 


In- 


/.-( 


a 


»''»(f+j^) 


Das  Resultat  wird  mit  Beobachtungen  verglichen.        F.  E. 


H.  F.  Weber.       Untersuchungen     Ober    die    Strahlung 
fester  Körper.     I.  Das  Emissionsgesetz  der  Strahlung. 

Berl.  Her.  933-957. 

Alle  bisherigen  Versuche,  die  Stärke  der  Strahlung  als  Func- 
tion der  Temperatur  und  Wellenlänge  darzustellen,  haben  zu 
keinem  befriedigenden  Ergebnis  geführt.  Der  Verfasser  fand 
nun  durch  zahlreiche  Messungen,  die  er  im  Interesse  einer 
physikalischen  Theorie  des  elektrischen  Glühlichtes  anstellte, 
folgenden  Zusammenhang  zwischen  der  nach  englischen  Normal- 
kerzen gemessenen  mittleren  räumlichen  Gesamthelligkeit  IT,  dem 
in  Watts  ausgedrückten  Arbeitsverbrauch  A  und  der  Grösse  der 
strahlenden  Oberfläche  0: 

wo  11  =  0,0000380  für    die   grauglänzende,   metallähnliche   und 
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=  0,0000218  für  die  niatt8chwar2e,  rus^AhDlicbe  Modi6cJllioB  dei 
Kohle  ist.     Diese  Beziehung  war  ftr  23  verschiedene  Typen  toü 
Glühlampen  und  innerhall)    sehr   weiter  Temperaturgrenz^i  de« 
glühenden  Kohlenfadens  gültig.     Es  entstund  deswegen  das  Be< 
dürfnis,  das  empirische  Ergebnis   durch   ein   allgemeines  Str&a- 
lungsgesetE  zu    begründen,    und    der  Verfasser  fand  ein  solch» 
Gesetz,   das   sich  innerhalb   eines   Temperaturintervalles  Ton  0' 
bis  mb^  C.  und   eines    Bereiches   der  Wellenlänge  von  0,0  <4 
bis  0,015  mm  als  ein  getreuer  Ausdruck  der  Thatsaehen  erwies 
Bezeichnet   dF  die   Grösse  eines  Oberflächenelement^  de? 
strahlenden    festen    Körpers,    dF^    diejenige    eines    beliebiget 
Flächenelementes,   auf  das   ein    Teil   der  Ton;  dF  ausgehenden 
Strahlung  fällt,  ist  r  die  Entfernung  dei;  Mittelpunkte  dieser  bei- 
den Flächenelemente,    und  sind  tr  und  w^  die  Winkel  zwischen 
den  Normalen  von  dF  bezw.  dF^  und  der  Verbindungslinie  r,  so 
ist  der  Ausdruck  für  die  Energiemenge,    welche   bei   der  ab^c»- 
luten  Temperatur    T  des   strahlenden  Körpers  die  von  dF  au^- 
gehende  homogene  Strahlung  mit  der  Wellenlänge  l  dem  Fläehec- 
elemente  dF,  in  der  Zeiteinheit  zuführt: 

Hier  hat  a,  der  „Temperaturcoefficient",  einen  fllr  alle  Körper 
Constanten  Wert  0,0043  . . .,  6,  das  „Leuchtvermögen**,  und  c,  die 
„Emissionsconstante'',  sind  abhängig  von  der  strahlenden  Substanz. 
Die  von  der  ganzen  Oberfläche  F  in  der  Zeiteinheit  nach 
allen*  Richtungen  ausgesandte  Energiemenge,  die  „Stärke  der 
homogenen  Strahlung",  ist  also: 

*  =  c  ,fi ,  F ,  -y|- ,  e 


1        «^-ftTrü« 


Die    Stärke    der   gesamten,    alle   Wellenlängen   von    i  =  0  bis 
A  =  oc  umfassenden  Strahlung  wird 

8. dl  =  C.F.  ««'.r, 

0 

wo  C,  die  „Constante  der  Gesamtstrahlung",  =0.6.-5-  ist. 
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Befindet  sich  ein  Körper  K  mit  der  Oberfl&che  F  und  der 
in  allen  seinen  Teilen  gleichen  Temperatur  T  innerhalb  einer 
von  einem  zweiten  Korper  K^  gebildeten,  geschlossenen  Höhlung 
mit  der  Fläche  F,  und  der  Temperatur  7*^  so  ist  der  gesamte 
Energieverlust  des  Körpers  K  in  der  Zeiteinheit: 

wo  a  und  o,  die  Absorptionscoeffioienten  für   die   Oesamtstrah- 

F 

lung  sind.     Ist  -=-  sehr  klein  und  a]  nahe  an  1,  so  darf  dafür 

gesetzt  werden: 

JSt^t,  =  C  .  F  .  c«^'  .  T,  |-^  .  e^iT^T,)^  1  j . 

Um  den  Grad  der  Uebereinstimmung  zwischen  den  Ergeb- 
nissen der  Formeln  und  den  Beobachtungen  zu  veranschaulichen, 
behi^ndelt  der  Verfasser  ausführlich  die  spectrale  Verteilung  der 
Strahlungsenergie  und  vergleicht  das  Resultat  mit  den  Messungen 
Langley's,  ferner  die  Intensität  der  Gesamtstrahlung,  die  mit 
Schleiermacher's  Messungen  an  blanken  und  mit  Kupferoxydul 
bedeckten  Piatindrähten  und  mit  denen  von  Violle  an  schmelzen- 
dem Platin  und  Silber  verglichen  wird,  endlich  die  Stärke  der 
homogenen  Strahlung,  für  welche  die  Beobachtungen  von  Langley, 
Garbe,  Tyndall  und  Nichols  eine  Bestätigung  der  Formel  liefern. 

Sbt. 

O,  TüMLiRz  und  A.  Krug.      Die    Energie    der   Wärme- 
atrablung  bei  der  Weissglut.    Wien.  Ber.  xcvii.  152M559. 

Die  Verfasser  versuchten  die  Energie  des  Lichtes,  das  von 
einem  durch  den  galvanischen  Strom  weissglQhend  gemachten 
Platindrahte  ausgeht,  zuerst  indirect  zu  bestimmen,  indem  sie 
den  in  eine  Glasröhre  eingeschlossenen  Draht  in  ein  Calorimeter 
einsenkten  und  die  in  dasselbe  ttbergeftthrte  Wärme  einmal  bei 
bedeckter, . das  andere  Mal  bei  unbedeckter  Glasröhre  ermittelteti. 
Es  ergab  sich,  dass  der  Unterschied  viel  kleiner  war  als  der 
wahrscheinliche  Fehler  des  Resultates  in  beiden  Fällen,  woraus 
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geschlosaen  werden  muss,  dass  die  Energie  des  auagesandte 
Lichtes  ausserordentlich  klein  ist,  so  klein,  daas  sie  anf  dies 
Weise  gar  nicht  gemessen  werden  kann.  Der  VerBifteh  ist  zj 
gleich  eine  Bestätigung  des  Joule'schen  Gesetzes  für  sehr  höh 
Grade  der  Weissglut.  Es  wurde  danach  die  Gesamtstrahlac 
und  das  Verhältnis  derselben  zum  Gesamtverlust  direct  besliom 
mit  Hülfe  eines  besonderen,  von  den  Verfassern  constmirteD  nc 
in  der  Arbeit  ausführlich  beschriebenen  Luftthermomelers.  Di 
stärkste  Emission,  die  erhalten  wurde,  betrug  0,944  Gnunn^ 
calorien  für  1  qcm  und  1«.  Sbt 


E.  Bbltrami.     Intorno  ad  alcuni  problemi  di  propaga 

zione  del   caiore.      Nuoyo  Gimento  (3)  XXin.  97-109,  XXIV.  24.^2 
146-152. 

Abdruck  aus  Bologna  Mem.  (6)  VIII.    Vergl.  F.  d.  H.  XIX 

1887.  1191  ff. 
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Geodäsie. 

W.  Jordan.  Handbuch  der  Vermessungskunde.  I.  Bd. 
Ausgleichungsrechnung  nach  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate.      II.  Bd.    Feld-   und   Land  -  Messung. 

3.   Aufl.      stattgart.  Metzler. 

Die  dritte  Auflage  des  vorliegenden  Handbuches  ist  auf  drei 
Bände  berechnet,  wovon  die  beiden  ersten  jetzt  erschienen  sind. 
Der  erste  Band,  die  Aasgleichungsrechnung  pach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate,  der  im  wesentlichen  dem  ersten  Teil  des 
ersten  Bandes  der  vorigen  Auflage  entspricht,  ist  gegen  diesen 
nicht  nur  gründlich  umgearbeitet  und  vielfach  vermehrt,  sondern 
er  bringt  auch  die  Fortschritte  der  Ausgleichungen  der  preussi- 
sehen  Landesaufnahme  mit  zur  Darstellung.  In  fünf  Capiteln, 
wovon  jedes  einzelne  seiner  Reichhaltigkeit  wegen  hier  nicht 
weiter  zergliedert  werden  kann,  sind  ausführlich  behandelt:  die 
allgemeine  Theorie  der  kleinsten  Fehlerquadratsumme,  die  trigo- 
nometrische Punkteinschaltung,  die  Ausgleichung  der  Triangu- 
lirungsnetze,  das  Gesetz  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  und  die 
Theorie  der  Genauigkeit  der  geodätischen  Punktbestimmung. 
Hieran  schliessen  sich  noch   vier  Tafeln  mit  den  Qaadratzahlen, 
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den  Reciprokzahlen  der  Quadrate,  den  RichtongseoeffiiDienteD  ood 
den  Fdhlerwahrscheinlichkeitszählen. 

Der  zweite  Band,  die  Feld-  und  Landmessang,  »t  eine 
gleichfalls  grQndliche  Neubearbeitung  des  zweiten  Teiles  des 
ersten  Bandes  der  Torigen  Auflage.  Mit  sehr  vielen  ErweitemngeD 
versehen,  wozu  namentlich  auch  die  vom  Verfasser  ausgeftahrten 
grösseren  praktischen  Arbeiten  mit  beigetragen  haben,  entspricht 
dieser  Band  nach  allen  Richtungen  hin  dem  heutigen  Stande 
der  Landmessung.  In  16  Capiteln,  welchen  am  Ende  noch  55 
HQlfstafeln  angeh&ngt  sind,  finden  eine  erschöpfende  Darstellung: 
die  einfachsten  Arbeiten  des  Feldmessens  und  ihre  Verbinduog 
zu  kleineren  Aufnahmen,  die  Berechnung  und  Teiloeg  der 
Flächen,  die  mechanischen  Htllfsmittel  für  Berechnungen,  die 
Libelle,  die  optischen  Instrumente,  der  Theodolit,  die  Coordinaten- 
und  Azimutrechnung,  die  Triangulirung,  4ie  polygonalen  Zöge, 
die  Nivellirung,  die  trigonometrische  Höhenmessung,  die  baro- 
metrische Höhenmessung,  der  Distanzmesser,  die  Tacbymetrie. 
der  Messtisch  und  das  Abstecken  von  Linien. 

Bald  wird  der  dritte,  die  höhere  Geodäsie  umfassende  Band 
erscheinen,  und  die  geodätische  Literatur  befindet  sich  dann  im  Be> 
sitz  der  Neuauflage  eines  Werkes  der  gesamten  Wissenschaft,  das 
fttr  jeden,  der  sich  mehr  als  oberflächlich  mit  dem  Paeh  be- 
schäftigt, unentbehrlich  ist.  P. 


W.  Jebp.  Barfuss'  Handbuch  der  Feld  -  MeMkunde. 
4.  vollständig  umgearbeitete  und  wesentlich  gekürzte 
Auflage.      Mit    einem  Atlas    von  29  Tafeln.       Weimar. 

Voigt.  XII  Q.  144  S.  (1889.) 

Das  schon  an  anderer  Stelle  (Zeitschr.  f.  Vermessungswesen 
XVII.  650)  vom  Referenten  besprochene  Werk  enthält  eine  Be- 
schreibung: 1.  der  Instrumente  und  Geräte  zum  Messen  gerader 
Linien,  zum  Abstecken  und  Bezeichnen  der  Punkte  auf  dem 
Felde,  zum  Visiren,  zum  Abstecken  rechter  Winkel,  zum  Messen 
von  Winkeln  nach  Graden,  zum  Nivelliren,  des  Messtisches  mit 
Zubehör  und  der  Bussole;    2.    der  Prflfung,   Justirung   und  Be- 
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handlong  dieser  Instrumente ;  3.  der  Arbeiten  auf  dem  Felde; 
4.  desNivellirens;  5.  des  Absteekens  ven  Curven;  6.  der  An- 
fertigung der  Pläne.  P. 

V.    Rbitzner«      Grundzttge  der  allgemeinen   praktischen 
Geometrie   und   der  militSriscben  Landes  -  Aufnahme. 

Wien.  Seidel  &  Sobo. 


E.  T.  Hbnchie.     An  elementary  treatise  on  mensuration. 

London!  Schoolbooks  pabltaHiog  Company. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  490. 


E.  C.  ßoccAHDO.  Trattato  elementare  completo  di  geo- 
metria  pratica.  Dispensa  18  e  19  (ultima)  (1887). 
Dispensa  20.      (Parte   II:      Topografia,    dispensa    1). 

Torino  (1888). 

G.  HiBBBL.  Die  geometrische  Behandlung  der  topo- 
graphischen Fläche.      Wien  VIII  -+-  25  S. 


A.  Baulk.      Sammlung    von   Aufgaben   der  praktischen 

Geometrie.      Berlin.  Springer. 

Es  sind  Aufgaben  behandelt:  1)  zu  deren  Lösung  vorwiegend 
constante  Winkel  abgesteckt  und  Strecken  gemessen  sind,  2)  in 
denen  es  sich  um  die  mittlere  Messung  von  Strecken  und  Win- 
keln handelt  unter  Anwendung  von  Theodolit  und  Stahlband, 
3)  Ober  die  Aufnahme  und  Berechnung  von  Polygonen,  4)  über 
den  Anschluss  eines  Vermessungswerkes  an  die  Landesvermessung, 
5)  Ober  das  Abstecken  von  Kreiscurven,  6)  Aber  die  Teilung  von 
Figuren,  7)  über  die  Aenderung  der  Begrenzung  von  Flächen 
mit  gleicher  und  verschiedener  Bonität,  8)  über  Fehlerverteilung 
in  den  Winkeln,  Goordiuaten,  Strecken  und  Flächen,  9)  über 
Flächenmessungen. 
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Die  Aufgaben  gehören  durchweg  dem  Grebiete  der  niederen 
Geodfisie  an.  P. 

VoGLBR.     Mess-  und  Bechenttbungen.   Jordao  z.  f.  v.  xvii. 

449-463,  609-632. 

Es  sind  folgende,  von  Zahlenbeispielen  begleitete  Aufgaben 
behandelt: 

1.  Einschalten  eines  Punktes  in  eine  Gerade  mit  unzugäng- 
lichen Endpunkten. 

2.  Trigonometrische  Messung  einer  Turmhöhe  von  zwei 
Standpunkten  aus,  welche  mit  dem  Ziel  in  einer  Verticalebene 
liegen,  und  Anschluss  an  eine  gegebene  Höhenmarke. 

3.  Auf  dem  Felde  sei  gegeben  eine  BerQhrende  und  ein  Punkt 
eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  bekannt  ist;  den  Berfibrnngs- 
punkt  abzustecken. 

4.  Auf  dem  Felde  seien  gegeben  zwei  Berührende  einer  Gurre, 
deren  Halbmesser  bekannt  ist;  fflnf  Hauptpunkte  abzustecken, 
nämlich  Curvenanfang  und  -Ende,  den  Scheitel  und  zwei  Zwischen- 
Scheitel. 

5.  Einfaches  Nivellement  zum  Einw&gen  einer  Neumarke 
im  Anschluss  an  einen  Bolzen  der  Landesaufnahme,  mit  Mess- 
probe. 

6.  Nivellement  mit  Wendelatte  unter  Abschluss  einer  Schleife 
zum  Einwägen  einiger  Neumarken. 

7.  Von  einem  Kreis  von  120  m  Halbmesser  sind  zwei  zu- 
gängliche Punkte  abgesteckt,  diese  aber  gegenseitig  nicht  sicht- 
bar und  ihr  Abstand  direct  nicht  messbar;  einen  dritten  Kreis- 
punkt zu  bestimmen. 

8.  Einen  Kreis  an  drei  sich  schneidende  Gerade  berührend 
zu  legen,  nach  Messung  der  Brechungswinkel  mit  dem  Theodolit; 
neun  Hauptpunkte  abzustecken. 

9.  Einen  Kreis  an  zwei  sich  schneidende  Gerade  berührend 
zu  legen,  wenn  ein  Berührungspunkt  gegeben  ist 

10.  Einen  Kreis  an  drei  sich  schneidende  Gerade  berührend 
zu  legen,  ohne  Messung  der  Brechungswinkel  mit  dem  Theodolit. 

11.  und  12.  Triangulation  eines   Vierecks   mit    Diagonalen; 
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siELmtliche  acht  Winkel  durch  sechsfache  Repetition  zu  messen; 
Ausgleichung  zunächst  nur  auf  Grund  der  Winkelbedingungen, 
und  dann  yollstftndige  Ausgleichung.  P. 


J.   Marchand.      Probl&mes  de  gdomdtrie  appliquäs  ä  la 

g^od^sie  agraire.     Louvain.  VII[+ö9S.  (autographi^). 


BaU£RNFEind.      Das  Bayerische  Präcisions- Nivellement. 

Siebente   Mitteilung.     München.  O.  Franz. 

Die  im  Vorliegenden  veröffentlichten  Nivellementsstrecken 
sind  in  chronologischer  Ordnung  die  Linien:  1.  Neuenmarkt- 
Ralrabach-Lichtenfels,  2.  Oberkotzau-Hof,  3.  Kirchenlaibach-Red- 
witz-Eger,  4.  Goburg-Lichtenfels-Bamberg,  5.  Bamberg-Schwein- 
furt-Partensteinf  6.  Partenstein-Aschaffenburg-Eahl,  7.  Nürnberg- 
Ansbach-Crailsheim,  8.  Marktl-Burghausen-FreilassiBg,  9.  Schwan- 
dorf-Cham-Furth  i/W.,  10.  Kempten-Iramenstadt-Flissen-Plansee- 
Parteükirchen,  11.  GemQnden-Burgsinn-Elm. 

Von  diesen  Strecken  wurden  1,  4  und  6  ganz,  5  teilweise 
wiederholt  und  an  10  noch- ein  Zweignivellement  an  den  Bader*> 
see  und  den  Eibsee  angeschlossen.  Die  Arbeiten  sind  in  den 
Jahren  1883,  1886  und  1887  mit  den  in  der  „Ersten  Mitteilung'' 
beschriebenen  Erterschen  grossen  Nivellirinstrumenten  und  teil- 
weise neuen  Latten  ausgeführt  worden.  Ebenso  wie  in  den 
früheren  Mitteilungen  sind  auch  hier  die  genannten  11  Strecken 
gruppenweise  beschrieben  mit  Angaben  über  die  Zielweiten,  die 
Bestimmungen  der  Constanten  der  Instrumente,  die  Lage  und 
Beschaffenheit  der  einnivellirten  Fixpunkte,  sowie  über  die  Oe- 
nauigkeit  der  Messungen  und  die  Zeit,  die  sie  in  Anspruch 
nahmen.  P. 

Howard  Gore.     Die  geodätischen  Arbeiten  in  den  Ver- 
einigten Staaten  von  Nord- Amerika.      Jordan  z.  f.   v. 

XVII.  33-39,  203-207,  386-391,  394-395. 
Es  sind  nach  einander  beschrieben: 
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1.  Die  Pennsylvanisehe  Gradmessung  V^n  Mason  und  Dil« 
(1764-1768); 

2.  Borden's  Vermefisuog  von  Massachusetts; 

3.  Die  SeenvermesBung  der  Vereinigten  Staaten.        P. 


J.  Kleiber.      Theorie    der  Ausgleichung  der  Beobaci 

tungen.       Kasan.  Nachr.  1888.  1-99. 


H.  Stadthagen.      Beiträge    zur  Untersuchung    des  G 
nauigkeitsgrades     astronomischer     Berechnuhjgen    m 
Anwendung    auf    eine    in    der    geographischen    Ort.« 
bestimmung  häufig  vorkommende  Aufgabe.  Berlin.  !?4 

■    gr.  80. 

•  ■  .■   ' 

W.  Jordan.      üeber   die  günstigste  Gewichtsverteilung 
Der  Schreiber'scbe  Satz.     Jordan  z.  f.  V.  JLVII.  641649. 

Es  wird  der  von  Herrn  0.  Sefareiber  in   der  Zeitacbrift  fr 
VermessuDgsw^.    1882,    S.  141,    ausgesproohfene   Sats   über  i 
günstigste  Gewichtsverteilung   bei   der  Auagleiefaang  mit  Bedid 
gungsgleichungen  einer  niUiereh  Erörterung  unterzogen.    Der  Sa 
lautet  im  wesentlichen:    Wenn   in   einem    Dreiecksnetz   mit  B 
dingungsgleichnngen  eine  Seite  S  mit  möglichst  grossem  Gewicb 

P  bei  constanter  Summe  [p]  der  Winkelmessungsgewichte p,^  Fr 
bestimmt  werden  soll,  so  ist  unter  den  hierzu  mögUehen  Ver 
teilungen  der  Gewichte  p,fP„...  jedenfalls  eine  Verteilung,  i 
welcher  nur  so  viele  Gewichte  p  wirklich  vorkommen,  als  di 
Zahl  der  zur  Bestimmung  von  S  unvmgängliob  nötigen  Winkel 
(oder  Richtungen  u.  s.  w.)  beträgt,  während  die  Qbrigen  Ge- 
wichte p  alle  gleich  Null  zu  setzen  sind. 

Da  der  allgemeine  Beweis  auf  ein  System  hoehgradi^r 
Gleichungen  führt,  so  hat  Verfasser  ein  Zahlenbeispiel  fUr  einen 
bestimmten  Fall  zur  Erläuterung  mit  herangezogen.  P. 
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Hatt.  Sur  r^valaation  des  erreurs  inhärentes  au  Systeme 
des  coordonn^es  rectangulaires.     0.  B.  ovi.  921-924. 

Von  einer  Dreieckskette,  deren  äussere  Seiten,  sowie  die 
inneren;  ein  regelmässiges  Polygon  (Vierundzwanzigeck)  bilden, 
ist  unter  bestimmten  Annahmen  über  die  Ausdehnung  der  Kette, 
von  einem  Punkte  ausgehend,  unter  Zugrundelegung  von  recht- 
winkligen Goordinaten,  der  Schlussfehler  angegeben;  nachher 
sind  auf  Grund  verschiedener  Goordinatensysteme  die  Längen 
zweier  Seiten  berechnet,  um  zu  zeigen,  dass  die  geodätischen 
Polarcoordinaten  die  geringste  Abweichung  liefern.  P. 


W.  Jordan.     Genauigkeitsverhältnisse  der  Polygonzug- 
Messung.    Jordan  Z.  f.  V.  XVII.  1-18. 

Die  vom  Verfasser  ausgeführte  Triangulirung  und  Polygoni- 
sirung  der  Stadt  Linden  bei  Hannover  hat  ihm  Gelegenheit  ge- 
boten, mit  Bflcksicht  auf  das  dadurch  erlangte  Material  inter- 
essante Betrachtungen  über  die  Polygonzugmessung  anzustellen. 
Nach  einer  kurzen  Erläuterung  der  Triangulirung  mit  Angabe 
ihrer  Genauigkeit  ist  die  Festlegung  und  Versicherung  der  Poly- 
gonpunkte, sowie  die  Centrirungsvorrichtung  f&r  den  Theodolit 
und  die  Signale  an  der  Hand  von  Zeichnungen  beschrieben,  und 
hierauf  die  Genauigkeit  der  Polygonwinkel-  und  Längenmessung, 
sowie  der  Anschlüsse  zwischen  den  PolygonzOgen  und  der  Trian- 
gulirung besprochen.  Danach  beträgt  der  mittlere  Winkelfehler 
+ 15"  für  Züge,  die  direct  an  trigonometrische  Punkte  ange- 
schlossen sind,  und  +  2 1'^  für  Züge,  die  zwischen  Polygonpunkten 
liegen;  während  der  mittlere  unregelmässige  Fehler  des  Mittels 

zweier  Längenmessungen   der   Länge   /  sich  zu  0,444  ^i    be- 
rechnet. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  Längenwidersprüche 
zwischen  der  Triangulirung  und  der  Polygonisirung,  da  die 
Basis  fllr  erstere  nur  eine  vorläufige,  aus  alten  Gauss'schen 
Punkten  der  hannoverschen  Gradmessung  abgeleitete  war.  Dieser 
Längen  Widerspruch,  der  naturg^mäss  überall  in  demselben  Sinne 

Fortaohr.  d.  Math.  XX.  d.  78 
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auftrat,  betrug  im  Mittel  —  0,20  m  auf  1000  m,  so  dass  derselbe 
zu  einer  vorläufigen  Verbesserung  der  Basislänge  benutzt  werden 
konnte.  P. 

F.  SiACCi.     Sulla  corapensazione  delle  poligonali  che  ser- 
vono  di  base  ai  rilievi  topografici.      Torino  Atti    xxiii. 

430-432. 

Es  wird  die  Ausgleichung  der  Seiten  eines  Polygonzng^ 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  besprochen.  Die  im 
Eingänge  befindliche  Aeusserung,  die  Seitenfehler  eines  PoljgoD- 
zuges  seien  unabhängig  von  den  Winkelfehlern  desselben,  trifft 
fQr  die  Ausgleichung  nicht  zu,  weshalb  auch  die  hier  vorausge- 
setzte Trennung  der  Seiten-  und  Winkelausgleichung  nicht  zu- 
lässig ist,  P. 

N.  Jadanza.     Sulla  misnra  diretta  ed  indiretta  dei  lati  di 
una  poligonale  topografica.    Torino  Atti  xxiv.  177-1»4. 

Im  ersten  Abschnitt  sind  zur  Untersuchung  der  Längen- 
messgenauigkeit  für  Längen  bis  zu  200  m  die  Ergebnisse  der 
Messungen  im  ebenen  und  HQgellande  mit  einem  Clepsdistanz- 
messer  von  Salmoiraghi  (1.  Grösse),  einem  englischen  Tachj- 
meterdistanzmesser  und  der  Dreimeterlatte  neben  einander  ge- 
stellt und  die  mittleren  Fehler  fQr  jeden  Fall  abgeleitet.  Ver- 
fasser findet,  dass  im  coupirten  Terrain  der  Distanzmesser,  ins- 
besondere derjenige  des  Cleps,  genauere  Resultate  liefert,  als 
die  Lattenmessung.  Die  angezogenen  Zahlen  der  Versuchs- 
messungen  für  diesen  Fall  zeigen  aber,  da  bei  einer  Länge  von 
50  m  die  Lattenmessungen  unter  sich  um  0,5  m  abweichen,  dass 
diese  in  einer  Weise  ausgeführt  sein  müssen,  die  den  Namen 
Lattenmessung  nicht  verdient. 

Im  zweiten  Abschnitt  ist  ein  geschlossenes  Polygon,  dessen 
Winkel  wieder  auf  dreifache  Weise  gemessen  wurden,  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  ausgeglichen.  Es  ist  dabei  erst 
der  Winkelwiderspruch  auf  die  Winkel  gleichmässig  verteilt,  und 
nachher  sind  die  Seiten  nach  der  Methode  der  bedingten  Beob- 
achtungen, wobei  es  allerdings  nur  zwei  Normalgleiehungen  auf* 
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znlösen  giebt,  ausgeglichen  worden.  Dieses  Verfahren  ist  des- 
halb nicht  richtig,  weil  bei  einer  Trennung  der  Winkel-  und 
Seitenausgleichung  die  erste  durch  die  letzte  wieder  zerstört 
wird.  P. 

J.   BiscuoFF.     Neue  Beziehungen  auf  dem  Geoid. 

Aatr.  Nachr.  GXlX.  No.2844.  176-184. 

Es  wird  mittels  sphärischer  Tirigonometrie  gezeigt,  wie  man 
die  Differenz  zwischen  wahrem  und  sphärischem  Azimut  eines 
Punktes  der  Erdoberfläche  in  Bezug  auf  einen  anderen,  den 
Unterschied  der  Azimute  der  beiden  Verticalschnitte,  welche  je 
durch  das  Lot  des  einen  Punktes  und  durch  den  anderen  hin- 
durchgehen, ihren  Flächenwinkel  und  die  sogenannten  Depressions- 
winkel berechnen  kann,  wenn  als  bekannt  vorausgesetzt  sind  die 
Zenitdistanz  der  beiden  Oerter,  d.  h.  der  Winkel,  welchen  ihre 
Lote  miteinander  bilden,  und  die  Neigungen  der  beiden  obigen 
Verticalebenen  gegen  das  Lot,  durch  welches  sie  nicht  hindurch- 
gehen. Diese  Formeln  werden  auf  das  Rotationsellipsoid  ange- 
wandt und  ihre  Reduction   für   kleine  Entfernungen  angegeben. 

Dz. 

P.  PizzETTi.     GH  azimut  reciproci  di  un  arco  di  geodetica. 

Torino  Atti  XXIII.  433-448. 

Ausgehend  von  der  Besserschen  Differentialgleichung  der 
geodätischen  Linie,  betiandelt  der  Verfasser  die  Ermittelung  des 
Unterschiedes  der  Azimute  einer  geodätischen  Linie  in  ihren 
Endpunkten  für  eine  beliebige,  nur  wenig  von  der  Kugel  ab- 
weichende Fläche,  wobei  die  Breite  als  Function  der  Länge  ein- 
geführt und  der  Unterschied  der  Sinus  der  Breiten  in  eine  Reihe 
nach  Potenzen  des  Längenunterschiedes  entwickelt  wird.  Die 
Methode  ist  noch  besonders  auf  das  Rotations-  und  das  dreiaxige 
Ellipsoid  angewandt.  P. 

N.  Jadanza.     Sul  calcolo  degli  azimut  mediante  le  coor- 
dinate  rettilinee.    ToriDo  Atti  XXlii.  89<106. 

Es   handelt   sich    um   die    Berechnung   des   Azimutes  einer 

78* 
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kurzen  geodätischen  Linie  in  ihren  durch  rechtwinklige  Goor- 
dinaten  gegebenen  Endpunkten  für  den  Fall,  dass  diese  beiden 
Punkte  noch  innerhalb  eines  Blattes  der  Karte  yon  Italien  liegen. 
Zunächst  sind  mittels  der  Legendre'schen  Formeln  f&r  den 
Breiten-  und  Längenunterschied,  die  Meridianconyergenz  and  das 
Gegenazimut  aus  den  geographischen  Coordinaten  zweier  Punkte 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  abgeleitet,  die  Rechnung  durch 
ein  Zablenbeispiel  erläutert  und  nachher  aus  diesen  rechtwink- 
ligen Coordinaten  die  Azimute  in  den  Endpunkten  der  Verbin- 
dungslinie berechnet.  Zum  Schlüsse  ist  dann  noch  die  Berechnung 
der  geographischen  Coordinaten  aus  den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten mit  den  entsprechenden  Formeln  an  einem  Beispiel 
durchgeführt.  Tabellen  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  Bebst 
einem  Verzeichnis  der  Breiten  und  Längen  der  Blattmitten  (An- 
fangspunkte der  rechtwinkligen  ebenen  Coordinaten)  der  einzelnen 
Blätter  der  Karte   von  Italien   sind  der  Abhandlung  angehängt. 

P. 

ü.  Habnig.  lieber  Hansen's  Methode,  ein  geodätisches 
Dreieck  auf  die  Kugel  oder  in  die  Ebene  zu  über- 
tragen.     Dies.  Leipzig.  36  S.  4<>. 


F.  Zrzavy.     Vereinfachung  des  absoluten  Gliedes  bei  der 
Seitengleichung  nach  Baeyer.     Prag.  Ber.  189-191. 

Das  absolute  Glied -^—77 (-: — .  .   ^> '  "  —  1 )   der    Seiten- 
sini" Nsmasm/?'  ...        ^ 

gleichung  nach  Baeyer  ist,  wenn  der  Logarithmus  des  Bruches  in 

der  Klammer  gleich  +  log  D  gesetzt  und  mit  üf  der  Modul  der 

Brigg'schen  Logarithmen  bezeichnet  wird,  auf  die  Form 

4-    ^Qg-P     __    10'logZ> 
-  itfsinl"  ■"  lO^ilfsinl" 
gebracht  worden.  P. 

Gerling.      Die    Pothenot^sche    Aufgabe    in    praktischer 
Beziehung  dargestellt.    Zweite  Ausgabe.    Marburg,  fiiwert. 
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Das  im  Jahre  1840  erschienene,  jetzt  neu  gedruckte  Werk- 
chen enthält  nach  einigen  Vorbemerkuingen  über  die  PotheDot'sche 
Aafgabe:  1)  deren  Auflösung  durch  Rechnung,  wenn  nur  drei 
Punkte  gegeben  sind  und  wenn  mehr  Punkte  und  Winkel  als 
notwendig  gegeben  sind,  mit  Ausgleichung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate;  2)  die  Auflösung  mittels  des  Messtisches. 

F. 

Dechbr.     Die    einfache    und    die   Doppelpunkteinschal- 
tung  in  Dreiecksnetze.     Jordan  z.  f.  v.  xyil  140-152. 

Die  Lösung  der  Pothenofschen  Aufgabe  und  der  Aufgabe 
der  zwei  unzugänglichen  Punkte  ist  auf  die  Eigenschaften  der 
Dreiecke  im  Kreise,  die  als  geometrische  Oerter  die  Punkte  be- 
stimmen, gegründet.  P. 

LoRBER.      üeber    die  Winkelsumme   in  Polygonen    mit 
Seitendurchschneidungen.     Jordan  z.  f.  v.  xvii.  593-599. 

Es  ist  die  Formel  für  die  Winkelsumme  und  die  sich  daraus 
ergebende  Begel  abgeleitet.  P. 


W.  Jordan.     Coordinaten  -  Umformung  mit  Massstabs- 

änderung.      Jordan  Z.  f.  V.  XVII.  305-310. 

Die  in  der  Abhandlung  desselben  Verfassers:  „Oenauig- 
keitsverhältnisse  der  Polygonzugmessung*"  (Jordan  Z.  f.  V.  XVII. 
1-18,  vgl.  oben  S.  1233)  besprochene  Triangulirung  und  Poly- 
gonisirung  der  Stadt  Linden  veranlasste  den  Verfasser,  die  ur- 
spranglich  auf  das  Gauss'sche  System  der  hannoverschen  Grad- 
messung gegründeten  Coordinaten  mit  dem  Ursprung  Göttingen 
auf  den  Ursprung  Celle  des  neuen  Systems  des  Katasters  um- 
zuformen. In  der  vorliegenden  Abhandlung  sind  die  Formeln 
für  die  Verwandlung  der  geographischen  Coordinaten  in  recht- 
winklige sphärische  Coordinaten,  sowie  die  Transformations- 
formeln für  letztere  mit  Rücksicht  auf  die  Massstabsänderung 
zusammengestellt.  P. 
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F.  Zrzavt.     Eine  Bemerkung  zur  Berechnung  der  Höhen- 
unterschiede aus  gemessenen  Zenitdistanzen.     Png.  Ber. 

191.194. 

Wenn  bei  der  ZenitdistanzmessuDg  f&r  eine  Höhenbestimmung 
ein  excentriscber  Punkt  anyisirt  wird,  so  moss  noch  der  Unter- 
schied der  Entfernungen  Standpunkt-Gentrum  und  Standpunkt- 
Zielpunkt  ermittelt  werden.  Verfasser  zeigt,  wie  dies  mittels 
einer  Boussole,  wenn  das  Object,  dessen  Höhe  bestimmt  werden 
soll,  z.  B.  eine  Kirchturmspitze  ist,  geschehen  kann.         F. 


KoPPK.     Die  Verfahren  der  Ausführung  und   der   Be- 
rechnung barometrischer  Höhenaufnahmen.   Jordan  z.  f. 

V.  XVII.  561-584,  603. 

Nach  einer  geschichtlichen  Uebersicht  ttber  die  barometrische 
HöhenmessuDg  werden  die  heutigen  Messmethoden  und  die  ge- 
bräuchlichen Formeln  und  Tafeln  zur  Berechnung  der  Höhen  aus 
Barometerstftnden  ausftthrlich  besprochen.  P. 


J.  M.  Pernter.     (Jeher   die  barometrische  •  Höhenmess- 
formel.     Mit  neuen  Tafeln.   Ezoer  Bep.  xxiv.  i6M7a 

Der  Grund  zur  neuen  Bearbeitung  des  Gegenstandes  liegt 
fttr  den  Verfasser  darin,  die  Aufgabe  zu  lösen,  „einerseits  eine 
fehlerhafte  Voraussetzung  in  Bezug  auf  die  Abnahme  der  Sehwere 
mit  der  Höhe  auf  den  Continenten  aus  der  gewöhnlichen  Formel 
zu  eliminiren,  andererseits  die  nun  genauer  festgestellten  richti- 
geren GoDstanten  einzuführen  und  endlich  die  Einführung  von 
nur  solchen  Barometerständen  in  die  Höhenmessformel,  welche 
wegen  aller  Fehler  corrigirt  sind,  vorzuschlagen". 

Die  endgültige  Formel  lautet: 

A  =  18399,8{l+i(r+r)«j  [l+0,378»i(^  +  -^)] 

.  (1+O,00259cos25p)  •  (l  +^-^^) log  ^ . 
Ausser  den  allgemein  Oblichen  Bezeichnungen  bedeutet  hierin  e 
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den  Dampfdruck  des  Wassers  in  der  Luft,  »  die  Höhe  der 
unteren  Station  über  dem  Meeresspiegel.  Acht  beigegebene 
Tafeln  sollen  die  Zahlenrechnungen  erleichtern.  Lp. 


W.  Koppen.     Einfache  baronaetrische  Höhenfornaeln. 

Met.  Zeitachr.  V.  369-371. 

Umformungen  der  Babinet'schen  Formel,  von  denen  die 
folgenden  heryorgeboben  werden  mögen: 

B-&--L    '^62+6 
50  '  267+/  ' 

(B  und  b  die. Barometerstände  an  den  Endstationen,  h  die  Höhen- 
differenz, t  die  mittlere  Temperatur  der  Luftsäule); 

„     .         h      456+6       ,  A    520+6 

*-*=^- 256+7,    ^^^"^    ="54   25()+(;' 

(tf,  Temperatur  am  oberen  Ende  der  Luftsäule;  ftlr   eine  Tem- 
peraturabnahme  von  resp.  0,78*^  und  O^bS^  auf  je  100  m.) 

Lp. 

H.  PoiNCARE.     Sur  la  figure  de  la  Terra.  C.  R.  OVII.  67-71, 

Es  wird  untersucht,  ob  sich  ein  Gesetz  fUr  die  Veränderung 
der  Dichte  der  Erde  ermitteln  lässt,  das  der  Clairaut'schen 
Formel,  dem  Abplattungswerte  7|+7  und  der  Präcessionsconstante 
305,6  entspricht.  Verfasser  gelangt  zu  dem  Resultate,  dass  dies 
nicht  der  Fall  ist.  P. 


M.  Lew.      Sur    la    th^orie    de    la   figure   de  la   Terre. 

a  R.  OVI.  1270-1276,  1314-1320,  1375-1381. 

Der  von  Herrn  Lipschitz  bearbeitete  Gegenstand  in  der  im 
Journal  für  Math.  LXIL  veröffentlichten  Abhandlung:  „Versuch 
zur .  Herleitung  eines  Gesetzes,  das  die  Dichtigkeit  fär  die 
Schichten  im  Innern  der  Erde  annähernd  darstellt,  aus  den  ge- 
gebenen Beobachtungen^,  ist  vom  Verfasser  weiter  so  behandelt, 
dass  die  Präcession  mit  als  Bedingung  hineingezogen  ist. 

P. 
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6.  W.  Hill.     Od  the  interior  constitntion  of  the  earth 
ES  respects  density.     AnDais  of  Math.  iv.  19-29. 

Der  Verfasser  geht  von  der  uns  auch  durch  geologische  Er- 
wägungen nahe  gelegten  Annahme  aus,  dass  die  Masse  des  Erd- 
innem  in  grösseren  Entfernungen  von  der  Oberfli&che  sich  in 
einem  plastischen  Zustande  befinde.  Dichte  (q)  und  Druck  (p) 
denkt  er  sich,  unter  A  und  B  gewisse  Constanten  verstanden, 
durch  die  Gleichung  q  =  A+Bp  verbunden,  während  f&r  das 
Potential  V  im  Punkte  (x,  y,  a)  die  folgenden  beiden  Gleichungen 
bestehen  sollen: 

Diese  drei  Gleichungen  discutirt  der  Verfasser  und  leitet,  indem 

er  c  =  logyaj'4-y*+«*j  *  =  4«B^(aj*+y'+Ä')  setzt,  fÄr  die  Be- 
ziehung zwischen  a  und  v  nachstehende  Differentialgleichung  her : 

d'(loga)       rf(loga) 

Die  f&r  verschiedene  Abstände  vom  Erdmittelpunkte  sich  er- 
gebenden Dichten  werden  berechnet  und  tabellarisch  zusanunen- 
gestellt;    auch    werden    die    eigentümlichen    Curven    construirt, 

welche,  wenn  «  und  j  ^i»  Coordinaten  gelten,  der  zu- 
letzt angeschriebenen  Differentialgleichung  entsprechen.  Uebrigens 
hätte  doch  wohl  statt  desjenigen  der  ruhenden  das  Potential  der 
sich  um  ihre  Axe  drehenden  Erdkugel  eingef&hrt  werden  sollen, 
und  dann  würde  die  für  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von 
V  sich  ergebende  Relation  sich  etwas  anders  gestalten,  als  oben 
angenommen  wurde.  Gr. 

Ch.  Defforges.      Sur   la  mesure  de  l'intensit^  absolne 
de  la  pesanteur.    0.  R.  GVL  12B-129|  I9M94. 

Nachdem  im  ersten  Teil  gezeigt  ist,  wie  durch  zwei  ungleich- 
lange Reversionspendel,  die  mit  denselben  Schneiden  gebraucht 
werden,  der  durch  das  Mitschwingen  des  Stativs  hervorgerufene 
Fehler  eliminirt  werden  kann,  ist  im  zweiten  Teil  ein  auf  dieses 
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Princip  gegründeter,  von  Brunner  angefertigter  Pendelapparat 
nebst  den  Vorriehtangen  zum  Messen  der  Schwingungsdauer  und 
zur  Bestimmung  des  Betrages,  um  welchen  sich  das  Stativ  fort- 
bewegt, sowie  auch  der  Comparator  zur  Bestimmung  der  Länge 
und  des  Schwerpunktes  jedes  Pendels  beschrieben.  (Vergl.  das 
folgende  Referat.)  P. 

Ch.  Dbfpobgbs.    Sur  l'iDtensitö  absolue  de  la  pesanteur. 

Almeida  J.  (2)  YII.  239-250,  347-364,  455-478. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  Ermittelung  der  Gonstante 
der  Schwere  durch  Pendelbeobachtungen  und  stellt  alle  Erwä- 
gungen zusammen,  welche  die  Theorie  und  die  Versuchsan- 
ordnung betreffen.  Die  Abhandlung  ist  zu  diesem  Zwecke  in 
folgende  Abschnitte  geteilt:  I.  Vorläufige  Betrachtungen.  II.  Das 
umkehrbare  Repsold'sche  Pendel.  III.  Bewegung  der  Sttttze. 
Beobachtungsmethode,  um  ihren  die  Schwingungsdauer  stören- 
den Einfiuss  zu  eliminiren.  IV.  Brünner'sche  Pendel.  V.  Be- 
obachtungsmethoden.    (Vergl.  das  vorangehende  Referat.) 

Lp. 

N.  Jadanza.  Sullo  spostamento  della  lente  anallattica  e 
sulla  verticalitk  della  stadia.    Torino  Atti  xxiii.  294-302. 

Es  ist  zuerst  ermittelt,  welche  Veränderung  der  Lage  des 
anallatischen  Punktes  sowohl  als  der  Grösse  des  diastimometri- 
sehen  Winkels  eines  anallatischen  Distanzmessfernrohres  eine 
Verschiebung  der  CoUectivlinse  zur  Folge  hat;  nachher  ist  der 
Einfluss  der  Lattenschiefe  auf  die  DistanzmessuDg  untersucht. 

P. 

Fr.  Krbutbr.  Das  neue  Tacheometer  aus  dem  Rei- 
chen bach'schen  mathematisch  -  mechanischen  Institute 
T.  Ertel  &  Sohn  in  Mönchen.   2.  Aufl.     Bfüdd.  Winiker. 

Die  schon  in  dem  i,Organ  für  die  Fortschritte  des  Eisenbahn- 
wesens 1888**,  S.  152  vom  Referenten  besprochene  Broschüre 
enthält  eine  Beschreibung  des  Tachymeters  von    Ereuter  (siehe 
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auch  Jordan*8  Handbuch  der  Yermessungskunde  3.  Aafl^  II. 
594),  des  Ganges  der  Feld-  und  Hausarbeiten  bei  Trassirangen 
und  einen  Anhang  mit  Formeln  und  Tabellen  fttr  die  neue  Kreis- 
teilung,  sowie  einer  Uebersicht  über  die  bei  Feldarbeiten  er- 
forderlichen Geräte  und  Arbeitskräfte.  P. 


LoRBER.     Ueber  Coradi's  Kugelplanimeter.     Jordan  z.  f.  v. 

XVII.  161-187. 

Die  gleitende  Bewegung  der  Messrolle  der  Planimeter  so 
gering  als  möglich  zu  machen,  war  der  Zweck  der  Herstellung 
des  Kugelplanimeters,  bei  welchem  ein  Kugelsegroent  der  Hess- 
rolle als  Unterlage  dient.  Von  Goradi  werden  zwei  Arten  Kugel- 
planimeter angefertigt,  wovon  die  eine,  das  Kugelrollpianimeter, 
rechtwinklige  Coordinaten,  die  andere,  das  freischwebende 
Kugelpolarplanimeter,  Polarcoordinaten  für  die  Flächenbestim- 
mung voraussetzt.  Von  beiden  Arten  sind  Beschreibung,  Theorie 
und  Genauigkeitsuntersuchungen  gegeben.  P. 


Gapitel  2. 

Astronomie, 

J.  F.  Enckb.     Gesammelte  mathematische  und  astrono- 
mische Abhandlungen.   Herausgegeben  von  Gravblius. 

3  Bde.      Berlin.  Ferd.  Oämmler's  Verlag.   IV-I-211S.,  ¥1  +  248  8., 

IV  4- 158  S.  b«. 

Die  Sammlung  umfasst  die  wichtigsten  Schriften  Encke's 
allgemein  wissenschaftlichen  Inhalts.  Der  erste  Band  enthält 
sechs  Abhandlungen  über  Rechnungsmethoden,  der  zweite  drei 
Abhandlungen  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  der 
dritte  acht  Abhandlungen  über  mathematisch-astronomische  und 
optische  Gegenstände.    (Vgl.  S.  13  dieses  Bandes.)  Dz. 
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S.   P.  LaNGLBT.      The  new  astronomy.    Boston.  Tickoor  and  Co. 

Anzeige  in  Nature  XXXVIII.  291-292. 


R.  Ä.  Proctor.      Old  and  new  astronomy.      Ä  treatise 

OD   astronomy.      London. 


K.  Caspari.  CoDrs  d'astronomie  pratique;  application 
k  la  g^ographie  et  k  la  navigation.  Partie  I:  Coor- 
donndes  vraies  et  apparentes.  Theorie  des  instrumenta 
(1888).  Partiell:  Determination  des  ^löments  g^o- 
grapbiques.     Applications  pratiques  (1889).    Paris.  Oaa- 

thier- Villars  et  Fils.  XII 4- 287,  Vim-347S. 


G.  Naccari.  Lezioni  di  astronomia  nautica  per  i  capi- 
taui  di  gran  cabotaggio,  secondo  i  programmi.  Padova. 

XVH-152S.  

LoEWY  et  P.  PüiSEüx.  Theorie  nouvelle  de  l'^quatorial 
coud^  et  des  ^quatoriaux  en  gön^ral.    0.  R.  cvi.7(>i.7ii, 

788-793,  891-898.  970-977,  1320-1326,  1483-1489. 

LoEWY  et  P.  PüiSEüx.  Influenae  de  la  pesanteur  sur  les 
coordonn^es  mesuräes  ä  Taide  des  ^quatoriaux.      c.  R. 

CVI.  1199-1206. 

E.  Perrin.  Determination  exacte  de  la  latitude  et  du 
temps  du  Heu  k  l'aide  d'observations  au  sextant  par 
la  m^tbode  des  hauteurs  ögales  d'^toiles.      Paris.   Gau- 

thier-Villars  et  Pils. 

E.  Caspari.  Formule  pour  le  calcul  des  longitudes  par 
les  chronom^tres.     C.  R.  ovii.  78-80. 

Der  Gang  eines  Chronometers  ist  nicht  gleichmässig,  und 
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wenn  man  es  auf  einer  Reise  benutzt,  so  mnss  man  rieh  übe 
denselben  zu  orientiren  suchen,  indem  man  mittels  deeselben  a 
verschiedenen  Orten,  deren  Länge  schon  anderweitig  bekannt  isi 
die  Abweichungen  feststellt.  Diese  Abweichungen  werden  al 
Ordinaten  aufgetragen,  während  die  Abscissen  die  enteprechei 
den  Zeiten  sind.  Die  gebrochene  Gurve,  welche  die  O^ordinaten 
endpunkte  verbindet,  wird  dann  durch  eine  andere  gebroehen 
Curve  ersetzt,  deren  Ecken  auf  den  Ordinaten  liefen,  derei 
Endpunkte  unverrOckt  bleiben,  und  fQr  welche  die  Summe  de 
Quadrate  der  einzelnen  Strecken  ein  Minimum  ist  Dz. 


A.  Germain.     £ltude  de  la  d^viation  de  la  verticale  sm 

les  cdtes  Sud   de   France.   FlammarioD,Bey.d*A8tr.  V1L174-17T 


F.  Folie.     Trait^  des  r^ductions  stellaires.     Liege  iieau 

XIV.  V  -f-  88  S. 

1.  Präcession  und  Nu tation  (jährliche  und  tfigliche).  2.  Aberra- 
tion und  Parallaxe  der  Sterne.  —  In  der  Vorrede  weist  der  Ver- 
fasser auf  fünf  Fehlerursachen  in  den  gebräuchlichen  Formeln 
bezüglich  der  Stemreductionen  hin:  tägliche  Nutation,  Erdlibra- 
tion,  Fortschreiten  des  Sonnensystems,  numerische  Ungenauig- 
keit  der  Goefficienten  derNutation,  Unveränderlichkeit  des  mitt- 
leren  Tages.  In  der  Hauptarbeit  selbst  versucht  er  zu  zeigen, 
wie  man  die  Sternörter  von  den  meisten  dieser  Fehler  befreien 
kann.  Mn.  (Lp.) 


F.  Folie.      Sur  les  formales  de  rdduction  des  ciroom- 
polaires  en  ascension  droite  et  en  däclinaison.      Beig. 

Bull.  (3)  XV.  701-711,  XVI.  312-316. 

Die  Reductionsmethode  von  Fabritius-Oppolzer  ist  weder 
vom  theoretischen,  noch  vom  praktischen  Oesichtspankte  aas 
gut;  praktische  Formeln  zum  Ersätze  für  die  von  Fabritius. 

Hn.  (Lp.) 
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F.   Folie.      Note  sur   son   ^TraittS   des  rdductions  stel- 

laires^.      Belg.  BoU.  (3)  XV.  256-257. 

Das  erste  Heft  enth&lt  die  Theorie  der  Präcession,  der  jähr- 
lichen und  täglichen  Nutation,  der  Aberration  und  der  Parallaxe 
der  Sterne  nnter  Berücksichtigung  der  Fortbewegung  des  Sonnen- 
systems. Mn.  (Lp.) 

F.  Folie.  Note  sur  la  m^thode  ia  plus  süre  pour  d^- 
terminer  la  constante  de  raberration  au  moyen  d'une 
s^rie    d'observations  d'une  m§me  Steile  en  ascension 

droite.       Belg.  Bull.  (3)  XV.  618-621. 

Wenn  der  Stern  eine  Rectascension  von  18  Stunden  und 
einen  Polabstand  gleich  der  Ekliptikschiefe  hat,  so  enthält  die 
Reductionsformel  nur  noch  die  Aberrationsconstante,  die  jähr- 
liche Parallaxe  des  Sterns  und  eine  der  Coordinaten  der  Sonne; 
es  ist  nur  noch  ein  Fehler  nicht  eliminirt,  der  vom  Pendel  her- 
rührende. Mn.  (Lp.) 

F.  Folie  et  J.  Liagrb.  Rapport  sur  le  memoire  de  M. 
Niesten,  intitul^:  De  Tinfluence  de  la  nutation  diurne 
dans  la  discussion  des  observations  de  a  Ljrae  faites 
k  Fobservatoire  de  Washington.     Belg.  Bull  (3)  xvi. 

Herr  Niesten  findet  für  die  tägliche  Nutation  0,095  Secun- 
den  und  69^  Länge  von  Paris  für  den  ersten  natürlichen  Meri- 
dian, aber  eine  negative  Parallaxe  von  0,07  Secunden  für  den 
untersuchten  Stern,  was  die  beiden  andern  Resultate  entwertet. 

Mn.  (Lp.) 

L,  OB  Ball.  Determination  de  la  parallaxe  relative  de 
rdtoile   principale    du    couple    optique    2  1516   AB. 

Belg.  Möm.  S.  E.  XLIX.  38  8. 

Durch  zwei  Methoden  findet  der  Verfasser  eine  Parallaxe 
von  ungefilhr  0,1  Secunden  (oder  31  Lichtjahre).  Vergl.  Belg. 
Bull.  (3)  XIL  609-611,  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  1101. 

Md,  (Lp.) 
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0.  BoNNBT.     Theorie  de  la  r^fraction  astronomiqae. 

Paris,  61  S.  80.  

O.  DziOBBK.      Die    mathematischen  Theorien    der   Pla- 
neten-Bewegungen.     Leipsig.  J.  A.  Barth.  VIII  a.  305  S.  gr.  8^ 

Die  astromechaDischen  UntersuchuDgeD,  welche  die  plane- 
tarische  StöruDgstheorie  betreffen,  sind  in  die  gewöhnlichen  Lehr- 
bücher der  Mechanik  nicht  aufgenommen  worden  and  bleiben 
daher  vielen  Mathematikern  unbekannt.  Um  diesem  Mangel  ab- 
zuhelfen, hat  Herr  Israel-Holtzwart  schon  es  versucht,  sie  in 
seiner  Astromechanik  den  Studirenden  zugänglich  zu  machen, 
und  Herr  Rausenberger  hat  in  seinem  auf  S.  872  dieses  Bandes 
angezeigten  Lehrbuche  der  Analytischen  Mechanik  den  plane- 
tarischen Störungen  erster  Ordnung  und  den  Elementen  der 
Mondtheorie  einen  umfangreichen  Paragraphen  gewidmet  In 
dem  vorliegenden  Werke  nun  hat  Herr  Dziobek  die  Theorie  der 
Bewegung  der  Himmelskörper,  soweit  dieselben  als  Massenpunkte 
zu  betrachten  sind,  in  vollem  Umfange  und  im  Zusammenhange 
dargestellt,  sodass  man  die  Hauptergebnisse  der  mathematischen 
Arbeiten  von  Lagrange,  Laplace,  Gauss,  Jacobi  und  Leverrier, 
bis  zu  den  neuesten  Untersuchungen  hin  zu  einem  einheitlichen 
Ganzen  vereinigt  findet. 

Das  Buch  zerfällt  in  drei  Abschnitte.  Der  erste  beschäftigt 
sich  mit  der  Lösung  des  Problems  zweier  Körper,  also  der 
relativen  Bahn  des  einen  um  den  anderen,  der  Auflösung  der 
Kepler'schen  Gleichung;  dann  folgt  die  Aufstellung  der  allge- 
meinen Integrale  des  Problems  der  n  Körper  nebst  den  algebrai- 
schen Umformungen  dieses  Problems. 

Im  zweiten  Abschnitte  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Integrale  der  Differentialgleichungen  entwickelt  Zunächst 
durch  Poisson  und  Lagrange  an  dem  vorliegenden  System  dieser 
Gleichungen  entdeckt,  sind  diese  Eigenschaften  von  C.  G.  J. 
Jacobi  als  fundamental  erkannt,  und  ist  ihre  Gültigkeit  fUr  ein 
viel  allgemeineres  System  von  ihm  bewiesen  worden.  Endlich 
haben  in  neuester  Zeit  die  Herren  A.  Mayer  und  S.  Lie  diese 
Untersuchungen    verallgemeinert   und    vereinfacht     Die    letzten 
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Untersttcbungen  Aber  das  Vielkorperproblem  von  Herrn  Bruns, 
über  welebe  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  935  berichtet  ist,  konnten 
nicht  mehr  berQcksicbtigt  werden;  ihre  Ergebnisse  sind  kurz  an- 
gefahrt. 

Nach    den   Vorbereitungen    der   beiden    ersten    Abschnitte, 
welche  etwa  die  Hälfte  des  Buches  einnehmen  (S.  1-149),  folgt 
auf  S.  150-305  die  Theorie  der  Störungen.    Der  AufstelluQg  der 
Differentialgleichungen  für  die  absoluten  Störungen  folgt  sofort 
ihre  Lösung.    Weil  die  erhaltenen  Formeln  jedoch  für  praktische 
Berechnungen  ungeeignet  sind,  so  werden  nach  Laplace,  Möcani- 
que  eheste,   I.  281   andere   Formeln   abgeleitet;    sodann    wird 
nach  Leyerrier  die  Störungsfunction  analytisch  entwickelt  Nach 
der    Darstellung    von   (a*— 2a6cosd+6*)"    als    trigonometrische 
Reihe   werden   die   Glieder  0^°,  1^",  2*~  Grades   der  Störuogs- 
function  berechnet,   die    analytischen   Ausdrücke   der  Störungen 
erörtert.    Darauf  wird  zur  Methode  der  Variation  der  Elemente 
der  Bahnen  übergegangen,  für  welche  die  Differentialgleichungen 
nach  einer  Näherungsmethode  integrirt  werden.    Für  die  säcu- 
laren  Werte  der  Elemente  werden  die  exacten  Gleichungen  auf- 
gestellt,  aus  ihnen  jene  Werte  angenähert  berechnet,   in    einem 
besonderen  Paragraphen  die  säcularen  Variationen  der  mittleren 
Länge  ermittelt.    Aus  den  erhaltenen  Formeln  wird  die  Verbin- 
dung der  Theorie  der  absoluten  Störungen  mit  der  Theorie  der 
Variation    der    Elemente    näher    beleuchtet,    die    Stabilität    des 
Sonnensystems  erörtert.     Der  Einfluss  der  vernachlässigten  säcu- 
laren Glieder  der    Störungsfunction,    welche   in   Bezug   auf  die 
Excentricitäten  und  Neigungen  von  höherem  Grade  als  dem  zwei- 
ten sind,  wird  nach  Leverrier  und  Lehmann  untersucht,    ebenso 
die  Einwirkung  der  Glieder  von  langer  Periode  und  die  Commen- 
surabilität  zweier  Umlaufszeiten.    Die  Genauigkeit  der  Formeln 
für   die    Variation    der    Elemente,    die    Vervollständigung    der 
Theorie  der  Variation   der   Gonstanten   durch   Berücksichtigung 
der  von  den  zweiten  Potenzen  der  Massen  abhängenden  Glieder, 
die  Unveränderlichkeit  der  grossen  Axen,  die  Form,  in  welcher 
die  Elemente  und  die  Coordinaten   als   Functionen   der  Zeit  er- 
scheinen,  endlich  einfge   allgemeine,   auf  die   Coefficienten  der 
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Entwickeluog  der  Coordinaten  in  trigonometrisebe  Reihen  sich 
beziehende  Formeln  sind  die  in  den  letzten  Paragraphen  abge- 
handelten Gegenstände. 

Jedem  Abschnitte  ist  eine  Uebersicht  fiber  die  historisdie 
Entwiekeinng  beigegeben,  ausserdem  sind  im  Texte  die  ersten 
Quellen  sorgfältig  angeftthrt  Das  Werk  zeugt  nieht  nnr  von 
dem  grossen  Fleisse,  den  der  Verfasser  zur  Durcharbeitung  der 
vielen  Quellen  aufgewandt  hat,  sondern  auch  von  seinem  Ge- 
schicke zur  Darstellung  und  Verknüpfung  yieler  getrennten 
Theorien  sowie  von  seiner  ausgedehnten  Literaturkenntnis.  Leider 
haben  sich  manche  Druckfehler  eingeschlichen,  während  die 
ganze  Ausstattung  des  Verlags  der  Annalen  der  Physik  wfirdig 
ist.  Lp. 

F.  TissERAND.     Sur  une  ^quation  diff^rentielle  du  second 
ordre  qai  joue  un  röle  important  dans  la  mäcaniqae 

Celeste.      Tonloase  Aon.  IL  0.  35  8. 

Diese  Differentialgleichung,  welche  eine  grosse  Bolle  in  der 
Störungstheorie  spielt,  ist: 

^-h»(n'+2acos(te+6))  =  l/, 

wo  ^ 

U  =  2i*<cosF.,         Vi  =  liV+bi 

und  ft,  a,  /,  b,  ^„  li  und  fr,  gegebene  Gonstanten  sind.  Tisserand 
behandelt  erst  die  Methode  von  Lindstedt,  welche  darauf  beruht, 
dass  man  z  nach  steigenden  Potenzen  von  a  entwickelt.  Be- 
trachtet man  zunächst  den  Fall  1/  =  0,  und  verwandelt  durch 
eine  leichte  Transformation  obige  Differentialgleichung  in 

0+<ö;+2o,cos2i>)  =  O, 
so  setze  man 

wo  die  &i  von  a,  unabhängige  trigonometrische  Functionen  von 
V  und  w  sind  und,  um  keine  Willkür  zu  lassen,  2^  =  cosip  ge- 


Capitel  2.    Astronomie.  1249 

setzt  wird.  Die  u  sind  zu  bestimmende  Functionen  von  a^  und 
V^  eine  beliebige  Constante.  Fttr  Zi  wird  die  Form  ange- 
nommen: 

a,  =  "^''b/*^  C08(fr  +2*»), 

wo  die  fif^  als  Functionen  von  a^  zu  bestimmen  sind.  Es  er- 
geben sich  dann  genügend  viele  Bestimmungsgleichungen,  aus 
welchen  man  findet: 


tt>  =  tff+U  .  f>, 


s  =  7,  co8u>+-j^qi^ j?,  cob(w+2p)  +  4(1  _oj  •  "^o  cos  (»-2») 


a» 


+  32(1+^(2+0"''"''^"'"^^''^ 


o' 


+  32(l-aJ(2-aj"'''^°"^"'-^''>+-- 

i7o  und  xfß  sind  die  beiden  Integrationsconstanten  der  Differential- 
gleichung. Ist  U  nun  nicht  gleich  0,  so  wendet  man  die  be- 
kannte Methode  der  Variation  der  Constanten  an,  welche,  wenn 
die  CoefGcienten  At  nicht  gross  sind,  schnell  zu  brauchbaren 
Werten  führt 

Die  allgemeinen  Resultate  wendet  Tisserand  auf  die  Mond- 
theorie an,  indem  er  sich  auf  Oyldän's  Theorie  der  intermediären 
Bahn  des  Mondes  stützt,  welche  ihrerseits  auf  dem  Begriff  der 
mittleren  Bewegungen  aufgebaut  ist.  Bei  Vernachlässigung  der 
Excentricitäten,  Neigungen  und  der  vierten  Potenz  des  Verhält- 
nisses m  der  mittleren  Bewegungen  erhält  man  für  die  Tan- 
gente s  der  Breite  des  Mondes  über  der  Ekliptik  eine  Diffe- 
rentialgleichung, welche  leicht  auf  die  obige  Form  zurückgeführt 
werden  kann,  und  aus  deren  Integration  die  retrograde  Bewe- 
gung des  Mondknotens  auf  ^  ihres  Wertes  genau  sich  ergiebt. 
Dasselbe  ergiebt  sich  für  den  Radiusvector,  und  hier  folgt  die 
Bewegung  des  Perihels  sogar  auf  ^^  genau,  was  aber,  wie 
Herr  Tisserand  nachweist,  einigen  glücklichen  Umständen  zuzu- 
schreiben ist. 

FoitMhr.  d.  Math.   XX.  9.  79 
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Die  zweite  Methode,  die  Gyld^n'sehe,  beruht  darauf,  dass  in 
die  Gleichung: 

statt  der  Variable  e  eine  neue  Variable  ti  eingef&hrt  wird  durch 
die  Gleichung: 

wodurch  sie  umgewandelt  wird  in 

£  +'[*'^».""'  »•»  •'-('»:+2«.y)(w)'] = (w)'-  ^^ 

wo  dann  (/,  auch  js  enthält,  aber  mit  dem  kleinen  Coefficienten 
a,  multiplicirt.  Zunächst  i7j  =  0  setzend,  kann  man  bei  passen- 
der Wahl  von  k  die  Gleichung  auf  die  Form  bringen 

^-iB(2*'sin»am  u-*)  =  0, 

welche  Hr.  Hermite  in  der  Arbeit:  „Sur  quelques  applications  des 
fonctions  elliptiques^  zu  integriren  gelehrt  hat  Aus  dem  Integral 
findet  man  durch  Variation  der  Constanten  das  Integral  der 
ersteren  Gleichung,  welches  nach  späterer  und  f&r  praktische 
BerechnuDg  notwendiger  Auflösung  genau  dieselben  Resultate  g^iebt, 
wie  die  Methode  von  Hrn.  Lindstedt 

Am  Schluss  der  Arbeit  findet  sich  noch  eine  Note,  in  welcher 
ein  dem  Verfasser  von  Hrn.  Hermite  mitgeteilter  Beweis  abgedruckt 
ist,  dass  ein  gewisser,  in  der  Arbeit  benutzter,  von  den  ganzen 
elliptischen  Integralen  und  den  Parametern  desselben  abhängen- 


der  Ausdruck  eine  gerade  Function  von  9  =  e     '  ist. 

Dz. 


F.  TissERAND.      Remarque  sur   un   point   de   la  th^orie 
des  in^galit^s  s^culaires.    c.  R.  CVII.  485-487. 

Wenn  eine  sehr  kleine  Masse  in  dem  Planetensystem  sich 
bewegt,  und  man  in  den  Difi*erentialgleichungen  f&r  ihre  Bahn- 
elemente nur  die  säcularen  Glieder  beibehält,  ferner  sich  auf  die 
ersten  Potenzen  der  £xcentricitäten    und    Neigungen  beschränkt 
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und  die  s&cularen  AuBdrficke  derselben  fllr  die  grossen  Planeten 
in  ihrer  bekannten  Form  annimmt,  so  folgen  diese  Elemente  für 
die  kleine  Masse  in  einer  Form,  in  welche  auch  die  säcularen 
Glieder  der  grossen  Planeten  eingehen.  Es  treten  hierbei  Nenner 
auf,  die  unter  Umstanden  sehr  gross  werden  können.  Dies 
findet  z.  B.  für  die  Neigungen  statt,  wenn  die  halbe  grosse  Axe 
der  Bahn  der  kleinen  Masse  =  1,98,  ftlr  die  Excentricität,  wenn 
jene  =  1,83,  also  durchaus  kleiner  ist,  als  die  kleinste  der 
halben  grossen  Axen  der  Asteroiden,  welche  =  2,1  ist. 

Dz. 

H.   Bruns.     Der  Lambert'sche  Satz.     Astr.  Nachr.   cxviil. 

No.  2B24.  241-250, 

Der  Lambert'sche  Satz  besagt,  dass  die  Entfernung  eines 
Planeten  oder  Kometen  von  der  Sonne  kleiner  oder  grösser  als 
die  der  Erde  von  der  Sonne  ist,  je  nachdem  seine  geocentrische 
Bahn  auf  der  Himmelskugel  ihre  Krümmung  nach  derjenigen 
Seite  des  grössten  diese  Bahn  berührenden  Kreises  wendet, 
auf  welcher  die  Sonne  sich  befindet,  oder  nicht.  Herr  Bruns 
beweist  diesen  Satz  durch  sehr  einfache  Mittel  und  zeigt  ferner, 
wie  man  ihn  als  Grundlage  für  eine  Methode  der  Bahnbestim- 
mung benutzen  kann,  wenn  die  Richtungscosinus  der  Nor- 
male auf  der  geocentrischen  Bahn,  sowie  ihre  ersten  und  zweiten 
Ableitungen  nach  der  Zeit  aus  den  Beobachtungen  mit  hin- 
reichender Genauigkeit  in  erster  Annäherung  berechnet  worden 
sind.  Der  Lambert'sche  Satz  liefert  dann  die  Gleichung  achten 
Grades  von  Gauss  zur  Bestimmung  von  Qj  der  Entfernung  des 
Planeten  von  der  Erde.  Dz. 


J.  V.  Uepperger.      üeber    die   Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit  der  Gravitation.     Wien.  Ber.  XCVII.  337-3G2. 

Aus  der  engen  Verknüpfung  der  Begriffe  Veränderung  und 
Zeit  folgert  der  Verfasser,  dass  die  Fernwirkung,  da  sie  je  nach 
der  Entfernung  verschieden  ist,  nicht  von  der  Zeit  unabhängig 
sein  kann.    Ueber  die  Art  der  Veränderlichkeit   wird   zur  Ver- 

79* 
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einfachung  der  Recbnung  die  Annahme  gemacht,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit der  Fortpflanzung  constant  ist.  Angesiehta  der 
Uebereinstimmung  der  Beobachtung  mit  der  Berecbnaog  astro- 
nomischer Erscheinungen  und  der  Schwierigkeit  der  Störunge- 
rechnungen  ist  an  eine  zahlenmässige  Bestimmung  dieser  Ge- 
schwindigkeit jetzt  noch  nicht  zu  denken.  Das  Ziel  der  Tor- 
liegenden  Abhandlung  ist  die  Ermittelung  einer  Grenze,  unter 
welcher  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nicht  angenommen 
werden  darf,  wenn  man  mit  den  Beobachtungen  nicht  zu  sehr  in 
Widerspruch  geraten  will. 

Die  Fundamentalgleichungen  der  Bewegung  des  einen  Kör- 
pers mit  Bezug  auf  den  anderen,  die  der  Verfasser  aufstellt, 
enthalten  auf  der  linken  Seite  Ausdrücke  von  der  Form 

-j^+(l-fm)A'.-Jp,     u.  s.  w., 

während  die  rechte  Seite  die  Summe  zweier  Glieder  darstellt, 
welche  mit  der  reciproken  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  «  mul- 
tiplicirt  sind,  und  zwar  sind  die  ersten  Glieder  die  durch  die 
Eigenbewegung  des  Systems  und  die  zweiten  die  durch  die  fie- 
volutionsbewegung  veranlassten  störenden  Kräfte.  Die  Rechnung 
wird  für  beide  Gattungen  von  Störungen  gesondert  durchgeführt 
in  den  vier  Abschnitten:  I.  Störungen  der  Elemente  wegen  Eigen- 
bewegung. II.  Störungen  der  Elemente  wegen  Revolutionsbewe- 
gung.  III.  Störungen  der  Elemente  wegen  Kevolutionsbewegung 
des  Centralkörpers.  IV.  Einfluss  der  Revolutionsbewegung  auf 
die  Rotation  des  Centralkörpers. 

Durch  Anwendung  der  erhaltenen  Formeln  auf  die  Bahnen 
der  Planeten  ergiebt  sich,  dass  die  Gravitation  zur  ZurQcklegung 
einer  Strecke  von  der  Grösse  der  Erdbahnhalbaxe  weniger  als 
eine  Zeitsecunde  braucht  Lp. 


A.  Seydler.     Zur  Lösung  des  Kepler'schen  Problems. 

Astr.  Nachr.  CXVIIl.  No.2825.  261-272. 

Es  wird  gezeigt,    wie   man   durch   Zuhttlfenahme   leicht  zu 
berechnender   neuer   Veränderlichen   rasch   zum  Ziele  gelangen 
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i,  falls  man  aus  den  dazu  vorhandenen  Tafeln  die  excentrische 
Anomalie  mit  hinreichender  Genauigkeit  aufgeschlagen  hat. 

Dz. 

P-    Harzer,     üeber  eine  Differentialgleichung  der  Stö- 

X^UDgStheorie.   I  und  IL    Astr.  Nachr.  CXIX.  No.2850-öl.  273-294. 

In  der  ersten  Mitteilung  wird   nach  einer  allgemeinen  Ein- 
leitung auf  eine  Differentialgleichung  von  der  Form: 

eingegangen,  wo  x  eine  reelle  Constante,  Ap  beliebige  Constanten, 
cF^  und  Op  kleine  Coefficienten  sind.  Diese  Gleichung  wird  durch 
Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  umgestaltet  und  darauf 
ihre  Lösung  durch  aufeinanderfolgende  Annäherungen  besprochen. 
Schliesslich  wird  die  allgemeine  Form  der  Lösung  gekennzeichnet 

und  die  Convergenz  der  Entwickelung  erläutert.    In  der  zweiten 

• 

Mitteilung  steht  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  noch  ein 
Glied  -~2/}cos|,  und  es  werden  ähnliche  Untersuchungen  ange- 
stellt.    Dz. 

P.  Harzer,     lieber  die  Apsidenbewegung  der  Mondbahn. 

Astr.  Nachr.  GXVIII.  No.  2826.  273-280. 

Bei  Fortlassung  von  Gliedern  höherer  Ordnung  kann  dieses 
Problem  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung  von  der 
Form : 

^+(n'-2/?cosöaj  =  0 

zurückgeführt  werden.  Die  Constanten  n  und  ß  werden  für  den 
Mond  bestimmt  und  daraus  eine  Annäherung  für  die  Apsiden- 
bewegung der  Mondbahn  abgeleitet.  Dz. 


M.  Wolf.  Die  Diflferentialgleichung  der  mittleren  Ano- 
malie und  die  Wahrscheinlichkeit  der  Convergenz  in 
der  Darstellung  ihres   Integrals.     Heidelberg  1889.    Dias. 

Heidelberg  1888.  46  S.  8o. 
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N.  Herz.   Notiz  zur  Störungsrechnung.   Astr.  Nachr.  cxvin. 

No.2816.  117-118. 

Es  werden  Zeit,  Radiusvector,  wahre  Anomalie,  Länge  des 
Perihels,  Länge  des  Knotens  and  Neigung  als  Veränderliche  an- 
genommen, dann  die  wahre  Anomalie  als  unabhängige  Veränder- 
liche gesetzt  und  die  Differentialgleichungen  der  Störungen  ent- 
sprechend umgeformt  ___  Dz, 

O.  Meyer,  lieber  die  Bestimmung  der  mittleren  Ano- 
malien in  Ellipsen  und  Hyperbeln,  deren  Excentricität 
der  Einheit  sehr  nahe  kommt.    Mitteiiaog  nach  Voriesasgen 

von  W.  Eliokerroes.    Astr.  Nachr.  CXVIII.  No.2819.  165-172. 

Es  wird  von  dem  Euler-Lambert'schen  Satz  ausgegangen 
und  die  mittlere  Anomalie  nach  steigenden  Potenzen  von  l—e 
entwickelt,  während  in  den  Coefficienten  dieser  Entwickelung 
sowohl  die  wahre  als  die  excentrische  Anomalie  enthalten  sind. 

Dz. 

H.  Gylden.  üeber  die  Convergenz  einer  in  der  Stö- 
rungstheorie vorkommenden  Reihe.      Astr.  Nachr.  cxix. 

No.  2853.  321-330. 

Es  wird  ausgegangen  von  der  Differentialgleichung: 

^  =  ^  .  an'^2ifc,v8in(i'r-iC+i««'), 

und  aus  der  rechten  Seite  werden  dann  die  Glieder  besonders 
betrachtet,  für  welche  t'n'—tn  {n  und  W  die  Coefficienten  der 
mittleren  Anomalien)   sehr  klein  ist,   und    die   man  durch  Ent- 

Wickelung   von  —  in   einen  Kettenbruch    findet    Darauf  wird 

n 

j;  =  ni-\-%  gesetzt  und  s  unter  gewissen  Annahmen,  wie  sie  von 
Laplace  herrühren,  in  Glieder  zerlegt,  so  dass  Differential- 
gleichungen von  der  Laplace'schen  Form: 

-—y-  =  —ö'sinKcosF 

entstehen,  welche  sofort  durch  elliptische  Functionen  integrirt 
werden.    Diese  Functionen  werden  dann  benutzt,  um  den  Diffe- 
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rentialgleicliuDgen  die  Form  der  sogenannten  Lam6*8chen  Diffe- 
rentialgleichungen zu  geben.  Darauf  folgen  Entwickelungen, 
^welche  dem  Berichterstatter  wegen  ihrer  Gedrängtheit  und  der 
einer  Briefform  entsprechenden  nur  andentungsweisen  Angabe 
ihrer  Richtung  nicht  ganz  klar  geworden  sind.  Dz. 


B.  Baillaud.     Eecherches  compldmentaires  sur  le  d^ve- 

loppement  de  la  fonction  perturbatrice.      Touioase  Add. 
II .  E.  21  s. 

Diese  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  Bestimmung  der 
Anzahl  von  Gliedern,  welche  man  bei  der  Entwicklung  der 
Störungsfunction  nach  steigenden  Potenzen  der  Excentricitäten 
und  Neigungen  erhält,  wenn  man  bis  zu  einem  bestimmten  Gliede 
dieser  Entwickelung  fortschreitet.  Eine  beigefügte  Note  giebt 
den  Beweis,  dass  eine  in  einer  früheren  Arbeit  des  Verfassers 
angewandte  Umformung  der  Störungsfunction  für  die  Verhält- 
nisse unseres  Planetensystems  immer  durchführbar  ist. 

Dz. 


H,  A,  HowE.     A  Solution  of  Kepler's  problem  for  pla- 
netary  orbits  of  high  eccentricity.    AnnaUofMath  IV.  1-5. 

Diese  Lösung  besteht  in  folgendem:  Ist 

M  =  B— esinJS 
die  Gleichung,  aus  der  E  entwickelt  werden  soll,  so  setze  man 

F(E)  =  |[E-if-gin(E--il/)]  =  3V8in«(E-if)+^8in»(E-Af) 

+  ^sinX£-Ä)+---, 
bestimme  E'  aus  der  Gleichung 

tg(£'-iM)  =  -J-±|.tgiÄf 

und  berechne  einen  angenäherten  Wert  für  £  aus 

8in(£'-E)  =  i*8in'(E'-Äf)      (wo  k  =   (\'!_^|-^^)- 

Dies  in  die  rechte  Seite  der  genaueren  Gleichung: 
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8in(£'-E)  =  ik8in'(E'—M) 

ik{2F(B'-if-iÄ8in»(E'-Jir))-i8in»CE'-iOI 


+ 


l+ÄTüBee  (£'—£) 
kusec(E'-E).2.F(B'-£) 


l+i©8ec(£'-£) 
(t?  =  i8in'(E— M)+i8in*(E~Ä)...) 
eingesetzt,  giebt  für  alle  bei  den  Asteroiden  vorkommendea  FälW 
eine  hinreichend  genaue  Lösung  des  Eepler'schen  Problems. 

Da. 

H.  DE  LA  Fresnats.  Lois  dc  Kepler.  ProcM^  tont  k 
fait  äl^mentaire  pour  en  d^duire  l'expression  de  la 
vitesse  en  fonction  du  rayon  vecteur.     Fiammarioa,  bst. 

d'Astr.  VII.  186-187. 

Die  Herleitung  benutzt  nur  die  Sätze  der  Elementamuilfae- 
matik,  ohne  die  Trigonometrie  oder  die  analytische  Geometrie 
herbeizuziehen.  Lp. 

F.  Folie  et  J.  Liagre.  Rapport  sur  le  memoire  intitule : 
Les  plana  planätaires  etr^quateur  solaire,  parL.  Niesten. 

Belg.  BuU.  (3)  XV.  4-9. 

Herr  Niesten  hat  gezeigt,  dass  die  teleskopisehen  PlaoeteB. 
wie  die  Hauptplaneten,  ungefähr  dieselbe  Neigung  gegen  den 
Sonnenäquator  besitzen,  und  dass  die  Lage  ihrer  Knoten  anf 
der  Ebene  dieses  Aequators  auch  ungefähr  dieselbe  ist  Er  rer 
sucht  hierauf,  die  Existenz  eines  Winkels  von  ungefähr  sieben 
Grad  zwischen  der  mittleren  Bahnebene  der  Planeten  and  dem 
Sonnenäquator  zu  erklären,  indem  er  in  diese  mittlere  Ebene 
ein  anziehendes  Gentrum  hineinsetzt,  das  auf  einer  Normale  zur 
eigenen  Bahncurve  der  Sonne  liegt.  Diese  letztere  Hypothese 
entbehrt  jeder  Unterlage.  Mn.  (Lp.) 


K.  BoHLiN.     En  generalisation  af  Laplace's  undersökning 
af  librationen  i  planetteorien.     Stockholm  öfv.  5S. 
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r.    Hatwood.      The  Earth  and   its  chief  motions,    and 
the  tangent  index.    Dayton.  xii  +  28  S. 

Bkrmann.     Ueber  den  mittleren  Abstand  eines  Planeten 
von  der  Sonne.     Schioemiich  z.  xxxiiL  36i-d62. 

Teilt  man  die  Zeit,  in  welcher  ein  Planet  um  die  Sonne  läuft, 
in  n  gleiche  Teile,  berechnet  ffir  jeden  Teil  den  Sonnenabstand, 
so  erhält  man  als  Grenzwert  ffir  das  arithmetische  Mittel  bei  un- 
endlichem Werte  von  n: 

Q  =  a  +  \a.e\  Dz. 


O.  SxoNE.     On  the  mass  of  Titan.     Annala  of  Math.  IV.  53. 

Anzeige  eines  Rechenfehlers  in  einer  früheren  Arbeit  (F. 
d.  M.  XIX.  1887.  1219),  durch  dessen  Berichtigung  seine  Be- 
stimmung der  Hasse  Titans  sich  um  mehr  als  dreifach  zu  gross 
erweist. Dz. 

A.  Bbrbbrich.    Ein  Versuch,  die  Gesamtmasse  und  An- 
zahl der  Planetoiden  zwischen  Mars  and  Jupiter  zu 

ermitteln.      Astr.  Nachr.  CXVIII.  No.  2827.  289-296. 

Dieser  Versuch  wird  gemacht,  indem  die  Planetoiden  nach 
der  Zeit  ihrer  Entdeckung  der  Reihe  nach  geordnet  werden  und 
dann  empirisch  ein  Gesetz  aufgesucht  wird,  welches  die  Bezie- 
hungen zwischen  den  Abständen  von  der  Sonne  und  den  Hellig- 
keitsgraden, aus  denen  unter  gewissen  Annahmen  die  Volumina 
hervorgeben,  vermittelt.  Dz. 

Parmentibr.  Distribntion  des  petites  planstes  dans  Tespace. 

FlammarioD,  Bar.  d^Aatr.  TU.  226-231. 

J.  Klbiber.     Ueber  die  Verteilung  der  Meteore  in  Me- 

teorsch wärmen.      Aitr.  Nachr.  GXVIIL  No.  2-^30.  345'3iH. 

Bei  Annahme  völliger  Unkenntnis  der  Ursachen,  welche  die  Ver- 
teilung der  Sternschnuppen  eines  und  desselben  Meteorschwarmes 
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regeln,  kann  man  die  Wahrscheinlichkeit  entwickeln  dafBr,  dass 
auf  ein  gegebenes  Zeitintervall  1,  2,  3,  4  . . .  Meteore  kommen, 
wenn  ihre  Gesamtzahl  und  die  Gesamtzeit  ihres  Erscheinens  ge> 
geben  ist.  Es  wird  nun  gezeigt,  dass  die  Beobachtungen  des 
Andromedasch warmes  am  27.  November  1885  in  dieaer  Hinsicht 
erhebliche  Unterschiede  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  er- 
gaben, welche  man  zum  fast  völligen  Verschwinden  bringen 
kann,  durch  die  Annahme,  dass  die  Sternschnuppen  teilweise  in 
Gruppen  zu  je  2,  3  . . .  verteilt  seien.  Dz. 


Th.  Lohnstein,     üeber  die  Gleichungen  v.  Oppolzer's 
zur  Bestimmung  der  heliocentrischen  Distanzeu  eines 

Planeten.     Astr.  Nachr.  GXIX.  No.2848.  243-246. 

Diese  Gleichungen  werden  angegeben  und  gezeigt,  wie  man 
unter  Annahme  eines  Näherungswertes  ftlr  eine  Grösse  fA  die 
Lösung  derselben  herbeiführen  kann.  Dz. 


A.  Shdanow.      Theorie    der  intermediären   Bahnen   mit 

Anwendung  auf  die  Bewegung  des  Mondes.    St.  Peters- 
burg. 47  8.  40. 
Die  Abhandlung  besteht  aus   zwei  Teilen;   im   ersten  wird 
die  Störungstheorie  von  Gyld^n  auseinandergesetzt,   der   zweite 
enthält  die   Anwendung   der    Theorie  auf  die   Bewegung   des 
Mondes. 

Der  Verfasser  führt  zwei  Annäherungen  aus.  Der  von  ihm 
berechnete  Wert  der  Bewegung  des  Mondperigäums  weicht  vom 
Hansen'schen  Wert  nur  um  -^  desselben  und  die  Bewegung  der 
Knotenlinie  weniger  als  um  -^  ab.  Die  Differentialgleichungen 
der  Mondbewegung  in  der  intermediären  Bahn  sind  nach  Lind- 
stedt's  Methode  integrirt  worden.  Bb. 


J.  Wostokoff.    üeber  die  Bestimmung  der  Bahnelemente 
aus  drei  Beobachtungen.     Warsch.  Nachr.  i-3l. 
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V.    Wellmann.      Die   intermediäre   Bahn    des  Planeten 
(17)  Thetis  nach  Herrn  Gyld^n's  Theorie.    Hoppe  Arch. 

(2)  VL  353-391, 

Gemäss  den  in  Gryld^n's  Abhandlung  „die  intermediäre  Bahn 
des  Mondes"  aufgestellten  Principien  werden  aus  der  Störungs- 
function  gewisse  Glieder  entnommen  und  die  Differentialglei- 
chungen in  die  Lamö'sche  Form  gebracht;  diese  wird  nach  der 
Integration  wieder  zerstört,  und  es  ergeben  sich  auf  diese  Weise 
Ausdrücke  f&r  die  „intermediäre  Bahn"".  Dz. 


E.  Schultz.  lieber  die  von  Gyld^n  vorgeschlagene 
Methode,  bei  der  Bahnbestimm ang  des  Mondes  die 
Abweichung  der  Erde  von  der  Kugel  für  astronomi- 
sche Zwecke  hinreichend  genau  in  Rechnung  zu  ziehen. 

DiB8.  Halle.  56  S.  B«. 


Li.  de  Ball.     Recherches  sur  Torbite  de  la  plannte  (181) 

Eucharis.      Belg.  M^m.  S.  E.  XLIX.  44  8. 

Berechnung  der  Bahn  nach  den  Beobachtungen  mit  Hülfe 
der  Schönfeld'schen  Formeln.  (Vgl.  Belg.  Bull.  (3)  XII.  487-488, 
F.  d.  M.  XVIII.  1886.  1101).  Mn.  (Lp.) 


E.  V.  Haerdtl.  Die  Bahn  des  periodischen  Kometen 
Winnecke  in  den  Jahren  1858-1886  nebst  einer  neuen 
Bestimmung  der  Jupitermasse.    Wien. Denkschr.  LV.  217-308. 

Dieser  Komet,  dessen  Umlaufszeit  etwas  mehr  als  5^  Jahr 
beträgt,  wurde,  wie  der  Verfasser  angiebt,  von  Oppolzer  aus- 
ersehen, um  durch  genaue  Störungsrecfanungen,  die  sich  beson- 
ders auf  den  störenden  Jupiter  bezogen,  festzustellen,  ob  auch 
dieser  Komet  eine  Beschleunigung  seiner  Umlaufszeit,  ähnlich 
wie  der  Encke'sche,  erfahren,  welche  aus  den  Störungen  nicht 
zu  erklären  wäre.  Oppolzer's  Rechnungen  gehen  von  1858  bis 
1875,  diejenigen  des  Verfassers  bis  1886.  Nachdem  letzterer  auch 


1260         XII.  AbBcbnitt.    G«od&Bte,  Aatronomie,  Ifeteorologi«. 

die  Störongen  der  übrigen  Planeten  streng  berechne!,  fimd  er 
nach  sorgfältigster  Prüfung  eine  säculare  Abnahme  der  mittleren 
Bewegung.  Aber  selbst  wenn  diese  bestimmt  and  bei  den  Be- 
rechnungen in  Rttcksicht  genommen  wurde,  stellte  sich  kdne  be- 
friedigende Uebereinstimmung  zwischen  Rechnung  und  Beob- 
achtung heraus.    Wohl  aber  Iftsst  sie  sich   erreichen,   wenn  die 

Jupitermasse,  welche  er  =    ^^,  ^^  (nach  Krfiger)  angenommen 

hatte,  etwas  vermindert  wurde.    Das  Interesse  der  Arbeit  gipfelt 

in    dieser   neuen    Massenbestimmnnir  =    i047,1752(±  0,0136)  ' 

welcher  Herr  v.  Haerdtl  aus  den  verschiedensten  Grflnden  eis 
grösseres  Gewicht  beilegt,  als  allen  früheren.  Dz. 


Th.  Lohnstein,     üeber   die  Ermittelung  der  geocentri- 
sehen  Distanzen  eines  Kometen.   Astr.  Nachr.  CXIX.  No.  2839. 

99-106. 

Es  wird  unter  Voraussetzung  der  Kenntnis  einer  Hfilfs- 
grösse  M  eine  obere  und  eine  untere  Grenze  f&r  den  geocentrisehen 
Abstand  des  Kometen  ermittelt.  Dann  wird  gezeigt,  wie  diese 
beideii  Grenzen  dazu  dienen  können,  den  fhr  M  angenommenen 
Wert  zu  verhessern  und  damit  wieder  genauere  Werte  f&r  den 
geocentrisehen  Abstand  zu  erhalten,  welches  Verfahren  unter 
Berücksichtigung  der  besonderen  Umstände  des  vorliegenden 
Falles  schnell  zur  Lösung  fuhren  kann.  Beispiele  erläutern  den 
Weg  des  Verfassers.  Dz. 

H.  J.  KiAUR.     Sur  les  ^qiiations  servant  ä  d^terminer  les 
formes  des  queues  com^taires.  Astr.  Nachr.  oxix.  No.  2S56. 

369-378. 

Bessel  hat  unter  der  Voraussetzung,  dass  von  dem  Kopf 
des  Kometen  die  Partikel  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit 
fortgestossen  werden  und  ausser  der  Newton'schen  Anziehung  noch 
eine  Abstossung  von  der  Sonne  erleiden,  welche  entweder  die  An- 
ziehung nur  schwächen,  oder  dieselbe  ganz  aufheben  oder  sogar 
Überwinden  kann,   Formeln  für  die  Entwickelung  des  Kometen- 
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Schweifes  gegeben,   bei   welcher   er  bis   zur  dritten  Potenz  der 
Zeit  gegangen  ist.    Dabei  hat  er  sieh  aber  auf  die  Materie  be- 
schränkt, welche  in  der  Ebene  der  Eometenbahn  verbleibt    Der 
Verfasser  giebt  die  Formeln,   bei   welchen   diese  Beschränkung 
aufgehoben  ist.    Um   die   Gestalt  des  Schweifes   zu  bestimmen, 
i^ird  angenommen,   dass   im  grossen  und  ganzen  die  Ausstoss- 
geschwindigkeit  der  Materie  nur  von  dem  Winkel  abhängt,  den  die 
AusstosBungsrichtuDg  mit  der  Hichtung  vom  Kometen  nach  der 
Sonne  bildet.    Diese  Function  ist  unbekannt  und  kann  vielleicht  um- 
gekehrt durch  die  bekannte  Gestalt  des  Schweifes  gefunden  wer- 
den.   Die  Kontur  dieses  Schweifes   ist   nämlich   die    Enveloppe 
aller  von  den  ausgeworfenen  Teilchen  beschriebenen  Bahnen,  deren 
Kenntnis  zu  einer  Differentialgleichung  zwischen  g  und  l  führt, 
f&r  welche  die  singulare  Lösung  zu  suchen  ist.    Als  Beispiel  wird 
einmal  die  Kettenlinie   als  Kontur  genommen  und  eine  Parabel 
höheren  Grades  ^  =  k^-^-ksj   wo  |  und  ^  die  Variablen  sind. 
Von  der  Anziehung  des  Kopfes   auf  die  Partikel  wird  zunächst 
abgesehen,  dann  aber  dieselbe  in  gewisser  Weise  berücksichtigt. 

Dz. 

H.  Krbutz.  Untersuchungen  über  das  Kometensjstem 
1843  I,  1880  I  und  1882  IL  I.  Teil.  Der  grosse  Sep- 
temberkomet 1882  IL     HabilitatioDBSchrift  Kiel.  111  S.  4o. 


F.  Hatn.      Bahn  -  Bestimmung    des  Kometen   1862  III. 

Dies.  QottingeD.  56  S.  4<>. 

G.  Ericsson.      Definitive    Bahnelemente    des    Kometen 

1863    III.      üpsala.  40  S.  S«. 


G.  H.  Darwin.     On    the   mechanical   conditions    of  a 
swarm  of  meteorites  and  on  theories   of  cosmogony. 

Lond.  R.  8.  Proc.  XLV.  3-16. 

Auszug  aus  einer  Schrift,  welche  später  in  den  Transactions 
für  1889  erschienen  ist.  Ciy.  (Lp.) 
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J.  N.  LocKYER.     Notes   on    meteorites.      Nmtnre  xxxvni. 

424-428,  456-458,  530-533,  556-559,  602-605. 


H.  A.  Newton.     On  the  orbits  of  aerolites.  Nmture  xxxvin. 

250-255.  

P.  Ubaghs.     Determination  de  la  direction  et  de  la  vi- 
tesse   du   transport  du  Systeme   solaire  dans  l'espace. 

II®  partie.      Belg.  Mem.  S.  E.  XLIX.  26  S. 

Durch  Anwendung  einer  Methode  des  Herrn  Folie  (Astron. 
Nachr.  Nr.  2607,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  1112)  hat  der  Verfasser 
einen  ungemein  schwachen  Wert  fttr  die  Fortschreitungsgeschwin- 
digkeit  der  Sonne  im  Räume  gefunden.  Dieses  Ergebnis  scheint 
mit  denjenigen  unvereinbar,  die  man  aus  spektroskopischen  Be- 
obachtungen abgeleitet  hat.  Vergl.  Belg.  Bull.  (3)  XIII.  66-70, 
F.  d.  M.  XIX.  1887.  1222.  Mn.  (Lp.) 


F.  Folie  et  Ch.  Lagrange.  Rapport  snr  un  memoire 
de  M.  RoNKAR,  intitul^:  Sur  Tinfluence  du  frottement 
et  des  actions  mutuelles  int^rieures  dans  les  mouve- 
inents  p^riodiques  d'un  Systeme.  Application  au  sph^- 
roYde  terrestre.     Belg.  Bull  (3)  XV.  489*500. 

Herr  Konkar  hat  eine  grosse  Schwierigkeit  beseitigt,  die  in 
der  Theorie  der  täglichen  Nutation  des  Herrn  Folie  besteht,  und 
zwar  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes:  Bei  den  Bewegungen  mit 
sehr  langer  Periode  bewegt  sich  das  Erdsphäroid  merklich  so, 
als  ob  die  Kruste  und  der  Kern  nur  eine  einzige  Masse  bildeten ; 
bei  den  Bewegungen  mit  sehr  kurzer  Periode  dagegen  bewegen 
sich  der  Rem  und  die  Kruste  unabhängig  von  einander;  bei  den 
Bewegungen  mit  mittlerer  Periode  lassen  sich  die  beiden  Teile 
so  ansehen,  als  ob  sie  sich  teilweise  beeinflussten,  und  ausser- 
dem ist  gewöhnlich  eine  Phasenänderung  bei  der  Einwirkung 
der  Kräfte  vorhanden.  Dieser  Satz  ist  jedoch  nicht  mit  abso- 
luter Strenge  aufgestellt  worden.  Mn.  (Lp.) 
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F*.   Terbt.     Etudes  sur  laspect  pbysique  de  la  plannte 

Jupiter.     Belg.  M6m.  S.  E.  XLIX.  46  S. 
Vgl.  Belg.  Bull.  (3)  XV.  10-11. 


Li.  DE  Ball.     Masse  de  la  plannte  Saturne,  d^daite  des 
observations  des  satellites  Japet  et  Titan  en  1885,  1886. 

Belg.  M^m.  S.  E.  XLiX.  18  S. 

Resultat:  34^-    Vgl.  Belg.  Bull.  (3)  XIV.  402-406. 

Md. 


H.  Seeliger.     Zur  Theorie  der  Beleuchtung  der  grossen 
Planeten,  insbesondere  des  Saturn.    MüDcheo.  lus  4^. 


P.  Stroobant.     J^tude    sur   le  satellite  ^nigmatique  de 

y^nUS.      Belg.  M6m.  S.  £.  XLIX.  48  S. 

Der  Trabant  war  wahrscheinlich  ein  Stern.  Vgl.  Belg.  Bull. 
(3)  XIII.  698-703.  Mn.  (Lp.) 

A.  Laüssedat.  Memoire  sur  la  m^thode  graphique  des 
projections  appliqu^e  k  la  construetion  des  cartes  des 
^clipses  de  soleil,  en  g^n^ral.    Soc.  Phiiom.  M6m.  25  s. 

Sind  die  Elemente  einer  Sonnenfinsternis  gegeben,  so  ist 
eine  graphische  Construetion  sehr  geeignet,  den  Verlauf  derselben 
auf  der  £rde  zu  bestimmen,  falls  nicht  die  äusserste,  nur  durch 
umfangreiche  Rechnungen  zu  erreichende  Genauigkeit  beansprucht 
wird.  Die  ursprüngliche  orthographische  Projection  wird  nach- 
her in  eine  stereographische  umgewandelt,  weil  bei  dieser,  wenn 
man  das  Centrum  der  Projection  in  den  Endpunkt  des  zur  Pro- 
jectionsebene  senkrechten  Radius  legt,  bekanntlich  Kugelkreise 
sich  wieder  in  Kreisen  projiciren.  Dz. 
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Annaes  do  Observatorio  do  Rio  de  Janeiro.  III.    1888. 

Der  dritte  Band  der  Annalen  der  Sternwarte  Ton  Rio  de 
Janeiro  enthält  den  Bericht  ttber  die  von  Brasilien  anggerOsteten 
Expeditionen  zur  Beobachtung  des  Venusdurchgaogs  im  Jahre 
1882  und  Über  die  bei  dieser  Gelegenheit  von  den  Astronomen 
dieses  Landes  angestellten  Beobachtungen.  Die  drei  von  Bra- 
silien ausgesandten  Expeditionen  fanden  statt  1)  naeh  der  Insel 
St.  Thomas  yon  den  Antillen,  2)  nach  Punta  Arenas  an  der 
Magellanstrasse ,  3)  nach  Pernambuco.  Die  ttber  diese  Expedi- 
tionen erstatteten  Berichte  sind  portugiesisch  und  französisch 
abgefasst.  Geschrieben  sind  sie  vom  Baron  de  Teffe,  dem  Leiter 
der  Expedition  nach  St.  Thomas,  von  Herrn  Olireira  Lacaille, 
dem  Leiter  der  Expedition  nach  Pernambuco,  und  von  Hern 
Cruls,  dem  Leiter  der  Expedition  nach  Punta  Arenas.  Die  yon 
den  brasilianischen  Astronomen  zur  Bestimmung  der  Sonnen- 
parallaxe  angewandten  Methoden  bestanden  in  der  Methode  der 
Gontacte,  die  durch  Projection  auf  einen  Schirm  erhalten  wur- 
den, und  in  der  Methode,  welche  auf  der  Messung  des  Ab- 
Standes  der  Mittelpunkte  der  Sonne  und  der  Venus  beruht,  naeh 
einem  von  Herrn  Liais  angegebenen  Verfahren.  Jeder  Bericht 
enthalt  die  zu  diesem  Zwecke  gemachten  Beobachtungen,  ebenso 
die  astronomischen  und  meteorologischen  Beobachtungen,  die  zur 
Bestimmung  anderer,  für  die  Lösung  der  Aufgabe  notwendigeo 
Elemente  gemacht  sind.  Ausserdem  enthalt  der  Bericht  des 
Barons  de  Teffä  interessante  Bemerkungen  über  das  Land,  io 
welchem  die  Beobachtung  stattgefunden  hat,  und  dem  Bericht 
des  Herrn  Cruls  sind  interessante  „Reisenotizen*'  von  Herrn 
Saldarka  angehängt,  in  denen  die  an  die  Magellanstrasse  stosseo- 
den  Gegenden  beschrieben  werden. 

Der  von  der  Sternwarte  zu  Rio  de  Janeiro  veröffentlichte 
Band  macht  diesem  wichtigen  Institute  alle  Ehre  und  muss  unter 
den  auf  den  Venusdurchgang  von  1882  bezQglichen  Schriften 
einen  hervorragenden  Platz  erhalten.  Die  Ausstattung  ist  sehr 
schön  und  zeigt  die  hohe  Stufe  der  typographischen  Kunst  iu 
Brasilien.  Tx.  (Lp.) 
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P.    TissKRAND.     Sur  ün  point  de  la  th^orie  de  la  Lune. 

C.  R.  CVI.  788-793. 

Aas  den  Ausdrücken  für  die  Coordinaten  des  Mondes,  welehe 
Delaunay  in  seiner  Nouvelle  thäorie  de  la  Lune  aufgestellt  hat, 
scbliesst  Tisserand,  dass  der  aus  diesen  Ausdrücken  abgeleitete 
W^ert  für  die  grosse  Axe  aus  einem  eonstanten  und  aus  rein  perio- 
dischen Gliedern  bestehe.  Die  Goefficienten  der  letzteren  enthalten, 
falls  die  Perioden  von  den  mittleren  Längen  abhängen,  das  Qua- 
drat des  Quotienten  zwischen  den  beiden  mittleren  Bewegungen 
von  Sonne  und  Mond  als  Factor;  falls  sie  aber  säcular  sind,  ent- 
halten   sie    die   vierte   Potenz    dieser  Grösse  als  Factor.    Zum 
Schluss  spricht  Hr.  Tisserand  die  Ueberzeugung  aus,  dass  dieselbe 
Form   auch   im  allgemeinen    Problem   der   n  Körper   gilt,  falls 
Stabilität  vorhanden  ist,   und  dass  man  bestrebt  sqIu  muss,   die 
jetz^  vorhandenen  Lösungen,  in  welchen  t  ausserhalb  des  Sinus- 
und  Cosinus-Zeichens  vorkommt,  so  umzuformen^  dass  sie  diese 
Form  erhalten.  _  Dz. 

Th.  V.  Oppolzkr  und  R.  Schräm.  Zum  Entwurf  einer 
Mondtheorie  gehörende  Entwicklung  der  Differential- 
quotienten, von  Th.  V.  Oppolzer.  Nach  dessen  Tode 
vollendet  unter  Leitung  von   R.  Schräm.     Wien.  isss. 

gr.4<>.  

H.  Thürein.     Elementare  Darstellung  der  Mondbahn. 

Pr.  Berlin.  Dorotheeostadt.  Real-Gymo. 

Thurein's  „Elementare  Darstellung  der  Planetenbahnen  durch 
Construction  und  Rechnung"  (Berlin  188G)  ist  allgemein  als  ein 
verdienstliches,  brauchbares  Unterrichtsmittel  anerkannt.  Für 
die  Mondbahn  unternimmt  hier  der  Verfasser  ein  Gleiches  zu 
leisten,  indem  er  dabei  freilich  weit  mehr  Hindernisse  zu  tiber- 
winden hat;  denn  der  Mondort  wird  durch  die  Störungen,  deren 
wichtigste  eine  nähere  Erörterung  finden,  in  weit  stärkerem 
Masse  beeinflusst,  als  irgend  ein  Planetenort.  Gleichwohl  ge- 
lingt es,  mit  Zuhülfenahme  von  Näherungswerten,  wie  sie  ins- 
besondere  die   Kettenbruchentwickelung   darbietet,   sowohl    die 

ForUchr.  d.  Math.  XX.  3.  80 
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Stunden  des  Auf-  und  Unterganges,  als  auch  die  wesentlichen 
Umstände  einer  Finsternis  in  Terhältnismässig  einfacher  Weise 
Yorauszubestimmen.  Rechnungsbeispiele  sind  reichlich  beigegeben. 

Gr. 

M.  G.  Armblin.     R^forme  du  calendrier.    Piammarioo,  Be?. 

d' Astron.  VII.  347-349. 

Im  Jahre  1884  sind  Herrn  Flammarion  von  einem  nicht  ge- 
nannten Freunde  der  Astronomie  5000  Franken  ttbergeben  wor- 
den; diese  Summe  sollte  als  Preis  demjenigen  zuerkannt  werden^ 
der  den  besten  Vorschlag  zur  Abänderung  des  jetzigen  Kalenders 
machen  würde.  Bedingung  war,  dass  jedes  Datum  immer  auf 
denselben  Wochentag  falle,  dass  ferner  die  Abweichung  vom 
jetzigen  Kalender  möglichst  klein  werde.  Der  Bericht  Ober  die 
eingelaufenen  Arbeiten  ist  in  mehreren  sehr  eingehenden  Ar- 
tikeln des  Jahrgangs  1887  der  Bevue  d'Astronomie  durch  Herrn 
G6rigny  im  Namen  der  Preisrichter  erstattet  worden.  Die  5(XX) 
Franken  sind  unter  sechs  Bewerber  in  verschiedener  Höbe  ge- 
teilt worden.  Herr  Armelin  hat  den  ersten  Preis  mit  1500 
Franken  erhalten.  Nach  seinem  Vorschlag,  der  an  der  oben 
citirten  Stelle  vollständig  abgedruckt  ist,  sollen  die  Monate  Januar, 
April,  Juli,  October  je  31  Tage  haben,  die  acht  tlbrigen  je  30 
Tage;  der  Neujahrstag  als  „nuUter*'  Tag  keinen  Wochennamen 
erhalten,  jedes  vierte  Jahr  einen  31'^'^  December  ohne  Wochen- 
tagsbenennung haben.  Dann  beginnen  die  vier  ersten  Monate 
jedes  Vierteljahrs  mit  Montag,  die  vier  zweiten  mit  Donnerstag, 
die  vier  dritten  mit  Samstag.  Lp. 
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Mathematische  Geographie  und  Meteorologie, 

J.   GallknmOllbr.     Elemente  der  mathematischen  Geo- 
graphie  und    Astronomie.     RegeDsburg.  Fr.  Fastet 
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Das  Buch  enthält  den  Lehrstoff  in  dem  Umfange,  wie  er 
für  die  Prima  der  humanistiBchen  Gymnasien  Bayerns  vorge- 
scbrieben  ist.  Auf  die  Astrognosie  wird  grösseres  Gewicht  ge- 
legt, als  in  anderen  didaktischen  Schriften  von  verwandtem 
Charakter.  Gr. 

M.    FiORiNi.      Le    projezioni   quantitative   ed  equivalenti 

della   cartografia.      Bollettino  della  Society  geografica  italiaoa  (2) 
XII.  856-891,  951-997. 

Nachtrag  zum  Werke  des  Verfassers:  Le  projezioni  delle 
carte  geografiche  (Bologna  1881).  Vi. 


E,  Oekinghaus.     lieber  die  Lage  der  Mondsichel  gegen 
den  Horizont  des  Beobachters.    HoppeArch.(2)  vir.  195-20G. 

Denkt  man  sich  die  beiden  Spitzen  der  Sichel  durch  eine 
gerade  Linie  mit  einander  verbunden,  so  ist  deren  Neigung  gegen 
den  Horizont  keine  constante.  Der  veränderliche  Neigungs- 
winkel soll  berechnet  werden,  resp.  man  will  den  Winkel  finden, 
welchen  der  grösste  Kreis,  als  welchen  unser  Auge  die  erwähnte 
Gerade  auf  die  Himmelskugel  projicirt,  mit  dem  Horizontalkreise 
cinschliesst.  Die  Erde  sei  von  den  beiden  Himmelskörpern 
Sonne  und  Mond  resp.  um  R  und  q  entfernt,  und  die  Richtung 
von  Q  bilde  mit  den  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  die 
Winkel  a,  ßy  y  (wobei  die  a?-Axe  durch  den  Widderpunkt  gehen 
möge).    Setzt  man  dann 

g  =  ^COSCr,     7]  =  QCOSß,      f  =  ^cos^, 

so  handelt  es  sich,  unter  @  die  astronomische  Länge  des  Sounen- 
mittelpunktes  verstanden,  zunächst  darum,  die  Grössen  r,  /?,  X 
aus  dem  folgenden  Gleichungssysteme  zu  berechnen : 
— Äcos0+rcos/?co8A  =  5,  — Äsin©-t-rcos/9sinA  =  17,  r&\üß  =  C- 
Jetzt  können  ß  und  X  als  bekannte  Grössen  angesehen  werden; 
bedeutet  dann  noch  h  die  Höbe  des  Mondes^  H  diejenige  der 
Sonne,  so  ist,  wie  der  Verfasser  durch  eine  interessante  Trans- 
formation nachweist,  der  Cosinus  des  in  Rede  stehenden  Winkels 
gleich : 
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-      ■  ■  ■  _      ^  ^  -   • 

cosAyi— cosVco8*(i— 0) 
Die  Ableitung  ist  die  gewöhnliche  der  analytischen  Baamgeome- 
trie.  Die  ursprQnglicha  gerade  Linie  ist  nämlich  der  Darch- 
schnitt  zweier  Ebenen,  deren  eine  im  Hondmittelpnnkte  auf  dem 
Bestrahlungscylinder  senkrecht  steht,  während  die  andere  die 
Qrundfiäche  des  vom  Auge  an  die  Mondkugel  gelegten  Tangen* 
tialkegels  darstellt.  Da  jedoch  auch  der  Beobachter  nicht  in 
absoluter  Ruhe  sich  befindet,  sondern  mit  der  rotirenden  Erde 
selbst  im  Räume  sich  fortbewegt,  so  ist  auch  die  Horizontalebene 
nicht  von  unveränderlicher  Lage,  sondern  eine  Function  der 
Zeit.  Aus  allen  diesen  Ueberlegungen  resultirt  die  obige  Formel; 
dem  Entwickelungsgange  zu  folgen,  ist  bei  der  Complicirtheit 
vieler  Ausdrücke  ohnehin  nicht  ganz  leicht,  und  es  wftre  deshalb 
eine  Übersichtlichere  Bezeichnung  zu  wOnschen.  So  bedeutet  H 
einmal  einen  Buchstaben  (Punkt),  ein  anderesmal  dagegen  (s.  o.) 
einen  Winkelwert.  Gr. 

O.  FiSHER.  Ou  the  amount  of  tbe  elevations  attributabie 
to  compression  tbrough  the  contraction  during  cooling 
of  a  solid   Earth.      Phil.  Mag.  (5)  XXIIf.  145-149. 

Die  Untersuchung  in  des  Verfassers  „Physics  of  the  Earth^s 
crust"  (Chapter  VI)  über  die  mittlere  Höhe  der  Erhebungen, 
welche  der  von  der  Zusammenziehung  infolge  der  Abkühlung 
herrührende  Druck  auf  der  als  ein  fester  Körper  betrachteten 
Erde  hervorrufen  kann,  ist  nicht  ganz  befriedigend  und  wird 
daher  im  vorliegenden  Aufsatze  wieder  aufgenommen.  Das  Er- 
gebnis wird  als  eine  Bestätigung  der  Schlussfolgerungen  ange- 
nommen, welche  sich  auf  die  weniger  befriedigende  Berechnung 
stützten.  Gbs.  (Lp.) 

O*  FisHER.  On  the  niean  height  of  the  surface  -  eleva- 
tions and  other  quantitative  results  of  the  contraction 
of  a  solid  globe  through  cooling;  regard  being  paid 
to    the    existence  of  a    level   of  no  strain,    as    latelj 
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aunounced  by  Mr.  T.  Meilard  Reade  and  by  Mr.  C. 

Davison.      Phil.  Mag.  (V)  XXV.  7-20. 

In  diesem  Aufsatze  wird  eine  Berechnung  der  mittleren  Höhe 
der  Oberflächen-Erhebungen  unter  der  Voraussetzung  einer  Fläche 
ohne  Deformation  geliefert  (Vergl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1228). 
Bei  der  Annahme  einer  Temperatur  von  7000*  F  beim  Beginne 
der  Erstarrung  und  eines  Temperaturgradienten  von  1/51°  F  auf 
den  Fuss  in  der  Jetztzeit  ergiebt  sich  die  gegenwärtige  Tiefe 
der  undeformirten  Fläche  zu  2,1361  Meilen  und  die  mittlere 
Höhe  aller  Erhebungen,  welche  durch  Abkühlung  auf  einer  festen 
Erde  entstehen  würden,  zu  19  Fuss.  Der  vom  Verfasser  ge- 
zogene allgemeine  Schluss  besagt,  dass  die  Entdeckung  des  Be- 
stehens einer  undeformirten  Fläche  in  einer  festen,  durch  Lei- 
tung sich  abkühlenden  Erdkugel  mehr  als  je  die  Annahme  un- 
haltbar macht,  dass  die  Oberflächenerhebungen  durch  Pressungen 
der  Rinde  einer  festen  Erdkugel  nach  jener  Art  haben  gebildet 
werden  können.  Obs.  (Lp.) 

T.  Mellard  Rbädb.      The   geological   consequences    of 
the    discoverj  of  a   level   of  no  strain  in   a  cooling 

globe.     Phil.  Mag.  (5)  XXV.  210-215. 

T.  Mbllard  Reade.     Tidal  action  as  an  agent  of  geo- 
logical Change.      Phil.  Mag.  (5),  XXV.  338-343. 

J.   LeConte.      Mountain    formation.      Phil.  Mag.  (5)  xxv. 

460-451. 

T.  Mellard  Reade.     Mountain  formation.     Phil.  Mag.  (5) 

xxv.  521-522. 

Der  erste  Artikel  erörtert  manche  Folgerungen  für  die  geo- 
logische Theorie,  welche  nach  Ansicht  des  Verfassers  aus  dem 
Besteben  einer  undeformirten  Fläche  folgen;  der  dritte  und 
vierte  behandeln  eine  in  dem  ersten  erhobene  Frage.  Die  zweite 
Note  betont  die  Wichtigkeit  der  Flutwirkung  als  einer  Ursache 
geologischer  Veränderungen.  Gbs.  (Lp.) 
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K.  Weihrauch.  Neue  Untersuchungen  über  die  HesseV- 
sehe  Formel  und  deren  Verwendung  in  der  Meteo- 
rologie. Dorpat.  Th.  Hoppe  and  £.  J.  Karow;  Leipsig.  K.  F. 
Koebler.  46  S.  4o. 

Die  in  den  „Schriften  herausgegeben  von  der  Katarforscher- 
Gesellschaft  bei  der  Universität*'  als  No.  IV  erschienene  Arbeit 
zerfällt  in  zwei  Teile.  Der  erste,  rein  mathematisch  gehaltene 
behandelt  die  Auflösung  der  Gleichungssysteme 

(3)  yk  =  Mo+^mMmSin  |t/^+— ^XAJ-f  a^sin|l7rH ^^*| 

(m=l,2,3,...,v-l), 

nach  den  Grössen  u^  und  (!„  oder,  was  auf  dasselbe  heraus- 
kommt, nach  den  Grössen  pm  =  UmSinl/m,  qm  =  Umcost/M,  bei 
beliebig  in  der  Periode  K  verteilten  Phasen  ^r«,  zu  denen  die  Am- 
plituden yA  gehören,  während  bei  Bessel  in  den  Formeln  (2)  und 
(3)  die  Phasen  äquidistant  angenommen  sind.  Die  Auflösung 
der  Gleichungen,  eine  Uebung  in  der  Behandlung  yon  Deter- 
minanten,   führt   die  Aufgabe  auf  Determinanten  von  der  Form 

J  =  \l  a„,ai, .  ..  a^m\  (m  =  1,  2,  3,  . . .,  2») 

oder  auf  ähnlich  gebaute  zurück  und  ist  im  wesentlichen  mit  den 
Formeln  in  Uebereinstimmung,  welche  in  der  Theoria  interpola- 
tionis  methodo  nova  tractata  bei  Gauss  (Werke  III,  279  ff.) 
stehen,  obwohl  der  Verfasser  im  Hinblick  auf  die  meteorologi- 
schen Anwendungen  solche  Formeln  herstellt,  die  von  den  Gauss'- 
schen  verschieden  sind,  aber  sich  für  Zahlenrechnungen  besser 
eignen. 

Der  zweite  Teil  der  Schrift  handelt  über  die  Gestalt  und 
über  die  Verwendung  der  Besserschen  Formel  in  der  Meteoro- 
logie und  gelangt  zu  den  folgenden,  vom  Verfasser  auf  S.  44 
zusammengestellten  Ergebnissen: 

1.  Die  BesseFsche  Formel  darf  nicht  auf  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung gegründet  werden. 

2.  Die  Bessersche   Formel   muss  immer  als  ein  Aggregat 
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von  Sinuslinien  aufgefasst  werden,  welche  sowohl  fttr  n  =  2v-|-l 
als  aueh  f&r  n  =  2y  vom  Q-fachen  bis  zum  y-fachen  des  Winkels 
gehen. 

3.  Die  Berechnung  der  Constanten  kommt  immer  auf  die 
AuflÖBong  eines  definiten  Systems  von  Gleichungen  zurtick;  für 
ein  ungerades  n  reichen  die  gegebenen  Bedingungen  dazu  voll- 
kommen aus,  während  für  ein  gerades  n  die  Bedingung  hinzu- 
gezogen werden  muss,  dass  die  Winkelconstante  der  y^"  Sinus- 
linie gleich  der  negativen  halben  Summe  aller  gegebenen,  in 
Bogen  ausgedrückten  Phasen  ist. 

4.  Beim  Auftreten  von  r  überzähligen  Beobachtungen  neben 
n  äquidistanten  reducirt  sich  die  Aufstellung  der  Besserschen 
Formel  auf  folgende  Aufgaben: 

a)  Bestimmung  der  Besserschen  Formel  C»  für  die  n  äqui- 
distanten Beobachtungen, 

b)  Ersetzung  der  n  ersten  Unbekannten  durch  die  r  letzten, 

c)  Ermittelung  der  den  überzähligen  Phasen  in  Cn  ent- 
sprechenden Amplituden, 

d)  Auflösung  eines  Systems  von  r  linearen  Gleichungen  für 
die  r  letzten  Unbekannten. 

5.  Der  aus  äquidistanten  Beobachtungen  abgeleitete  Mittel- 
wert bleibt  bei  Zuziehung  überzähliger  Beobachtungen  voll- 
kommen unverändert,  so  lange  die  Anzahl  der  letzteren  die  der 
äquidistanten  Beobachtungen  nicht  erreicht. 

Referent  möchte  in  Bezug  auf  das  letzte  Resultat  unter  5. 
die  Bemerkung  nicht  unterdrücken,  dass  dasselbe  jedenfalls  die 
Willkürlichkeit  mancher  Annahmen  bei  der  gewählten  Art  der 
Interpolation  bezeugt.  Lp. 


N,  Ekholm.  Zur  Ableitung  einer  periodischen  Func- 
tion aus  einer  Reihe  nach  gleichen  Zeitintervallen 
beobachteter  Grössen.     Met.  Zeitscbr.  v.  51-62. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  die  folgende:  „Es  ist  eine  Reihe 
beobachteter  Grössen  gegeben;  man  will  hieraus  die  Form  einer 
periodischen  Variation  bestimmen,  deren  Periodenlänge  im  vor* 
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aus  gegeben  ist,  also  z.  B.  eine  tägliche,  jährliche,  a.  a.  v 
Periode''.  Zuerst  giebt  der  Verfasser  eine  Uebersieht  Bber 
bisher  gebräuchliche  Verfahren,  eine  solche  periodische  FuBCtic 
zu  berechnen,  nebst  der  von  ihm  fQr  dasselbe  in  der  Het  Zeüscb 
1885  vorgeschlagenen  Verbesserung.  Da  die  Berechnung  umr 
der  Methode  des  Verfassers  ziemlich  mQhsam  ist,  so  modiidr; 
er  dieselbe  jetzt,  ohne  von  der  Genauigkeit  etwas  einznblisaecf 
und  vervollständigt  sie  ausserdem  in  so  weit,  dass  bei  jedem 
Fhlle  das  ganze  gegebene  Beobachtungsmaterial  verwendet  wird« 
Die  Lösung  dieser  Aufgabe  besteht  darin,  dass  man  die  Be- 
rechnung der  Mittelwerte  nach  der  frOher  gegebenen  Hethodt-i 
wiederholt  und  schliesslich  durch  Aufeinanderlegen  idler  ao  er 
haltenen  mittleren  Perioden  eine  definitive  mittlere  Periode  bildet 

Lp. 


: 


J.  Kleiber.     Ueber  die  Abrundungs-Fehler  meteorologi- 
scher Zahlen.      Met.  Zeitschr.  V.  432-440. 

Der  Verfasser  zieht  in  den  folgenden  Worten  das  Ergebnis 
aus  seinen  Untersuchungen: 

Kennt  man  drei  Häufigkeitszahlen  ti^i,  u^y  u^^  so  erhält  man 
aus  ihnen  die  Correction  des  mittleren  Argumentes  x,  ans  der 
Formel 

welche  in  dem  Falle   angewandt   werden  muss,    wenn   die  ein- 
zelnen u  sehr  ungenau  sind. 

Sind  die  Häufigkeitszahlen  ziemlich  genau,  so  kann  man 
statt  (A)  die  Formel 

(B)   Ä-?^^ 

benutzen. 


«'o 


Will  man  die  Correction  aus  fOnf  Werten  von  u  berechnen, 
so  nehme  man 

2u,4-ii3— «_!— 2ti^2 
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je  nachdem  diese  als  ungenau  oder   als  genau  anzusehen  sind. 

Lp. 

P.  Schreiber.     Zur  Frage  der  Herleitung  wahrer  Tages- 
mittel der  Lufttemperatur  aus  drei-  resp.  viermaligen 

Beobachtungen.      Met.  Zeitschr.  V.  259-269. 

Ueberlegungen ,    die    sich    auf  Gründe   praktischer    Natur 
stützen  und  zu  empirischen  Formeln  fahren.  Lp. 


N.    Ekholm.       üeber     einige    Methoden     für    Wolken- 
messungen.    Met.  Zeit8chr..V.  125-132. 

1.  Bestimmung  der  Zugrichtung  und  projicirten  Geschwindig- 
keit der  Wolken  nach  einer  Methode,  welche  sich  an  die  des 
Hrn.  Vettin  anschliesst  (Met.  Zeitschr.  1883).  2.  Directe  Messung 
der  Höhe  und  absoluten  Bewegung  der  Wolken  durch  zwei  Be- 
obachter, die  telephonisch  mit  einander  verbunden  sind,  an  den 
Endpunkten  einer  Standlinie.  Lp. 


G.  Egidl     Intorno  alla  direzione  e  velocitk  delle  nubi 
cd  alla  correzione  del  barometro.     Rom.  Acc.  P.  d.  N.  Line. 

XL.  (1887.)  151-159. 

Der  Verfasser  hat  ein  eigenes  Instrument  für  messende 
Wolkenbeobachtungen  construirt,  mit  Hülfe  dessen  er  die  Ge- 
schwindigkeit der  Fortbewegung  sowohl  absolut,  als  auch  be- 
sonders dann,  wenn  die  Höhe  dieser  Gebilde  über  dem  Erdboden 
bekannt  ist,  zu  bestimmen  unternimmt.  Die  Methoden  selbst 
stützen  sich  auf  einfache  trigonometrische  Sätze  und  bieten  nichts 
wesentlich  Neues;  die  eine  derselben  ist  keine  andere,  als  die 
in.  Deutschland  wohlbekannte  Prestel'sche.  Anhangsweise  wird 
eine  Formel  entwickelt,  um  aus  der  Höhendifferenz  zweier  Orte 
A  und  ß,   die  als  bekannt  angenommen  wird,   sowie   aus    dem 
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gleichfalls   bekannten   Luftdrueke   der  Station   Ä  die  Höhe  de* 
Barometerstandes  für  B  zu  berechnen.  Gr. 


O.   Frölich.       Ueber    das   Gesetz    der    Absorption     der 
Sonnenwärme  in  der  Atmosphäre.    Met.  Zeitachr.  V.  382-dSN> 

Sowohl  aus  den  theoretischen  Ueberlegnngen  als  aaeh  aus 
den  Messungen,  welche  zur  Bestätigung  der  erhaltenen  Formeln 
angestellt  wurden,  e'rgiebt  sich  das  folgende  Resultat:  „Das  Ab- 
sorptionsgesetz der  gesamten  Sonnenwärme  bei  klarem  Himmel 
ist,  bis  auf  etwa  10°  Sonnenhöhe,  dasselbe  wie  bei  dem  ein- 
fachen Strahl,  also  von  der  Form  einer  einfachen  Ezponential- 
grosse 

wo  S  die  an  der  Grenze  der  Atn^osphäre,  W  die  auf  der  Erde 
anlangende  Wärmemenge,  ^  das  Wegeverhältnis,  a  ein  mittlerer 
Absorptionscoefficient;  die  Höhe  der  Atmosphäre  ist  hierbei  auf 
etwa  1/80  des  Erdradius  anzunehmen''.  Lp. 


W.  Zenker.      Ueber    die  Absorption   der  Sonnenwärme 
in  der  Atmosphäre.    Met.  Zeitschr.  V.  481-482. 

Einwände  gegen  die  der  Verhältniszahl  C  zu  Grunde  gelegte 
Vorstellung  in  der  Arbeit  des  Herrn  Frölich  und  daher  gegen 
die  Ergebnisse  seiner  Arbeit.  Lp. 


V.  Wellmann.      Ueber  die  Wärmestrahlung  der  Sonne 

auf  die   Erde.     Met.  Zeitachr.  V.  441-442. 

Kurze  Berechnung   ohne   Berficksichtigung   aller   störenden 
Einflüsse  und  ohne  Bezugnahme  auf  frfihere  Arbeiten. 

Lp. 

U.  V.  Helmholtz.     Üeber  atmosphärische  Bewegungen. 

Berl.  Ber.  647-663,  Met.  Zeitschr.  V.  329-34a 

Die  Untersuchung  des  Einflusses  der  Reibung  auf  die  grossen 
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Circulationen  der  Atmosphäre  ergiebt,    dass   die  Wirkungen  der 
Reibung  an  der  Erdoberfläche  für  die  höheren  Luftschichten  sehr 
unbedeutend  sein   mttssten.    Die   Vernichtung   lebendiger  Kraft 
durch  Reibung  kann  hauptsächlich   nur  an  der  Bodenfläche  und 
den  bei  Wirbelbewegungen  vorkommenden  Trennungsflächen  ge- 
schehen.   £benso   ist   der   Einfluss   der   Wärmeleitung   auf  die 
Temperaturänderungen   der   oberen   und    unteren   Luftschichten 
ein  äusserst   geringer,    und,   ausser   an    den   erwähnten  Grenz- 
flächen, wird  für  den  Wärmeaustausch  fast  ausschliesslich  Strah- 
lung und  Couvection    der  Wärme   durch    Luftbewegung   in  Be- 
tracht kommen.    —    Andererseits  würde  nun  aber  die  Annahme 
einer  ungehemmten  Girculation  zu  ungeheuren  Windgeschwindig- 
keiten ftlhren:  z.  B.  Luft,  die  auf  dem  Aequator  ruht,  würde  in 
den  Breiten  von  20^  und  30°   als   Westwind  mit  der  Geschwin- 
digkeit 57,63   und  133,65  m  auftreten   müssen,   was   also   weit 
über  die  beobachteten  Werte  hinausgeht.     Es  entsteht  somit  die 
Frage:  wodurch  wird  die  Geschwindigkeit  der  Luftmassen  in  der 
Passatzone  gehemmt? 

Zur  Erledigung   dieser  Frage  entwickelt   der  Verfasser  die 
hydrodynamischen  Gleichungen  für  rotirende  Luftringe  und  unter- 
sucht  das   Oleichgewicht   aneinander   stossender   Schichten  von 
verschiedenen   Werten   des    Wärmegehalts   und   des    Rotations- 
moments.   Unter  ^Wärmegehalt''    ist  die  später  als  „potentielle 
Temperatur"  bezeichnete  absolute  Temperatur  zu  verstehen,  die 
die  Luftmenge  annimmt,  wenn  sie  adiabatisch  auf  den  Normal- 
druck gebracht  wird.    Es  zeigt  sich  nun,  dass  das  Gleichgewicht 
stabil  ist,  wenn  die  „wärmehaltigeren^  Schichten  in  der  Richtung 
nach  dem   Himmelspole   zu   höher   liegen.    Im  normalen  Falle 
muss  dazu  die  Tangente  des  Meridianschnittes  der  Grenzfläche 
das  Himmelsgewölbe  zwischen  dem  Pole  und  dem  darunter  lie- 
genden Punkte  des  Horizontes  schneiden.     Es  können  aber  auch 
abnorme  Fälle  vorkommen,  in  denen  jene  Tangente  den  grösseren, 
vom  Pole   ab   gerechneten   Meridianbogen  schneiden  muss.    Je 
kleiner  die  Temperaturdifferenz  im  Verhältnis  zur  Differenz  der 
Rotationsgeschwindigkeiten,   desto   näher   kommt   die    genannte 
Tanjfente  dem  Pol. 
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DiscoDtinui täten  der  betrachteten  Art  treten  nan  s.  B.  &af, 
wo  die  Passatwinde  in  die Calmenzone  eindringen,  oder  andern 
vorderen  Rande  der  in  w&rmere  Zonen  vorrflekenden  polaren  Ost- 
winde. Dort  werden  die  Passate  sich  mit  der  Luft  der  Calmenzone 
verschpielzen  und  deren  Masse  vermehren,  so  dass  diese  oben  sieh 
mehr  und  mehr  seitlich  ausbreiten  muss.  Dabei  werden  ihre 
Ränder,  die  das  grosse  Rotationsmoment  der  ftquatorealen  Lafk 
haben,  in  unmittelbare  Berührung  treten  mit  den  unterliegenden 
Schichten  von  geringerer  Temperatur  und  geringerer  Rotations- 
geschwindigkeit  Solche  discontinuirlichen  Bewegungen  mOssen 
sich  nun  früher  oder  später  in  Wirbel  auflösen,  die  zu  ausge- 
dehnten Vermischungen  beider  Schichten  fllhren.  Der  Vorgang 
ist  ähnlich  der  Erregung  von  Wasserwogen  durch  den  Wind,  er 
kann  sichtbar  werden  durch  gestreifte  Girruswolken,  und  der 
Erfolg  ist  Mischung  der  beiden  Schichten  mit  Wirbelbildung  und 
unter  Umständen  mit  starken  Niederschlägen. 

In  solchen  Vermischungen  sieht  der  Verfasser  die  hanpt- 
sächlichste  Ursache  für  die  Hemmung  der  Circulation  unserer 
Atmosphäre.  Sbt. 

W.  V.  Bezold.     Zur  Thermodynamik  der  Atmosphäre. 

Berl.  Ber.  486-532,  1189-1306. 

In  den  vorliegenden  Untersuchungen  wird  auf  die  Voraus- 
setzung adiabatischer  Zustandsänderungen,  die  bisher  bei  den 
Anwendungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  atmosphäri- 
sche Vorgänge  üblich  war,  verzichtet.  Zur  Versinnlichung  der 
Erscheinungen  bedient  sich  der  Verfasser  der  von  Clapejron 
eingeführten  graphischen  Methode,  unter  Berücksichtigung  der 
Erweiterungen,  die  durch  das  Auftreten  von  mehr  als  zwei  un- 
abhängigen Veränderlichen  bedingt  sind.  Bei  meteorologischen 
Problemen  hat  man  es  ja  mit  einem  Oemisch  aus  Luft  und 
Wasser  zu  thun.  Der  Verfasser  betrachet  nun  die  Masseneinheit 
trockener  Luft  als  gegeben  und  behandelt  das  Wasser  in  den 
verschiedenen  Formen  des  ungesättigten  oder  gesättigten  Dampfes, 
des  tropfbar  flüssigen  Wassers  und  Eises  als  eine  hinzugefügte 
veränderliche  Beimischung.    Er  unterscheidet  bei  der  Verfolgung 
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der  von  diesem  Gemisch  durcblaurenen  Zustände  ein  Trocken-, 
Regen-,  Hagel-  und  Schneestadium.  Von  einem  Stadium  zum 
anderen  muss  die  Masse  des  Gemisches  abnehmen  infolge  der 
entstehenden  Niederschläge,  und  es  handelt  sich  hier  um  Vor- 
gänge, die  wohl  in  den  kleinsten  Teilen  umkehrbar,  im  ganzen 
aber  nicht  umkehrbar  sind.  Die  allgemeine  Form  der  Zustands- 
gieichungen für  die  verschiedenen  Stadien  ist  f(«,  p,  /,  x)  =  0; 
dabei  ist  p  der  Druck,  gemessen  in  kg  auf  1  qm,  und  v  das 
Volumen  der  Masse  Jlf,  die  gleich  l-f  o;,  nämlich  gleich  der 
Summe  aus  der  Masseneinheit  trockener  Luft  und  der  beige- 
mischten Menge  Wasserdampf  ist  (a;'  und  x*\  die  Mengen  des 
beigemischten  flüssigen  und  festen  Wassers,  sind  im  allgemeinen 
so  klein,  dass  sie  auf  p  und  v  keinen  Einfluss  äussern).  Bei 
der  geometrischen  Darstellung  wird  x  als  dritte  Coordinate  senk- 
recht  zur  po- Ebene  aufgetragen;  bei  der  Betrachtung  der  Zu- 
standsänderungen  kann  man  sich  aber  einfach  an  die  Linie 
halten,  die  die  Projection  des  repräsentirenden  Punktes  auf  die 
pt>*Ebene  beschreibt. 

Nachdem  für  die  verschiedenen  Stadien  der  Verlauf  der 
charakteristischen  Linien,  insbesondere  der  Isothermen  und  Adia- 
baten, eingehend  untersucht  ist,  wird  gezeigt,  wie  man  für  be- 
liebige (nicht  adiabatische)  Zustandsänderungen  auch  hier  bei 
Anwendung  gewisser  Kunstgriffe  im  Stande  ist,  durch  eine  Ver- 
bindung von  Rechnung  und  planimetrischer  Messung  die  ausge- 
tauschten Wärmemengen  zu  ermitteln. 

Das  entwickelte  Verfahren  wird  angewandt  auf  den  Föhn, 
auf  den  Luftaustausch  zwischen  Cyklone  und  Anticyklone  im 
Sommer  und  ebendenselben  im  Winter. 

Die  zweite  Mitteilung  betrifft  hauptsächlich  den  von  Herrn 
v.  Helmholtz  (in  der  S.  1274  besprochenen  Abhandlung)  ein- 
geführten Begriff  der  potentiellen  Temperatur,  d.  h.  derjenigen 
absoluten  Temperatur,  die  ein  Körper  annimmt,  wenn  er  adia- 
batiseb  (oder  pseudoadiabatisch)  auf  den  Normaldruck  gebracht 
wird.  („Pseudoadiabatisch^  heisst  nämlich  nach  dem  Verfasser 
ein  Vorgang,  wenn  das  bei  der  Condensation  gebildete  Wasser 
ganz  oder  teilweise  herausfällt,  ein  Vorgang  alsor,  bei  dem  Wärme 
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weder  zugeführt  noch  entzogen,  bei  dem  aber  nieht  der  gmnze 
Verlust  an  Energie  in  äussere  Arbeit  verwandelt  wird).  Es  wird 
gezeigt,  wie  die  potentielle  Temperatur  ihre  graphisehe  Dar- 
stellung findet,  und  es  wird  demnächst  der  Satz  bewiesen: 
Adiabatische  Zustandsänderungen  in  freier  Atmosphäre  —  nnter 
Ausschluss  der  Verdunstung  —  lassen  entweder  die  potentielle 
Temperatur  ungeändert  oder  erhöhen  dieselbe  (je  nachdem 
nämlich  das  Trockenstadium  nicht  verlassen  oder  aber  Wasser 
ausgeschieden  wird).  Aus  diesem  Satze  werden  nun  Folgerangen 
gezogen  für  den  verticalen  Temperaturgradienten,  insbesondere 
für  die  Abweichungen  desselben  von  dem  bekannten  Werte  0«993. 
und  für  die  sogenannte  zusammengesetzte  Convection,  d.  i.  eine 
Wärmeübertragung,  bei  der  neben  dem  Transporte  erwärmter 
oder  abgekühlter  Körper  noch  Aenderungen  des  Aggregatzustandes 
ins  Spiel  kommen.  Diese  bewirkt,  dass  die  Temperatur  im 
anticyklonalen  Gebiete  stets  höher  ist,  als  dies  bei  einfacher 
Uebertragung  der  Fall  wäre.  Sbt 


A.  Oberbeck,     üeber   die  Bewegungserscheiiinngen  der 

Atmosphäre.     Berl.  Ber.   383-395,    1129-1138;    Met.  ZeiUcbr.  V. 
305-310. 

Es  sind  die  von  Hrn.  W.  Siemens  in  dem  Aufsatz  „Die  Er- 
haltung der  Kraft  im  Luftmeere  der  Erde"  (Berl.  Ber.  1886,  F. 
d.  M.  XVIII.  1064)  behandelten  Fragen  mathematisch  Yrciter 
verfolgt,  und  zwar  im  ersten  Teile  die  Berechnung  der  Luft- 
strömungen, im  zweiten  die  entsprechenden  Untersuchungen  der 
Druckverteilung. 

1.  Teil:  Nachdem  die  Factoren,  von  welchen  die  Bewegung 
der  Atmosphäre  abhängt,  zusammengestellt  und  die  Art  und 
Weise,  wie  dieselben  in  die  Rechnung  eingefQhrt  sind,  besprochen 
worden  ist,  leitet  Verfasser  zunächst  auf  Grund  der  Hauptbewe- 
gungsgleichungen eine  Formel  für  die  Abnahme  des  Luftdruckes 
in  grösseren  Höhen  und  darauf,  indem  er  den  von  der  geogra- 
phischen Lage  des  Ortes  abhängigen  Teil  der  Temperatur  in  eine 
Reihe  nach  Kugelfunctionen  entwickelt,  die  Formel  fBr  die  Ver- 
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ic^coniponeDte  und  diejenigen  für  die  beiden  Horizontalcom- 
ponenten  ab.  Am  Ende  sind  dann  die  sich  hiernach  ergebenden 
Strömungen  noch  übersichtlich  besprochen. 

2.  Teil:  Da  die  an  der  Erdoberfläche  vorkommenden  grössten 
Druckanterschiede  den  Temperaturanterschieden  nicht  entsprechen, 
Bo    erklärt  man  dies  durch  die  Bildung  von  Strömungen,  wofür 
Vorfasser  die  Begründung  giebt;   weiter  zeigt  er,   dass   aus  den 
Y>eobachteten  Werten  des  Druckes  ein  Schluss  auf  die  Intensität 
der  Luftströmungen  gezogen  werden  kann.     Der  Artikel  in  der 
Met.  Zeitschr.  ist  ein  Selbstreferat  des  Verfassers,  das  zuerst  in 
der    Naturwissenschaftlichen   Rundschau   vom   9.  Juni   1888  er- 
schienen ist.  P. 


F.  Roth.     Die  Anwendbarkeit  der  Gleicliung  der  leben- 
digen Kraft  auf  die  Luftwirbel.    Met.  Zeitachr.  v.  34-36. 

Der  Verfasser  sucht   die  Frage   zu  beantworten:    „Gilt   die 
Oleichung  der  lebendigen  Kraft  für  ein  freies  Teilchen,  das  längs 
der  Erdoberfläche  ohne  Reibung  gleitet,  wenn  es  dabei  von  einer 
Kraft  getrieben  wird,  welche  überall  parallel   zu   letzterer  nach 
einem  mit  derselben  fest  verbundenen  Punkte  hin  anziehend  oder 
von  ihm  aus  abstossend  wirkt,  und  bleibt  diese  Gleichung  auch 
dann  noch  bestehen,    wenn    die   Umdrehung   der  Erde  um  ihre 
Axe  berücksichtigt  wird?"     Während  natürlich  die  Antwort  be- 
jahend ausfällt,  glaubt  Herr  R.  für  die  Luftwirbel  einen  anderen 
Schluss  ziehen  zu  müssen:  „Wird  die  Abweichung  der  Erde  von 
der  Kugelgestalt   beachtet,    so   gilt  unter   den  Voraussetzungen 
unserer  Aufgabe  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft   nur  dann, 
wenn  der  Sitz  der  Anziehung   oder  Abstossung  ein  Nabelpunkt 
ist.**     Für   den   Ref.  ist   die    Beweisführung  jedoch  unklar  und 
nicht  überzeugend.  Lp. 

M.  Möller,      üeber  Verluste    an    äusserer  Energie  bei 

der    Bewegung   der   Luft.      Met.  Zeitschr.  IV.  318324. 

Einen  wesentlichen  Verlust  dieser  Art  erleidet  bewegte  Luft 
durch  Reibung   am  Erdboden,   sowie   durch  Mischung   und  Zu- 
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sammenstoss  der  sich  in  entgegengesetzten  Richtungen  bewegen- 
den Luftmassen.  Dies  wird  durch  Rechnungen,  unter  Zugrunde- 
legung der  fflr  den  Stoss  unelastischer  Körper  geltenden  Gesetze, 
im  einzelnen  ausgeführt.  Aus  den  so  erhaltenen  Resultaten  glaubt 
der  Verfasser  gewichtige  Einwflrfe  gegen  die  von  Ferrel  und 
Werner  Siemens  hinsichtlich  der  grossen  atmosphärischen  Circu- 
lation  aufgestellten  Theorien  ableiten  zu  können.  6r. 

G.  Petit.     Exp^riences  de  M.  Ch.  Weyher  aar  les  tour- 
billons  a^riens  et  les  sph^res  tournantes.     Qen.  CIt.  xi. 

Besprechung  der  Experimente  von  Weyber  zur  Nachahmung 
der  Wirbelwinde  und  der  damit  zusammenhängenden  meteoro- 
logischen Erscheinungen.  Bezäglich  der  Einzelheiten  der  aller- 
dings vornehmlich  in  physikalischer  Beziehung  interessanten 
Abhandlung  muss  auf  die  letztere  selbst  yerwiesen  werden. 

F.  K. 

A.  Sprung,      lieber    die    verticale   Abnahme    des  Luft- 
druckes und  der  Temperatur.    Met.  Zeitechr.  v.  4C0-470. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Temperatur  in  verticaler  Richtung 
überall  dieselbe  sei,  so  ist  das  Gesetz  der  verticalen  Druck- 
abnahme dasjenige  der  geometrischen  Progression  mit  der  Hohe 
p  =  p^er^^  ein  Fall,  der  im  Winter  bei  anticyklonalem  Wetter 
nicht  selten  vorkommt.  Sollen  die  Luftdruckwerte  dagegen  eine 
arithmetische  Reihe  bilden,  so  muss  die  Temperatur  ftlr  je  100  m 
Steigung  3,42°  Abnahme  erfahren,  wie  es  bei  heissem  Sommer- 
wetter auf  kleine  Strecket  zuweilen  vorkommt.  Beide  Fälle 
sind  in  der  allgemeinen  Annahme  begriffen,  dass  die  Temperatur 
eine  lineare  Function  der  Höhe  ist,  T=  T^  —  &.h,  wobei  dann 
folgt 

Eine  weitere  kritische  Betrachtung  wird  an  dem  ungenauen  Satze 
geübt,  dass  die  dynamische  Erwärmung  oder  Abkühlung  in 
trockener  Luft  für  je  100  m  Senkung  oder  Hebung  den  Betrag 


OapUel  3.    Mathematische  Geographie  und  Meteorologie.        1281 

von  0,993®  habe;  den  Bemerkungen  entsprechend  ist  eine  Stelle 
in  dem  Lehrbuche  des  Verfassers  abzuändern.  Zuletzt  wird 
noch  die  Annahme  kurz  erwogen,  nach  welcher  die  Temperatur 
als  lineare  Function  des  Luftdrucks  auftritt: 

^  '       ^  Pi  Lp. 


LiiNSS.      üeber  die  Geschwindigkeit  aufsteigender  Luft- 
ströme.     Met  Zeitschr.  V.  37-39. 

Ist  H  die  Ycrticale  Dicke  der  den  Niederschlag  liefernden 
Wolkenschicht,  r  die  absolute  Niederschlagsdichte  (Niederschlags- 
höhe in  Millimetern  pro  Stunde),  so  berechnet  der  Verfasser  fDr 
die  fragliche  Geschwindigkeit  einen  Minimalwert  in  Metern: 


f  m  = 


34,889  (0,260  -  0,0242  H)  H  Lp. 


L.  SoHNCKB.     Gewitterelektricität  und  gewöhnliche  Luft- 

elektricität.       Met.  Zeitschr.  V.  413-425. 

Ergänzungen  zu  der  Schrift  des  Verfassers  über  den  Ur- 
sprung der  Gewitterelektricität  (Jena.  Fischer.  1885)  und  der 
gewöhnlichen  Elektricität  der  Atmosphäre  nebst  Widerlegungen 
der  Bedenken  und  Einwürfe,  welche  gegen  dieselbe  erhoben 
worden  sind.  Lp. 

W.  König,      üeber  den  Druck  in  Wasserbläschen. 

Met.  ZeitBcbr.  V.  109-110. 

Berichtigung  der  Angaben  des  Hrn.  v.  Obermayer  in  Met. 
Zeitschr.  1877,  wo  viel  zu  grosse  Werte  gefunden  sind.  Hr.  E. 
berechnet  den  Capillardruck  h  für  Bläschen  vom  Radius  r  für 

r  =  0,01,  0,001,        0,0001  cm: 

h  =  0,029,        0,29,  2,9  Atmosphären. 

FortMhr.  d.  Math.   XX.  9.  81 
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Aus  diesen  geringen  Zahlen  schliesst  der  Verf.  weiter,  das«  die 
Eiessling'schen  Versuche  entscheidend  sind  ttber  die  Natur  der 
Nebelkörperchen  als  homogener  FlQssigkeitstropfen.  Man  yer- 
gleiche  Aber  den  Gegenstand  auch  die  Notizen  von  Kurz  (Exner 
Rep.  XIX.  339-341,  822)  und  A.  König  (Berl.  phys.  Ges.  Verb. 
1883.  5255).  Lp. 


6.  Grassi.      Sul    calcolo    della   temperatura   di   regime 

negli   essiccatoi.      Nno^o  Cimento  (3)  XXIII.  123-138. 


Anhang. 


W.  La8Ka.      Sammlung    von  Formeln    der  reinen    und 

angewandten   Mathematik.     BrauDSchweig.    Vieweg  und  Sobn. 

Erste  LiefeniDg.  (1888.)  1-296;  zweite  Liefernog.  (1889.)  297-576;  dritte 
LieferiiDg,  erste  Abteiiaog  (I8b9.)  577-776. 

Nach  der  AnkQndigUDg  des  Werkes  auf  der  Rückseite  des 
Umschlags  soll  die  vorliegende  SammluDg  von  Formeln,  Lehr- 
sätzen und  Begriffen  der  reinen  und  angewandten  Mathematik 
und  Physik  dem  Mathematiker  und  Physiker  alles  dasjenige 
bieten,  was  man  als  gesicherten  Besitz  dieser  Wissenschaften 
ansehen  kann;  nebenbei  wird  sie  als  Uebungsbuch  und  Litera- 
turrepertorium  empfohlen.  Die  erste  Lieferung  enthält  die  Al- 
gebra, Arithmetik,  algebraische  Analysis,  die  Differential-  und 
Integral-Rechnung;  die  zweite  bringt  die  Functionentheorie  und 
die  Geometrie.  In  der  dritten  sind  die  Astronomie,  die  Mechanik 
und  die  physikalischen  Wissenschaften  behandeU,  und  es  soll  noch 
ein  vollständiges  Sach-  und  Namenregister  geliefert  werden. 

Die  Sichtung  des  aufzunehmenden  oder  auszuschliessenden 
Stoffes  ist  natürlich  sehr  schwierig  und  wird  an  vielen  Stellen 
von  persönlichen  Ansichten  abhängen.  Herr  Carr  hat  zu  seiner 
äusserst  sorgfältig  gearbeiteten  „Synopsis  of  pure  Mathematics" 
(London,  1886,  935  S.),  einem  Werke  ähnlicher  Tendenz,  das 
aber  zu  den  Sätzen  und  Formeln  auch  Andeutungen  der  Beweise 
hinzufügt,  die  Materialien  während  voller  zwanzig  Jahre  zu- 
sammengetragen und  sich  bei  der  Auswahl  durch  die  Rück- 
sichten  auf  die  Bedürfnisse  seiner  Schüler  leiten  lassen;   dieser 
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UmstaDd  hat  den  einbeitlichen  Charakter  seines  Buches  gefordert 
und  die  langjährige  Eontrolle  ist  der  correcten  Herstellang  dien- 
lich gewesen.  Dem  vorliegenden  Werke  dagegen  ist  die  Ab- 
Wesenheit  eines  derartigen  festen  Gesiontspnnktes  anzoseben. 
Wenn  schon  geeignete  Sammlungen  vorlagen,  wie  z.  B.  io  den 
Integraltafeln  von  Meier  Hirsch  und  Minding,  oder  in  den  Wer- 
ken über  elliptische  Functionen  (besonders  von  L.  Königsberger}, 
so  hat  der  Verfasser  eine  grosse  Menge  von  Formeln  abdroeken 
lassen;  in  anderen  Gebieten  jedocb,  wo  solche  zasammenfassen- 
den  Uebersichten  nicht  zur  Hand  waren,  sticht  jener  reiefaen 
Fülle  gegenüber  die  hier  herrschende  Dürftigkeit  um  so  mehr 
ab.  Die  ganze  moderne  Theorie  der  algebraischen  Formen  mit 
ihrem  Formelreichtum  an  Invarianten,  Govarianten  u.  dgL  m.. 
die  Anwendung  derselben  auf  die  Functionentheorie  und  Geo- 
metrie ist  nirgends  erwähnt,  als  ob  Clebsch  und  Faa  di  Brano 
keine  bezüglichen  Lehrbücher  mit  „Formeln,  Lehrsätzen  und 
Begriffen"  geschrieben  hätten.  Die  neuere  synthetische  Geo- 
metrie wird  gar  nicht  berührt,  obgleich  doch  auch  in  ihr  z.  B. 
die  Sätze  über  das  Doppelschnittverhältnis  und  überhaupt  Ober 
die  Verwandtschaften  oder  gar  die  Zahlen  der  abzählenden  Geo- 
metrie „als  gesicherter  Besitz  dieser  Wissenschaft''  an- 
gesehen  werden  können  und  in  tabellarischer  Form  oder  in 
kurzer  wörtlicher  Fassung  sich  zur  Darstellung  eignen«  Dass 
die  Theorie  der  hyperelliptischen  und  Abersehen  Funetionen 
nebst  den  sich  anschliessenden  Transcendenten  auch  nieht  be- 
rücksichtigt ist,  kann  danach  nur  natürlich  erscheinen.  — 
Aber  auch  wenn  man  sich  auf  den  vom  Verf.  ausgewählten  Stoff 
beschränkt,  so  drängt  sich  bei  genauerer  Prüfung  die  Vermutnog 
auf,  dass  die  Veröffentlichung  erfolgt  ist,  bevor  das  Ganze  sorg- 
fältig durchgearbeitet  war. 

Wenn  eine  solche  Sammlung  brauchbar  sein  soll,  so  mnss 
sie  vor  allen  Dingen  correct  sein;  erfüllt  sie  diese  Anforderung 
nicht,  so  ist  sie  ein  unzuverlässiges,  ja  schädliches  Werkzeug,  wie 
etwa  eine  fehlerhafte  Logarithmentafel.  Sobald  nun  der  Ref.  an 
beliebigen  Stellen  genauer  zu  prüfen  anfing,  so  fand  er  Ungenanig- 
keiten  und  Fehler  aller  Arten,   nämlich  1)  Druckfehler,  2)  Ver- 
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wirrung  in  der  Bezeichnung,  3)  sachliche  Fehler.     Einige  Proben 
mögen  dies  Urteil  bestätigen. 

Auf  Seite  233  stehen  die  Gotesischen  Formeln  zur  mecha- 
nischen Quadratur:  Vier  Druckfehler:  -^  statt  ^  in  Zeile  2, 
fl^  statt  U  in  Zeile  3,  ^j^/VW  statt  r^,?^  in  Zeile  7,  eine  falsche 
Klammer  in  Zeile  12.  Statt  das  Integrationsintervall,  wie  sonst 
üblich,  von  0  bis  h  zu  nehmen,  hat  der  Verfasser  die  obere 
Grenze  bei  3,  4,  5,  ...,  10  Ordinaten  mit  3A,  4A,  .. .,  10^  be- 
zeichnet. Die  abgedruckten  Formeln  sind  aber  die  fttr  die  obere 
Grenze  h ;  nur  bei  der  fQr  3  Ordinaten  ist  der  Factor  Sh  hinzu- 
gesetzt, bei  allen  anderen  fehlen  die  bezüglichen  Factoren  4A, 
&  A,  .  • . ,  10  A. 

Gleich  dahinter  auf  Seite  237  stehen  unter  (10)  und  (11) 
zwei  bestimmte  Integrale,  von  denen  das  erste  nicht  auf  die  ein- 
fachste Gestalt  gebracht,  das  zweite  sowohl  durch  Vergleich  mit 
dem  ersten  als  auch  mit  denen  unter  (8)  und  (9)  als  unrichtig 
erkennbar  ist.    Sie  lauten: 

/1AX  r^  dx  1  ^        sinA 

(10)         /   "1 — s 3-1 — r  =  -^-T  *^rc^ 

^    ^        J      l— 2a?co8A4-aJ         smA         ° 


Ü 


2a?co8A  +  aj'        sinA        ^1 — cosA  ' 


(")        /-T+2^Sl+^  =  log(28ini-),. 

ü  '  ' 

während  ihre  Werte  resp.  ^  .    ,  und  ^  .    ,   sind. 

'^    28inA  2smA 

In  der  sphärischen  Trigonometrie  wird  S.  440  festgesetzt, 
dass  a,  j9,  y  die  Winkel  und  a,  b,  c  ihre  Gegenseiten  im  sphä- 
rischen Dreieck  bezeichnen  sollen.  Auf  S.  441  wird  in  den 
Formeln  (1)  bis  (4)  diese  Bedeutung  festgehalten  [in  (2)  steht 
sin  6  statt  sin/9];  dagegen  muss  man  in  den  Formeln  (5)  und  (8) 
unter  a,  /9,  y  die  Seiten  und  unter  a,  fr,  c  die  Winkel  verstehen, 
wenn  sie  richtig  sein  sollen. 

Ganz  unerklärlich  sind  manche  Verstösse  gegen  allgemein 
bekannte  Sätze.  Auf  Seite  407  -  408  löst  der  Verf.  zur  Trisec- 
tion  eines  Winkels  die  kubische  Gleichung  48in'a— 3sina 
-}-sin3a  =  0  fttr  sina  nach  der  Cardanischen  Formel,  von  der 
ja  doch  bekannt  ist,    dass   sie   in   diesem  Falle  imaginär  wird 
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nnd  daher  für  das  Problem  unbrauchbar  ist.    Indem  nicht  weniger 
als  drei  Fehler  gemacht  werden,  ergiebt  sich  sina  aas  ihr  reell. 
Auf  Seite  35  steht  richtig:    Die  Reihen 

1-|- C0S9  +  008^9+ cos3^+  ••' 
sind  divergent.     „Es  ist  vielleicht  ratsam,  auf  einige  divergente 

Reihen    aufmerksam    zu    machen.^       Diese    Warnung    ist    auf 

Seite  414  vergessen.     Dort  liest  man  unter  (40): 

2gjp^  =  ßin^p  +  sin39  +  sin59)  +  --, 

—  g^,  .  ,    =  co829-f  2cos4^4-3cos69)  H , 

—  Ol  »  1    =  sin3flp  +  38in5g)  +  6sin7«  4-  •••. 
2'sm'9  ^  ^  ^ 

Danach  kann  man  sich  wohl  nicht  wundern,   auf  S.  46  zu 

finden : 

(4)   .  =  i+t+44.+i44+,i^»+.... 


1.3    .  1.3.5.7 


(5)    i}^rr7i  =  i___  +  ^^^^      , 

Ungeheuerlichkeiten,   deren  Unmöglichkeit  sogar  jedem   Nicht- 
matbematiker  sofort  einleuchtet. 

Zum  Schlüsse  kann  Ref.  nur  sein  Bedauern  aussprechen, 
d^ss  die  MQhe  und  Arbeit,  welche  der  Verf.  offenbar  aufgewandt 
hat,  nicht  von  einer  sorgfältigeren  PrQfung  vor  dem  Drucke  und 
von  einem  schärferen  Auge  während  desselben  begleitet  gewesen 
sind.  Lp. 

H.  C.  E.  Martus.     Mathematische   Aufgaben   zum   Ge- 
brauche an  höheren  Lehranstalten.     7.  Aufl.     Teil  I: 

Aufgaben.     Leipzig.  XVI-h210S. 


P.  T.  FoLDBERQ.  Mathematiske  Examenopgaver  fra  Ad- 
gangsexamen  til  Polyteknisk  Laereanstalt  og  Afgangs- 
examen  for  Stoderende  i  aarene  1875 — 1888.    Kjoben- 

havn.  55  S.  8<>. 
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M.    Dter    and    B.    Prowdb  •  Smith.      Mathematical 
examples  pure  and  mixed.    Cambridge.  viii-f-322S. 


P.  D.  MiCHAUD.  Vademecum  du  matb^maticien.  Ma- 
nuel comprenant  les  r&gles  de  calcul,  mdthodes,  for- 
mules  et  tables  n^essaires  pour  les  exeroices  de  ma- 
th^matiques    öMmentaires.      No.    1.      Recueil    d'arith- 

mötique.     Paris.  77  8.  t2^. 


D.  BiDDLB.     A    brief  explanation   of  the  advantages  to 
be   derived  from  using  tbe  ^Aid  to  approximate  cal- 

culation^.     Bd.  Times  XLVIII.  125-136. 

Auf  der  einen  Hälfte  eines  Bogens,  betitelt  ^An  aid  to  ap- 
proximate  calculation,  prepared  by  D.  Biddle**,  hat  der  Verfasser 
die  sechsstelligen  Logarithmen  aller  Zahlen  von  1  bis  999,  auf 
der  zweiten  eine  ähnliche  Tafel  der  Antilogarithmen  zusammen- 
gestellt. Drei  Vorteile  dieser  Einrichtung  hebt  er  hervor: 
1)  Die  Tafel  wird  mit  einem  Blicke  übersehen  und  erfordert 
kein  Umblättern.  2)  Die  Umwandlung  der  Zahlen  in  Logarith- 
men und  die  Auflösung  der  Logarithmen  in  Zahlen  geschehen 
durch  dasselbe  Verfahren,  nur  auf  verschiedenen  Teilen  des 
Bogens.  3)  Die  verlangten  Ziflfern  bei  jeder  Aufsuchung  werden 
fast  augenblicklich  gefunden,  vermöge  der  Einteilung  in  Systeme, 
Columnen  und  Reihen.  Um  den  Leser  von  dem  Nutzen  der 
Einrichtung  zu  überzeugen,  geht  Hr.  Biddle  folgende  Aufgaben 
durch  und  erläutert  sie  durch  einzelne  durchgerechnete  Beispiele: 
A.  Den  Logarithmus  der  Summe  oder  Differenz  zweier  Zahlen 
zu  finden,  deren  bezügliche  Logarithmen  man  besitzt;  ohne  von 
den  Logarithmen  auf  die  Zahlen  zurückzugehen.  B.  Bei  Glei- 
chungen höheren  Orades,  von  denen  eine  Wurzel  gegeben  ist, 
eine  zweite  zu  finden.  C.  Bei  Gleichungen  höheren  Grades  die 
Wurzeln  unabhängig  von  einander  zu   berechnen.      D.    Multi- 
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plieationen  yielstelliger  Zahlen  aaszuführen.  E.  DiTisionen  bei 
vielstelligen  Zahlen  auszuführen.  F.  Quadratwurzeln  aus  groaeen 
und  kleinen  Zahlen  auszuziehen.  Lp. 


A.  M.  Nell.  Fünfstellige  Logarithmen  der  Zahlen  uod 
der   trigonometrischen  Functionen   u.  s.  w.      6.  Aufi. 

Darmstadt.  XIX  +  104  S.  8». 

L.  ScHRÖN.  Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der 
Zahlen  von  2—108000  und  der  Sinus,  Cosinus,  Tan- 
genten, Cotangenten  u.  s.  w.     Neue  Ausgabe.    Tafel  i 

n.  II.   XXIY  +  474S.  gr.8o.    Tafel  III.  VI  +  76S.  BranDtchweig. 

P.  Andre.  Nouvelles  tables  de  logarithmea  ä  sept  dd- 
cimales  etc.     3.  tirage.     Edition  stdr^otype.      Paria.  12 

-H  14  -f-  94  S. 

Lalande.  Tables  de  logarithmes  pour  les  nombres  et 
les    sinus    k    cinq    d^ciraales.      Nouvelle    Edition   etc. 
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Gesetz  der  Coefficientenbildung  dargelegt.  Schg. 


Th.  Harmuth.     Textgleichungen  geometrischen  Inhalts. 

Berlin.  J.  Springer. 
Vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  55. 


W.  J.  C.  Sharp.     On  simplicissima  in  space  of  n  dimen- 

sions.     Lond.  M.  S.  Proe.  XIX.  423-482. 

Schluss   zu   dem  Aufsatze,   ttber   den  F.  d.  M.  XIX.   1887. 
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der  Theorie  der  ebenen  Curven  beziehen.  Lp. 
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